Variavel Aleatoria

Uma fun¢do X que associa a cada

elemento de S (s € S) um nimero real

Probabilidade

x = X(s) é denominada variavel

s .
aleatoria.
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O conjunto de valores

O conjunto formado por todos os

(IR L) £

b 4
Variavel e )
valores “x”, isto €, a imagem da varidvel
Ale at(’)ria aleatéria X, é denominado de conjunto de

valores de X.
XS)={xe RIX(s)=x}
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Tipos de varidveis

Conforme o conjunto de valores —

X(S) — uma variavel aleatéria podera ser

discreta ou continua.
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Variavel Discreta (VAD)

discreta.
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Se o conjunto de valores for finito ou

entdo infinito enumeravel a variavel é dita

4

A func¢do de probabilidade (fp)

A funcdo de probabilidade (fp) de uma
VAD ¢ a funcdo que associa a cada x; € X(S)
o nimero f(x;) = P(X = x;) que satisfaz as
seguintes propriedades:

f(x;) =2 0, para todo “1”

2f(xp) =1
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Variavel Continua (VAC)

Se o conjunto de valores for

infinito nao enumeravel entio a
variavel € dita continua.
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A distribuicdo de probabilidade

A colecdo dos pares [x;, f(x;)] para

i =1, 2, 3, ¢ denominada de

distribuicao de probabilidade da VAD X.
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Variavel
Aleatoria
Discreta

[+
T
Prof. Lori Viali, Dr. -~ UFRGS - Instituto de Matematica - Departamento de Estatistica

4

Exemplo:
Suponha que uma moeda equilibrada

¢ langada trés vezes. Seja X = “nimero de
Entdo a

caras”. distribuicdo  de

probabilidade de X é:
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Como X((a, b)) =a+ b, o conjunto

de valores de X ¢ dado por:

X(S)=1{2,3,4,5,6,7,8,9, 10, 11, 12}
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A funcdo de
fx) = PX = x),

probabilidade
associa a cada
x € X(S), um nimero no intervalo [0; 1]
dado por:
fix) = PX = x) = PX(s) = x) =
=P([x e X(S)/X(s) =x})
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Exemplo:

Suponha que um par de dados é

langado. Entdao X = “soma do par” é uma

varidvel aleatéria discreta com o
seguinte conjunto de valores:

(4]
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Desta forma:
f(2) =P(X=2)=P{(1,1)} = 1/36
f3) =P(X=3)=P{(1,2), (2, 1)} =2/36
f(11) = P(X=11) = P{(6, 5), (5, 6)} =2/36
f(12) =P(X =12) = P{(6, 6)} = 1/36
A distribui¢@o de probabilidade serd:
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A distribui¢@o de probabilidade de

X sera entio:

Expressdo analistica

Considere X = “soma do par”’, no
langamento de dois dados equilibrados,
entao:

x 2345678 9101112 2%
f: XS » R
1 2 3 4 5 6 5 4 3 2 1 1
fx) — = =+ 2 0% 2 = 2 £ - X — (x-1)/36 sex<7
36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 ( )
(12-x+1)/36 se x>7
. . — 4 Ee— — 4
Representacao de uma Diagrama
distribuicdo de probabilidade .
. 0,16
Podera ser feita por meio de: 014
0,12-
¥ uma tabela o
B uma expressio analitica (férmula) Ezj
¥ um diagrama o
) 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
. 4 — 4 Ee— — 4
Tabela VAD - Caracterizacao
, o x | fx) (a) Expectancia, valor esperado (Expectation)
Seja X = “nimero de 0o | 1/16
caras”, obtidas no 1 | 4/16 n = EX)=Yxf(x) = YxPX=x)
langamento de 4 moedas 3 | 6/16 (b) Varidncia (Variance)
honestas. Entao a 3 | 4/16 ) )
e e . 2 _ _ — 2 _ —
distribui¢do de X é a da 4 | 1/16 o” = XfX)(x-u)" =X xf(x)-u* =
= 2
tabela ao lado. Y 1 = E(X?)-E(X)
. . — 4 Ee— — 4




(111) Desvio Padrao
(Standard Deviation)

6 =SE0x-2 =T x % (x) 12 ={[E(XD-EX)?

(iv) O Coeficiente de Variagao

(i1) O primeiro momento central é sempre zero;

(iii) O terceiro momento central é utilizado
para determinar a assimetria de uma
distribuicao;

(iv) O quarto momento central é utilizado na

Seja X uma VA. O momento de
ordem “k” de X é o valor E(X¥) = L, se

esse valor convergir.

Obs.: A expectancia é o primeiro
momento.
>y
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(Variation Coeficient) determinagdo da  curtose de uma
Y=o/n distribuigo.
] ! ] !
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Defini¢des: Se X é um VAD entdo o k-ésimo

momento de X é dado por:

Wy = > X%(f(xi)
i=1

e 0 k-ésimo momento central de X é

obtido por: &
= 2 (i (xp)
i=1
2
>y
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Seja X uma VA. O momento central
de ordem “k” de X é o valor E[(X -
E(X))X] = E[(X — wX] , se esse valor
convergir.

Obs.:

momento central;

(i) A varidncia é o segundo
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Considerando que o momento de
ordem “k” de X é E(X¥) = L,, pode-se
expressar a expectancia e as demais
medidas em funcdo desse resultado. Tem-

se, entao:

4
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(a) Expectancia, valor esperado

u, = EX)
(b) Variancia

o = V(X) = EX?) -EX)? =, —?
(c) Assimetria

Y1 =[5 = 3, + 2u,°0
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Calculos

x  f(x) | x.f(x) | x2(x) | x3f(x) x*(x)
0 1/16 0 0 0 0

1 4/16 | 4/16 | 4/16 | 4/16  4/16

2 6/16 | 12/16 | 24/16 | 48/16 96/16
3 4/16 | 12/16 | 36/16 |108/16 324/16
4 1/16 | 4/16 | 16/16 | 64/16 256/16
X 1 2 5 14 425
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(v) Curtose
Y, = E[(X - w*)/o* -3 =
= [y — 413 + 61,%1, — 31, Y0t - 3
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Tem-se:
W=2 =5 W=14ep =425
Assim:
(1) E(X) =, =2 caras
(i) o>=W,—,2=5-4=1cara
(iii) vy = [M3 = 31, + 20,°)/0° =
=14-325+28=30-30=0
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Exemplo

Calcular o valor esperado, a
variabilidade da varidvel X = “nimero de
caras” no lancamento de quatro moedas

honestas.
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(iv) Curtose
Yo = [My — 415 + 6121, — 3p*l/ot - 3 =
425-42.14+64.5-3.16-3=

=425-112+120-48-3=25-3=
=-0,50
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Outros resultados
Moda
m, =2 caras

Mediana

m, =2 caras
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Exercicio

Trés dados honestos s@o lancados.
Seja X = soma dos resultados. Determine
a distribui¢do de X e calcule os momentos

até a quarta ordem.
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Propriedades
Da expectancia ou valor esperado
(i) Linearidade

E(aX +b) = aE(X) + b
(i) Nao multiplicativa

E(XY) # E(X)E(Y), em geral
(iii) E(X 1Y) = EX) £ E(Y)
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A partir dos momentos, determinar:
(i) A expectancia
(i1) A variancia
(iii) A assimetria

(iv) A curtose
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Da variancia
(i) V(@) =0
(i) V(aX + b) = a2V(X)

(i) VOX £ Y) = V(X) + V(Y) se X e Y

forem independentes.
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A Funcao de Distribui¢do (FD)

Seja X wuma varidvel aleatdria
(discreta ou continua). A fungdo de
distribuig¢do (acumulada) ou
simplesmente “funcdo de reparticdo” é

definida por: F(x) = P(X £x).
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Propriedades da FD
(a)0<FXx)<1;
(b) F(x;) < F(x,) sex; <X,
(¢) lim F(x)=0

X—>—o0

(d) lim F(x)=1

X oo
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Exemplo

Seja X = ndmero de caras no
langamento de uma moeda. Entdo a FD de
X é:
0 se x<0
F(x)=P(X<x)=4p

1 sex 2>1
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se 0 <x<1

Determinacdo de probabilidades a
partir da FD

(1) Pa< X <b)=F(b) - F(a);
(1) P(X<a)=F(a)e

(1) P(X>a)=1-F(a)

¢
[+
T
Prof. Lori Viali, Dr. -~ UFRGS - Instituto de Matematica - Departamento de Estatistica

A Funcgdo de Distribui¢ao

}q=1—p

-

¢
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VAD e FD

Seja X ¢é uma varidvel aleatdria
discreta (VAD) entdo a FD ¢é a fungdo em
escada dada por:

F(x)= Y PX=x;)

xiSX
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Observacao:

Seja X ¢é uma variavel aleatéria

discreta (VAD) com FD F(x), entdo:

P(X = xj) = f(x) = F(x) - Flxi-1)
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Exercicio

Uma fonte de informacdo gera simbolos ao

acaso a partir de um alfabeto de quatro letras { a, b,
¢, d } com probabilidades f(a) = V2, f(b) = Y4 e f(c) =
f(d) = 1/8. Um esquema codifica esses simbolos em
bindrio da seguinte forma: a — 0, b — 10, ¢ — 110,
d — 111. Seja X a VA que representa o tamanho do

codigo, isto €, o nimero de digitos bindrios (bits).
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B Bernoulli
B Binomial
B Hipergeométrica

E Poisson
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(a) Qual € o conjunto de valores de X?

(b) Assumindo que a geracdo dos simbolos
sdo independentes, encontre: P(X = 1),
P(X=2),P(X=3)e P(X>3).

(c) Determine a FD de X.

(d) Represente a FD graficamente.
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Bernoulli

¢
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Modelos Discretos
de

Probabilidade
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Experimento
Qualquer um que corresponda a apenas

dois resultados. Estes resultados sdo

anotados por “0” ou “fracasso” e “1” ou

“sucesso”. A probabilidade de ocorréncia de

69

“sucesso é representada por “p” e a de

13

insucesso por “q=1-p”.
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Conjunto de Valores

X)) =1{0 1}
A Funcgdo de Probabilidade (fp)

I-p se x=0
fx)=P(X=x)=
p sex=1
(4]
>y
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Funcao de Distribui¢do

} ’

q=1-p {
0

¢
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A Funcdo de Probabilidade (fp)

1.0

0.8

0.6

04

0.0
0 1
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Caracteristicas

Expectancia ou Valor Esperado
EX)=>xf(x)=0g+1p=p
Variancia
V(X)=EX)-EX) =
=(0’.q+1>.p)—p° =

=p—p =pd—p)=pq
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A Funcao de Distribui¢dao (FD)

0 se x<0
F(x)=P(X<x)=<:q se 0<x<l1
1 sex2>1
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Exemplo

Suponha que um circuito € testado
e que ele seja rejeitado com
probabilidade 0,10. Seja X = “o niimero
de circuitos rejeitados em um teste”.

Determine a distribui¢do de X.
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Como se trata de um unico teste,
a varidvel X ¢é Bernoulli com p

=10%, assim a distribui¢do é:

09 se x=0
0,1 se x=1

f(x)=P(X=x)=

¢
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Conjunto de Valores

X(S) = {0, 1, 2, 3, .., n)

A Funcio de Probabilidade (fp)

n X _n—Xx
P q
X
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f(x)=P(X =x) =

Binomial
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A Funcao de Probabilidade (fp)

0,00

0 2 4 6 8 10 16 18 20 22 24

[+
T
Prof. Lori Viali, Dr. -~ UFRGS - Instituto de Matematica - Departamento de Estatistica

Experimento

Como existem apenas duas situagdes: A
ocorre ou ndo, pode-se determinar a
probabilidade de A ndo ocorrer como sendo
q=1-p. A VAD definida por X = “nimero
de vezes que A ocorreu nas ‘n’ repeti¢des de
E” € denominada BINOMIAL.
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A Funcao de Distribui¢ao (FD)

0 sex<0

E(x) = ) )k
xX)=P(X<x)=1 2, . pq se0<x<n

1 sex>n
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A Funcgdo de Distribui¢ao

1,00 =
0o plE PHT Ay R . Suponha que um circuito € testado e
0,80

0,70
0,60
0,50
0,40
0,30
0,20
0,10
0,00

que ele seja rejeitado com probabilidade
0,10. Seja X = “o numero de circuitos

rejeitados em 10 testes”. Determine a

distribuicao de X.

5 17 19 21 23 25
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Caracteristicas

A Como se tratam de 10 testes a varidvel X
Expectancia ou Valor Esperado

¢ Binomial com p =10%, assim a distribui¢ao

n
EX)=Yxf(x) =Xx| |p'q" “=np é:
X

o 10
Variancia f(x)=P(X=x)=| |(0,)*.(0,9)°*

X
V(X) =E(x?)-E(X)’
parax=0,1,2,...,10

n
E(x?) = sz_[ Jpan_x =n(n-1)p*+np
X

¢ ¢
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) Exemplo
V(X)=E(X*)-E(X)" =
Uma fabrica recebe um lote de 100
n(n—l)p2+ np—(np)2= . . ~ .
pecas das quais cinco sdo defeituosas.

=-n p2+ np =np(1—p)=npq Suponhamos que a fabrica aceite todas as 100
Assi pecas se ndao houver nenhuma defeituosa em
ssim: ..
E(X)=np uma amostra aleatéria de 10 pecas
selecionadas para inspec¢do. Determinar a

ox =+/1Pq probabilidade de o lote ser aceito.

¢ ¢
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Tem-se:
n=10ep=>5/100 = 0,05

10
f(0)=P(X=0) :( 0 ]0,05O 0,95 =

=59,87%

Prof. Lori Viali, Dr. - UFRGS - Instituto de Matematica - Departamento de Estatistica

Experimento:

A distribui¢do Binomial é deduzida

69

com base em “n” repeticbes de um

experimento de maneira independente
(isto €, p = constante), ou retiradas com

reposi¢ao de uma populagao finita.
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Tem-se:
n=10 ep=5/100=5%
Entao:

10
f(0)=P(X=0)= . .(0,5)°.(0,95)" =

=59,87%
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Se a experiéncia consistir na selecdo

de objetos, sem reposicio, de uma

populacio finita, de tamanho “N”, onde “r”
apresentam uma caracteristica “N — r”” ndo
entdo

apresentam esta  caracteristica,

existird dependéncia entre as repeti¢des.
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Hipergeométrica
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Neste caso a variavel aleatdria

X = “nimero de objetos com a

caracteristica r em uma amostra de

”

tamanho n”, terd uma distribuicdo

denominada de Hipergeométrica.

4
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Conjunto de Valores

x : max{0, n—N+r}, ..., min{r, n}

A Funcio de Probabilidade (fp)

r\({N-r
X An—x
f(x)=P(X=x)= N
n
o
>
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Fungdo de Distribui¢ao
H(20; 15; 50)

Looy” b -
09+ - - - - -
0801 | — - - — — - - -

0,704 | — — — — — — — — —

0601 - - — - - — - — —

0501 - — - — — — — — —

0404 L - - - - =

0304 - - - - - - -

0204 L - - —

0.107" _fmm——
0,00

9 10 11 12 13 14 15
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A Funcio de Probabilidade (fp)
H(20; 15; 50)

03 =

021 — ] 1M

021 — ] B

9 10 11 12 13 14 15
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Caracteristicas

Expectancia ou Valor Esperado

E(X)=np

Desvio Padrio

N-n r
ox =+/1pq4 No1 Onde p—E

¢
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A Funcao de Distribuicao (FD)

0 sex<j
(o)
iy

1 sex >k

M=

F(x)=P(X<x)= se j<x<k

X

onde j=max{0, n-N+r}

k =min{r, n}
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Exemplo

Uma fabrica recebe um lote de 100
pecas das quais cinco sdo defeituosas.
Suponhamos que a fabrica aceite todas as 100
pecas se ndao houver nenhuma defeituosa em
uma amostra aleatéria de 10 pecas
selecionadas para inspec¢do. Determinar a

probabilidade de o lote ser aceito.
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Pela Hipergeométrica:
N=100,r=5,n=10

5\(95
0/l10
£(0)=P(X =0) =~~~ = 5838%
10
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Experimento

Na Binomial a varidvel que interessa é
o numero de sucessos em um intervalo
discreto (n repeticdes de um experimento).

Muitas vezes, entretanto, o interesse € o

nimero de sucessos em um intervalo

continuo, como o tempo, area, superficie,
etc.
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Pela Binomial:
n=10 ep=5/100=5%

Para determinar a f(x) de uma
distribuicdo deste tipo, sera suposto que:

(i) Eventos definidos em intervalos nao

Prof. Lori Viali, Dr. - UFRGS - Instituto de Matematica - Departamento de Estatistica

| sobrepostos sao independentes;
f(0)=P(X=0)= OO 005)".(095)" = (i) Em intervalos de mesmo tamanho as
=59,87% probabilidades de um mesmo nimero de
sucessos sao iguais;

(iii) Em intervalos muito pequenos a
probabilidade de mais de um sucesso €&

Poisson desprezivel.
(ivy Em intervalos muito pequenos a

probabilidade de um sucesso € proporcional

ao tamanho do intervalo.
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Definicao:

propriedades ela ¢ dita

POISSON, entao a
probabilidade de X ¢

func¢éo

dada

Se uma varidvel satisfaz estas quatro
VAD de
POISSON. Se X ¢é uma VAD de
de

por:
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A Funcao de Distribui¢ao (FD)

0 sex <0
= < = -A k
F(x)=P(X £x) x e
sex=0
k=0
o
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A Funcao de Probabilidade (fp)

Funcdo de Distribuicao - P(10)

1,004
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Expectancia ou Valor Esperado

E(X)=A

Desvio Padrio

(SXZ\/z
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et o0f =T
f(X) = P(X = X) = osof
X ! o704
o604
0,50+
para x=0,1,2,... ol
0304
01
“A” é denominada de taxa de sucessos oloy
’ 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24
o ! o !
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A Funcio de Probabilidade (fp) - P(10) Caracteristicas:
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Exemplo:

O numero de consultas a uma base
Entao:

A=10.0,05=0,5.

de dados computacional é uma VAD de

Poisson com A = 6 em um intervalo de
.05

dez segundos. Qual € a probabilidade de f(0)=P(X=0)=
o!

que num intervalo de 5 segundos nenhum = % =60.65%

acesso se verifique?
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A taxa de consultas é de “seis” em Em resumo:
“dez” segundos em “cinco” segundos Binomial: 59,85%
teremos uma taxa de A = 3 consultas. Hipergeométrica: 58,38%
Entao: Poisson: 60,65%
-3 40
f(0)=P(X=0)=5 6'3 = Como pode ser visto, nesse caso, é
= o3 =4.98% . possivel resolver um mesmo problema,
utilizando trés modelos diferentes.
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Exemplo:

Considerando o exemplo dado na
Hipergeométrica, que foi resolvido,
também, pela Binomial, é possivel ainda
utilizar a Poisson. Para isto deve-se

fazer A = np.
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