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Probabilidade

Motivacao

Em muitas situagdes precisamos lidar

com duas ou mais variaveis aleatorias ao

L ] o L J
. . . mesmo  tempo. Por exemplo o
Bivariada P P
comprimento e a largura de uma
determinada peca.
Prof. Lori Viali, Dr.
1’3 viali@mat.ufgrs.br ™
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Distribuicoes Multivariadas

Uma distribuicdo de probabilidade
pode ser unidimensional ou n-dimensional.

Distribuicdes n-dimensionais (n = 2) sdo

VA n-dimensional

Se X, X,, ..., X, forem "n" funcdes,
cada uma associando um nimero real a

cada resultado s & S, denominaremos

denominadas de distribuicoes X}y Xp,'oes X)) de varidvel aleatéria n-
multivariadas. dimensional.
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A variavel (X, Y) sera uma variavel
Um caso especial de distribui¢do aleatéria discreta bidimensional se os
multivariada  envolve uma varidvel valores possiveis de (X, Y) forem finitos
aleatoria bidimensional que © ou infinitos numeraveis, isto €, os valores
denominada de distribui¢do bivariada. possiveis sdo (x, y) comi=1,2,3, ..
e J<N, 250
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A func¢do de probabilidade

A cada varidvel aleatoria discreta
bidimensional estd associada uma funcio
de probabilidade que satisfaz as seguintes

condigdes:

(1) p(x;, ¥ 20 parai, j=1,2,3, ...

(i) T 3plxy) =1

A funcdo "p" definida para todo

contradominio  de

%)
(X, Y) é denominada de funciao de

probabilidade de (X, Y).

(% no

= i=1j=1 ; = ;
N s ok o , |
A distribuicdo conjunta Exemplo:
Uma pequena fabrica opera com dois
A colegdo dos pares: turnos didrios. Em um estudo sobre o
[ ¥y, P W)l 4 =123, ... padrdo de auséncias ao trabalho as duas
€, denominada—le  distribuigdo. fde varidveis aleatérias. de interesse sdo:
probabilidade conjunta da varidvel aleatéria X = il .deiiil NG o da manhs
discrefabidimensionabX, ), e Y = nimero de auséncias no turno da
¥ ‘ ¢ tarde do mesmo dia. ‘
- -
Distribuicdo Conjunta
Baseado numa longa série de =
registros, de funciondrios, o diretor de X 0 1 2 3 z
pessoal, determinou a distribuicdo 0 |005]| 065 010 | 000 | 0,20
3 1 0,05°| 0,10 0,25 0,10 | 0,50
conjunta de X e Y mostrada na tabela
2 0,00 | 0,15 0,10 0,05 0,30
{EIOXIMaSLIE T {010 030 | 045 | 015 | 1,00
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Interpretacao

Na tabela _0 valor 0,25 da célula
(X =1, Y = 2) significa que em 25% dos dias
um trabalhador faltou no turno da manhi e dois
faltaram no turno da tarde. O valor de 20% da|
soma da primeira linha, indica que em 20% dos

dias ninguém faltou no turno da manha.

Da mesma forma, o valor de 45% na
quarta coluna, indica que em 45% dos
dias, dois trabalhadores nao

compareceram no turno da tarde.

& 4 & ‘
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Exercicio:
Sejam:
X = tamanho da palavra e
Suponha que uma palavra da frase: % -
Y = namero de vogais da palavra, duas
“O Grémio é¢ sempre sera o melhor i >
variaveis aleatdrias.
time gaticho” € selecionada ao acaso. Determinar a distribui¢io conjunta de
(X, Y),
& g & .
| x| | x|
Distribuicdo Conjunta Distribuicoes Marginais
Y|
X 1 2 3
A cada varidvel bidimensional
04 | 00 0,0 — e
0.0 0.2 0.0 (X, Y) estdoassociados duas varidveis
0,0 0,2 0,2 aleatérias X e Y.
& § & .
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Os valores de X considerados em

conjunto com as probabilidades que

aparecem na Uultima coluna a direita

Distribuicdes Marginais

No caso discreto a obtencdo da

distribuicdo marginal de X € dado por:

Se (X, Y) é uma VA discreta
bidimensional, entdo as colecdes de pares:
[x,p(x) =P(X=Xx)] e
[y, p(y) = P(Y =y)]

sdo denominadas de Distribuicoes

formam a distriguigﬁo marginal de X e os p(x) = PX'=x%,)
valores de Y considerados com as =PX=x, Y=y, ouY=y,ou..)
probabilidades da tltima linha da tabela =22 e
« formam a distribuicdo marginal de Y. y ¥ ;
N e B = 3
Defini(;éo : Exemp]_o c

Considerando a distribui¢ao conjunta
(X, Y) onde X = faltas no turno da manha
e Y = faltas no turno da tarde, tem-se, as

seguintes distribui¢des marginais.

[l
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Marginais.
" : n .
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Distribuicoes Marginais Exercicio:
x | p(® X p(y)
5 e 0 0.10 Considerando a  distribuicdo
= 1 0.30 conjunta (X, Y) onde X = tamanho da
1 0,50 -
2 0,45 palavra e 'Y = ndmero de vogais,
Z 00 3 0,15
2 determine as distribuigdes marginais.
> | 1,00 )3 1,00




Solu¢ao Distribuicdes Condicionais
% Y 1 2 3 5 No estudo descritivo com distribuicoes
1 04 0.0 0.0 04 conjuntas foram calculados os percentuais
o 2 B 2
4 00| 02 0,0 0,2 em relagio as linhas e as colunas. Na
6 0,0 0.2 0.2 0,4 probabilidade este cdlculo € denominado de
X 0,4 0,4 0,2 1,0 RS 4 o 3
2 : : 2 Distribui¢des Condicionais.
¥ - ¥ :
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Definicao: Exemplo:

Seja x; um valer da VAD X tal que
p(x;) > 0. A probabilidade:

P(Y=y | X=X%) =

P(X = 5 AT=33NREC = x)-=

P(y; )X =x) parap=1,2,...,n
probabilidade

é denominada

condicional de Y = y;, dado que X = x;.

([l
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Com base na tabela do nimero de
auséncias ao trabalho nos turnos da
determine a

manha e da tarde,

distribuicao condicional de P(Y | x = 0).

PCY = IS0y =
=P(Y =y o= = "=
= PCY A= 10

Assim paray =0, 1, 2 e 3, tem-se:

[l

[l

pOlx=0)=P(y=0;x=0)/P(x=0) =
= 0,05/0,20 =0,25.

p(llIx=0)=P(y=1;x=0)/P(x=0) =
=0,05/0,20 = 0,25.




pR2Ix=0=Py=2;x=0)/Px=0)=

¥ p(ylx=0)
=0,10/0,20 = 0,50. 0 0,25
> 1 0,25
p3 I x = 0)= P(y =8; x = 0)/RGe=0) = ; N
= 0/0,20 =0. ¥ 1,00
* - %
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ExXerciclts Solu¢ao
Y
X 1 2) 3 z
Qual ¢é a distribui¢do do nimero 1 04 0.0 0.0 0.4
de vogais se gtamanho da palavra é 4 0,0 0,2 0,0 0,2
seis. 6 0,0 0,2 0,2 0,4
z 0.4 0,4 0,2 1,0
% - n
&7 'Q &7
21x=6)=P(y=2;x=6)/P(x=6) =
p(21x=6)=P(y x = 6)/P( ) - PG Ix=6)
=0,2/0,4 =0,5.
= 0,5
pBlx=6)=P(y=3;x=6)/P(x=6) = 0.5
=0,2/0,40 = 0,5. 1,0
% - n
&7 'Q &7




Representacao grafica

Representér graficamente a distribuicdo

bivariada apresentada na tabela abaixo:

X 5
y 0 1 2
0 0,12 0,42 0,06
o A 0’21 ............ 0,06 ............. 0,03 ......
.......................... 0,070’020,01

Descrevendo a distribuicao

B A (distribuicdo conjunta pode ser
descrita pela média, variancia e desvio
padrdo de cada uma das varidveis;

B Isto é feito através das distribuicdes

marginais.

é Prof. Lori Viali, Dr. - UFRGS - Institito de Matematica - Dep o de Est

Descrevendo a distribuicao

X P | py)

0 0,4 0,6
.......... e R
B o -

Por exemplo, considerando a distribui¢@o

representada graficamente, tem-se:

E(X) = 0,70
V(X) = 0,41
E(Y) = 0,50
V(Y) = 0,45

|
é Prof. Lor{ Viali, Dr. - UFRGS - Instituto de Matemitica - Departamento de Estatistica lﬁ

Ela, podé' éinda ser' descrita em
termos do relacionamento entre as duas
varidveis. Para descrever o
relacionamento enfre as duas variaveis
existe a covariancia e o coeficiente de

correlagdo.

é Prof. Lor{ Viali, Dr. - UFRGS - Institito de Matematica - Dep o de Est




A covariancia

A covariancia entre as variaveis

aleatérias = XSS eSS =me=sedad T—>"por:
COV(X, Y) = E[(X - EX)(Y - E(Y)].
Ou seja, € o valor médio do produto dos

desvios de X e Y em relac@o as suas médias.

4

e

Se X assumir os valores x,, X,, ..., X, € Y
os valores y;, ¥, ..., Yyme PX=x;, Y=y) =
p(X;, y;), entdo a-expressao:

COV(X,Y) =E[(X-EX)(Y-EY)] =

= E(XY) - E(X)E(Y).

e
B3

Pode ser escrita como:

COVX.Y)= 35 1xi~EQOlly; ~E()Ip(xi- %) =
i=lj=

— E(XY)- BX)E(Y)=
=23 103, Pl )= ExiBloi) 2y, 2(3)
i I=

i=1j=1

([l
B

Exemplo:

Calcular a éovariﬁncia da distribui¢ao
anterior.
COV(X, Y) = EX(X- i) (Y- Hy)p(x, y) =
=(0- 67)(0 - 0.5)p(0,0) + ...
+... +

=2-0.72-0.5)p2,2)=-0.15

2

(e

O Coeficiente de Correlacao

A covaridncia varia no intervalo
(-o0, +0) e &, portanto dificil de interpretar.
Por isto trabalha-se, em geral, com o
coeficiente de correlacdo, que é calculado

da seguinte forma: p = COV(X, Y)/0xOy.

—%— 1
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A grande vantagem da utilizacio
do coeficiente de correlacao é que ele

varia no intervalo [-1; +1], sendo assim

de fécil interpretagao.

[Clew
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Quando mais préximo de -1 ou +1
estiver o coeficiente maior € a associagdo
linear entre as-varidveis. Um coeficiente
proximo de zero, indica auséncia de

relacionamento linear.

Exemplo:

e

Para a tabela, do exemplo anterior, o

coeficiente de correlacdo seré:

p_COV(X,Y)_ RIS —e
GX Oy ,0,41.045 ’

([l

Estas expréssﬁes para o célculo da
covariancia e do coeficiente de correlacio
ndo sdo praticas. Existe uma maneira mais
simples do -obter estes resultados. Antes,
€ necessdrio definir mais alguns

porém,

conceitos.

Funcoes de Variaveis Aleatorias

(e

¢ Funcdode uma varidvel aleatdria;

4  Funcao de duas varidveis

aleatérias: —

# Resultado unidimensional;

# Resultado bidimensional.

01. Variavel Aleatoria Discreta

Func¢do de uma varidvel aleat6ria

[l

Seja X uma varidvel aleatoria
discreta com fp p(x;). Seja Y = f(x).
Se X for mondtona, entdo y; = f(x;),
onde x; sdo os valores de X, com

probabilidades: P(Y =y;) = P(X = x;)

2
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Se X nao for mondtona, entdo aos
valores possiveis y; = f(x) de Y se
associard a probabilidade igual a soma das
valores de X

probabilidades  dos

pertencente a imagem inversa de y; por f.

Exemplo um:

e

Determinar a  distribuicdo  da
varidvel Y = 3X, dada a distribuicdo de

X da tabela: =

Solucao:

Como Y = 3X € mondtona, a distintos
valores de X correspondem distintos

valores de Y. Assim:

Exemplo dois:

Determinar a  distribuicdo da
varidavel Y = X2, se a distribuicdo de X
é adatabela:

X | 1 | =) | 1 | 2

p ‘0,3 ‘ 0,1 ‘ 0,2 ‘ 0,4

& 4 _%
i — B B
Solucao:
Como Y = X? ndo é monétona, a PY=1D)=PX=-1)+P(X=1)=
correspondéncia entre os valores de X e de Y =03+02=05
ndo ¢é biunivoca. Entdo, por definicdo, a P(Y=4)=P(X=-2)+P(X=2) =
probabilidade de cada y; serd igual a soma =0,1+04=0,5
das probabilidades dos valores de X y | 1 | 4
correspondendo a y;,, isto é: p | 0.5 | 0.5
& 4 _%
&7 ‘Q &7
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02, Fungies de-ditas variaveis aleatorias

e

O problema consiste em dada a
distribuicao de probabilidade conjunta
de (X, Y), determinar qual é a
distribuicio de probabilidade de

Z=HX,Y).

Considere a varidvel Z = H(X, Y),

uma funcdo de duas varidveis

aleatérias X e Y. Z = Z(s) é também

uma varidvel aleatdria, pois:

B Executa-se o experimento E obtendo "s";
F Calculam-se os nimeros X(s) e Y(s);

B Calcula-se o nimero Z = H[X(s), Y(s)].

& 4 & 4
| x| | x|
= | & &
O valor de Z depende de "s", o
e ” Se (X, Y) for discreta, o problema é
resultado original do experimento. Ou ( ) P
- , - 3 simples. Suponha que (X, Y) seja uma
seja, Z = Z(s) € uma fungdo que associa P P e LR ) se)
> VADB. Entdao, as- seguintes variaveis
um numero real Z(s) a todo resultado &
N , aleatorias unidimensionais sdo de interesse:
s € S, em consequéncia Z é uma
variavel aleatoria.
& 4 & 4
| o | | x|
& | K &

11



B Xy
B XY;

P min(X, Y);
F max(X, Y);

B etc. .

e

Exemplo:

Considere a distribui¢do conjunta da

seguinte varidvel Bidimensional:

_— 2 3 )
0 |005 005 010 000 |020
1 |005 010 025 010 | 0,50
2 000 015 010 005 | 030
r 010 030 045 015 | 1,00

e
B3

Determinar a distribuicdo da

variavel aleatoria discreta

U=min(X, Y).

Para  obter a  distribuicdio de
probabilidade de U adota-se o seguinte
procedimento:

» Determina-se os valores possiveis de U.

Neste caso, sao: 0, 1, 2.

—g— 9
§‘ Prof. Lor{ Viali, Dr. - UFRGS - Institf¥o de Matemitica - Departamento de Estatistica "Q

» Para determinar P(U = 0) deve-se notar que
P(U = 0) se e s6 se, um dos seguintes
eventos ocorre: (X=0,Y=0)ou (X=0,Y
=Dou(X=0,Y=2)ou(X=0,Y=3)ou
X=1,Y=0ou(X=2,Y=0).

» Assim: P(U=0)=0,05+ 0,05+ 0+ 0,05

+0,10 +0 = 25%.

|
ali, Dr. - UFRGS - Institito de Matemitica - Departamento de Estatistica ‘Q

[l

Ilustracdo da determinagdo de P(U = 0) =
= P[min (X, Y) =0].

Y o 1 2 3 Soma

0,05 | 0,05 | 0,10 | 0,00 | 0,20
0,05 | 0,10 | 0,25 0,10 | 0,50
0,00 | 0,15 | 0,10 [ 0,05 | 0,30
Soma | 0,10 | 0,30 | 0,45 | 0,15 | 1,00

—% 1
@ Prof. Lorf Viall, Dr. - UFRGS - Institifo de Matemitica - Departamento de Estatistica "Q
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As outras probabilidades de U podem

ser obtidas de forma semelhante, tendo-se:

Determinagao .de R(UsE=])
= P[min (X, Y) =1]:

Y|
e (55 ===y 2 3 |S
P(U=1)=010+0,25 + 0,10 + 0,15 = X %
0 0,05 | 0,05 | 0,10 | 0,00 | 0,20
= 0,60 = 60%. 1 005 010] 025 | 0.10 | 0,50
P(U=2)=0,10 + 0,05 =0,15 = 15%. 2 0,00 | 0,15 | 0,10 | 0,05 | 0,30
Soma | 0,10 | 0,30 | 045 | 0,15 | 1,00
¥ ~ ¥ :
] f q B : ]
Exercicio um:
Distribui¢do da VAD U = min(X, Y). Determinar a distribui¢do conjunta das
varidveis aleatérias X = Nimero de vogais e
u p(w)
0 = Y = ndmero de consoantes de uma palavra
1 0,60 selecionadaao acaso da seguinte frase:
2 0,15 i ;
“O Grémio é e sempre serd o melhor
3 1,00
time Gaticho”.
& E & .
- -
& , — B & 1 4
Solucao um: Exercicio dois:
x| RNt N — .
Com base na distribui¢do conjunta,
1 04 00 0,0 00 | 04 ; o
= determinar as  distribuicdes  das
2 007 02,00 02 | 04 : o~
seguintes variaveis: XY, X + Y, X - Y,
3 0,0 0,0 0,2 0,0 | 0,2 .
min(X, Y) e max(X, Y).
¥ (04 02 02 02 |10
& E & .
B B
@ = = 2 l@ @ 1 de "‘Q
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*Y) |pkx,y)| xy | x+y | x-y | min | max Solucao:
(1,0) | 04 | O 1 1 0 1
@Al 0o || 2 3 il 1 2
(1,3) |- 0.05ims 4 =2 1 3 Xy p(xy)
(1,4 | 00 | 4 5 =2 1 4 0 04 g p(x +y)
2,00 | 00 | 0 2 D 0 % i =
4 02 — ;
@)k [0 e 0 2 2 : 3 =
2,3) | 00| 6 5 =il > 3 8 02 ,
2,4 | 0b | 8 6 2 2 4 > o 6 0,4
3,0 [ 00 | 0 3 3 0 3 : ) 1,00
3,2 | 00 | 6 5 1 2 3 ) 1,00
3,3 |02 |9 6 0 3 3
3,4) | 0,0 | b 1 B | = £ -
Distribuicdes
x-y |p(x-y)
min p(min)
0 0,4
0 0,4
1 04 — ’ 04
-2 0,2 3 0,2
Y 1,00 2 1,00

Exercicio trés:

[l

Calcula;':

E(X) e V(Y)

E(Y) e V(Y)
EX+Y)eVIX+Y)
EX-Y)eV(X-Y)
E(XY) e V(XY)

viali, Dr. - UFR(

Covariancia Revisitada

[l

Considerando

anteriores,

podemos

resultados

redefinir a

covariancia como sendo:




Covariancia Revisitada

COV(X,Y) =

= E[(X - EX)(Y - E(Y)] =

= B(XY - XE(Y)— YE(X) + EX)E(Y)] =

= BEXY) - EXEY) - E(Y)EX) +
E(X)E(Y) = E(XY) - EX)E(Y).

Definicao:

1. Se COV(X, Y) = 0, entdo as variaveis X
e Y sao ditas Nao Correlacionadas.

2. Duas varidveis aleatérias X e Y sdo ditas
independentes se: p(x, y) = p(x).p(y),

para todos os pares de valores (X, y).

" ’ ¥ :
R qA B 8
Relacoes e consequéncias Relacoes e consequéncias
E(X +Y) = E(X) +E(Y) Se X e Y sdo independentes entdo:
V(X £Y) = VEX)+ V(Y) £ 2Cov(X, Y) (1) CONVECRIENS
E(XY) # E(X)E(Y) (em geral) (i) E(XY) = E(X).E(Y)
(iii) V(X £Y) = V(X) + V(Y)
" : n :
& 4 & 4
Observacoes:

E(XY) : E(X)E(Y) pode ser A indepen&éncia ¢ uma relacdo mais
verdadeir SN s X & Y forte do que a ndo correlagdo. Dizer que
serem dependentes. duas varidveis sdo ndo correlacionadas,

Se Cov(X, Y) = 0, isto ndo quer significa que elas ndo tem relacionamento
dizer que X e Y sdo independentes, o linear, enquanto que independéncia exclui
Ontfario i qualquer tipo de relacionamento.

" : % :
= 4 g 4

15



A Covariancia

Relembrando:
E(aX +b) =aE(X) +b.
(1) Cov(aX +b;¢€Y + d) = acCov(X, Y)
(i) CoviX + Y, Z + W) = Cov(X, Z) +
Cov(X, W) + Cov(Y, Z) + Cov(Y, W).

O Coeficiente de Correlacao

H-1<p< 1;_

() pX+a, Y+b)=pX,Y);

(iii) p(aX, bY) =p(X, Y);

(iv) Se pX,Y)=lou pX,Y) = -1,

entdo Y=aX+bcoma>0oua<0

respectivamente.
¥ ~ ¥ :
o g2 & &
Exemplo: Solucao:
Considere a distribui¢do conjunta da S s
As distribuigdes marginais sao:
tabela abaixo.
X X\Y |l e e
-1 0 1 : :
oL = e TGRS S
ek ATSE RN IS O U8 L ON 1/ [rE
........................ 1/8 S S /B 1 /] U8 ; U8 ;N8 |3/8
1 1/8 1/8 1/8 3/8 2/8 3/8 | 1
s Verifique se X e Y sdo independentes. o ;
[ & ’Q
Exercicio:
X\ | -T%-0 18 %
1 1/8 1/8 © 1/8 | 3/8 Uma urna contém trés Dbolas
........ 0. |18 520 L8 28 numeradas: 1, 2 e 3. Duas destas bolas sdo
1 18— 1/8  1/8 |3/8 : — :
) TR RE R retiradas ao caso esejam X = valor da

&
&2

As varidveis ndo sio independentes, pois

p(1, 1) = 1/8 = p(1).q(1) = (3/8)(3/8) = 9/64.

a

[l

primeira bola retirada e Y = valor da

segunda bola retirada.

16



e

Determine:
(a) E(XY)
(b) Cov(X,Y)

(c) Var (X +Y) se as retiradas forem:

(1) Com reposi¢ao;

(i1) Sem reposicao.
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