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E o grau de associagdo entre duas ou

mais varidveis. Pode ser:
correlacional
ou

experimental.
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Numa relacdo experimental os valores de

uma das varidvetis sdo controlados.

No relacionamento correlacional, por
outro lado, ndo se tem nenhum controle sobre

as varidvetis sendo estudadas.
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Tndicadores
de

A SSOCLACALO



O Estoque de Moeda (M1) estd
relacionado com a wvariagio dos pregos.
TVerifique se existe correlagdo entre o IPC
americano  com a  oferta  monetdria,
considerando dados do periodo de 1960 a

2003.
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O primeiro passo para determinar se
existe relacionamento entre as duas
varidveis é obter o diagrama de dispersdo

(scatter diagram).




Diaarama de Disversdo
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O diagrama de dispersdo fornece
uma ideia do tipo de relacionamento entre
as duas varidveis. Neste caso, percebe-se

que existe um relacionamento linear.




Quando o relacionamento entre
duas varidveis quantitativas for do tipo

linear, ele pode ser medido através do:
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Coeficiente
de

D



Observado um relacionamento linear
entre as duas varidveis é possivel determinar
a intensidade deste relacionamento. O
coeficiente que mede este relacionamento é

denominado de Coeficiente de (Correlacdo

(linear).
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Quando se estd trabalhando com amostras
0 coeficiente de correlagcdo é indicado pela letra
(S

e ¢ uma estimativa do coeficiente de

correlagcdo populacional que é representado por

P (rho).
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D et ermira o
do Coejficiente
de Correlacdo



Para determinar o coeficiente de
correlagdo (grau de relacionamento [inear
entre duas varidveis) vamos determinar
inicialmente a variagdo conjunta entre elas,

1Sto é, a covaridncia.




A covaridncia entre duas varidveis X e Y, é

representada por “Cov(X; ¥)" e calculada por:

S(X =X )Y —7)

n—1

Cov( X,Y )=
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Mas

S X=X )V i=Y )=
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Entdao:

S(Xi=XN¥i=7) _

n—1
:ZXi(Yi_n)_(q_/

n—1

Cov( X,Y )=




A covaridncia poderia ser utilizada
para medir o grau e o sinal do
relacionamento entre as duas varidveis, mas
ela ¢ dificil de interpretar por variar de o a
too, Assim ¢ mais conveniente utilizar o
coeficiente de correlagdo linear de Pearson

(momento produto)
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O coeficiente de correlagdo linear

(de Pearson) é definido por:

- Cov(X,7 )
SySy

r
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Onde:

V. — XY
COW(X/Y):ZX/Yl nx
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Esta expressdo ndo é muito prdatica para
calcular o coeficiente de correlagdo. Pode-se
obter uma expressido mais conveniente para o
calculo manual e o cdlculo de outras medidas

necessdrias maits tarde.
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A vantagem do coeficiente de
correlagdo (de Pearson) é ser adimensional e
variar de — 1 a + 1, que o torna de fdcil

interpretagdo.
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Assim  se r = -1, temos wuma
relacionamento [inear negativo perfeito, isto é,
0s pontos estdo todos alinhados e quando X

aumenta Y decresce e vice-versa.




Correlagdo perfeita e negativa
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Se r = +1, temos uma relacionamento
linear positivo perfeito, isto é o0s pontos
estdo todos alinhados e quando X aumenta Y

também aumenta.




Correlagdo perfeita e positiva
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Assim se v = 0, temos uma auséncia de
relacionamento [inear, isto é, os pontos ndo

mostram ‘alinhamento’.




Correlacdo nula
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Assim se —1 < r < 0, temos uma
relacionamento linear mnegativo, isto ¢, o0s
pontos estdo mais ou menos alinhados e

quando X aumenta <Y decresce e vice-versa.




Correlagdo negativa

4 09+ O -
30 - . o
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) s




Assim se 0 < r < 1, temos uma
relacionamento linear positivo, isto ¢, 0s
pontos estdo mais ou menos alinhados e

quando X aumenta Y também aumenta.




Correlacdo positiva
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Observacdo:

Uma correlacdo amostral ndo significa
necessariamente uma correlacdo populacional e
vice-versa. F. necessdrio testar o coeficiente de
correlacdo para wverificar se a correlagdo

amostral é também populacional.
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Tlustracdo

Observada uma amostra de seis pares,
pode-se perceber que a correlagdo é quase um,
isto ¢, r= 1. No entanto, observe o que ocorre
quando mais pontos sdo acrescentados, isto é,

quando se observa a populacdo!




Correlagdo amostral X populacional
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Determinar o ‘grau de relacionamento
linear” entre as varidveis X = Indice de
Precos ao Consumidor versus ¥V = Estoque de

Moeda, para os wvalores da FEconomia

Americana de 1960 a 2003.




2003 12871 1840 |
Tota[ 258945 41029 3295760,69 2185683721 503187,97




Vamos calcular v’ utilizando a
expressdo em destaque vista anteriormente,

isto ¢, através das quantidades, S ; Syy €

Sopy




Tem-se:

n=44 > X=2589450 >V =410290

X =5885114Y =932477 S XV =1329576069
S X?=2185683721 > v?=50318797

Entao:
Sxr =2X;¥i—nXY =
=881157,4161
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Sy =2 X?—nx’=
= 6617629,/043

Syy =2 ¥?—ny’ =
= 120601,5698
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L S xy
\/SX)(-SW
881157 ,4161

 J6617629,7043.120601,8698
=0,9863
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Apesar de “r’ ser um wvalor
adimensional, ele ndo é uma taxa. Assim
o resultado ndo deve ser expresso em

percentagem.
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Regressao
Linear Stmples



Em  muitas situacoes duas ou mais
varidveis estdo relacionadas e surge entdo a
necessidade de determinar a natureza deste

relacionamento.




A andlise de regressdo ¢ uma técnica
estatistica para modelar e investigar o
relacionamento entre duas ou mais

variduveis.




De fato a regressdo pode ser dividida
em dois problemas:
(1) 0 da especificagdo e

(11) 0 da determinagdo.
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A especificacdo

O problema da especificacgio ¢é
descobrir dentre os possiveis modelos (linear,
quadrdtico, exponencial, etc.) qual o mais

adequado.
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A determinacdo

O problema da determinagdo é uma
vez definido o modelo  (linear,
quadrdtico, exponencial, etc.) estimar os

pardmetros da equagdo.
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O modelo

Normalmente é suposto que exista uma

varidvel Y (dependente ou resposta), que estd

relacionada a “R; varidveis (independentes ou

regressoras) X; (1=1, 2, ..., R).

e 2/ Prof. Lori Viali, Dr. - UFRGS - Instituto de Matemdtica - Departamento de Estatistica s



A wvaridvel resposta Y é aleatoria,
enquanto que as varidveis regressoras X, sao
normalmente controladas. O relacionamento
entre elas é caracterizado por uma equacdo

denominada de “equagdo de regressdo”.
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Quando existir apenas uma varidvel
regressora (X) tem-se a regressdo simples,
se Y depender de duas ou mais varidveis
regressoras, entdo tem-se a ‘regressdo

miiltipla”.
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O modelo considerado

Tamos supor que a regressdo é do tipo
simples e que o o modelo seja linear, isto é,

vamos supor que a equacdo de regressdo seja

do tipo: V= +PX+ V.
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O modelo ltnear simples




O termo “U” é o termo erro, isto é, “U”

representa outras influéncias sobre a varidvel
Y, além da exercida pela varidvel “X". A

variacdo residual (termo U) é suposto de

média zero e desvio constante e igual a O.
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Ou ainda pode-se admitir que o modelo
fornece o valor médio de Y, para um dado
X" isto é:

E() =0 +BX
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Em resumo, as hipoteses sdo:

Y=o +PX+ U,
EY/x) =0 + PN, isto é, E(V) =0
V) =07

Cov(Ui, Uj) =0, para i+ j;
A wvaridvel X permanece fixa em observagoes

sucessivas e os erros ‘U sdo normalmente distribuidos.
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A equag¢cdo de regressdo

O modelo suposto E(Y/x) = o + PX ¢

populacional.

Tamos supor que se tenha n pares de

observagoes, digamos: (X, V) (Xp Vo) -» (Xp Vi)

e que através deles queremos estimar o modelo

acimd.
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A reta estimada serd representada pot:
Y=a+bX ou Y=a+b0X+E

Onde “a” é um estimador de Ot e “6” é um

estimador de 3, sendo 9 um estimador de E(Y/X).
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O método utilizado

Existem  diversos métodos para a
determinacdo da reta desejada. Um deles,
denominado de MMQ (Métodos dos Minimos
Quadrados), consiste em minimizar a ‘soma
dos quadrados das distancias da reta aos

pontos’.

2/ Prof. Lori Viali, Dr. - UFRGS - Instituto de Matemdtica - Departamento de Estatistica s



Tem-se:

7
Entao:

E; =Y~ (a+bx)
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DE

. Lori Viali, Dr. - UFRGS - 1Instituto de Matemdtica - Departamento de Estatistica



Deve-se minimizar:

0=YEI=X(Vimy;) =
1=1

1=1

= 3 (Vi~a=6.X; )
1=1

'__-" Prof. Lori Viali, Dr. - UFRGS - Instituto de Matemdtica - Departamento de Estatistica ST



O método dos minimos quadrados

A

(Yi:d+6Xi+£i

Y
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Derivando parcialmente tem-se:

R 2o mabx,)
da i=1
Jdp0 =




Iqualando as derivadas parciais a

Zero vem.
2(Yi—a—-bx;)=0
i=1

2X(Yi—a—bX,;)=0
i=1
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Isolando as incognitas, tem-se:

Z(Yi=ncl+52)(i
ZXZ‘(Yi:nZXi‘l‘EZXZZ
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Resolvend: ‘
O ara ) “iren
para ‘a’ e “b", seque:
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Lembrando que:




Exemplo
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Considerando os wvalores das varidveis
‘Oferta Monetdria” e “Indice de Precos ao
Consumidor”,  consideradas  anteriormente,
determinar uma equagdo de regressdo linear para
prever o IPC dado um determinado nivel de

Oferta Monetdria.
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Da mesma forma que para
calcular o coeficiente de correlagdo é
necessario a construcdo de trés novas
colunas. Uma para X°, uma para V> e

outra para XY.
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Ao X ¥ X X
1960? 140,7 296

2003 12871 1840 |
Tota[ 258945 41029 3295760,69 2185683721 503187,97
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Tem-se:

n=44 > X =2589450 > Y =410290
X =58851149Y =93,2477 S XV =1329576069
> X?=2185683721 Y 4?=50318797

Entdao:

Sy =2 XV i— Xy =
=881157,4161
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Sy =2 X?—nx’=
= 661/7629,/043

Syy =2 ¥?—ny’ =
= 120601,58698
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A equagdo de regressdo, serd, entdo:

881157 4161
b= DX _ =0,1332 = 0,13
S 6617629 7043

a=%Y —6X =93,2477 —0,1332.588 ,5114 =
= 14,8857 = 14,89

AN

Y =14,89 + 0,13 x
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A pergunta que cabe agora é: este
modelo representa bem os pontos dados? A
resposta ¢ dada através do erro padrdo da

regressdo.
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Varidncia Residual
’
Erro Padrdo da Regressdo




O objetivo do MMQ ¢é minimizar a
variacdo tesidual em torno da reta de
regressdo. ‘Uma avaliagdo desta variacdo é

dada por:

_XE? N(Y-a—bX)’
_n—Z n—2

52
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O cdlculo da varidncia residual, por esta
expressdo, ¢ muito trabalhoso, pois é necessdrio
primeiro  determinar os valores previstos.
Entretanto é possivel obter uma expressio que

ndo requeira o cdlculo dos valores previstos, isto

é, de Y =a+6X.
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Desenvolvendo o numerador da expressdo,

vem.

S(V=a—bX ) =3 [V~ V—~6X )~6X] =
=3 YV +6X—~6X] =X [ Y~V —b( X=X ) =
= S(V=Y ] =265 (X=X Y Y =¥ )+ L( XX ) =

=Sy =208 xy 6”8 yx




Uma vez que:

(X=X )Y -9 )=
=Y XY — XY =8 oy

S (Y=Y ) =Xy’ =Sy
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Deste modo, tem-se:

S(V=a—bX ) =Sy =265 xoy +6°S v

Mas: 5:SX(Y:>SXQ/:5SXX
S xx

Entdao:

Z((Y—d—5X)2 =Sqr =208 yy 525}0(:

= S0y =26 Sy H6° S xx = Sy —6° S xx
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Considerando os wvalores do exemplo

anterior, determinar o erro padrdo da regressdo.

Tom-cpr Sy =881157,4161
S ¢ = 6617629,7043
881157 4161
p= 20 —0.1332

 Syep  6617629,7043
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Entao:

\/SQ/Y'ESX(Y
n-2

~ \/120601,8698-0,1332.881157 4161
44 - 2

= §,8278 = 8,583
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A pergunta, agora, é: este erro ¢
razodvel?, quer dizer, ele ndo é muito grande?
A resposta envolve o cdlculo do erro

relativo, isto ¢ devemos comparar este

resultado com a varidvel de interesse.
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A varidvel envolvida aqui é a 7V, isto é, a

base monetdria, entdo, o erro relativo, serd:

s 8,8278
Y 93,2477

g, =9,47%




Decomposicdo
a
Variacdo
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Caritacdo Total =
Cariacdo Nao-IExplicada
_I_

Cariacado Explicada

Y, P
¥ —{
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(a) Variagdo Total: VT

WZZ((Y—(?)Z=SW

(b) Variagdo Residual: VR
VR =Sy = Sor— 625 o =VT —VIE
(c) Variagdo Explicada: V'E

VE :Z(Q;—Q?)Zzﬁz\g)()(




Uma maneira de medir o grau de
aderéncia (adequacdo) de um modelo ¢
verificar o quanto da variacdo total de YV é

explicada pela reta de regressdo.
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Para 1sto, toma-se o quociente entre a

variacdo explicada, V'E e a variagdo total , 11
R° =VE / VT

Este  resultado ¢é  denominado de

“Coeficiente de Determinagdo .
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R2=@: 6°Sxr _ bSxr _ S
VI Sy Sy SxxSqyy

Este resultado mede o quanto as
variagdes de uma das varidveis sdo explicadas

pelas variagoes da outra varidvel.
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Ou ainda, ele mede a parcela da variagdo

total que é explicada pela reta de regressdo, isto é:
VE = 6°Syr = RSy
A variagdo residual corresponde a:
VR =(1—R oy
Assim 1 — ®R ¢é o C(Coeficiente de

Indeterminacdo.
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