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Em muitas situacoes duas ou mais
varidveis estdo telacionadas e surge
entdo a necessidade de determinar a

natureza deste relacionamento.
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A andlise de regressio ¢ uma
técnica estatistica para modelar e
investigar o telacionamento entre

duas ou mais varidveis.
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De fato a regressdo pode ser

dividida em dois problemas:
(1) 0 da especificacdo e

(11) 0 da determinagdo.
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A especificacdo

/7

O problema da especificacio ¢
descobrir dentre os possiveis modelos
(linear, quadrdtico, exponencial, etc.)

qual o mais adequado.
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A determinacdo

Vd

O problema da determinagcdo é
uma vez definido o modelo (linear,
quadrdtico, exponencial, etc.) estimar

0s pardmetros da equagdo.
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O modelo

Normalmente é suposto que exista
uma wvaridvel Y (dependente ou
resposta), que estd relacionada a "R’

varidvers (independentes ou
regressoras) X. (1=1, 2, ..., R)
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A varidvel resposta Y é aleatoria,
enquanto que as varidveis reqressoras
X. sdo mnormalmente controladas. O
relacionamento  entre  elas ¢
caracterizado  por uma  equagdo

denominada de “equagdo de regressdo”
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Quando  existir apenas uma
varidvel regressora (X) tem-se a
regressdo simples, se Y depender de
duas ou mais varidveis regressoras,

entdo tem-se a “regressdo miltipla”.
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0 modelo considerado

Tamos supor que a regressdo é do
tipo simples e que o o modelo seja
linear, isto é, vamos supor que a

equagdo de regressdo seja do tipo:

Y=0+PX+U
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O modelo [inear simples




O termo “U” ¢ o termo erro, isto é,
“U" representa outras influéncias
sobre a varidvel Y, além da exercida
pela varidvel “X". A variagdo residual

(termo U) é suposto de média zero e

desvio constante e igual a G.
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Ou ainda pode-se admitir que
o modelo fornece o valor médio

de Y, para um dado "X, isto é,
E(YV/x) =0 +PX
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Em resumo, as hipoteses sdo:

Y=o +PBX+ U,
EO/x) =0 +BX, isto é, EU) =0
V) =0

Cov(Ui, Uj) =0, para i+ j;

A varidvel X permanece fixa em observagoes
sucessivas e os erros U sdo normalmente
distribuidos.
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A equagdo de regressdo
O modelo suposto E(Y/x) = O + X

¢ populacional.

Tamos supor que se tenha n pares de

observagoes, digamos: (X;, V,) (Xop Vo) -,
(X, V,) e que através deles queremos

estimar o modelo acima.
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A equagdo de regressdo

A reta estimada serd representada

por:
Y =a+bX ou Y=a+bX+E

Onde “a’ ¢é um estimador de O, e

“6” ¢ um estimador de |3, sendo <y um

estimador de E(V/X)
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O método utilizado

Existem  diversos métodos para a
determinacdo da reta desejada. Um deles,
denominado de MMQ (Métodos dos
Minimos  Quadrados)  consiste  em
minimizar a ‘soma dos quadrados das

distdncias da reta aos pontos’.
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Tem-se:

Entao:
L,

a+bx +E.

7

Y- (a+ by
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Deve-se minimizar:

n 2 n . 2
0= Zfi — Z((Yi_()/i) —
1=1 1=1

S (¥ i—a—bXx;)
— 1

1
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0O método dos minimos quadrados

(Yi:a_I_EXi_l—Ei

£ {/
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Derivando parcialmente tem-se:

0 n

—(I)_—Z 2.(Yi—a—bXx;)
ad 1—=1

o0 n

— 1l =- , L _5
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Igualando as derivadas

parciais a zero vem:

2.(Yi—a—bx;)=0
i=1

2 X (Yi—a—bx;)=0
i=1
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Isolando as incognitas, tem-se:

Z(Y,-zna+62}(i
ZX{Q/Z-ZWZXZ'+5ZX§
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Resolvendo para “a” e “b6°, seque:
P ) S€g

N
|
ha
|
SN
S
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Lembrando que:




E xem plo
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Um engenheiro quimico estd
investigando o efeito da temperatura
de operagio do processo  no
rendimento do produto. O estudo
resultou nos dados da tabela, ao lado.

Determinar a linha de regressdo.
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Temperatura, C° (X) Rendimento (V)
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Da mesma forma que para
calcular o coeficiente de correlagdo é
necessdrio a construcdo de trés novas
colunas. Uma para X?, uma para YV e

outra para XY.
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........ 10 51 5610 12100 2601
........ 120 240480 | 14400 = 2916
130 61 7930 16900 3721

.................................................................................................................................................................

.................................................................................................................................................................

1450 673 101570 218500 47225




Tem-se:

Entao:

n=10 Y X=1450 YV =673
X=145 Y =673 Y XY =101570

Y X4=218500 S ?=47225

Syy =S XY i —nXY =
= 101570 — 10.145.67,3 =

= 3985
— B



SXX:ZXIZ—”)_(ZZ

= 218500 — 10.1452 =

= 8250
Sqy =XV i—ny’ =
= 47225 —10.67,3° =
=1932,10
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A equagdo de regressdo, serd, entdo:

o Sxy _ 3985
Sy 8250

= 0,4830 = 0,48
a=%Y —bX =67,30 —0,4830.145 =
= — 27394 =—2,74

Y =—274+0,48 x
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A pergunta que cabe agora é:
este modelo representa bem os pontos
dados? A resposta é dada através do

erro padrdo da regressdo.
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Varidncia Residual
;
Erro Padrio da Regressio

!
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O objetivo do MMQ é minimizar
a variacdo residual em torno da reta
de regressdo. Uma avaliacdo desta
variagdo é dada por:

CYE? Y (Y—a—bX )’
_n—Z_ n—2

52
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O cdlculo da wvaridncia residual,
por esta expressdo, ¢ muito trabalhoso,
pois é necessdrio primeiro determinar
os valores previstos. Entretanto ¢é
possivel obter uma expressio que ndo
requeira 0 cci[cu[o dos  valores
previstos, isto ¢, de ¥ =a+bX
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Desenvolvendo o numerador da

expressdao, vem:
S (V=a—6X )’ = X[ Y~ V—6X )—6X] =
= 3 [Y—Y+6X—6X]" = X[V -T~b( X=X )] =
=Y (V=Y =265 X=X Y =Y )+6X(X-X | =

= Sqy =208 oy +6°S xx

‘]
|
Prof. Lori Vviali, Dr. - UFRGS - Instituto de Matemdtica - Departamento de Estatistica&m



Uma vez que:
S(X=X )Y -7 )=
=Y XY i— XY =8 vy
S (X=X ) =X X?—nx’ =8y

S (V=T ) =X~y = Sy
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Deste modo, tem-se:
S (V=a—bX )" = Sqey—268 yoy +6° S oy
Mas: 6 S xy

= Sxry =68 xx

S xx
‘Entao:

(V==X ) = Sy =268 yoy+ 628y =
= Sqy =26 S xx +6°S xr = Sery—b6° S xx

‘R
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Finalmente:

Y& [T(Y—a—bX ) _

S:\J n—2 \

Soy =678 xx _
\J n—2

\
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Considerando os valores do
exemplo anterior, determinar o erro

padrdo da regressdo.

Tem_se. Squ:1932,10
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Entao:

Soy 08 xy _
\ n—2

3985
1932,10 3985
8250

_\ 10 — 2
—0.9503 = 0,95
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D istribuicies das
Estimativas



Os wvalores de ‘a” e “b" sdo
estimadores de ‘07 e D7 As
propriedades  estatisticas  destes
estimadores sdo uteis para testar a
adequacdo do modelo. Eles sdo
varidveis aleatorias uma vez que sdo
combinagoes lineares dos Y. que sdo,
por sua vez, varidveis aleatorias.
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As principais propriedades de
interesse sdo a média (expectdncia), a
variabilidade (erro padrdo) e a

distribuicdo de probabilidade de cada

um dos estimadores.

= 4
m | “
= Prof. Lori Viali, Dr. - UFRGS - Instituto de Matematica - Departamento de EstatisticaA’m



Comportamento de “a”
(1) Expectdncia
E(a)=€(¥ -6X)=..=q

(11) Varidncia
V(a)=VY -6X)=..=c2| ~A
" Sxx
-
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Portanto a distribuicdio da

estatistica ‘a’, serd:

1 )?2)
Vo Sxx

Como o valor ‘G~ ndo é conhecido

a~N(o, O

. . (S ~
e precisa ser estimado por °s’, entdo,
de fato, utiliza-se a distribui¢do t, .
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Comportamento de “b”

(1) Expectdncia
( S vy A
S XX
(11) Varidncia
4 \ 2
Vi6)=v| X |- =O
S xx S xx -
Pr — 3



Portanto a distribuicdio da

estatistica “b”, serd:

b~ N(B, ——

\/SXX

Como o valor ‘G~ ndo é conhecido

)

. . « _» ~
e precisa ser estimado por “s’, entdo,
de fato, utiliza-se a distribui¢do t, .

]
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Intervalos de

Confianga para
0S parametros
da regressdo



Da mesma forma que foram
obtidos IC para a média, a
propor¢do e a varidncia de uma
populacdo, pode-se determinar
intervalos para os pardmetros

« )) 't ) ~
o e da regressao.
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IC para o coeficiente l[inear "o
O IC de “1 — Q" de confianga para

o coeficiente linear ‘0U” ¢é dado por:

1 X 1 X

(P(a_tn—ZS

|

| S(XSCZ"‘Z':”_ZS | ):
no Sxx Vn Sxx

‘]
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IC para o coeficiente angular "B’
O IC de "1 — Q" de confianga para o

coeficiente da regressdo ‘B ” é dado por:

S

‘]
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Determinar  intervalos de
confianga de 95% para os pardmetros
da equagdo de regressdo, utilizando os

dados do exercicio anterior.
Y =—2,74 +0,48 x
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D ados

Syy =1932,10 a=—2,/394
S xx =8250 b =0,4830

S vy = 3985 s=0,9503
X =145 n=10

Y =67,30 1—0=95%
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O IC de “1- O." para o Coef. Linear

) s

‘" é dado por:

1, X

a® tn—29

‘Entao:

-2,7394 * 2,306.0,95 03

-2,7394 T 3,5663
@ [-6,31; 0,83]

\n Sxr

1 1457

\

uto de Matemdatica Departamento

10 8250
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O IC de “1- o” para o C(Coef.

Angular B" é dado por: g4,

‘Entao:

@ Prof. Lori Viali, Dr.

S xx
0,9503

8250
0,4830 + 2,306

0,4830 * 2,306.

[0,4589; 0,5071]
[0,46; 0,51]
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Intervalos de
Confiang¢a para
o valor médio e
para um valor

individual de Y



Da mesma forma que foram obtidos IC

para os pardmetros da regressdo, pode-se obter
IC para os valores estimados de Y para um
dado x, Vamos considerar dois casos:

(a) Considerando somente a incerteza da linha
de regressdo;

(b) Considerando a incerteza da linha mais a
variacdo da varidvel Y.
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IC para um valor médio de ¥, dado x

Para construir o IC de “1 — Q" para o

valor médio de Y, dado x, é necessdrio

conhecer sua distribuicdo. Tem-se:

O. | ( )
\ |
‘]
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Entdo IC de “1 — Q" de confianga

para o um valor médio de Y, dado X, é:

— \2
A 1 _
\ no Sxx

|
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IC para um valor médio individual de ¥, dado ¢
Uma estimativa do valor individual
de Y ¢é dado por “a + bx e a distribui¢do

desta estimativa serd dada por:

— 2
QA/~9V(0; c, |14 ! | (X=X)
V' n S

)
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Entdo IC de “1 — O.” de confianga para

o um valor individual de Y, dado x, serd:

— 2
v + b8 1 (X=X)
Von Sk

‘]
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E xem plo
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Determinar  intervalos de
confianca de 95% para os wvalores
médio e individual de Y, na hipotese
de x = 200.

B
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D ados

Sy =1932,10 4= — 27394
Sxx = 8250 6 =0,4830
Sxy =398 s =0,9503
X =145 n =10
Y =67,30 1—0=95%

X = 200
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O IC de “1- O.” para o valor médio de
Y, dado X" é: . 1 X=XV
Entdo: Vn Sxx
y=—2,7394 +0,4830.200 = 93,8606
1 (200-145)°
Vo s250

93,8606 = 2,306.0,9503

93,8606 = 1,4970

s /92 36; 95,36]

1
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O IC de “1- O.” para o valor individual
de Y, dado “x”

e: — 2
- 1 (X=X
B Y * tn—3S.14 | ( )
ﬂntaO: \ n S XX

1 (200-145 )
V' 10 8250

93,8606 = 2,306.0,9503

93,8606 + 26539
[91,21; 96,51]




Testes de Hipdteses
para oS parametros
da regressio



Da mesma forma que foram
testados todos os pardmetros até
entdo  pode-se  testar  0s
pardmetros ‘0" e ‘P”  da
regressao.
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Teste para o coeficiente l[inear " O

A wvaridvel teste para testar o

coeficiente linear é dado por:

a—o
tn—>2=— -,
1
g |~
\n o S

‘]
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Teste para o coeficiente angular 7B

A wvaridvel teste para testar o

coeficiente da regressdo P’ é dada por:

b—p

\/SXX

|
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(a) Testar, a 1% de significdncia, se é
possivel afirmar que a linha de regressdo,

do exemplo dado, ndo passa pela origem.
(b) Testar se é possivel, a 1% de
significancia, afirmar que existe regressdo

positiva entre as duas varidvets.
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D ados

a—=—2,/394
b =0,4830
s=0,9503

n =10
1—-=1%

SQ/Q/ — 1932,10
S}(‘Y = 3985

[0)]
et
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Solucgdo:

Dados:
Hipoteses: 0 =10
Hy =0 (ﬂ ) a=-2,/39
H: 0L £0 o= 1%

Trata-se de um teste bilateral para

o coeficiente linear da regressdo.

‘]
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A varidvel teste é:
a—0

1 —2
g 24X
\n o S

tn—2 =

—2,739—0
fo= =—1,771

1 2
0,9503 L 149
V70 8250

|
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O valor critico t_ ¢ tal que: P(|T| >t ) = O
Entdo t, =-3,355. Assim RC = [-3,355; o)
DECISAO e CONCLUSAO:

Como t, = -1,/7/1 € RC ou
-1,771 > -3,355. Aceito H,, 1sto é a 1%
de significdncia, ndo se pode afirmar que
a lnha de regressio ndo passe pela

~ origem.

-m
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Solucgdo:

Dados:
Hipoteses: 0 =10
=0 (B)  -gus30
Hi: B >0 o =1%

Trata-se de um teste unilateral
para o coeficiente angular da regressao.

‘]
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A varidvel teste é:

b—p

tn—Z — S

VS xx

Entdo:

0,4830 —0
Lg — — 46,165

10,9503 /+/8250

|
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O wvalor critico t,_ é tal que: P(T >t) = O
Entdo t. =2,896. Assim RC = [2,896; o)

DECISAO e CONCLUSAO:

Como t, = 46,165 € R(C ou
46,165 > 2,896. Rejeito H,, isto ¢, a 1%
de significdncia, pode-se afirmar que

existe regressdo entre as duas varidvets.
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Decomposi¢do
da

Variacdo

!
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VYariacdo Total =
VYariacdo N do-FE xplicada
_I_

VPV ariacdo E xplicada

%
Vit Y=Y . _
Y

(V-7 =¥y )
UT =1TR +VE \

|
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(a) Variagdo Total: 1T
YT =3 (¥=7F = Sony
(b) Variagdo Residual: VR
VR =X (V=7 f = Sy — 628 oy = VT —VIE
(c) Variagdo Explicada: V'E

UE =Z(Q}—Q7)2=62SXX

‘]
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Uma maneira de medir o
grau de aderéncia (adequagdo) de
um modelo é verificar o quanto

da variacdo total de V é

explicada pela reta de regressao.
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Para 1sto, toma-se 0 quociente
entre a variagdo explicada, V'E, pela
variacdo total , V1

R? =VE /T

Este resultado é denominado de
“Coeficiente de Determinacdo”
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2
2 _VE _6Sxx _bSxy _ Sy
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Este resultado mede o quanto as
variacoes de uma das varidveis sdo
explicadas pelas variagdes da outra
varidvel.
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Ou ainda, ele mede a parcela da
variagdo total que é explicada pela reta de
regressdo, 1sto é: ,

VE=6°S yy =R Sor

A variagdo residual corresponde a:
_ 2
VR =(1-R") Soy
Assim 1 — ®R* é o Coeficiente de
Indeterminagdo.
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E xercicio
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O % de impurezas no gds oxigénio
produzido por wum  processo de
destilacdo  supoem-se  que esteja
relacionado com o % de hidrocarbono
no  condensador  principal  do
processador. Os dados de um més de

opera¢do produziram a sequinte tabela

= 4
m | “
v ' Prof. Lori Viali, Dr. - UFRGS - Instituto de Matemdtica - Departamento de Estatisticaw



X Y| X
1,02 86,91 | 1,46 96,73
..... B e
..... B B
..... i g T sder
..... o1 o8| 140 eres
..... 05 333 | 115 sr3t
..... i1 sesel dor esa0
..... 057 9155|099 ez
..... 145 oserl 005 s5a0




(a) Ajuste um modelo l[inear aos dados;
(b) Teste a existéncia da regressdo;

(c) Determine o valor de R® para este

modelo;

(d) Determine um IC, de 95%, para o valor

da pureza, na hipotese do % de
hidrocarbono ser 1,20% .

= 4
m |
= Prof. Lori Viali, Dr. - UFRGS - Instituto de Matematica - Departamento de EstatisticaA’m



