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Uma variavel aleatoria X tem

uma distribuicao normal se sua fdp
for do tipo:

2
{5
f(x)=—— e 2\ 0 ) yex
2T .C

com -co<U<oo ¢ o>0
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Calculo de Probabilidades

2
iy
! e 2\ © du="7?
\N2T.o

A normal niao € 1ntegravel

PX<x)=["_

através do TFC, 1sto é, nao existe
F(x) tal que F’(x) = {(x).
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Solucao

Utilizar 1ntegracio numeérica.
Como nao € possivel fazer 1sto com
todas as curvas, escolheu-se uma
para ser tabelada (integrada

numericamente).
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A Normal Padrao

A curva escolhida € a
N, 1),1stoé,comu=0eoc=1.
Se X € uma N(U, ©), entao:
_ AU
)
Sera uma N(O; 1)
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A tdp da variavel Z € dada por:

1

P(z) = NG £

uma vezque L=0e o =1.
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A Distribuicadao N(0; 1)

-3,0 -2,0 -1,0 0,0 1,0 2,0 3.0 4,0
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Tabela

O que € tabelado ¢ a FDA da
variavel Z, 1sto é:

P(Z<z)= _[ZOO ¢O(u)du =

u2
y4 1 o )
=" e 2 du=d(z)
] 2T




A FDA da N(0; 1)

1,0 -
0,9 -
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Uso da Tabela

Area a esquerda (abaixo) de

(X4 ??

P(Z <z) =®P(z) = Lertura direta

(44 99

Area a direita (acima) de

P(Z>2z)=1-P(Z<72)=1-®P(z) =D(-2)

(44 99

Area entre dois valores de

P(z, <Z <7z,) =P(z,) —P(z)
;ﬁ
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A tabela é construida como uma
matriz. As linhas fornecem a unidade ou
unidade mais décimo e as colunas

fornecem o0s centésimos.

Assim para ler, por exemplo,
-0,15 deve-se procurar na linha do
—0,1 + coluna do 5 (sexta coluna). A
,primeira € a do “0” (zero).
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A aproximacao € centesimal (2
casas apos a virgula) exceto na linha
do -3 e do +3, que estao destacadas,
onde a aproximac¢do €, em virtude
da pouca area, decimal. Observe

que esta escrito —3 € nao —3,0!
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Aproximacao decimal, 1sto €,
fatias de 0,1. Depois do £3,0

3,1 0 £3,2 até £3,9.
/Aproximagﬁo centesimal, isto\k /

¢ fatias de 0,01, Depoisdo- |~ N
3,0 segue —2,99 o -2,98 até
Q—2,99 e dai 3.0.

Tabela da 1

0,1™>

AYWA
Ay U

-3,0 -2.,0 -1,0 0,0 1,0 2,0 3,0 4,0
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z o 1 2 3
3 00013 22200 0,0007 00005
29 | ooor P(Z<-3.3)  wig = 00017
28 | 002 =PE33) o004 00023
L8| 00T pz o 5 53y R0 00043
25 | 000 _p-2,53) o 00057
24 | 00082 000078 - 00075
- ] 2 ’\()99

P(Z < _2,00) ......................
= P(-2,00)




Exemplo

Uma VAC tem distribui¢do normal

de média 50 e desvio padrio 8.
Determinar:

(a) P(X £ 40)
(b) P(X > 65)
(¢c) P(45 <X <62)
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(a) P(X £40)

X—-U - 40 — 50
c 8
— P(Z<-1725)=10,56%

P(X < 40) = P(

) =

B3



(b) P(X > 65)

X—U S 65 — 50
9 3

P(X > 65) = P( ) =

~P(Z>188)=1-P(Z<188) =
—1—®(1,88) = D(—1,88) = 3,01 %
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(¢) P45 < X <62)

P45< X <62) =
45-50 X —-—u 62-50
< <
3 o} 3
= P(-0,62 < Z <1,50) =

— $(1,50) —D(—0,62) =
. =93,329% —277,67% = 65,65%
l 1 Viali ituto de Matematica - Departamento de Estatistica ’:'E

= P( ) =
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Uma VAC tem distribuicao
normal de média 50 e desvio
padrdo 8. Determinar:

(a) PX<X)=5%
(b) PX>x)=1%
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Para resolver este tipo de
exercicio € preciso utilizar a fungao
inversa, 1sto pode ser teito direto na
tabela. SO que agora devemos
procurar uma probabilidade (corpo
da tabela) e obter um valor de *“z”

(lateral da tabela).
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0,05 -

0,04 -

0,03 -

0,02 -

0,01 -

Graficamente:

42 50 58 66
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Em (a) temos P(X <X) = 5%

P(X < x)= p(a_H L X=

) 3

—P(Z<z)=®(z)=5%

X —50
onde z =
S

) =

B3



Se P(z) = 5%, entao
P P =P ' (5%)
z = 1(0,05)

Procurando na tabela, o valor (z)

mais proximo de 5% = 0,03, tem-se:
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Como os dois valores estao a
mesma distancia, 1sto €, apresentam
o mesmo erro (0,0005), pega-se a

média entre eles.
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A Ss1im

1,64 +1,65

2
x—50

Como z= , tem — se :

3

— 1,645 = z = X_SSO —

= 1,645

Z

x=50—-1,645.8 =36,84

9
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Em (b) temos P(X > x) = 1%

L x — 50
9 3
=P(Z>z2)=1—-P(z)=1% = 0,01

Mas 1—P(z) =DP(—2z)

P(X>X)=P(X ) =

, Logo- z—cI)_l(O 01)

o de Matematica - Departamento de Estatistica
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0,05 -

0,04 -

0,03 -

0,02 -

0,01 -




Procurando na tabela, o valor (z)
mais proximo de 1% = 0,01, tem-se:

7z =-2,33

Conforme pode ser visto na

proxima lamina!
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z 0o 1 2
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Como

— 7 = cI)_l (0,01), tem—se:

_(—2.33) = X_SSO —

X =2,33.84+50 = 638,64
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Propriedade Reprodutiva

66_L9%9

Suponha que se tenha “n” variaveis
normais independentes X, X,, ..., X,
isto €, X. ~ N(W, G;).

Se Y =X+ X, +... + X, entao;

Ly =Ly + M + ..+ 1, e

G%{ :(512+G%+---+6121
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Exemp Lo

Uma montagem consiste de trés

componentes, conforme figura abaixo.

£ RN

X5 >| <« X3 >

< Y >
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As dimensoes de cada componente
sdo dadas por:

X, ~N(12, 0,02172)

X, ~ N(24, 0,031/?)

X5 ~ N(18, 0,04172)
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Os componentes sao produzidos por
diferentes maquinas e operadores, de
modo que se acredita que suas

dimensoes SA0 independentes.

Determinar P(53,8 <Y <54,2).
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Solucao

A distribui¢ao de Y € dada por:
u=12+24 + 18 =54
E sua variancia é€:
¢ = 0,02 + 0,03 + 0,04 = 0,09.
Portanto ¢ = 0,30. Assim:
Y ~ N(54, 0,3)
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Portanto:

P(53,.8<Y <54.,2) =
~ P(-0,67 <Z<0,67)=
~ $(0.67)-DP(-0.,67) =
= 49,50 %

B3



Generalizacdo da Propriedade Reprodutiva

S€ Y — ao +31X1 +32X2 +... + a.an, C
as variaveis X, sao 1ndependentes,
entao:

n
Ly =aop+ ail
i=1

1
oY =.| Xaict
\i=i
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/

E possivel se estabelecer
aproximac¢Oes  entre as  variaveis
discretas: Binomial, Hipergeométrica e
Poisson conforme visto.

E, também, possivel aproximar uma
variavel discreta (a Binomial) por uma

continua (a Normal).
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PX=x)=zPx-05<Y<x+0,5)
P(x; < X<Xx,)=Px;+0,5<Y <x,-0,5)
PX,<X<x,)=Px,;-0,55Y<x,+0,5)

Onde Y é uma normal de meédia

W = np e desvio variancia G* = npq
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Graficamente
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Exemp lo

Determinar a probabilidade de que
em 120 lancamentos de um dado

honesto se obtenha face seis:

(a) Exatamente 20 vezes.

(b) Mais do que 30 vezes.
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Tem-se:
X = numero de faces seis em 120
langamentos.
n= 120
p=1/6
X ~ B(120; 1/6)
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Exemp lo

Entao:
120/ 1 20 5 100

(b) P(X>30)=1-P(X<30) =

30 120 1 X 5 120—x
.S U (j — 0.71%
x=0\ X 6 6
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Exemp lo
Aproximado pela normal, tem-se:

Y = numero de faces seis em 120
lancamentos, sera aproximadamente

uma normal:

Wy = 120.(1/6) = 20 e

oy =+/120.(1/6).(5/6) = 4,0825
(A
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Exemp lo

(a) P(X =20)=P(19,5 <Y < 20,5 =
—P(-0,12<Z<0,12) =
= ®(0,12) — D(-0,12) = 9,75%

(b) P(X > 30) = 1- P(X < 30) =
— 1-P(Y<305)=1-P(Z<257) =

= P(-2,57) =0,51%
‘s
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Para se definir as Distribuicoes ft,

v? e F é necessario definir inicialmente

a Funcao Gama.

(k)= [, x K-1.=Xdx, para k>0
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A funciao Gama € recursiva, 1sto €:

['(k+1) = k.T(k)

/

E a equacao funcional da func¢ao

Gama.

Se n € um 1nteiro positivo, entao:

I(n)=mn-1)!
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E uma vez que :

r(1)=[e *dx =1

A fungdo gama pode ser
considerada uma generalizagcao do

Fatorial.
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Verificar, ainda, que:

9
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Uma varniavel aleatéria X tem uma

distribuicao “t” ou de Student se sua

tdp for do tipo:




Representacdo Grafica

R fdp de

4
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Caracterizacdo
Expectancia ou Valor esperado

uw=E(X)=0
Variancia
D
VarX) = ——
ar(X) -

O valor v € denominado de ‘“Grau de liberdade”™
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Tabelas

O que ¢ tabelado € a funcao 1nversa

(percentis), em relacdo a area a direita
(unilateral) de cada curva (uma para cada
linha), ou a soma das caudas (bilateral), 1sto

€, a tabela retorna um valor “t” tal que

P(T = t) = o (unilateral) ou P(ITl = t) = o

‘s
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As duas opcoes podem ser colocadas

em uma mesma tabela. Pode-se ler uma
area (00) de cima para baixo e se ter um
valor umlateral (P(T = t) = o) ou ler a area

(o) de baixo para cima e se ter um valor “t”

tal que P(T = t) = /2.
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0,200 | 0,100 0,050 0,040 = 0,030 ' 0,020
6,314 12706 15894 21,205 31821

|
&
(@o)
W
~
I~
~

1948 W7 2012 | 2829 | 3143
895 55 2517 2715 2998
| 183 2262 2308 2574 2821
— 1812 2,228 2359 2507 27647




10,100 0,050

_____ 3078 | 6314 12706 15894 21,205 3121
______ 7. S04 2T a1 L1
"""""""""""" P(Ty <-2,262) =2,5% ”'64541
" 5 4541
__________________________ P(Ty>2262)=25% -8 3747
1,476 | 2,015 2,757 3,003 3,365
____________ 1440 | 1043 7 2612 2829 3143
...... 1415 1895 | 35 2517 2715 | 2998
1397 1860 206 2449 2634 2896
1383 1833 2262 2398 2574 2821
372 4812.2.228. 2,359, 2,527 2,76
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Uma variavel aleatéria X tem uma

distribuicao Qui-Quadrado se sua fdp for

do tipo:
v x
Xi e 2 sex >0
f(x) =< 251_,[2j
2
O sex =<0
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Caracterizacdo

Expectancia ou Valor esperado
E(X)="v

Variancia
Var(X) =2v

O valor v € denominado de “Grau de liberdade”
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Representacdo Grafica

1007 —Q(1)
—Q(2)
0s0- —Q0)
0,60
0,40 1
0,20 1
O,(X) - e
0,0 1,0 2,0 3,0 4,0 5,0 6,0 7,0 8
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Tabelas

O que € tabelado € a tfungao

inversa, em relacao a area a direita de
cada curva (uma para cada linha), 1sto €,
dado um valor de area na cauda direita
(o), a tabela retorna um valor “x” tal

que P(y* > x) = .

Prof. Lori Viali, Dr. — UFRGS - Instituto de Matematica - Departamento de Estatistica

=



0,995 0,990 0,975 = 0,950 0,900
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Uma variavel aleatdoria X tem uma

distribuicao “F’ ou de Snedecor se sua

tdp for do tipo:

se Xx >0

G

0 sex < 0
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Caracterizacao

Expectancia ou Valor esperado

__m m ¢ o grau de
R(A)= m-—2 liberdade do
numerador e n do
Variancia denominador
] 2
Var(X) = 2(m+n - 2)m

m(m - 2)(n - 4)
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Representacdo Grafica

4
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l'abelas

O que € tabelado € a percentil 95%

ou 99% - area a direita de cada curva
(uma para cada par de valores -—
numerador, denominador) 1igual a 5% e
1%, 1sto €, “x” tal que P[F(m, n) = x| =
5% ou P[F(m, n) > x] =1%.
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Ernest
Hjalmar

A Distribuicao  de | waloddi
WEIBULL

Weibull (1951) € aplicavel a | (1887-1979)

uma série de fenOmenos, N -

sendo uma das principais [

areas os tempos de falha de

componentes  elétricos €

mecanicos. ‘ ‘
fﬁ
Vi
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A funcao densidade de probabilidade
de Weibull € dada por:

p-1 5
f(x) <§(Hj P (Hj ex=T
X) =

0 C.C.
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Os parametros sao Y (-0 < Y < o) 0
de locacdo, 0 >0 odeescalaep >0o0
de forma.

Quandoy=0e B =1, a Weibull se

reduz a uma exponencial de parametro

A=1/0
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Representacdo Grafica
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A Funcdo de Distribuicdo

A funcao F(x) € dada pela seguinte

expressdo relativamente simples:

(

l-ex
F(x)=4{ P

0

.

(54

vV

se X =

se X <Y

B
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Representacdo Grafica
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Exemp 1o

A distribuicdao do tempo de falha
para um equipamento eletronico € uma
Weibull com parametros Yy=0, 3 =%2¢ 0
= 100. Determine a fracao de

equipamentos que espera resistam mais
de 400 horas
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Solucao

P(X > 400) = 1 - F(400) =
= exp(—v/400/100) =
=2 =13,53%

$



11&@30
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Fxpectancia ou Valor Esperado

A expectancia ou valor esperado de

uma Distribuicdo de Weibull € dada

por:

u= E(X)= SF(H%j

‘s
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Variancia

A Vanancia da Daistribuicao de
Weibull € dada por:
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Assimetria

3
F(1+E)63—3u02—u3

Y1=
(53

Curtose

4
I'(d+ 6)84 —4uy,6° - 6u262 - LL4
Yz = 04
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A desiguldade de Tchebycheft,
Tchebichev ou Chebyshev (1821 —1894),

¢ dada por:
P(IX - ul > ko) < 1/k?

P(IX - ul <ko) > 1 - 1/k2
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Desigualdade de Camp-Meidell

Se a distribui¢cdo for unimodal e

simétrica, entao:

P(IX - ul > ko) < 4/9Kk2

4
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Estas desigualdades fornecem as
probabilidades de que os valores de
uma VAD/VAC estejam em um
intervalo simétrico em torno da média

de amplitude 1gual a k desvios padroes.
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Assim se k = 2, por exemplo, a
desigualdade de Tchebycheft
estabelece que o percentual de valores
da variavel aleatoria, que esta
compreendida no intervalo
uw = 20, € de pelo menos
1-1/4=T75%.
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Representacao Grafica
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Na normal este percentual vale
exatamente 95,44%. Mas como a
normal € simétrica e unimodal, neste
caso, um resultado mais proximo € dado
pela desigualdade de Camp-Meidell,
1Sto €:

1 -4/9%?) =1-(1/9) = 88,89%.
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LxXemp 1L o

O nuamero de avides que chegam a

um aeroporto durante um determinado de

tempo tem o seguinte comportamento:

x —100
£(x) =100_¢€ x=0,1,2.3..

X!
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Utilize a desigualdade de

Tchebichev para determinar uma

cota 1nferior da probabilidade
P(85 < X < 11)5)
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Solucao

Como k = 1,5, entio a
probabilidade solicitada deve ser maior

ou 1gual a:

| 1
kK> 1.5°
1-0,4444 = 55,56%
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Seja X, X,, ... Uma seqii€ncia de
variaveis aleatorias 11d (independentes e
identicamente distribuidas) com Ex?)<e

Sejam U = E(X)) e 6% = Var(X)).

Entao para todos os valores a ¢ b

tais que a < b, tem-se:
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P|la<i=l <b %j: : _Xz/de:CID(b)—CI)(a)

ov/n N

9
Prof. Lori Viali, Dr. — UFRGS - Instituto de Matematica - Departamento de Estatistica ~m



