TESTES DE HIPOTESES NAO PARAMETRICOS

1. Introducéo

Os testes estudados até agora envolviam problemas nos quais a distribuicdo da populacao
em estudo era conhecida, ou pelo menos nunca colocada em causa, e as hipdteses testadas
apenas envolviam parametros populacionais. No entanto, outro tipo de problemas podem ser
colocados: se a distribuicdo de uma populacdo € desconhecida e se pretender testar a hipétese
de uma distribuicdo particular para aquela populacdo, que fazer? Por exemplo, ao efectuar

uma ANOVA, as populacGes em estudo terdo de facto distribui¢cdo normal?

Os testes que iremos abordar neste capitulo, denominados testes ndo paramétricos ou
testes de distribuicéo livre constituem uma alternativa para este e outro tipos de problemas.
O termo “distribuicdo livre” é vulgarmente usado para indicar que os métodos sdo aplicaveis
independentemente da forma da distribuicdo, ou que sdo validos para um ou mais largo

espectro de distribuices.

Estes métodos sdo, em geral, faceis de aplicar, pois podem ser usados quando as hipdteses
exigidas por outras técnicas ndo sao satisfeitas. Relembramos aqui que os testes paramétricos
estudados até agora comportam uma diversidade de suposicOes fortes a que o0 seu emprego
deve subordinar-se (as observacdes devem ser extraidas de popula¢bes com distribuicdo
normal, as varidveis em estudo devem ser medidas em escala intervalar ou de racios, de modo
a que seja possivel utilizar operagdes aritméticas sobre os valores obtidos das amostras

(adicdo, multiplicacdo, obtencdo de médias, ...), etc.).

Apesar de haver certas suposicdes basicas associadas a maioria das provas ndo
paramétricas, essas suposi¢cdes sdo em menor numero e mais fracas do que as associadas as
provas paramétricas. Servem para pequenas amostras e, além disso, a maior parte das provas
ndo paramétricas aplicam-se a dados medidos em escala ordinal, e alguns mesmo a dados em

escala nominal.

De entre uma vasta gama de testes ndo paramétricos disponiveis, foram seleccionados
para analise neste capitulo apenas alguns testes de utilizacdo frequente ou que

complementam, de alguma forma, os testes paramétricos discutidos anteriormente.



2. Testes de Ajustamento

Os testes de ajustamento, também designados por testes da bondade do ajustamento,
servem para testar a hipotese de que uma determinada amostra aleatéria tenha sido extraida de
uma populacdo com distribuicdo especificada. Isto é, sendo Xj, X, ..., X, uma amostra
aleatdria de uma populacdo X com funcdo (densidade) de probabilidade f desconhecida, as

hipoteses a testar sao:
Ho: X tem funcdo (densidade) de probabilidade f
Hi: X ndo tem funcgéo (densidade) de probabilidade f,

ou, de modo mais simples,
Ho: f(X)=fo(x)

Hy: f(x)=fo(X),

com fy a funcédo (densidade) de probabilidade proposta.

Exemplo 1: A procura diaria de um certo produto foi, em 40 dias escolhidos ao acaso, a

seguinte:

Numero de NUmero de

unidades dias
0 6
1 14
2 10
3 7
4 2
5 1

Tabela I: Procura diaria de um produto registada em 40 dias.

Sera que tais observacGes foram extraidas de uma populacdo com distribuicdo Poisson, isto

é, sera de admitir que tal procura segue uma distribui¢do de Poisson?

Exemplo 2: Pretende-se construir um modelo de simulagdo das operagbes de um
determinado terminal de um porto situado na Europa. Uma das variaveis a considerar no
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modelo € a diferenca entre a data de chegada dos navios provenientes dos EU e a respectiva
data planeada. Dado que tal diferenca é influenciada por muitos factores, pode tomar-se como
uma variavel aleatoria. H& razdes para supor que tem distribuicdo Normal de média 0.1 e
desvio padrdo 7.2. Uma amostra de 30 navios revelou os resultados que se apresentam na

tabela seguinte.

-6.6 -2 5 24 -18 -03 15 -76 -06 26

-74 124 -6 -58 152 -24 -89 -56 -37 22

82 -9 132 76 -28 -18 18 44 22 4

Tabela I1: Diferenca entre a data de chegada e a data planeada para 30 navios.

Sera mesmo de admitir que tais dados foram extraidos de uma populacéo N(0.1, 7.2%)?

Tanto no primeiro como no segundo exemplo, estamos perante um problema de
ajustamento de dados a uma determinada distribui¢do. Existem varios testes de ajustamento
que nos permitem fazer uma analise de problemas deste tipo, entre 0s quais: o teste de
ajustamento do Qui-quadrado sugerido por Karl Pearson, o teste de Kolmogorov ou

Kolmogorov-Smirnov e o teste de normalidade de Lilliefors, que apresentamos a seguir.

2.1 Teste do Qui-quadrado

O teste de ajustamento do Qui-quadrado € um teste de facil construgdo e baseia-se na
comparacao da distribuicdo dos dados da amostra (frequéncias observadas) com a distribuicédo

tedrica a qual se supde pertencer a amostra.

Considere-se uma amostra aleatéria de n elementos, extraida de uma popula¢do com
distribuicdo desconhecida, sobre os quais se observa uma caracteristica (qualitativa ou
guantitativa). Os valores possiveis da caracteristica em estudo sdo, num primeiro passo,
repartidas por m classes mutuamente exclusivas, A1, Ay, ..., An (Serdo intervalos da recta real

se a caracteristica é quantitativa e continua).
Denote-se por:

- Oj on°de observacdes ou frequéncia absoluta observada da classe A;;




- pi aprobabilidade desconhecida de obter uma observacao na classe Aj;

- poi a probabilidade de obter uma observacdo na classe A; assumindo que a
observacao foi extraida de uma populacdo com a distribuicdo especificada em Hy, i.e

Poi :P(Ai\Ho).
Entdo, o problema que se pde € o de testar as hipoteses:

Ho: pi=poi, 1=1,....m

Hi: pi#poi para algumi.

Assim, a frequéncia esperada da classe A;, quando Hy € verdadeira, é dada por

€i =NxPoi.

A estatistica de teste, do teste de ajustamento do Qui-quadrado, é dada por

n (O, —e,)
Q — Z( i |)
i-1 &

que, sendo verdadeira a hipotese nula, tem distribui¢do assimptética do Qui-quadrado com m-

k-1 graus de liberdade (x’n«.1), onde k é o nimero de pardmetros desconhecidos da

distribuicdo proposta em Hy, estimados a partir da amostra.

Se a funcdo (densidade) de probabilidade proposta em H, estiver completamente

especificada, i.e., se ndo ha parametros desconhecidos, entdo Q ~ y?m.1.

Notemos que, se a hipotese nula for de facto verdadeira, a diferenca entre cada valor
observado e o0 respectivo valor esperado, O; — e, ndo deve ser muito grande, e
consequentemente a estatistica teste tera um valor observado, Qqps, também ndo muito grande.
De modo intuitivo, quanto maior for o valor observado de Q, menos plausivel € a hipotese
nula, isto é, mais nos encaminhamos de concluir que as frequéncias observadas ndo foram
provenientes da populacdo em que se baseou a hipdtese nula, levando a rejeicao desta. Trata-

se portanto de um teste unilateral a direita.

Assim, para um nivel de significancia a, a hip6tese nula é rejeitada se Qobs = %1-, COM

1. 0 quantil de probabilidade 1-o. da distribuico y?m-i.1.



Na aplicacdo deste teste deve-se ter particular atencdo as frequéncias esperadas, €;’s, pois
se estas forem muito pequenas a aproximacdo ao Qui-quadrado ndo é a mais apropriada. Sdo
referidas na literatura varias regras praticas de aplicacdo do teste, das quais avancamos a

seguinte. Se tivermos:

- mais de 20% das classes com e; inferior a 5
ou,

- mais de uma classe com e; inferior a 1,

devemos proceder a agregacao de algumas classes contiguas, e iniciar novamente o teste,

agora com menos classes.

Recorremos aos exemplos apresentados anteriormente para demostrar a metodologia do
teste descrito, neste caso com uma distribuicdo discreta em Hy no Exemplo 1 e uma

distribuicdo continua no Exemplo 2.

No primeiro problema pretende-se verificar se as observacOes seleccionadas pertencem a
uma populacdo com distribuicdo de Poisson. Representando por X a procura diaria do produto

e por f a fungdo de probabilidade de X, as hipdteses a testar sdo

X
Ho: f(X) = fo(X) = e'““—', x=0,12,...e u>0
X!

Hi: f(X) = fo(X).

Notemos, no entanto, que nada é dito acerca do pardmetro/média da Poisson, , sendo
assim necessaria a sua estimacéo a partir dos dados da amostra. Uma estimativa para u é dada
pela média amostral X = (0x6 + 1x14 + 2x10 + 3x7 + 4x2 +5x1)/40 = 1.7.

Os dados sdo inicialmente classificados em 7 classes, da forma apresentada na tabela Ill, e
as probabilidades associadas a cada uma das classes, supondo Hy verdadeira, sdo facilmente

calculadas. Por exemplo:
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Por= P(Ai\Ho) = P(Xe{0NHo) = fo(0) = &7/ = = 0.1827;
17t
Po2= P(A2\Ho) = P(Xe{1}H\Ho) = fo(1) = e™ T 0.3106;

2
pos= e’ % =0.2639;

Relembrando ainda que as frequéncias esperadas sdo calculadas a partir de e; =40xpo;,

podemos construir uma tabela como a seguinte :

Classes Frequéncias Poi = P(Ai\Ho) Frequéncias
observadas esperadas

A1={0} 6 0.1827 7.308

A={1} 14 0.3106 12.424

A={2} 10 0.2639 10.556

A={3} 7 0.1496 5.984

As={4} 2 0.0636 2.544

As={5} 1 3 0.0216 00932 (g4  3.728

A={6,7,..} 0 0.008 0.32

Tabela I11: Frequéncias observadas e esperadas.

De acordo com as regras atras mencionadas as classes As={4}, As={5} e A={6,7,...}
foram agrupadas numa so6, {4,5,6,7...}, ficando entdo os dados agrupados em m = 5 classes.
Além disso, uma vez que estimamos um parametro (), a estatistica teste Q, sob a hipotese
Ho, tem aproximadamente distribuicdo Qui-quadrado com m-k-1 = 5-1-1=3 graus de
liberdade.

Ao nivel de significancia de 0.05, o quantil de probabilidade 1-0.05 da distribuicdo y; €

7.81, e logo a regido critica € [7.81, +oo[.



Recorrendo a 22 e 42 coluna da tabela I11, podemos finalmente calcular o valor observado

da estatistica de teste:

_ (6-7308)°  (14-12.424)° (10-10.556)" (7-5.984)"  (3-3.728)"

obs— =0.778 .
7.308 12.424 10.556 5.984 3.728

Entdo, a hipotese Hy ndo é rejeitada ao nivel de significancia de 0.05, isto €, ndo podemos
rejeitar a hipotese de aquelas observacdes provirem de uma populacdo com distribuicdo

Poisson.

Em relacdo ao Exemplo 2, denotando por X a diferenca entre a data de chegada dos

navios e a data planeada, as hipoteses a testar sao
Ho: X~N(0.1, 7.2%)
Hi: X »N(0.1, 7.2%).

A semelhanca do exemplo anterior, a variavel em estudo é quantitativa sendo ento
necessario a agregacdo dos dados em classes. Notemos, no entanto, que neste caso a
distribuicdo proposta em Hy é continua e, deste modo, as classes A;, i=1,...m, sdo intervalos da

forma
Ai=]-0, a1[, Ax=[a1, a[ As=[ay, as[ ... An=[ am-1, +ool.

Para a determinacéo das classes, mais precisamente dos limites dos intervalos de classe é

sugerida a regra de Mann e Wald:

Fixado o numero de classes, m, com m tal que n/m>5 para que ndo seja necessario a
agregacao de classes, definem-se os limites de modo a que as probabilidades decorrentes da
hipdtese nula sejam iguais a 1/m para todas as classes, isto €, de modo a que as frequéncias

esperadas sejam todas iguais a n/m.
Para 0 exemplo escolheu-se m=4 classes, donde
Poi = P(Ai\Ho) = P(Xe A\ X~N(0.1, 7.2%)) = 1/4, para i=1,2,3,4.
Note-se que deste modo as frequéncias esperadas ej=30x1/4=7.5>5, para i=1,...,4.

Calculo dos limites dos intervalos de classe:



a: po = PXeANX=N(0.1, 7.29) = 0.25 < P(X<a\ X~N(0.1, 7.2%) =0.25 <
a,—0.1

oP(z< )=0.25 <> a,=-4.724;

Da simetria da distribuicdo normal (ver grafico), a;=0.1 e az= 0.1 + 0.1 — (-4.724) =
4.924.

dj a=0.1 a3

Classes Frequéncias  po; Frequéncias
observadas esperadas
As=]-0, -4.724] 8 0.25 75
A=[-4.724,0.1] 8 0.25 7.5
As=[0.1, 4.924] 7 0.25 7.5
A,=[4.924, +o | 7 0.25 75

Tabela IV: Frequéncias observadas e esperadas.

O valor observado da estatistica de teste é

_(8-75 (8-75° (7-75" (1-75°_

_ 0.1.
T s 75 75 75

A estatistica teste, sob o pressuposto de Hy ser verdadeira, tem aproximadamente

distribuicdo Qui-quadrado com m-1=4-1=3 graus de liberdade.

Ao nivel de significancia de 0.05, o quantil de probabilidade 1-0.05 da distribuicdo 2 é

igual a 7.81. Entdo, como Qqps NA0 pertence a regido critica, somos levados a ndo rejeitar a



hipétese de que a diferenca entre os tempos de chegada e os tempos planeados tem
distribuicdo N(0.1, 7.29).

2.2 Teste de Kolmogorov-Smirnov

O teste de Kolmogorov-Smirnov, abreviadamente K-S, ao contrario do teste do Qui-
quadrado, ndo se aplica a dados qualitativos nem a variaveis discretas, pois a tabela
disponivel para este teste sO é exacta caso a distribuicdo em teste seja continua. No entanto,
tem a vantagem de ndo estar dependente de classificacbes dos dados, que além de serem
sempre algo arbitrarias envolvem perdas de informacdo. De facto, no ajustamento de uma
distribuicdo continua a uma amostra usando o teste do Qui-quadrado, temos de proceder a

agregacdo dos dados em classes, sendo por isso mais adequado utilizar o teste K-S.

Por outro lado, o teste K-S sO0 pode ser aplicado quando a distribui¢do indicada na
hiptese nula estd completamente especificada (0 que ndo sucede com o teste do Qui-
quadrado). No caso de pretendermos, por exemplo, efectuar um ajustamento de uma
distribuicdo normal, sem especificar p e o, podemos recorrer a outro teste, neste caso o teste

desenvolvido por Lilliefors (teste de normalidade de Lilliefors) que seré abordado mais tarde.

Além disso, o teste do Qui-Quadrado esta orientado essencialmente para grandes

amostras, enquanto que o teste K-S é aplicavel a pequenas amostras.

Definem-se de seguida funcdo de distribuicdo da amostra e funcdo de distribuicdo
empirica, conceitos estes fundamentais para o desenvolvimento do teste de K-S.
Funcéo de distribuicdo empirica e funcéo de distribuicdo da amostra

Seja (X1, Xa,...,X;) uma amostra aleatdria de uma certa populagdo X e (X1, Xa,...,X) Uma

sua realizagéo.

A funcéo de distribuicdo empirica é definida por
- 1
F (X) =— #{Xi: XX}, -00< X <+oo,
n

onde #{x;: x;<x} é o nimero de valores x; que sdo inferiores ou iguais a x.



A funcdo de distribuicdo da amostra é definida, para as variaveis aleatorias (Xu,

X2,...,Xn), por

F.(x)= 1 #H{Xi: Xi<x}, -00< X <+oo,
n

Convém fazer aqui uma clara distin¢ao entre funcdo de distribuicdo empirica IA:n , definida

para uma particular realizagdo (X1, Xz,...,Xn), € funcéo de distribuicdo da amostra F,, definida

para as variaveis aleatorias (Xi, Xa,...,Xn). Note-se que IA:n (X) é uma fungéo de distribuicdo do

tipo discreto associado a uma particular amostra, enquanto que F,(x) €, para cada -oo< X <+

fixo, uma variavel aleatoria, funcdo de (X1, X»,...,Xn), OU Seja, € uma estatistica.

Vejamos como construir uma funcdo de distribuicdo empirica associada a uma

determinada amostra. Consideremos, por exemplo, a amostra constituida pelas observacdes:

5,7,8,8,10e 11. A funcéo de distribuicdo empirica IA:6 , associada a esta amostra, € dada por

0

1/6
2/6
4/6
5/6

Se
Se
Se
Se
Se
Se

X<5
5<x<7
7<x<8
8<x<10
10<x <11
x>11

A representacéo gréfica de F,, em forma de escada, é apresentada a seguir:

O:I-I)

mfay ey Y=y Y=g =g=

2 ) P S = 00 D
T R T T TR T T T S |
LU S e E E E— m— —

8

5 10 11 12

Grafico I: Representacao grafica da f.d. empirica.

Note-se que a fungéo F, é descontinua a esquerda em cada valor X;.
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Para uma variavel aleatéria X, o teste K-S baseia-se na analise do ajustamento entre a
funcéo de distribuicdo populacional admitida em Ho, Fo, € a funcdo de distribuicdo empirica
.

Assim, sendo F a funcdo de distribuicdo (desconhecida) da populagdo, as hipdteses a
testar serdo:

Ho: F(X)=Fo(X), -co<x<+o0
Hi: F(X)=Fo(x),
onde Fy a a funcdo de distribuicdo proposta, continua e completamente especificada.

No teste de Kolmogorov-Smirnov considera-se a estatistica

D, = sup |F,(x)-F(x),

n
—00<X<+00

como uma medida da discrepancia entre a funcao de distribuicdo da amostra F, e a funcéo de
distribuicdo proposta Fo. Observe-se que D, representa a distancia vertical maxima entre as
imagens da funcdo de distribuicdo da amostra, Fn(x), e da funcdo de distribuicdo proposta

Fo(x), dando assim uma ideia do ajustamento, como alias se pretendia.

Ao substituir em D, a funcdo de distribuicdo da amostra F, pela funcdo de distribuicdo

empirica F,, obtém-se o valor observado da estatistica teste:

d = sup ﬁn(x)—Fo(x).

n
—00<X<+00

Uma vez que Fo € uma funcgdo (continua) crescente e F, é uma funcdo em escada (ver

grafico 1), o supremo d, ocorre num ponto onde se verifica um salto de F, (numa observagéo

Xi) ou imediatamente antes desse ponto. Isto é,

ax|[F, (x) — F, ()] [Fo06) B, ¢ |

..... n

d =m
g

Fo(X)
sup |F, ()~ Ry ()

—00<X<+0 A —

Grafico I1: Ajustamento de uma f.d hipotética Fo a f.d. empirica IA:n .
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Assim, se Ho for verdadeira, a distancia vertical maxima entre as imagens das duas

distribuicfes néo deve de ser muito grande, e logo espera-se que D, tome um valor pequeno.

Conhecendo a distribuicao de D, é possivel avaliar o seu valor observado d,, e decidir se

este é suficientemente pequeno para que ndo se rejeite Hyp a um dado nivel de significancia .

Mais concretamente, rejeita-se Ho, para um nivel de significancia o, se o valor observado

d, da estatistica teste D, for superior ou igual ao ponto critico D, , onde Dy, € tal que,
P(Dn=D, o\ Ho € verdadeira)= a.

Os valores criticos D, ,, podem ser consultados na Tabela 7 (em anexo).

Exemplo 3: Um certo Politécnico do pais efectuou um contrato com uma determinada
empresa que ficou responsavel pelo abastecimento da carne que compunha as refeicGes na
cantina dessa Escola. O contrato refere uma média de 290 gramas de carne por refeicdo, por
estudante. No entanto, alguns alunos queixaram-se acerca da comida, em particular acerca da
guantidade de carne servida por refeicdo. Os alunos falaram com o cozinheiro chefe, que lhes
disse que a quantidade de carne servida por refei¢do a cada estudante tinha aproximadamente

distribuicdo normal de média 290 gr com um desvio padrdo de 56 gr.

ApoGs esta conversa com o cozinheiro, alguns alunos concordaram em recolher as suas
refeicbes ao longo de varios dias, resultando assim uma amostra de 10 refei¢bes, que foram
levadas para um laboratério afim de serem pesados os pedagos de carne nelas contidos. Os

dados obtidos séo os seguintes:
198 254 262 272 275 278 285 287 287 292

Ao nivel de significancia de 5%, ha evidéncia para rejeitar a hipotese de que o cozinheiro

seguia as regras que afirmou em relacdo a quantidade de carne servida?
Denote-se por X a quantidade, em gramas, de carne servida por refeicdo a cada estudante.
As hipdteses a testar sdo, neste caso,
Ho: X~N(290, 56  Hy: X /\1(290, 567).
Note-se que a fungéo de distribuicdo proposta em Hy, Fo, é a funcéo de distribuicdo normal

com média 290 gr e desvio padrdo 56. Assim, sendo uma distribuicdo continua

completamente especificada, podemos usar o teste de K-S.
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A estatistica de teste € Dig=sup |F1o(X)-Fo(X)| .

O ponto critico da estatistica de teste Djg é, para a=0.05, D190.05= 0.409 (Tabela 7).

A funcdo de distribuicdo empirica definida para a amostra dada foi calculada do modo

descrito anteriormente, e é indicada na Tabela V.

Falta calcular as imagens das observacdes pela funcédo distribuicdo Fo. Indicam-se apenas
os calculos para as duas primeiras observacBes; 0s restantes encontram-se na respectiva

coluna da tabela V.

Fo(198) = P(X<198) = P(zsw ) = P(Z<-1.64) = 1-0.9495 = 0.0505;

Fo(254) = P(X<254) = P(zs% ) = P(2<-0.64) = 1-0.7389 = 0.2611

Xi | Ro(x) | Fo(x) |5,=Xi=290 | Fo(@) | |Fo(xi)-Fo(x) | [IFo(xi)- Fo(X7)]
56
198 0,1 0 -1,64 0,0505 0,0495 0,0505
254 0,2 0,1 -0,64 0,2611 0,0611 0,1611
262 0,3 0,2 -0,5 0,3085 0,0085 0,1085
272 0,4 0,3 -0,32 0,3745 0,0255 0,0745
275 0,5 0,4 -0,27 0,3936 0,1064 0,0064
278 0,6 0,5 -0,21 0,4168 0,1832 0,0832
285 0,7 0,6 -0,09 0,4641 0,2359 0,1359
287 0,9 0,7 -0,05 0,4801 0,4199 0,2199
292 1 0,9 0,04 0,516 0,484 0,384

Tabela V: Calculo do valor observado da estatistica Dyp.

Observamos, atraves das duas Ultimas colunas da tabela, que o valor observado da
estatistica teste dio é igual a 0.484. Assim, como d10>0.409, ao nivel de significancia de 5%,
rejeitamos a hipdtese de a quantidade de carne servida por refeicdo a cada estudante seguir
distribuicdo N(290, 56).
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2.3 Teste de Normalidade Lilliefors

Sejam Xj, X,...,Xn uma amostra aleatoria de uma populagdo X com distribuicdo F
desconhecida. Pretende-se testar se X tem distribuicdo N(u, %) sem especificar p e o, isto é,
para algum p e algum . As hipoteses a testar sdo

Ho: X ~ N(u, 69

nyf'mwcﬁ

Foi dito anteriormente que a aplicacdo do teste de Kolmogorov-Smirnov carece da
especificacdo completa da funcdo de distribuicdo proposta em Hp, 0 que ndo sucede no
problema. E proposto entdo o teste de normalida de Lilliefors.

Este teste processa-se como o teste de Kolmogorov-Smirnov, mas os dados originais sdo

estandardizados, usando estimativas de p e o:

X=X

Z, (i=1,..n).
Assim, as hipoteses a testar sdo:
Ho: Z ~ N(0, 1)
He: Z 7 N(O, 1).

Sendo Fy a funcéo de distribuicdo N(0,1), a estatistica teste de Lilliefors é

D, = sup [R(2)-FR(@),

—00<Z<+0

onde F, é a fungéo de distribuicdo da amostra depois de estandardizada, i.e., definida para as
variaveis aleatorias Zi, Z5,...,Zx.
Mais uma vez, o valor observado da estatistica teste D/, d., é obtido substituindo na

estatistica a funcdo distribuicdo da amostra estandardizada pela funcéo distribuicdo empirica.

A hipotese Hy € rejeitada, para um nivel de significancia o, se o valor observado d for

*

superior ou igual ao ponto critico D, com Dy, tal que,

no?

P(D,>D; .\ Ho é verdadeira)= o.

Os pontos criticos sdo consultados na tabela elaborada por Lilliefors (Tabela 8).
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Exemplo 4: Um distribuidor pretende estimar o tempo médio de entrega dos seus
produtos a um cliente bastante importante. Foi recolhida uma amostra aleatéria de cinco
tempos: 29, 33, 35, 36 e 36.

O senhor quer estimar o tempo médio pretendido através de um intervalo de confianga,
mas ndo sabe nada acerca da distribuicdo do tempo de entrega X, e além disso, a dimenséo da

amostra € muito pequena (n=5). Podera fazé-lo?

Sabemos que caso X tenha distribuicdo normal o intervalo pode ser calculado usando a

estatistica T= X—p ~t.

Assim, interessa testar, em primeiro lugar, as hipéteses
Ho: X ~ N(u, 69
Hi X 7 N(u, o).

Uma vez que nada sabemos acerca de p e o, podemos utilizar o teste de Lilliefors,

recorrendo as estimativas X =33.8 s=2.95 .

O valor critico da estatistica teste, ao nivel de significancia de 0.05 é D;,,;=0.337, e

assim a distribuigdo normal é rejeitada se d; >0.337.

O calculo do valor observado d; é apresentado, de forma sucinta, na tabela seguinte.

Xi |,=%=338 | R(z) |R(z)| Fol@) | |Fo(z)-Fi(z)| [IFo@)- R (z)]
2.95

29 -1,63 0,2 0 0,0516 0,1484 0,0516

33 -0,27 0,4 0,2 0,3936 0,0064 0,1936

35 0,41 0,6 0,4 0,6591 0,0591 0,2591

36 0,75 1 0,6 0,7734 0,2266 0,1734

Tabela VI: Calculo do valor observado da estatistica D’s.

Observamos que d;=0.2591<0.337, e logo, ao nivel se significancia de 5%, ndo

rejeitamos a hipotese de a populacdo em estudo ter distribuicdo normal.

O célculo do intervalo de confianga pretendido fica como exercicio.
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3. Tabelas de Contingéncia

3.1 Teste do Qui-quadrado de Independéncia

Suponha que numa amostra aleatoria de tamanho n de uma dada populacdo séo
observados dois atributos ou caracteristicas A e B (qualitativas ou quantitativas), uma com

r e outra com s modalidades ou categorias, respectivamente Ay, Ay,..., A; e By, By,..., BC.

Cada individuo da amostra é classificado numa e numa s categoria (ou classe) de A e
numa e numa so categoria (ou classe) de B. A classificacdo dos elementos da amostra da
origem a uma tabela de dupla entrada, designada por tabela de contingéncia rxc, com o

seguinte aspecto:

B B, B.
A 011  Op O1c
A, 02 O O2c
Ar Or]_ OI’Z cnn OI’C

Tabela I: Tabela de contingéncia rxc.

Nesta tabela cada Oj (i=1,...,r e j=1,..,c) € uma variavel aleatoria que representa na
amostra o nimero de elementos classificados simultaneamente nas categorias A; de A e B;j de
B.

Além disso, temos as variaveis aleatorias:

C
o Oi‘:ZOij (i=1,...,r) que representa 0 nimero de elementos na amostra com
j=1

modalidade A;;

r
e O, =ZOij (j=1,....c) que representa 0 numero de elementos na amostra com
i=1

modalidade B;.
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Tem-se,

onde n € a dimensdo da amostra que se supde fixa.

O objectivo a que nos propomos é o de tentar inferir sobre a existéncia ou ndo de
qualquer relacdo ou associacdo entre os atributos (variaveis) A e B, mais concretamente,

inferir se A e B sdo ou ndo independentes.
Pretende-se assim testar as hipdteses
Ho: A e B sdo independentes
Hi: A e B nédo sdo independentes.
Denote-se por:
e pii=P(AinB)) (i=1,..,r e j=1,...,c) a probabilidade (desconhecida) de um individuo da
populagéo ser classificado simultaneamente nas categorias A; de A e B de B;
e p. =P(A,) (i=1,..,r) a probabilidade (desconhecida) de um individuo da
populacgéo ser classificado na categoria A; de A;
e p;=P(B;) (=1...c) a probabilidade (desconhecida) de um individuo da
populagéo ser classificado na categoria B; de B.

Tem-se,
1:_2 _ P =2_ D :Zp-j '

i1 1 = i1
Ora, se os atributos séo independentes, verifica-se a conhecida relagéo,
P(A; nB;)=P(A)P(B)),
isto é,
Pii=Pi. P;.
Assim, as hipoteses anteriores podem ser formuladas do seguinte modo:
Ho: pij=p;. p; (para todo i e j)

Hi: pizp; p;-(para algum i=j).
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Uma vez que ndo se conhecem os verdadeiros valores das probabilidades envolvidas,

estas terdo que ser estimadas, a partir dos dados amostrais, por

onde 0; e 0, sdo os valores observados das variaveis aleatorias O; e O ;, respectivamente,

para uma amostra concreta.

Seja ainda ejj=n p;; 0 namero esperado de individuos na classe A; de A e B; de B. Entéo,

quando Ho € verdadeira, i.e, pij=p; p ;, teremos

€ij=n Pij=np; P,

valor este que pode ser estimado por

A semelhanca do teste de ajustamento do Qui-quadrado, a estatistica do teste de
independéncia é
roc (O_é‘)z

pepsOal

i=1 j=1 €;

que, sob o pressuposto de Hy ser verdadeira, tem distribuicdo assintética do Qui-quadrado

com (r-1)(c-1) graus de liberdade.
Vimos que quando Hp € verdadeira e; pode ser estimado por & =np,p;, e logo a
diferenca entre oj; (frequéncia observada) e €; (estimativa da frequéncia esperada supondo a

independéncia) ndo deve ser grande. Assim, a estatistica teste, tal como esta definida, mede o
afastamento dos dados em relacdo a hipdtese de independéncia: valores pequenos da
estatistica teste sdo compativeis com a hipétese nula, enquanto que valores muito grandes
traduzem um maior afastamento dos dados em relacdo a hipétese nula, conduzindo a rejeicdo

desta. Trata-se entdo de um teste unilateral a direita
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Exemplo 1: Um supermercado quer testar ao nivel de significancia de 5% a hipotese de
gue o modo de pagamento dos clientes nesse estabelecimento é independente do periodo do
dia em que fazem as compras. Existem trés modos de efectuar os pagamentos: por cheque,

dinheiro e cartdo de crédito.

A seguinte tabela de contingéncia 3x3 apresenta os resultados obtidos numa amostra de
4000 clientes:

PERIODO DO DIA
MODO DE PAGAMENTO | Manha Tarde Noite
Cheque 750 1500 750
Dinheiro 125 300 75
Cartéo de Crédito 125 200 175
Tabela Il

Denotando por A o atributo Modo de pagamento e por B o atributo Periodo do dia em

que faz as compras, as hipoteses as testar séo
Ho: A e B séo independentes
Ho: A e B néo sdo independentes.

Uma vez que A e B assumem cada uma 3 modalidades, respectivamente (cheque,
dinheiro, cartdo de crédito) e (manhd, tarde, noite), sob Hy, a estatistica teste tem distribuicdo
assintética do Qui-quadrado com (r-1)(c-1)=(3-1)(3-1)= 4 graus de liberdade.

Ao nivel de significancia de 0.05, a regido critica é entdo [9.49, +oo.

Como vimos, para obtermos o valor observado da estatistica teste, temos de calcular as

frequéncias esperadas. Estas calculam-se de modo muito simples:

0;0; . Lo . . L
=——L: produto dos totais da i-ésima linha pelos totais da j-ésima
coluna, em n.

Assim, por exemplo,

&,,=(3000x1000)/4000=750, &,,=(3000x2000)/4000=1500 e &, =(3000x1000)/4000=750.
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PERIODO DO DIA
MODO DE PAGAMENTO Manha Tarde Noite Totais
Cheque 750 1500 750 3000
Dinheiro 125 250 125 500
Cartdo de Crédito 125 250 125 500
Totais 1000 2000 1000 4000

Tabela I11: Frequéncias esperadas.

Finalmente, o valor observado da estatistica teste pode ser calculado, combinando os

dados das tabelas anteriores. Tem-se,

2 2 2 2 2
2 _ (750-750)"  (1500-1500)" (125-125)" (200-250)°  (175-125)"

= 60.
X obs 750 1500 125 250 125

Uma vez que 60 excede o valor critico 9.49, ao nivel de significancia de 0.05, rejeitamos
a hipotese de que o0 modo de pagamento é independente do periodo do dia em que as compras

sdo feitas.

3.1.1 Medidas de Associagao

No teste do Qui-Quadrado apresentado, se for rejeitada a hipotese de independéncia entre
os atributos, pode interessar medir a intensidade da associacdo entre 0s mesmos, através de
uma medida adequada.

Uma vez que a estatistica do teste mede o afastamento em relacdo a hipdtese de
independéncia, o seu valor observado também podera servir para avaliar a forca da relacdo

entre os atributos. No entanto, houve necessidade de introduzir algumas modificacfes, devido

a diversas razfes, por exemplo o facto do 1 ndo tomar valores apenas no intervalo [0,1], o
que ¢ salutar numa medida de associagéo.

O facto de ter havido ja varios autores a dedicarem-se ao estudo de tais medidas faz com
que o numero de coeficientes propostos seja consideravel. Vamos apenas referir alguns desses

coeficientes.

20



e Coeficiente de Contingéncia de Pearson:

c= |-Lt .
x+n

Este coeficiente varia entre 0 e /(q—1)/q onde g=min{r,s} e portanto nunca assume o

valor 1. Valores pequenos de C indicam fraca associacdo entre os atributos, enquanto que

valores grandes de C indicam forte associagao.

O facto deste coeficiente ndo assumir o valor 1 no caso de associa¢do completa é uma sua

limitacdo. Para obviar este problema, Tshuprow propds o seguinte coeficiente.

e Coeficiente de Tshuprow:

T= z .
\/n\/(r—l)/(c—l)

Este coeficiente varia entre 0 e 1, tomando o valor 0 no caso de existir independéncia e o

valor 1 quando r=c e houver associagdo completa.

Por altimo, referimos o coeficiente proposto por Cramer que atinge o valor 1 quando ha

associacdo completa.
e Coeficiente V de Cramer:

2
V= X—, com g=min{r,s} 0<V<L
\n(@-)

Para o exemplo anterior, rejeitamos a hipdtese de independéncia entre o modo de
pagamento e o periodo do dia em que as compras eram efectuadas. Para ter uma ideia da

intensidade de associacao entre estes dois atributos, calcula-se, por exemplo, o coeficiente V

v= |99 _087.
4000 x 2

Verificamos, segundo o coeficiente V que, apesar de haver associacdo entre os atributos,

de Cramer. Assim, tem-se

esta pode considerar-se fraca.
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3.2 Teste de Homogeneidade

Suponha que sdo recolhidas amostras aleatérias de ¢ populacdes (subpopulacdes ou

estratos) By, B,..., B¢, nas quais se observa um atributo A com r categorias Az, Ag,..., Ar.

Neste contexto, surge também uma tabela de contingéncia rxc da forma apresentada na

tabela I, mas com leitura diferente.

Assim, cada Oj (i=1,...,r e j=1,...,c) € uma variavel aleatoria que representa o nimero de

elementos classificados na categorias A; de A, na amostra da populacgéo B;.

C
O, = ZOU (i=1,...,r) é uma variavel aleatoria que representa 0 numero de elementos na
j=1

categoria A;j de A em todas as amostras.

)
0, :ZOij (j=1,...,s) € uma constante prefixada (e ndo uma variavel aleatéria como
i=1

acontece no teste de independéncia), pois é o tamanho da amostra recolhida na populagéo B;.

Neste caso, cada B;j (j=1,...,c) rotula uma subpopulacdo cujos elementos se distribuem
pelas r modalidades do atributo A, e 0 que se pretende saber é se existe homogeneidade, isto
é, se ndo héa diferenca entre as populagfes no modo como 0s seus elementos se distribuem

pelas modalidades do atributo A.

Suponhamos, por exemplo, que dispomos dos resultados de vacinagdo contra a célera
num conjunto de 279 individuos escolhidos aleatoriamente entre os vacinados, € num

conjunto de 539 individuos escolhidos aleatoriamente entre os ndao vacinados:

Vacinados Né&o Vacinados
Atacados 3 66
N&o Atacados 276 473
Totais 279 539

Isto corresponde a ter duas amostras, uma em cada coluna da tabela, obtidas de modo

independente e de dimensdes, respectivamente 0,=279 e 0,=539.
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A hipdtese a testar é a de homogeneidade entre as amostras:

Ho: 0s atacados e ndo atacados distribuem-se de forma idéntica (homogénea)
nos vacinados e nao vacinados

Hi: os atacados e ndo atacados distribuem-se de modo diferente nos vacinados
e ndo vacinados.

As proporcdes de atacados e ndo atacados séo dadas, respectivamente, por
0, _ 69 0, 749

L =" =0.084 e —==——=0.916.
n 818 n 818

Assim, sob o pressuposto de Hy ser verdadeira, em cada um dos grupos dos vacinados e
ndo vacinados, deviam ser atacados (ndo atacados) uma proporc¢ado de individuos igual a 0.084
(0.916), isto é:

e NOs vacinados espera-se que sejam:

atacados €, =0, x 2L =279x0.084=23.44  individuos
n

e ndo atacados €,, =0, x%:279x0.916:255.56;
n

e N0s ndo vacinados espera-se que sejam

atacados €, =0, x 2L =539x0.084=45.276  individuos
n

e ndo atacados &, = 0, x -2 =539x0.916=493.724.
n

O quadro seguinte apresenta as frequéncias esperadas sob o0 pressuposto de

homogeneidade:

Vacinados Ndo Vacinados
Atacados 23.44 45.276
Né&o Atacados 255.56 493.724
Totais 279 539




A semelhanca do teste de independéncia, a estatistica do teste é

2 b~ (Oij_éij)2
X =ZZA—

i=1 j=1 &;

que, sob o pressuposto de Hy ser verdadeira, tem distribuicdo assintética do Qui-Quadrado

com (r-1)(c-1) graus de liberdade.

As frequéncias observadas Oj; e as estimativas das frequéncias esperadas €; calculadas

sob o pressuposto de Hy ser verdadeira, devem diferir pouco se Hy for de facto verdadeira.
Assim, valores muito grandes da estatistica teste traduzem um grande afastamento dos dados
em relacdo a hipotese nula, conduzindo a rejeicdo desta. Mais uma vez, a estatistica teste

mede o afastamento dos dados em relacdo a hipdtese de homogeneidade.

Calculo do valor observado da estatistica teste:

2 2 2 2
X2:(3—23.44) +(66—45.276) +(276—255.56) +(473—493.724) 208
23.44 45.276 255.56 493.724

O quantil de probabilidade 0.995 da distribuicdoy; € 7.88 .

Como o valor observado da estatistica teste é 29.8 > 7.88 entdo, para um nivel de
significancia 0.005, rejeita-se a hipotese de homogeneidade entre as duas amostras, isto é, a
populacdo dos vacinados difere da dos ndo vacinados no que se refere ao facto de terem ou

nao sido atacados.
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