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Prefacio

Estas notas ndo tem nenhuma pretensdo a originalidade e a forte influéncia dos livros
Chorlton [5], Rutherford [10] e Whittaker [15] & reconhecida e evidente nas partes | e
I, bem como o livro de Fleming e Rishel [6] na parte Ill. A secdo 18, foi preparada
por A. Haag e A. Novroth e consiste de seu trabalho final da disciplina. Esperamos
que estas notas fornecam uma concisa e til introducdo aos textos mais completos em
Mecanica. Um conhecimento de calculo vetorial e analise elementar & um pré-requisito
para ler estas notas e algum conhecimento da teoria de fungdes complexas seria util em
algumas aplicagOes da teoria de funcdes elipticas.

Agradeco Jodo Francisco Prolo Filho por me alertar que o antigo péndulo de Foucault
ndo existe mais no Museu de Sciences em South Kensington e ao mesmo por fornecendo
as informacdes do Institute Smithsonian de Washington incluidas nas notas.






Capitulo 1
PARTE |

1.1 Cinematica

Definicdo 1.1.1. O termo Cinematica significa estudo do movimento.

Os varios tipos de movimento sdo referidos a um sistema coordenado, sendo o sistema
cartesiano de eixos coordenados retangulares OXYZ utilizado em boa parte dos proble-
mas. Em outros, sera mais indicado o uso de coordenadas esféricas.

1.1.1 Coordenadas Esféricas (r, 8, )

A relacdo entre coordenadas esféricas e coordenadas cartesianas é dada por

.
A

X = I Send cosy, y = I send seny, z = r cosh.

Suponha que tenhamos uma particula com posicdo dado por T = T (t) em tempo t.
Entdo, a velocidade = taxa de mudanca de posi¢do e enquanto a aceleragdo é dado por:

3



_ar(t) _dv(t)  d?r(t)
V) = dt ’ a0 = dt — dt?
Velocidade e aceleragdo sdo vetores quantitativos.

Exemplo 1.1.1. Quando temos um eixo fixo e queremos fazer uma rotacé@o ao redor dele
com uma taxa w(t) para calcular a velocidade em algum ponto que esta na rotacao, tal
velocidade é chamada de velocidade angular.

r'y

Observemos que no intervalo At esta velocidade vai seguir uma distancia infinitesi-
mal. Onde estara a posicao infinitesimal aproximada no tempo At ?

% = w(t), ¢(t+At) - (1) = f "o w1+ o(w)lat

supondo que w(t) & continua .
O que temos, entdo, € um arco, que é aproximadamente h onde h & dado por
A

reen P @st

et

}— ¥ sen P —|

tan(wAt) =

rsené
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dai,

sen(wAt)

cos(WAL)

{1 + o(WAt)?}wAt
1 + o(wAt)?2

r-send - wAt{1 + o(1)}

h =r-send-tan(wAt) = r - senf

r-senf

Vserar - senfwAt/At = w - r - send na direcdo tangencial ao circulo de rotagao.

1.1.2 Velocidade angular

¢ Rotacdes finitas sobre diferentes eixos, embora possam ser representadas por linhas
em magnitude e dire¢do, ndo sdo comutativas e portanto nao obedecem a lei de
adicdo de vetores.

¢ Rotacbes infinitesimais, por outro lado, podem ser representadas por vetores.

Considere uma rotagdo infinitesimal com um angulo 66 sobre um eixo passando pela
origem dado pelo vetor unitario € Em virtude desta rotagdo, um ponto cujo vetor posi¢ao
é originalmente F e descreve um arco de um circulo de raio r - seng, onde ¢ & o angulo
entre € e . este deslocamento tem comprimento r - sen¢gd6 e & perpendicular a€e .
Conseqiientemente, 6t é paralelo ao produto € A F. Em outras palavras,

P =60EAT
e a velocidade do ponto é
b= tim S —geAr=war,
6t—0 Ot

onde @(velocidade angular) denota o vetor 6€ , que representa um giro sobre a reta origem
na direcdo de & (ou €) com a velocidade angular & (ou 6).

Vimos que se um ponto F'é sujeito a uma rotacdo infinitesimal 66, sobre o eixo ey, este
ponto assume uma nova posi¢ao

|7>1 =F+ (59161 AT

Se esta rotacdo é seguida por outra rotacdo 66, sobre e,, a posicao final deste ponto
fica

r’lz = F’l + 502@2 AN r)]_
= (?+ 591@1 A ?) + 592@2 A (?+ 591@1 A ?)
=r+ (591@1 + 692@2) AT+ 0(591692)



De maneira analoga,

?21 =r+ (691@1 + 592@2) AT.
Portanto, podemos observar que

?12 = ?21 + 0(691602),

de onde concluimos que estas rota¢Ges infinitesimais sdo comutativas. O que também é
vélido para velocidades angulares.
- Py = 7

t= AltILnO At

= (élel + 9262) AT

Entao,

T=(B+B)AP

Observacdo 1. Duas velocidades angulares w sobre eixos paralelos de rotagédo produzem
efeitos diferentes. Uma velocidade angular é, portanto, um vetor localizado, ou seja, ndo
somente possui magnitude e direcdo mas também é associado a uma reta definida de
acao.

Como, um ponto r adquire uma velocidade & A r devido & uma velocidade angular &
sobre a origem, adquire-se uma velocidade & A (F— &) devido a uma velocidade angular &
sobre um ponto & Como a diferenca @& A & entre estas duas velocidades é independente da
posicdo de F, segue que uma velocidade angular sobre a origem & equivalente a velocidade
linear & A & juntamente com a velocidade angular @ sobre & Portanto, 0 movimento
rotacional de um corpo rigido pode ser especificado por uma mesma velocidade angular
@ sobre qualquer ponto & desde que haja uma compensacdo da velocidade linear & A &
seja dada ao corpo como um todo.

Frequentemente, em mecanica, consideramos um eixo ao redor do qual a rotacdo.
Supondo que ha um sistema fixo, o restante dos sistemas estdo em movimento quando
queremos expressar o0 sistema em termos de mecanica (eixos de rota¢do - ex.: péndulos).

Seja OXYZ uma conjunto de eixos fixos que coincidem momentaneamente em t = 0 com
outro conjunto OX’Y’Z’ (rotagcGes relativas em OXYZ com velocidade angular @).
Seja,

o= a)li +(.4)2j + wgk

onde T, j, k s&o os vetores unitarios em OX, OY e OZ, respectivamente. Seja P = P(x, Y, z)
um ponto qualquer no espago que tem velocidade relativa seguindo a regra da mao direita
eOP=r=xi+yj+zK.

P = x(0)i(t) + y(t) j{t) + z()K(t)  (em respeito ao eixo em rotacdo)
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T
xX
Entdo a velocidade de P é dada por
v(t) = ‘;—f = X(O)i(t) + V(1) j{t) + Z(OK(E) + x(t) d;(tt) + y(t)d (‘jit) + z(t)% (1.1)

Os eixos ndo sao fixos neste caso (di/dt, ...) sdo ndo nulos. Agora, di/dt = é a velocidade
no ponto (1,0, 0).

A velocidade no ponto sera a taxa de mudanga em V(t).

A relacdo final em (1.1) , que por conveniéncia vamos chamar de “A”, pode ser escrita da
seguinte forma

onde podemos observar que

ot

9 — velocidade relativa ao sistema em movimento
@ A F = movimento do sistema

COmo & = wii + ws ] + wsk, e di/dt & a velocidade no ponto (1,0, 0) temos

i 7 K
((L)]_i + (,l)zj + (L)gk) Al = w1 Wy w3
1 0 O

Assim como, d j/dt & a velocidade no ponto (0, 1, 0), entdo



P 4 i) r R)
(w1i+w2j+w3k)/\ J =l w wry w3
0 1 0O
e dk/dt é a velocidade no ponto (0,0, 1)
i K

w

i
((x)li_)+ w2T+ a)3|2) A R) =l w wy w
0 0 1

Entdo,

V= (X + V] +2K) + X(w3] — w2K) + Y(wiK — wsl) + 2(wal — w1 ).

Podemos observar que o primeiro termo desta formula (x?+yf+z|?) representa a velocidade
de P relativa ao modelo regra: quando (& = 0) , V deve ser igual a isto. Denotemos esta
quantidade por dr/at, onde a diferencial parcial significa que o movimento é relativo a
regra. Os outros termos representam & A . Logo,

d—r>—@+*/\?
at ot CN"

Este sistema pode ser representado para qualquer vetor, ndo necessariamente para veloci-
dade angular

Exemplo 1.1.2.

R = Xi'+ Y]+ ZK = mudanca relativa do sistema mais mudancas do sistema onde R
pode ser qualquer vetor, ndo necessariamente o valor de posicdo de uma particula.

d_l:\_))—a_F\_))+_’/\
at ot ¢
R ar
R=v(t) = o

v v
A) = G = o+ BAY

Em particular, a velocidade ‘;—f de um ponto © em movimento pode ser expressa em
termos dos movimentos dos eixos pela formula

dr or N
dt — dt
Usando este valor det obtemos a forma para a aceleracdo relativa a OXYZ

ONAF.
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v dfor or , or da or
a—a(a+w/\r’)_E+w/\E+HAF’+WXE+WXW’xF’

onde

@AV:@A%+&/\(@/\?).

Combinando as duas Gltimas equacdes, temos

2 -
3(t):%+2@A§+%—?A?+&A(@A?).

Para corpos rigidos, temos
i/.i/:j/_j/:k/.klzl
j’-k':k’-i’:i’-j’:O
Com respeito ao tempo temos

=) =k-k=0

R
kit = - - K
i-"j/ :—j"i/
Destas equacOes segue que
=G = vy - BK,
J=% =i +ak,

k' = % =pi'—aj,

onde «, B, y denotam a natureza do movimento em questao.

Considerando um ponto qualquer r” do corpo em movimento, temos

(@i’ +Bj +yK) x 17 = (ai’ +Bj +vK) x XV +Y | +7K)

= (B —yy )V + (yX —aZ) | + (ay’ - BX)K

=X (yj = BK) +y (=71 + aK') + Z'(BI" — a]')

=XV +yj+7k

= x’i—’ + y’L + z’dk’
dt dt dt

P

~dt
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O movimento deste ponto arbitrario, e portanto, do corpo, pode ser representado pela
velocidade angular

& =ai +Bj +yK

sobre o ponto fixo O.
Como visto anteriormente, estabelecemos a seguinte forma para a aceleracao
a°r or -
A= —+20N —+DOAT+DA(DAT).
ot ot @AD)
Se a origem move-se com aceleracdo ag, entao a aceleracado total de P & dada por
or or -
3:a3+ﬁ+2c3/\a+c?)/\?+a3/\(¢3/\f).
Vamos aplicar os resultados para encontrar as expressoes para a velocidade e aceleragdo

em termos de coordenadas cilindricas e esféricas.

onde OX, OY, OZ sdo eixos fixos, perpendiculares entre si. PM é perpendicular a P no
plano XQOY, OM=R, MP=z. Entéo (R, 6, z) sdo as coordenadas do ponto.

Seja OP = re P varia com t. Entdo,

P=RR+00+27=RR+7%

2 = i, - . ~ H =
onde R, 6, 7 representam vetores unitarios na direcdo de R, 6 e Z, respectivamente. Entdo,
visto que P é especificado pelos vetores unitarios e move-se com velocidade angular & =
R - 7
6z, a velocidade de P &

or
V=—+dAT
at+cu
:Rﬁ+2f+é§A(Rl§+zf)

—RR + 77+ ROO
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A aceleracdo de P é dada por

ov
Ad=—+dAV
TG
= RR + (R + RO)O + 77 + 67 A (RR + RO + 17)
= (IQ—RQZ)IS+(R@+2R9)§+2§.

Suponha que possamos restringir o que foi feito para o plano

)
| ]

(R — R&?,RA + 2R0)

Considere um sistema de eixos retangulares OX’Y” rotando sobre O com &(= 6) relativa
ao sistema fixo OXY, & é medida na direcdo de uma rotacdo de OX’ para OY’. Assim, 0s
vetores unitarios i, j, seqguem a direcdo das coordenadas. Tracando um circulo de raio
unitario, 57" e 6’ séo paralelos a j e I, respectivamente. A magnitude de ambos & 56
(angulo sobre o qual i’ e j estdo sendo rotados.

onde, podemos observar que
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de onde segue que

Existem duas aplicacBes importantes para estas formulas:

Primeira Aplicacéo
Seja P um ponto movendo-se no plano OXY e OP escolhido como um eixo OX’. OX’ éa

direcdo radial e OY’ € a direcdo transversal. Se ' & o vetor posicdo de P e as coordenadas
polares de P sdo r, 6, entdo

i7
rv,

—

r

t= i+t =i+ oy

As componentes radial e transversal da velocidade de P sdo dadas por
T, 0.

A velocidade escalar de P na curva &, entdo,

Vi2+P2)2,

Portanto,

t= (i + i)+ (0] +rdj +r0j7)
= (F + FO2) + (210 + 1) .

Assim, as componentes radial e transversal da aceleragéo ficam
F—ro2, 270+ ré.
A componente transversal da aceleracdo pode também ser escrita na forma

1d

—_—— 2-
rdte 9.
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Segunda Aplicagdo

Se P & um ponto movendo-se num plano, podemos escolher OX’ na dire¢do tangente ao
caminho de P. Se esta tangente faz um angulo ¢ com o eixo fixo OX, entdo OX’ gira com
uma velocidade escalar angular y e

dt—l//J,

4 ~ . ~ , .
onde j’ e OY’ sdo prolongamentos na direcdo normal a P. Se V é a velocidade escalar do
~ . -, e ~ a4 =
ponto P na curva, entdo a velocidade de P & vi’ e sua aceleragdo é vi’ + vi’, ou

dv. o
d=—1+vW
dt

=V +wj

.o Vo
=Vl + — )

~

.
7\ i }
oy t it

1]

O tridngulo OTT" é is6sceles, OT e OT’ tem comprimentos unitarios. Seja éy 0
angulo T’OT. Como 6 — 0, P’ — P, assim como T’ — T e a dire¢do 6t(= TT’) tendem
a perpendicular a . Suponha que i denota o vetor unitario nesta dire¢éo limite.

Agora, |6t = TT’ = 2sen(siy/2), e assim

_ |im[M] _ Iim(éi/) _dy
0s/2 oS ds

ot

6S

dt’

ds

Entdo, o raio de curvatura é dado por

= lim

Pzw

onde ds é o elemento do arco, logo, podemos escrever

. dyds lds 1

" ds dt _pdt_pv'
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A componente normal da aceleracdo, fica
V2
Je,

Um ponto cujo movimento & um circulo com velocidade escalar angular constante,
portanto, tem aceleragcdo normal constante.

Exemplo 1.1.3. Uma particula & obrigada a mover-se ao longo de uma hélice circular
tal que suas coordenadas em relagéo ao tempo sdo (a cosé, a send, ad tana),onde ae a
sdo constantes e 0 < a < /2. A velocidade escalar na curva decresce linearmente com
v 0emt=0eparaVemt = T. Encontre a aceleracdo em algum tempot < T, 0
movimento acontece no sentido em que 6 aumenta, partindo do ponto (a, 0, 0).

No tempo t(0 < t < T), 0 vetor posicéo é dado por

P = a(cosd i + send j + 6 tana K);

3—? = (j—Z)(%) = af(—sendi+cosd j+ tana K).

Ent&o a magnitude de ( — send T + cosd j + tane k) é sec a,

dr : > - o
Tl (a @sec a)( — send cos a i + cosd sen a | + sena k),

i. & (Vt/T){'= afsec a( — senf cos a i+ cosd sen @ j + sena k), para0 <t < T.
Logo,

JR— a’
T

Entdo para algum tempo t(0 < t < T), a particula se move tendo componentes V/T ao
longo da tangente e xv? = V2t?cos?a/aT ? ao longo da normal principal.

Exemplo 1.1.4. Vamos pensar, agora, em um circulo
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R=b (constante) < R=0=R =0.
Portanto,
(b6?, )

6 = w (constante) — 6 =0 = (—aw?,0)
V=bw
Logo,

OX, OY e OZ sao eixos fixos e P é variavel. OP = r, o angulo POZ = 6. O circulo
no plano POZ tem centro O e raio OP, o0 angulo NOX = ¢. Entdo, (R,0,¢) sdo as
coordenadas esféricas do ponto P.

2 R s - - ~ H
sejam £, 0, ¢ 0s vetores unitarios nas direcdes r, 6 e ¢, respectivamente. Pela regra da

JEN

=

- ge - » =
mao direita: FAO=¢, ...

A velocidade angular, fica

B=00+¢K
=0 ¢+ p(cosd f — send 0)
— ) cosOF—(sendh+d .

Entao,
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odr_or
Tdt e
=i F+(pcosdF—gsendf+0g) AP

AT

- - = . =
=rr+re6+rpsend .

Logo,

-

~

) . B e e = (d . . ..
a = (F—ré® —re? sen*0)f +(r6+2r6—r¢ send coso)d+ a(npsene)ﬂ@go COSH+F sen9)¢

que é a formula para a aceleracdo em coordenadas esféricas.

1.2 Forgas

Suponhamos que existe uma forca F. Se aplicarmos esta forca em uma determinada
trajetoria, isto produzira trabalho.
Infinitesimalmente, o trabalho &

F . Ar = |F| |Ar| cosé com 6§ o angulo entre F e Ar
sabendo que sobre determinadas condi¢fes analiticas

3 lIng()Zﬁ-A?:Lﬁd?

v odr &
f ﬁ-—dt:f ﬁ-th:fF"-dr’
to dt to C

Exemplo 1.2.1. Onde C € um caminho dindmico ligando os pontos fy = (ty) e Iy = F(ty)

Definicdo 1.2.1 (Campo conservativo). um campo é dito ser conservativo quando seu
trabalho independe do caminho.

Podemos fixar o ponto r, e varia rp = Fem

V(r):—frlrlf-dr’

Se variarmos apenas uma das variaveis, por exemplo, Ay = Az = 0, isto resulta
AV = V(P + AP) - V(P)
= —F - AP+ o(AP)
= —F - AX + 0(AP)
-V =F
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1.2.1 Leis de Newton

Em mecanica classica supomos que sabemos medir distancias em relagdo ao tempo,
portanto podemos calcular velocidades e aceleracdes.

N1 - Na auséncia de forcas, uma particula movimenta-se com velocidade constante. Em
um sistema Euclidiano, isto significa que o deslocamento esta em linha reta.

N2 - O movimento de uma particula em relagcdo a uma for¢a possui acelerag@o proporci-
onal a forga, no entanto, o fator de proporcionalidade é independente da forca e do
tempo.

Exemplo 1.2.2. Se aumentamos o tamanho de uma bola duas vezes, isto implica
que sua aceleragdo cai pela metade.

N3 - Lei da acdo e reacdo: quando duas particulas interagem entre si, as duas forgas que
agem nas particulas sao iguais mas em sentido oposto direcionadas a linha entre as
duas particulas.

Por N2 observamos que a aceleracdo é proporcional & forga, portanto & um vetor quanti-
tativo.

Suponha que ha interagdo entre duas particulas S e P. suponha, também, que as
aceleragBes destas duas particulas pode ser medidas e sao ? e I's, respectivamente. Por

N3 a forca que age sobre S deve ser —F’ Ent&o, a for¢a produz uma aceleracéo P, e segue
de N2 que

onde my € o fator de proporcionalidade peculiar. Este fator & chamado de massa de p
e é definido pela razao

1.2.2 Leis de Kepler

K1 - Os planetas descrevem elipses em relag¢do ao Sol, tendo o Sol como foco.
K2 - Um raio-vetor do Sol a um planeta varre areas iguais em tempos iguais.

K3 - Os quadrados dos periodos dos planetas sdo proporcionais aos cubos de suas distancias
médias ao Sol.
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Isaac Newton unificou estas trés leis através de sua Lei da Gravitacdo a qual diz que
toda particula do universo atrai todos as outras particulas com forca proporcional ao pro-
duto de suas massas e inversamente proporcional ao quadrado de suas distancias. Entao,
para duas particulas de massas m; e m, distantes F uma da outra, a forca de atracdo entre
elas @ ym;m,/r? onde vy é a constante gravitacional (algumas vezes denotada por G).

G é o centrbide do sistema tal que

0GP MsFs + MpFp
Mg+ My

Pela Lei da Gravitacdo de Newton, S e P sdo sujeitos as forcas (ymsmp/rz)?e (ymsmp/rz)(—?),
respectivamente. Entdo, suas equacdes do movimento sdo:

YMsMpy»
( r2 )r - Sr57
)/msmp = .-
(‘7?‘%‘5:”%W'
Somando, temos
ms?s + mp? =0,

ou =0, isto &, o centrdide de um sistema com dois corpos ndo tem aceleracdo.

Observando
(Fo2)F = et
(ZE)(-) = mfy
temos,

V(mp + ms) 2
—Ff.
r2
Em secdo 1.4.1 vamos estabelecer que o planeta é sujeito a uma forca por unidade de
= - . . . A -
massa de —uf/r?, onde pu = y(m, + mg) e assim relativo a S descreve uma orbita conica
com S como foco.

P=Fy—Fs=—
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1.2.3 Movimento Planetario

Para algum planeta que move-se tendo o Sol como origem
r’g = cte = h. (1.2)

A equacdo da Orbita do planeta, tendo o sol como origem, em termos de coordenadas
polaresr, 6 é

{=r(1—-ecosb), (1.3

onde “e” é a excentricidade da elipse, e podemos avaliar a forca central como segue. Das
duas Ultimas equagdes, temos:

t
8C059=1—F,

- eh £r
—esenff=—-—senf = —.
r r
onde ¢ = semi-latus rectum. Entao,
r
esenfd = ——,

h

. h £\ h -

e cos 6 @ = ecos Hr—2 = (1 - F)r_z =,

e a componente radial da aceleragdo é

i"—rézzh—z(— L 5)—h—2— "’

=+ — =—-—.
AN CHE SEO & Lr2
Segue que a forca de atracdo dos planetas de massa m ao redor do Sol é
mu
2
onde u = h?/¢.
Se temos dois planetas
2 &
2 a

onde 74, 7, sd0 os periodos de revolucdo dos dois planetas sobre o sol e a;, a, sao 0s
comprimentos dos semi-eixos maiores de seus caminhos.

Agora, com notacdo usual, a area de uma elipse é rab , e 1/2h € a velocidade de area
do raio externo da area da elipse. Conseqlientemente, o periodo 7 € dado por
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Entao,

2
T

T% aghs

Entdo, b? = a?(1 - e?) = a¢, de onde segue que
b2
h 2 b6

LA
ap

Entao,
2 2
e _ M
to O
Em outras palavras, o fator u € 0 mesmo para todos os planetas no sistema solar.
Entdo a forca entre o0 Sol e um planeta & proporcional a massa do planeta, disto &

natural supor que também & proporcional a mg do Sol. Concluimos, portanto, que esta
forca pode ser expressa por

msMp
r2
onde y & um fator constante dependendo da unidade de massa e do comprimento, ms
€ a massa do Sol, m, & a massa do planeta e r & a distancia entre o Sol e o planeta. vamos
negligenciar todos os efeitos dos outros planetas sobre eles, as aceleracdes do Sol e do
planeta sdo

b

M o ,Ms
r2 r2

Se os vetores posicdo do Sol e do planeta sdo, respectivamente, fs e I, entdo o ve-
tor posicéo I do planeta relativo ao Sol como origem, é F, — s, € que as equagdes do
movimento do planeta e do Sol s&o, respectivamente

_ yMpMg(Fs — Tp)

Mplp 3
- r, — I
msfs = ympms:3p S).

Destas duas equacdes, obtemos a relagdo
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mp?p +Mgfs =0

Da primeira delas, concluimos que
Mplp + Mgl
Mp+Ms

Da segunda deduzimos que

LM
r_—ﬁﬁ

onde u = y(mp+msg), indicando que o planeta move-se ao redor do Sol com aceleragéao
central igual ao inverso do quadrado.

K.2 & uma deducdo imediata do fato de que a aceleracdo P do planeta relativa ao Sol
€ unitaria. A velocidade de area &, de fato, 1/2h. Entdo, a area da elipse & 7ab, com a
notacdo usual, segue que o periodo * do movimento eliptico é dado por

,  Arfa?h?  4n*a’h®  An’a’
Coh T ue
Entdo, para dois planetas na 6rbita do mesmo Sol, temos

T

2 3
T _ A/
2~ .3/, "
P ag/ﬂZ

Se u; e up Sao iguais esta equacao € mais precisa em K.3, mas como vimos

M1 = '}’(mpl +Mg), po = 7(m92 + Mg).

Se assumimos que mp, e my, sdo ambos relativamente pequenos com respeito a ms,
obtemos K.3.
Mais precisamente, temos

7 aj/(mp +my)

2 ad/(mp, + mg)

1.2.4 Equacao de Kepler no tempo

Em uma orbita eliptica do planeta, o ponto A de menor aproximacao do Sol é chamado

de periélio, e 0 ponto A’ mais distante do Sol é chamado afélio. A linha AA’ é portanto, o
eixo maior da elipse e de comprimento 2a. Em AA’ como diametro descreve um circulo
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auxiliar de raio a. Seja P a posi¢cdo do planeta e seja AA’ a perpendicular sobre P que
encontra um circulo auxiliar em Q e AA’ em N. Mais, seja O o centro da elipse e suponha
que t = 0 quando o planeta esta em A.

agora, fazemos as seguintes definicdes:

A Anomalia Real notempot=/ASP =6

A Anomalia Excéntrica no tempot = /ADQ = E
A Anomalia Média no tempo t = nt

onden=Z = /u/as.

A equacdo de Kepler no tempo é dada pela relagdo entre a anomalia média nt e a
anomalia excéntrica E. Disto obtemos o seguinte significado.

a velocidade de area do planeta é

mab 1
—— = —nab.
T Zna

Entdo, se esta velocidade é constante, temos

areaAS P 2 Db
t=— = —area ASQ
Enab nab a

2
= @(area AOQ - area SOQ)

_ 2 (a’E  a’esenE
“teilz "2 )

portanto, obtemos a seguinte relacédo
nt=E -esinE.

Para obter E em termos de # usamos o fato de que
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a(l —e?) =¢=r(1+ecosb).
Entéo,
a(l - e?)

- (1+ecosb)
Portanto,

(%PN)_ esenf  +(1-e?)send
a  avVi_e2 1l+ecosh)

sinE =

1.2.5 Forcas Centrais

Se uma particula for sujeita a uma forca que & sempre dirigida na dire¢cdo de ou con-
trariamente a um ponto fixo, esta forca € chamada de forca central. Se o ponto fixo é
escolhido como origem, entdo a forca central deve ser paralela ao vetor posi¢do r da
particula. Se uma particula de massa m é sujeita a uma forga de atragdo gravitacional de
outra particula de massa M e se esta particula M for escolhida como a origem do sistema
de coordenadas, entdo a particula & sujeita a uma forca central F de magnitude

Mm
Yz
e como esta forca € paralela a r, podemos escrever
m
F=-——2r,
r
onde y = ym.
Similarmente,
F = —mkp

representa a forca de uma particula no interior de uma massa esférica.
Somente um tipo de forca é de nosso interesse

F = me(r)P.

O caso mais importante de forcas centrais é aquele onde a magnitude da forca depende
somente da distancia r. Denotando a forca por f(r), a equacdo diferencial da orbita &

d?u f(r)
dez YT e

I
(%)Z:C—%f f(r)dr — u?,

Integrando, obtemos
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e integrando novamente,

' 2 (" 1,-idr
sz{c—ﬁf f(r)dr—ﬁ} ﬁ,

que é a equacdo da orbita em coordenadas polares. Quando r é encontrado em termos de
6, o tempo é dado pela integral
1 0
t=r f r2dg + c.

Estamos interessados no caso em que f(r) = r". Seguimos aqui a discussao do livro de

Whittaker [?]. Enté&o, .
0= f(a +bu? + cu‘”‘l)_édu.

onde a, b, ¢ sdo constantes arbitrarias, exceto no caso que n = —1, quando um logaritmo
substitui u=""1,

Se esta equagdo for resolvida em termos de fungdes trigonométricas o polindmio no
radical no integrando ndo pode ter termos de grau maior que 2. Istoda —-n—1 = 0,1 ou 2,
e conseqlientemente n = —1, -2 ou —3. N&o podemos usar n = —1. Podemos considerar
também n = 1 (nova variavel : u?).

Resolucao de Funcdes Elipticas

Para a resolucdo em termos de funges elipticas a irracionalidade a ser integrada deveria
ser de grau 3 ou 4. Por tanto:

r=0,-4,-5 uvariavel independente
n=3,5 -7 u?variavel independente.
Para forcas centrais, f(r) = r", podemos resolver em termos de funcdes elipticas para
n=>5310-2,-3,-4,-5,-7.
Vamos supor que ha uma forga agindo sobre um corpo de massa m e que v = §$, assim
como a = 1ms$? e seu trabalho é dado por — fs f(s)ds
2 p S :

Observando que a energia cinética é dada por T = %m'rz. Analisando dT /dt = mi - r

onde F = mi. Assim,
aT dr

dt ot
Integrando isto, temos
t t t
d—T:T(t)—T(O):f Ifd—rdt:f Fdr= -V

que é a energia potencial. O que significaque T +V = cte = conservacao da energia.
Portanto, para movimentos centrais

1 ., S
-ms* = f(r)dr+c
2 S
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1.3 Dinamica de Particulas

1.3.1 Problemas em Duas e Trés Dimensoes

Vamos estender as Leis de Newton do movimento para duas e trés dimensdes para alguns
casos de dindmica de particulas.
Primeiro suponha que a particula tem massa m constante e esta situada no ponto
P(X,y, z) em algum tempote que OP = P = Xxi +yj + zK, em notacdo usual. Seja
= Xi+ YJ + ZK a resultante das forcas que agem na particula. Entdo, pela segunda lei
de Newton para 0 movimento,

F = mi
XT+ Y]+ 2ZK = m(xi + yj + 7K)
Portanto, X = mX, Y =my, Z = mZ.

1.3.2 Movimento de Projéteis sob Acao da Gravidade

Suponha que uma particula seja projetada de um ponto O com velocidade V em determi-
nada dire¢do fazendo um angulo de elevacio « com a direcdo horizontal OX. OY & o eixo
perpendicular a O. Seja P(x,y) a posicdo da particula no tempo t ap6s a projec¢ao. Entdo,
desconsiderando a resisténcia do ar, a particula esta sujeita & uma acelerag@o uniforme g
na dire¢do para baixo no eixo vertical e assim as equagdes do movimento s&o

X=0, y=-0,

sujeitas as condicdes iniciais X = V cosa,y = V sena; X = 0, y = 0. Resolvendo estas
equacoes

1
x=Vtcose, y=Vtsena - zgtz,

2
y=xan o (e

de onde, eliminando t,

2V2cos?a
A equacdo acima mostra que a trajetoria é parabdlica. Colocandoy = 0 e fazendo x # 0
nesta equacéo, obtemos
gx*
2V2cos?a
0 que nos fornece o alcance maximo na horizontal, dado por

X tan a — (1.4)

_2VZsenacosa _ VZsen2a

9 g

Dados uma velocidade e um alcance existem dois possiveis valores para o angulo de
~ s = 2
elevacdo a, a e (1/27 — ). O alcance assume seus valores de maximo VE paraa = %n.
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Completando quadrados da expressdo quadratica em X, (3.18) pode ser escrita da se-
guinte forma:

(x _ VZsenacos a/)2 _ (_ 2V? cosza) (y V2 senza)
g g 29
mostrando que a parabola tem vértice no ponto

g T2
e latus rectum”de comprimento (V2 cos?a)/(2g) acima do vértice, i.e, V?/2g acima
da linha OX. Assim, a equagdo da diretriz &y = V?/2g.
Em P a velocidade v do projétil é dada por

(V2 sena cosa V2 senza)

V2= %% +y? = V2cos’a + (V sen @ — gt)* = V2 — 2Vg sen a - t + g?t2 = V2 — 2gy,

%mv2 = %m(v2 —29y) = %sz —mgy = mgh® — mgy

onde h* = V2/2g. Assim, mostramos que em algum ponto P do percurso da trajetoria
parabdlica, a E.C. da particula &€ a mesma que seria dada por ela em movimento de queda
livre sob acdo da gravidade naquele ponto na diretriz verticalmente acima de P.

Exemplo 1.3.1. Obtenha expressdes para as componentes tangencial e normal da ace-
leracd@o de um ponto movendo-se ao longo de um caminho plano.

Mostre que no movimento livre de uma particula P sem resisténcia, projetada sob
acdo da gravidade, a velocidade em algum instante & a mesma velocidade se a queda
fosse da altura S P, onde S é foco de um caminho parabdlico.

Uma particula de massa m move-se sob acdo da gravidade em um meio com re-
sisténcia, e S é o foco da parabola que a particula descreveria se em algum instante a
resisténcia cessasse. Mostre que S move-se com uma velocidade que em algum momento
esta ao longo de SP e de magnitude (Rv/mg), onde v & a velocidade de P, e R a resisténcia.

(i) Foi mostrado na primeira secdo que uma particula movendo-se com velocidade v
ao longo de um plano curvo tem componentes de aceleragcdo tangencialmente v na dire¢é@o
de decaimento do arco e componente de aceleragdo normal v2/p para dentro do centro de
curvatura.

(ii) Pela propriedade do foco-diretriz SP € igual a profundidade de P abaixo da diretriz.

(iii)

Na figura acima, S é o foco da trajetoria parabolica que poderia der descrita por R = 0,
PM ¢é a perpendicular a P na diretriz da parabola. Entdo, se v é a velocidade da particula
emP, PS =v?/2g.

A tangente a trajetoria atual (para a qual R # 0) faz um angulo y com a horizontal em
P. Como PT coincide instantdneamente com a parabola em P, se particionarmos ao meio



Mark Thompson: Notas de Mecénica e Controle

27

i DIRECTRIX

TRAJECTORY




28

0 /MPS e assim ZMPS = & — 2y e PS faz um angulo 2y com diregdo vertical. Disto
segue que as componentes de velocidade de S relativas a P ao longo de PS e na dire¢édo
perpendicular a PS e no sentido crescente de 2y s@o respectivamente

dv v v V2

——=V-; —X(2¥) = _lﬁ.

dt 2g g 29 g
Como P tem velocidade tangencial v, as componentes de velocidade na dire¢do PS e com
os angulos retos no sentido crescente de 2y sdo Vy, V,, onde

v .
V]_—Va_vl \Vi

v o vog (1.5)

Vi = VY +vsen(¥) — sen(y) =

V, = % + v cos(y).

Para 0 movimento da particula nas direcdes normal e axial temos as equacdes

. mv + R
componente normal - mv=-R -mgseny , seny =-—
¥ ™ (L6)
componente axial - m— = mgcos(y).
P
Assim,
Vi ! 3 _m\'/ +R
v g mg
v = R
mg
Enquanto,
V2. V, V.
Vo= —yY+VCOSy — COSyYy = — — —y  com
g , 9 (1.7)

mv
mgcosy = —
P

e concluimos que

Ve_w v
v g 9
3 2.7
V2 — V_+M
go 9

Entdo o movimento de S € ao longo de SP e a velocidade &€ —Rv/mg. A equacdo

gx° )

2V2 cos?(a) (18)

y = xtan(a) —(
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pode ser reescrita de forma alternativa

(g_xz) tan(a) — xtan(e) + (g_xz) +y=0 (1.9)
2V? 2V?2 ' '
Agora, supondo que V é fixo: entdo como « varia, a familia de trajetorias & gerada
no plano (x,y), cada uma passando por (0,0). Entdo (1.9) é a equagdo quadratica na
tan a, a curva envoltorio desta familia é obtida equacionando o discriminante da equagao
quadratica e igualando a zero, obtendo portanto, se x # 0,

24,2 2
X2—4W—2W:0:>X2(1—g\/—)4(—%):0
2
(s oo

(1.10) & uma parabola e é conhecida como parabola de seguranc¢a. Quando esta parabola é
rotada sobre o eixo y para formar um parabol6ide de revolugdo, isto determina uma regido
do espaco acessivel da O para uma dada velocidade de projecdo V.

(1.10) mostra que o vértice da parabola de seguranca é (0, V?/2g). Pode-se facilmente
verificar que o foco & (0, 0) e que a diretriz & de altura maxima V?/g acima do ponto de
projecdo O. Toda trajet6ria, para dado V, toca a parabola de seguranga em algum ponto T.
A conexao entre a duas curvas é mostrada na figura seguinte

Agora, provamos que se T é algum ponto na linha OT, o maior valor de OP para uma
dada velocidade de projecdo V “r obtido quando P = T, T sendo a intersec¢do da linha
com a parabola de seguranca.

O foco S da trajetoria em um circulo ; tendo centro O e raio V?/2g, assim V?/2g é
a distancia de O a diretriz. Como P é distante (\ZL; - yp) da diretriz, S esta no circulo X,
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centro P e raio (‘ZL; - yp). Os circulos Xy, X, se interceptam em um par de pontos distintos
e reais, como mostra a figura 4.4, um par de pontos imaginarios, ou num par coincidente.
Quando a interseccdo ndo é real, P ndo pode ser obtido da origem com a velocidade que
foi dada. Quando sdo duas intersecc¢des, P pode ser obtido por dois caminhos parabdlicos.

quando os circulos se tocam, como na figura 4.5, a distancia OP & um méximo.

i T i PARADOLA O ET
s RE RIXx ©
!_'L‘-_ ,/"1] f . TRAJE Y
< et
_: | \'%_'i"( ;_T ¥
t J."”r, : .:

M

Na figura acima, OP = ‘2’—; + \ZL; —Yp = vE_ yp. Esta é a distdncia de P a diretriz da
parébola de seguranca. Mas O é foco da parabola de seguranga e assim a distancia OP é
um maximo quando P = T.

A distancia de T a diretriz da parabola de seguranca é igual a OT. Assim,

2
VE—OTsenG:OT

V2

ot = g(1+send)

Isto fornece a distdncia maxima em um plano inclinado com angulo fixo 6 com a
horizontal quando a velocidade V de projecao é prescrita.

Exemplo 1.3.2. Movimento de projéteis num meio com resisténcia. Uma particula de
massa unitaria com velocidade V e inclinagdo & num meio cuja resisténcia é k x (vel.).
Mostre que se k & pequeno a equagdo do caminho é aproximadamente
2 3
gx kgx
=X tana — — .
y 2V2cos?a  3V3cosia
A particula é projetada no mesmo meio de um ponto no plano inclinado com angulo g
com a horizontal. Prove que o alcance maximo é aproximadamente

2VZsen(a —,B)COSa(l _ 4kVsen(a —ﬁ))
g - cos2p 3gcosp

onde V é a velocidade de projecdo e « a elevacgao.
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=1

(i) A equacdo da trajetoria a figura acima mostra que a particula em P(X,y) no tempo
t, as forcas agindo nela é g para abaixo e ky tangencialmente na direcdo oposta a da
velocidade v. As equacdes do movimento nas diregdes horizontal e vertical séo:

X = —kvcos(y) = —kx
y=-g-kvsen(y) = -g - ky
Y sendo a inclinag3o da tangente em P para a horizontal OX.
Inicialmente, x = V cos(a), x = 0, quando t = 0 e assim
X=-kx—> X+kx=0
Equacdo caracteristica
rP+kr=0-r(r+k)=0-r;=0er, =k

Logo,
X(t) = Are® + Ae ™

ClLx0)=0=A1+A,=0
x(0) = V cosa = X(t) = —kAe™

X(O) =—-kA; =V COS(a') - A = _V COkS(a')
X(t) = AL — v CT(S(Q) e = x0)=0= A, - v CT(S(Q) 0= A = \Y C(i(S(a/)
X() = % cos(a) — v C(I)(S(a) e = \F/ cos(a)(1 —e™)

Também, quandot =0,y =Vsena,y =0

d .
(&+k)y =0



32

oAk 9
y = Aze "
assim
3 _g_t_(Vsena 9) it
y = K m + ” e+ Ay
_ 1 g ey Ot
= EVsena+E(1—e )—?
Como Y
X= 1 cos(a)(1 —e™)
e assim, substituindo em (??) fica
1
y= (—V sen (o) + g)(1 —eM) - a
K k2 k (1.11)
gx? kgx® '

= Xtan(a) —

2V2cos2(e)  3V2cosd(a)

(i1) Alcance no plano inclinado.

Seja R o alcance maximo no plano inclinado em g para OX (Fig. 4.7). Coloque
X =RcosB,y =RsenBem (1.11) resulta

R?cos?  kgR3cos®p
2V2cos?a  3V3cosd a
como senB — cosB - tana = sen (a — 8)/ cos & obtemos que

Rseng = RcosgBtanB — g

sen(a—p) chosZ,B( 2chos,8)

cos 2V2cos? a 3V cosa
Temos que
. 2V2cos a sen (a — ) |, 2kRcosp) -
B g Ccos? a 3V cosa
R = 2V?2 cos asen (a — p) 1 2kR cos B
B gcos? g 3V cosa
e

[ 4kV sen (a —,8)] 2V?2 cos asen (a — )
RI1+ =
3gcosp gcos?
2V?2 cos asen (a — f) [1 _ 4KV sen (a —ﬁ)]

R gcos?p 3gcosp

IR
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1.3.3 Movimento Restrito de Particulas

Vamos, agora analisar o movimento de particulas simples restritas a um movimento em
curvas ou superficies. Quando a particula é lisa, ndo existe atrito e existe uma reagao
normal que ndo realiza trabalho durante o movimento da particula. Nestas circunstancias,
o0 principio da conservacao da energia pode ser usado como trabalho, i.€, o trabalho reali-
zado é calculado pela equacdo da energia.

Exemplo 1.3.3.

1. Mostre que a aceleragd@o de uma particula P movendo-se ao longo de uma curva
C & §U+ (8?/p)t, onde § denota o comprimento do arco ao longo de C, f, il sdo
vetores unitarios ao longo da tangente e normal em P respectivamente e p € 0 raio
de curvatura de P.

2. Um arame fixo & um plano liso horizontal tem a seguinte forma (de catenaria):
y = c-ch(x/c)

e leva um pequeno anel fixo & parte superior da diretriz com forca proporcional a
distanciay da diretriz. Mostre que o movimento do anel & um movimento harmonico
simples e que a reagdo normal varia com y2. (Podemos assumir as formulas s =
ctany, y = ¢ secyy como validas).

Demonstracdo. s denota o comprimento do arco do vértice A ao ponto P, e ky a atracdo
na diretriz. R é a reagdo normal da corda no anel em P.
Resolvendo tangencialmente,

—kyseny = ms.

Agora,

1
y = seny = (csecw)senw_cmsenw_ ctany =s

y o k
= —kysenyy =m§ = —-ks=m§ = § = _ES
Assim, para k > 0, isto & um movimento harménico simples com periodo Zn(m/k)l/z.
Resolvendo para a componente normal, temos

R —kycosy = ms
e
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e assim,

ou
R = kycosy + m(A— k32)
0 m

ecomo s =ctany ey = csecy

0
I

ke secy cosyr + n (A - k(c2 tan? ;1/))
P m

1 m k m k
kc—— cosy + — (A - —c?tan? z//) =kc + —A - —c?tan?y
Ccosy o m P m
Agora, p = ds/dy = ¢ sec? ¥ e conseqlientemente

R

m
ke + EA cos® y — ke sen 2y

(kc + mTA)cos2 v

mA\ c?
flos ™),
cCJ/y

O

Exemplo 1.3.4. Um arame fixo em forma de cardidide r = a(1 + cos#), a reta inicial
sendo o eixo vertical para baixo. Um pequeno anel de massa m pode deslizar no arame
e esta fixo em r = 0 do cardidide por um fio elastico de comprimento natural a e médulo
4mg. Se a particula parte do repouso quando o fio esta horizontal mostre que

at” + (1 + cos6) —gcosH(1 —cosd) = 0
Mostre portanto que 6 = /3 € uma posi¢do de equilibrio estavel e que o periodo de

pequenas oscilacbes desta posicdo é 27r(2_a/g)1/2. mostre a posicdo do anel em t. Os
componentes de velocidade séo entdo [r, rd] nas direcdes radial e transversal. Assim

E.C. daviga

%m ('r2 + rzéz)
= %ma2 (sen266” + (1 + cos 6)°¢?)

= ma?6® (1 + cos6)
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A Energia Potencial gravitacional da particula (referente a horizontal sob O como
origem) é
—mgrcos# = —mgacos 6 (1 + cos o).

A energia potencial do fio é

= 2mga cos?6.

1 (r —a)?
§(4mg) 2

Entdo as forcas sdo conservativas,

energia cinética + energia potencial = constante

mga( cos? 6 — cos §) + maZ6?(1 + cos6) = cte = 0
entdo, 6 = 0 quando @ = 7/2. Assim,
a%6?(1 + cos6) — gcos (1 — cos @) = 0
Diferenciando com respeito a t, obtemos
—a6®sen 6 + 2afH(1 + cos 6) + gosen (1 — cos ) — gocosh - send = 0

portanto _
2af(1 + cos6) — ad’ send + gsen (1 — 2cosd) = 0 (1.12)

Pelo equilibrio, # = 0 = @ e assim 6 = 0 ou x/3.
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Em (1.12), coloque 6 = 7r/3 + &, onde £ € pequeno.

C0s 6 = coS(¢ + m/3) = cosé - cos(g) —sené- sen(g) ~ % + ?5
send = sen (£ + n/3) = senf-cos(g) — OS¢ - sen(g) ~ %§+ ?
0=¢

.1 V3 2+1 N3, 3 43
1+c059_1+§—7§_7—7§_§_7§

1
1-2cosf=1-25+ V3¢ = V3¢
substituindo em (1.12), temos

2ai(3 - o) -ait( e W) ug(Les P)vae -0

&2 pode ser desprezado, logo

-3 3 1 3
2ai(3 - 32 ¢) o e+ ) Vie -0,
.3 V3 . N1 3
P T A 0=t
; 3
3a§:—§§9
..__éﬁ
£= "%
. §g_
§+2—a—0

Esta equacdo mostra que para uma perturbacdo pequena sobre 6 = /3, 0 movimento se
aproxima de um movimento harmonico simples. Portanto, & = 7/3 &€ uma posi¢do de
equilibrio estavel, com o periodo de pequenas oscilagdes sendo

1.3.4 Péndulo Simples

Uma particula com um grau de liberdade: o péndulo. _
Vamos analisar o movimento do péndulo simples. A velocidade é dada por s = aé,
assim como a energia cinética & dada por

1 2.0
—ma“o-.
2
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_;///fp

mg

A energia cinética da particula é

1,
—MS".
2

Ja a energia potencial é, evidentemente dada por

- fsf(s)ds,
S

onde sp € uma constante. A equacao da energia &, portanto

1 ., S
—mé? = f(s)ds +c,
2 So

onde c & uma constante.
Integrando esta equacgdo, temos

t:(g)%f:{j:f(s)ds+c}_ ds+ ¢,

onde ¢ & uma constante de integracdo. Esta equagdo representa a solugdo deste problema,
entdo, isto € uma relacdo integral entre s e t, envolvendo duas constantes de integrag&o.
As duas constantes de integracdo ¢ e ¢ podem ser interpretadas fisicamente em termos
das condic®es iniciais da particula em movimento. Entdo, se a particulaemt = t, para o
ponto s = S, com velocidade u, e substituindo estes valores na equagao de energia, temos

Nl

1 2
c=Zmu
2 b

e substituindo os mesmaos valores na equagdo final obtemos ¢ = t,.
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O modelo mais comum e mais conhecido € o péndulo simples. Neste caso supde-se
que o tubo tenha forma de um circulo de raio a cujo plano é vertical, e a Unica forca
externa que age sobre a particula é a gravidade. Usando 6 para denotar o angulo feito com
a vertical pelo raio para o centro do circulo da particula, temos

s=ad e f(s) = —mgsend,

A energia, agora, é dada por
0
= 2(c0s0 + cte = —4gsen2§ = cte
Vamos supor que h = a26/2g = 6 = 0. Desta equagdo podemos supor

= 2gh - 4gasenzg.

Fazendo senf/2 =y, fica )
2_9
V=5 @0-¥)(z -¥)

Observacao 2. Nao foi feita nenhuma consideragdo de que 6 seja pequeno. Foram feitas
apenas observacdes sobre a equacao.

Neste problema de péndulo, essencialmente temos dois casos, em um deles vocé tem
energia suficiente para fazer uma volta completa e no outro caso vocé tem energia para
dar toda a volta. Neste caso, j = 0,y > 1, logo é oscilatorio. Portanto, “neste caso”,
h/2a < 1. Para tal escreve-se h = 2ak?, 0,k < 1. Para podermos tomar a formula

- gkz(l_y)( _i_z)

y = ksn{\[ (t-to), k}

onde s, sd0 as equacdes transcendentais, tp e k sdo constantes a serem determinadas pelo
uso das condi¢es iniciais.
Peribdica:
a
4 [=K
g

onde
dt

(1 _ t2)1/2(1 _ k2t2)1/2
e podemos observar que se k & pequeno, tem-se

cosAdd m

kfmfcose_
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kz4\/§7—T:27r\/§
g2 g

Caso contrario, 0 movimento ndo para (voltas completas).

Logo,

h>2a, 2a=hk® k<1
2 9 ove 22
7 = Sy - k)

_ gt-tb
y—Sn{\/; k ak}

onde t, e k devem ser determinados. Evidentemente, tem-se um caso critico onde h = 2a.
e a equacdo fica

2 0 212
=2(1-
y a( Yo,

2 - (91 -
yz—\ﬁ(l y9).
_ 9
y_tanh{\/;(t to)}.

1.3.5 Momentum Angular de uma Particula

ou,

cuja solucdo é

Figura 1.1: Posicdo de uma particula de massa m movendo-se com velocidade vV no tempo
t

A figura 1.1 mostra a posi¢do de uma particula de massa m movendo-se com veloci-
dade V no tempo t. Para uma origem fixa O, fazendo OP = r tal que V = dr/dt. Entdo
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o0 (vetor) momentum angular ou momento de momentum angular da particula sobre O é
definido como

H =PA (mv).
Agora, seja sujeita a uma forca F. Entdo, para m constante,
dH dv
5 =4 (ma) +V A (mv)
=PxF, entioF = my.

dt

A taxa de mudangca do momentum angular da particula é igual ao momento da forca
resultante que age nela.

Se, no entanto, F = 0, entdo H & constante. Portanto, o vetor momentum angular sobre
um ponto fixo da particula movendo-se sem forcas é constante. (CONSERVAGAO DO MOMENTUM ANGULAR ).

= . - s - . .. ..
Se agora, a especifica o vetor unitario no mesmo eixo sob O, definimos (fisicamente)
. , -, R ~
que 0 momentum angular sobre este eixo é a resultante de H sobre ele, i.6, aH. Entdo, a
. - R 7
taxa de crescimento do momentum angular sobre o eixo & é

d » o dH
a(aﬁ) = a(a

i. &, ataxa de crescimento do momentum angular sobre o eixo é igual ao momento da
forca resultante que age na particula. Se, no entanto, 0 momento da forca resultante sobre
. - ~ = s - 7
0 eixo a & nulo, entdo 0 momentum angular &H da particula sobre o eixo é constante.

)=&-(PAF).

Seja uma particula P de massa m confinada a mover-se em um plano tal que suas
coordenadas em t sdo (r, ) e seja F a forca resultante agindo em m na direcso ao longo
de PO(veja proxima figura). Assim, uma forca F & descrita como uma forca central e 0
local geométrico descrito por m determina uma Orbita.

As componentes radial e transversal de P sdo dadas por [f, r6]. Assim, 0 momentum
angular sobre a normal ao plano O é

r x (mré) = mr26.
Assim F n&o possui momento sobre o eixo, e apds isto & constante.
20 _h —
r-6 = h = cte.

Observacdo 3. Se V é a velocidade resultante da particula, p o comprimento perpendi-
cular a O na direcdo de v, entdo .
h = pv=r2

onde h & conhecido como momentum angular constante. (O fato de h ser constante
pode ser explicado pelo fato da componente de aceleracdo transversal ser nula, ou seja,

1dy2p
Farze_ 0).
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.j‘.'

el |

Exemplo 1.3.5. Sejam P, Q duas particulas, cada uma de massa m, ligadas por um fio
(de comprimento 2¢ ) inextensivel de baixa densidade e atrito desprezivel. Este fio passa
por um pequeno orificio O em uma mesa lisa. P é livre para deslizar na mesa, Q também
é livre. Inicialmente OQ tem comprimento ¢, e P parte do repouso num angulo a direita
de OP com velocidade +/(89¢/3). Mostre que o movimento decorrente de Q atingira o
orificio.

Seja (r, 8) as coordenadas polares de P referentes a mesma linha inicial de O na mesa.
Entdo 2¢ — r é a distdncia de Q abaixo da mesa. P tem componentes de velocidade radial
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e transversal [f, r6] e Q tem velocidade (para baixo) %(2{’ —r) = —r. Assim a E.C. do
sistema fica

1 2 22 1 -2 2 1 22
— (7] — — = —r<6°).
2m(r +r )+2m( ) = m(r +2r )
Assumindo que a mesa é o nivel zero, a E.P. & -mg(2¢ —r).
som(? + %rzéz) —mg(2¢ - r) = cte.
ou seja

r+1 r cte.
ph o o=

Inicialmente quandot =0, =0, £ =0, rf = /% e assim

1 18g¢ 8g¢ 8g¢ +69¢ l4g¢ Tg¢
= _— f = — f = = = —
Fagre —gr=0+ -+l =" +9 6 I
Portanto,
- 8g¢ 8g¢3
ro=h=~04— = .
3 3
- ; Tg¢ —gr—f2 ' 14g¢ .
P2+3r22—gr=" — ¢ = ¥ — §=1/=F -2gr-2r?

/ 8gt 3 / 8gt 3
r26’:\193 ’9:%2\/93
1 [8gf3 1 [l4g¢ :
=4 = 2/ == - 2gr - 2¢2
r2 3 r 3 gr—er

18g¢3 14gt
py =g Ao
. 18gc3 149l
2—__
2r° = 73 + — 3 —20r
. 14gc3 79t
2—__ _—
"R T3
_4gt® 9t
3z~ 3 O
) 7 4q¢°3
Fr=0 = %f— gfz —gr=0 = 7g0r’ — 4963 -3gri=0 = 7r’ -4 -3r* =0
L 3r2—Ter? + 46° =0,
.8,

r-0@r+20)(r-2¢)=0

Portanto os valores fisicamente realizaveis de r que fazem o sistema sair do repouso sao
r =¢,r=2¢ Quando r = 2¢ a particula superior deixa a mesa.
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Observacdo 4. Para este exemplo o principio da conservacdo da energia foi utilizado
para um sistema com duas particulas. Isto € justificavel pois a tensdo no fio, uma forca
interna, e ndo realizar trabalho.

Exemplo 1.3.6 (Movimento de uma particula em uma superficie de revolucdo). Uma
particula de massa m move-se na superficie(interna) lisa de um parabol6ide de revolucdo
x? +y? = 4az, cujo eixo & vertical e o vértice esta para baixo. Encontre 0 momentum
angular da particula sobre OZ sendo que 0 movimento descreve um circulo horizontal de
raio 2a com velocidade (speed) constante. Enquanto a particula descreve este circulo ela
recebe um impulso m+/ag ao longo da superficie do paraboloide no plano vertical com
0 eixo. Mostre o movimento subsequiente do caminho da particula termina entre os dois
planos horizontais.

I

| _/’
. p

|

L

Figura 1.2: Particula movendo-se num circulo de raio 2a = r no interior de um para-
bolb6ide de revolucao.

O grafico a esquerda na figura 1.2 mostra uma particula movendo-se num circulo de
raio 2a = r no interior de um paraboloide de revolucdo. As forcas que agem na particula
sd0 0 peso mg (que esta para baixo) e a reacdo normal a superficie que intercepta a reta
OZ. O momentum angular & conservado sobre OZ no movimento e seu valor H é

2amu = H = cte.

A secdo meridiana do parabolbide sobre P € mostrada na figura da direita e tem
equagdo r’> = 4az, r sendo a distancia de P ao eixo OZ. Seja a 0 angulo tangente a
curva meridiana feita com a horizontal. Assim,

r

tan _ 9z
U 2a

Quandoz =a, r =2aeassima = x/4.
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Resolvendo na dire¢do OZ para o caso @ = %,

R
— =mg.

V2

Resolvendo ao longo do raio do circulo r = 2a,

R u?
2 n()

:mg

|

e entdo 0 momentum angular sobre OZ fica

H = 2am +/2ag.

No movimento generalizado na superficie, as componentes cilindricas polar da velocidade
de P sdo [r, ro, z] e assim, pela conservagao da energia

SIS

—_ mW¥ —_ mW¥ 2 _
=M. = mg=m5 = U =2ag

1 . . .
Em(r2 +r?6° + 7°) + mgz = cte

ou
2 + r?6? + 72 + 29z = cte.

Agora, H = 2am /2ag = mr?0 e assim

2 22 | 52 ., 8% .,
rF+re6+z2+292=r"+ — +17°+ 29z = cte
r2
Colocando, v = 2 + 72, tal que v & a componente de velocidade ao longo da curva do

meridiano. Ent&o,
2a?
v2+Tg+Zgz=cte
Inicialmente, v = 4/ag, entdo m+/ag € o impulso aplicado, e z = a. Logo,

2 2
V2+2i_g+2gz:\/2+ZaiTg+Zga:ag+2ag+2ag:5ag.

Entdo v = 0 quando 2a® + 272 —5az = 0, i.8,z = a/2 ou 2a.
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Figura 1.3: particula de massa m agindo sobre uma forca me(r)r

1.4 Movimento Orbital

1.4.1 Orbita de uma particula sobre uma forca central

Consideramos uma particula de massa m agindo sobre uma forca me¢(r)r. As compo-
nentes radial e transversal da F sdo, evidentemente, me(r)f e 0, tal que as equagdes do
movimento tem forma

F—ré? = p(n)r, %(rzé) =0,
onde r, 8, sdo coordenadas plano polares. A segunda equagdo tem como integral
r’g = h,
onde h & uma constante. substituindo a primeira equagéo por 6, obtemos

.dir  h?
ra = o(n)r.

Integrando, obtemos
. h?
P2 = —Z+ 2f¢(r)rdr.
A velocidade escalar na curva v em alguma posic¢ao é dada por
V=124 (ro)? =2 f ¢(r)rdr,

porque a Orbita é obtida por integracdo da equagdo diferencial

d 2 =2 4 h2
(d_;) = % = %{_ﬁ +2f¢(r)rdr}.
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Observagao 5. Devemos conhecer a fungéo ¢(r).

Colocando ¢(r) = —u/r3, temos a equagio do movimento

Forep = & Erzé’):o.

12 dt
Assim,
Vi = ,u(% + C),
d 4. hn 2 Cr> 2
(d_g)z - %( 2t T'u +”C) z(luhzr hizr h l)’

onde C & uma constante de integracao.
Comparando a Gltima equagdo com a equacdo diferencial

2 2 _ 2
dry _ (=Dt 2r
do {2 4

obtendo, por eliminac&o, a constante 6, da equagéo
¢ =r{l—ecos(d— 6}

para a elipse ou parabola, de excentricidade e e ”semi-latus rectum”¢, entdo, podemos
escrever

uC -1 u 1
h2 2 > h2 ¢
Destas duas equagdes, encontramos
h? Ch?
f:—, 62—1:—:C£
M H
Agora temos 3 casos a considerar:
i) Se —u/h?> < C < 0, entdo e < 1 e a oOrbita &€ uma elipse. Colocando C = —1/a,
encontramos que
2 1
Vi=u(=-2=), £=a(l-¢é),
u(z-3) (1-¢?

onde a & 0 semi-eixo maior.
ii) SeC =0, entdo e = 1 e a Orbita é parabdlica. Assim,

2
4

v
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iii) Se C > 0, entdo e > 1 e a orbita & o "branch of the hiperbola nearer’com foco na
origem. Colocando, neste caso, C = 1/a, e encontramos que

V2 = ,u(% + é) ¢=a(®-1),

onde a é o semi-eixo transversal desta hipérbole.

2
VT

entdo a Orbita &€ uma parabola. Se a velocidade escalar na curva € maior que isto,
C deve ser maior e a orbita & hiperbolica, mas se C &€ menor que este valor, C é
negativo e a Orbita & uma elipse. Por esta razao,

2
VT

é chamado velocidade escalar critica na curva de uma particula distante r do centro
da atracéo.

Se a velocidade escalar na curva é

1.5 Sistemas de Particulas: Principios gerais

Vamos estabelecer alguns resultados gerais sobre conservacdo do momento, conservagao
de energia, dindmica de corpos rigidos ...

Observagao 6. As equacdes de Newton sdo tal gerais quanto as formulagdes Lagrange-
anas, Hamiltonianas, etc, pelo menos em que se trata de sistemas de particulas.

Sistema constituido de particulas m;. Onde temos M = Y’ m; (massa total do sistema)
e temos o centro de massa do sistema. Vamos definir Fe Mr = >, mjr; o que define o
centro de massa do sistema.

Se derivarmos a equacao acima, temos:

M ? = Z m; r,
que pode ser chamado de momento total do sistema e pode ser definido como 0 momento

de uma particula movimentando-se com velocidade de centro de massa.
Denotando 0 momento linear do sistema por [, temos

b’:ZmF’: M?

If':ZFi+VZ:c;F”:ZFi.



48

Observando o que foi feito até aqui, temos
mji"’j = Ifj + Z Fij.

Se somarmos sobre j, teremos

Mﬁ:ijh:Zﬁj:ﬁcomFij+Fji:0, i # .
j i

Observacao 7.
1. Estamos abstraindo os fatos, isto &, estamos tratando as coisas como pontos.

2. Se considerarmos 0 gas, em mecanica Quantica, existe um raio de influéncia ao
redor do gas.

3. A forca externa total é igual a taxa de mudanga do movimento linear do sistema.

1.5.1 Momentum Angular e Taxa de Mudang¢a do Momento do Sis-
tema

M.A. = momentum angular = momento do momentum

O momentum angular do momento do momentum da particula P sobre o ponto fixo O
é r A mr. Entdo, o vetor total do momentum angular sobre O é

H=>(ramp),

O momentum angular fisico sobre uma reta partindo de O é especificado pelo vetor
unitario 4 é entdo a - H.
Diferenciando a equag¢do acima com respeito a t,
H= > (PAmp)+ > (Famp),
isto &, _
H=> (ramp),

isto mostra que a razdo da mudanca do momentum sobre o ponto fixo O & igual ao mo-
mento total da raz&o da mudanca do momentum sobre O. Entdo F + F/ = mF, que na

notacdo anterior fica _
H=> AR+ ) (FAF).



Mark Thompson: Notas de Mecénica e Controle 49

Agora vamos mostrar que o (ltimo somatdrio é nulo.
2UNFY= 2, 2 AR )
- Z i(ﬁ —P)AF+ Z 2 AF)
SN

e esta Gltima equag@o segue do fato que os vetores (F; —T}) e If'ji sdo paralelas. lembrando

que lf/ji = _ﬁ/ijv
Z Z(ﬁ A |—j'ji) = —Z Z(F‘J A ﬁ’ij).
i j j i

Este (ltimo somatorio & essencialmente — 3 (PAF”). Entdo, S (PAF) = 0 e estabelecemos
que

H= Y nF).

1.5.2 Centroides (Centros de Massa)

- r —_—
r

Seja G o centroide tal que OP = F, OG = P=r=P-
A energia cinética total do sistema é

Agora, Yy mr’ = 0, e assim Y mr’ = & mr’ = 0. Além disso, Y m = M. Logo, esta

mostrado que
1 +
= 5 r+- 5 E mr’

i.8, a E.C. de um sistema de particulas movendo-se no espaco € igual a soma das E.C.(s)
de uma simples particula de massa total igual tal que o sistema, concentra-se no centrbide
e move-se com a velocidade do centroide.
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O momentum angular sobre O é
H=> ramr
= ST 47) Am(T 40))
F A (M) +7 AZ(mP) O ImAY AT (7 A mr).

- . Sy S
Agora, ymr’ =0eassimymr' = gy mr’' =0

H =AM+ Y (7 amr),

i.8, 0 momentum angular de um sistema sobre um ponto fixo "O”é igual a0 momentum

angular de uma simples particula de massa total igual @ massa do sistema por inteiro,

concentrado no centrbide e movendo-se com a velocidade do centrbide, portanto com o

momentum angular sobre o centrdide do sistema em seu movimento relativo ao centroide.
Derivando a Gltima equag¢do com respeito a t, obtemos

H=FaMF+ > (7 amr),

mostrando que a taxa de mudang¢a do momentum angular do sistema sobre "O”é igual ao
momento da taxa de varia¢cdo do momentum linear de uma simples particula de massa M
(massa total do sistema) sobre ”O”concentrado em seu centroide e tendo 0 movimento do
centroide. Mais, igual ao momento total sobre ”O”das for¢as externas que agem sobre 0
sistema.

Podemaos perceber que

D@ amd) = S5 @ amr),

assim, a frase “momento da taxa de mudanca do momentum do sistema em seu movi-
mento relativo ao centrbide”poderia ser trocada por "taxa de mudanca do momento do
momentum do sistema relativo ao centroide”.

1.5.3 Origem em Movimento

Suponha que "0”é a origem e move-se com velocidade vy. Seja "P”uma particula do
sistema de massa m, G o centroide do sistema e seja OP = r, OG = r, GP =r/, tal que
P ="t +7. Seja V a velocidade de P e M a massa total do sistema. O momentum angular
do sistema sobre O é

H:Z(r’x\mV):Z{(Tﬁ)Am(vm'r)}
=T A Wo+”FA%Z(mr)+(ZmP)Av3+Z(mm'r).
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= o0*(FIXED)

Agora, Y, (mP) = MY (mf)=0e

Y@ an = FAmE
:(ZmP)A;f+Z(r7Amr7)
:Z(PAmP).

H=TAM;+TA M-’F+Z(F’Amr;')

=TAM+ ) (7 Amr)

i.8, 0 momentum angular do sistema de particulas sobre O é igual ao momentum angular
sobre O de uma particula de massa de todo o sistema, concentrado em seu centroide e
movendo-se com a velocidade do centrbide e momentum angular do sistema de particulas

relativo ao centroide.
O principio pode ser estabelecido tanto para um sistema fixo como para um sistema

em movimento. Como H’ = ¥ (F A mr’). EntZo,
H="F A MV+TAMYH

(V) AMT+ TAM+H

—_—

H + r/\I\XV—vB/\Mv‘.

<
>
3
—~
N
Il
~
=
>
3
ﬁ\
—

Agora, seja O = G. Entdo, T = 0y = Ve assim
t

S5 d
H=H :d—Z(



52

i.8, a taxa de mudanca do momentum angular do sistema de particulas sobre seu centrbide
G é igual ao momento total da taxa de variagdo do momentum sobre G do sistema em seu
movimento relativo a G.

Entdo quando calculamos a taxa de variagdo do momentum angular do sistema de
particulas sobre seu centroide, podemos trata-lo.

Agora, introduzimos uma origem fixa O*. F denota o total de forcas externas que
agem na particulaem P e L* 0 momento total sobre O* e L sobre O. Ent&o se, O*P = r*+F,

IF:Z(F*+F)/\|5’:F*/\Z|5’+E.

o ~ ~ .
Se H* & o momentum angular sobre O*, entdo da se¢do anterior,

Q*:Z{(r_)*+|7’)/\lf}:r_’)‘/\2|f+|j.

Mas,
T :Z{(r¢+?)/\m\7}: r?ﬂ/\Zm\TH-T
—H+rFAMV.
entdo
H* F*/\ZF_# P AMY P AMY
=L-VAMY,
dado que,

Agora seja O = G. Entdo, H = L. i., a taxa de variagio do momentum angular de
um sistema de particulas sobre seu centrbide é sempre igual ao vetor soma dos momentos
sobre o centroide de todos as forgas externas, ndo importando se G esta em repouso ou
em movimento.

Assumindo F” como o somatorio das forcas internas que agem sobre a particula em P,
entdio F + F’ é a forca total,

mv=F+F.
YA = Y (FAF)+ Y (PAF).

Podemos ver, portanto, que Y. (PA F’) = 0 e assim

Deamy) =D (FAF),

i.8, 0 momento total da taxa de variagdo do momentum do sistema sobre algum ponto,
movel ou fixo, & sempre igual a0 momento total das forgas externas sobre aquele ponto.
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Exemplo 1.5.1. Prove que o momentum angular do sistema sobre O é igual a soma
do momento angular sobre O do movimento relativo a O e que a particula de massa
M = > mem G move-se com velocidade de O.

H= > Pamv= ) {(FAmE Vo)) + > (FAmv)
= > H{EAME@ =)+ (Y mP) AV
= > APAME =)} + (MF AV
= > {(PAMET =) + T AM)

1.5.4 Forcas Impulsivas

Agora, vamos supor que as particulas do sistema considerado sdo sujeitas a forcas impul-
sivas. Sejam I I” s&o as resultantes das forcas impulsivas externas e internas agindo sobre
uma particula P de massa m. a velocidade de P muda instantdneamente de v a V. Entéo
I'+ I & a forca impulsiva resultante aplicada em P e seu momentum linear & m(V — V),

-

F+ 1 =mV-w).

.'.ZV+ZI7: g — Po,
onde g = Ymv, pp = >, mvp. da terceira Lei de Newton e da natureza da forca de
impulsiva, 3 I = 0
Z r: ﬁ— p_E)

Entdo o impulso externo total aplicado no sistema de particulas é igual a mudanca total
do momentum linear produzido.
Seja OP = r, temos

DUPA T+ = Y {FAmET - V5)).
Com argumentos similares aos previamente estabelecidos, > P A I’ = 0.
LY (PAT) =H - H,

onde H = 3 (PAMY), Ho = 3 (F A myp).

I.6. Independentemente da origem ser fixa ou estar em movimento, o vetor soma total
dos momentos dos forcas impulso externas sobre ele é igual ao aumento instantaneo do
momentum angular produzido sobre a origem.
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Exemplo 1.5.2. Duas particulas, de massas m; e m, em A e B sdo ligadas por um eixo

rigido sem massa AB. Suas velocidades v; e v; mudam repentinamente pela aplicacdo de
- - =g = - ~ -

forcas impulsivas externas J; e J,. Prove que a magnitude ¥ da reacdo ao impulso do

gixoemm; é
= =
{ mlmzé } (Jz J1 )
(Mg +my) my m
onde € & o vetor unitario em AB. Também prove que a energia do sistema cresce a uma
taxa

1 J—)Z J—)Z 1 2
= = 1 2
Jivi+d o+ o|—+—]|—-=(Mm +my
2\my  m A )(mlmz)
W
¥ -
I
B
p— 3 e r . :‘-‘2
i

Sejam V37, V37 as velocidades de A e B imediatamente ap6s a acdo. O eixo AB recebe
um impulso F€emm, e —-F€em m;.
Entdo J; — #€ & o impulso resultante em mj,

Ji— Fe=my(Vir — Vi)
Assim como J, + FEé 0 impulso resultante em m,,

? > >

Jo + FE= mz(v2/ — Vz).

Das duas Gltimas equacdes, obtemos

€ (Vir—Vi)—€-(Vir —V3) = €- {(Jl ~7€) (J2+7T§)}.
mi ms

Mas, como AB é uma conexao rigida,

¢V -v)=€-(V-v) . 0= é-(ﬁ—ﬁ)—?‘(i+i),
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ou,
NN
F = —{mmE&m; + m ‘1-{———}.
{mymz&(my + my)} m,
A Energia cinética é, originalmente,

1 2 1
T =-mVi" 4+ =myVs,
2 1Vl 2 2V2

e ap6s a aplicacdo das forcas impulsivas fica

, 1 52 1 2
T = §m1V1 +§m2v2
1 (, ((i-F2 1 (., (Jh+Fe)2
= gufit + LT gl + ST
R R h-Fe? (3 2
:T+v3-(J1—Té7+v3-(J2+Té?+(1 i) +(2+¢€)-
2my 2m,

entdo,

3 _oFe. I+ F?

T -T =viJi + V3, + F(E- V3 — € Vi) +

2m;
3 - o€ 3y + 72
+
2m,
13 3 7
=ViJ + VaJo + z(mil + miz) + (M + my) Gmm)
+T[(e_)' 2) (€ 31)].
ms msq

Da expressdo da derivada de 7, (€ J5)/m, — (€ J1)/my = —(M; + mp)F/mim,. Entdo
segue o resultado.

Exemplo 1.5.3. Duas particulas de massas, m; e m, em A e B, sdo conectadas por uma
barra horizontal. Se um impulso I & aplicado em A no plano da tabela e perpendicular a
AB, encontre a velocidade inicial de A e B.

Seja a o comprimento da barra. O centrdide move-se na direcdo do impulso, e assim
A e B devem mover-se na mesma dire¢cdo. O ganho de momentum linear & m;Vy + moVs.

,
myVi + movs = I,

O momento do impulso sobre B € igual ao ganho de momentum angular do sistema sobre

B.
la = mvia,
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ou,

Entao,

1.5.5 Impacto Elastico

A Lei de Newton da restitui¢do diz que quando duas particulas colidem, suas componentes
de velocidade relativa ao longo da componente normal em comum a eles ap6s do impacto,
conduzem a uma taxa constante - e aquela antes do impacto, onde e & uma constante para
dados materiais € 0 < e < 1. Esta constante € chamada de coeficiente de restitui¢ao. Para
um impacto perfeitamente elastico, e = 1. Para um impacto inelastico, e = 0. Nos demais
casos, e fica entre estes dois valores. A lei & experimental em caracter.

P \\.\ z
" /
—~ / \ o 24
vid \| ! vy Y
( \! \ \/
Uy J us | : i | ¥
W\ 4 W1/ J !
" ____/{ -_ '_ "; \\\ /]f \ e J
m Ma / ':'u.‘ ‘\ ma
F N z /
oy I = o

Figura 1.4:

A figura a esquerda do grafico 1.4 mostra duas pequenas particulas esféricas de massas
m; e m, antes do impacto: m; tem componentes de velocidade [uy,v:] e angulo reto em
relacdo aos centros, enquanto m, tem componentes de velocidade [uy,Vv,]. ho momento
do impacto, um impulso que ocorre no ponto de contato das duas esferas, alterando as
componentes da reta que liga os centros para valores (figura a direita).

Aplicando o principio da conserva¢do do momentum linear ao longo da reta dos cen-
tros, temos

MyUp + MaUy = MyU] + MyUs.
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Aplicando a Lei de Newton da restituicao,
u; —u; = —e(uy — up).

A Energia Cinética perdida AT & dada por

1 1 1 1
AT = Eml(uf +V2) + Emg(ug +V2) - zml(u’l2 +V2) - zmg(Uéz +V2),

isto &,
1 2 ,2 1 2 ,2
AT = Eml(ul —u%) + Emz(u2 - uy%).
Das equagdes, miU; + MpUy = MiU7 + MyUy € Uf + Uj = —e(Up — Uyp), encontramos

(1 +e)(ur —uy)

= (Mg + my)
; (1+e)(us —uy)
Uz =l =~ (my+my) °’
, A[2my + (1 - e)mpJu; + my(1 + e)us}
(Mg + my)
, Amy(1 +e)ug + [2my + (1 + e)myJu,}
Up + U = )
(Mg + my)

Substituindo na equac&o para AT,

1 1 _ a2 _ 2
AT = —mlmz( e°)(uz — uy)
2 (Mg + my)

b

mostrando que ndo ha perda de energia para um impacto perfeitamente elastico.

1.6 Dinamica de Corpos Rigidos

1.6.1 Momentos e Produtos de Inércia

P(x,y,z) = simples particula de massa m de um sistema dado, cujas coordenadas sao
fornecidas com respeito a um conjunto tri-retangular de eixos sobre um ponto O. Escre-
Vemos

A= Z m(y> +z%), B= Z m(z® +x?), C= Z m(x® + y?),

D:Zmzy, E:Zmzx, F:mey

onde os somatoérios sao levados por todo sistema de particulas. Neste caso, quando a
distribuicdo é continua, as expressdes sao substituidas por

A:f(y2+22)dm,
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a integracdo, agora, € feita sobre o sistema continuo. as quantidades A, B, C sdo chamadas
de momentos de inércia ou segundos momentos de distribuicdo de massa sobre 0s
eixos coordenados —x, -y, —z, respectivamente. D, E, F sdo denominados produtos de
inércia com respeito aos pares de eixos (Oy, Oz); (Oz, Ox); (Ox, Qy), respectivamente.

Exemplo 1.6.1. Determine 0 momento de inércia da distribuicdo sobre o eixo partindo
de O tendo como cossenos diretores [A, u, v] em termos destes cossenos diretores e A, B,
C,D,EeFk

Sejad = [, 1, v], P =[xV, 2z]. entdo a distancia d de P(x,y, z) para 4 é dada por

d=|PAAl
Agora,
=2 XYy z r r R)
Faa=| = x y z|=[0y-p2), (12 - vX), (ux - 2y)].
YT
A pu v
Logo,

= Z md? = Z m{(vy — z)? + (A2 — vX)? + (ux — Ay)?}
= AL + Bu? + Cv? — 2uvD — 2vAE — 21uF.

1.6.2 O Teorema dos eixos Paralelos e Perpendiculares

(i) SejaG( x, y, z) o cebide do sistema acima e sejam os eixos paralelos a ele e a O.
Portanto, seja (x’,y’,z’) as novas coordenadas de P referente a estes eixos paralelos

a G tal que
X= X+%X y=y+¥, 2= z2+2

Entdo,
A= mi(y+97 +(2+9°
=M(Y+ ) +A + 2_yz my’ + 2_22 mz’,

onde M = Y, m (massa total do sistema), A’ = ¥, m(y’? + z’?) (momento de inércia
sobre o eixo paralelo —x sobre G). Mas da propriedade do centrbide, temos

Zmy’:O:Zmz’.
A=A +MhZ=A+M(;y?+ zfz)z,

Conseguientemente,
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Teorema dos eixos paralelos para momentos de inércia

pois, hy = 4/y’? + 2’2 (distancia do centrbide ao eixo X).

Apos isto, temos
D=> m(y+)(Z+)=Myz+D

Teorema dos eixos paralelos para produtos de inércia

onde, D’ = . my’z’ (produto da inércia com respeito aos eixos y’ e 2’ sobre G

(if) Agora vamos supor que a distribuicdo é tal que para todas as particulas repousam
no plano z = 0. Entdo, temos

A:Zmyz, B:mez, C:Zm(X2+y2),

D=0, E=0, F:mey.
Entdo, C = A+ B.

1.6.3 Momento Angular de um Corpo Rigido sobre um Ponto Fixo e
sobre Eixos Fixos

Suponha que P tem velocidade V e que a distribuicdo & um corpo rigido movendo-se
sobre um eixo O com vetor velocidade angular &. Se OP =T, entdo V = & A [ e 0 vetor
momentum angular sobre O é

H=Yeam)= YIPa@an] = > mla- > mr- o).
que é o vetor momentum angular de um corpo rigido sobre o corpo O. Escrevendo

P=[xY.2], @ =[wi,w:ws], H=[hy,hy hs],

h]_ = Z mrzwl — Z m(a)]_X + wyy + (,()3Z)X
= (> M+ P)hwr = 1) mxyhw, — (D mzxjews
= A(,()l + F(,Uz + E(,()3.

Em forma matricial,

h]_ A -F -E w1
h2 = -F B -D w2
h3 -E -D C w3

onde a matriz 3 x 3 pode ser chamada de matriz inércia u.
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1.6.4 Eixos Principais

Se no caso acima o eixo de rotacdo instantanea especificado por @ é paralelo ao vetor
velocidade angular H, este eixo & chamado eixo principal do ponto O do corpo rigido.
Podemos, entdo, escrever

-

wzwg, I-T=H§, H = nw,

tal que a & 0 vetor unitario em um eixo principal sobre O. A equacdo
H=> mr’a- > mr- o)

(> mrP—md =" m(r-an.

Substitua, nesta Gltima equacio, ' = [x,Y,z], & = [A, u, v] tal que

(Z mr? — n)(/lT+ uj+vk) = Z M(AX + uy + v2)(Xi + Y] + zK).

a equacdo dos coeficientes dos vetores unitarios nos eixos coordenados fica,

resulta

(A-nA-Fu-Ev=0,

B-nu-Dv-Fa=0,

(C—n)y-EA-Du=0.
A condicdo é

A-n -F -E

-F B-n -D |=0.
- -D C-n
Dado que a matriz inercial & Simétrica sabemos que ses autovalores séo reais A}, A; e
A;.
Al, A e A; sdo os momentos de inércia sobre os eixos principais chamados de mo-
mentos principais de inércia do sistema.Portanto,

Z mrif- &, = Z:(mr2 —N)a; - &

Zmrlrgzo,

Entdo, o produto de inércia com respeito aos eixos principais € nulo e a matriz inércia
com respeito aos eixos principais &

z

i.g,

Al 0 0
0 Ay 0
0 0 A
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Entdo os momentos sobre 0s eixos principais 51, 52, §3 sao
h1 = Ajw1, hy = Ajw,, hs = Ajws,
e 0 vetor momentum angular sobre O é dado por
H = Azwlgl + A;a)gé)z + A§w3§3.

Podemos observar trés casos para eixos principais de qualquer ponto O de um corpo
rigido:

1. Existem exatamente trés eixos mutuamente perpendiculares com n’s todos diferen-
tes. Este & o caso que geralmente ocorre.

2. Um eixo principal e toda reta sobre O perpendicular a ela & um eixo principal. Um
cilindro circular com O como ponto médio do eixo de simetria &€ um destes casos.
este eixo e todas as retas sobre O perpendiculares a ele s&o eixos principais.

3. Existem eixos perpendiculares para os quais 0s n’s sao todos 0os mesmos. Este caso
ocorre quando O é o centro de uma esféra s6lida homogénea.

Observacdo 8. Nao é verdade que eixos principais sdo necessariamente eixos de sime-
tria.

1.6.5 Energia Cinética de um Corpo Rigido rotando sobre um ponto
fixo

Seja um corpo rigido rotando instantaneamente com vetor velocidade angular @ sobre um
eixo sobre um ponto fixo O de um corpo rigido. Seja m a massa de uma particula P do
corpo onde OP = F. Entdo a velocidade de P & @ A T, sua Energia Cinética & 1/2m(i A )2,
e assim a Energia Cinética total do corpo é dada por

T:%Zm((?)/\F)Z.

Agora,
BAPP =(BAD)-(BAD)=d-[PA (B AT

1, 5 1,
5@ Z{?/\ m(@d A1)} = >0 H,
onde o vetor momentum angular sobre O &
H = Z{m m(& A 7).

Suponha &, &,, 4; denota os trés eixos principais sobre O e sejam A*, B*, C* 0s
principais momentos de inércia. Seja

N P = 2
W = wi1d; + wrdy + W3ds.
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Entdo os eixos sdo eixos principais,

H = A*wlgl + B*wzgz + C*a)ga)g.
1 - 1 ¥ R ¥ R ® R
T = EI—Tw = E(A w181 + B*'wya, + C 0)333).

Agora, usando P = Xi + V] + zK, @ = w(AT + uj + vK), [, i1, v] como os D.Cs do eixo
instantaneo de rotagao.

A u v
Xy z

LOANT=w

e assim (& A P)? = w?{(uz - yv)? + (vx — A2)? + (ly — ux)?}. Entdo encontramos

1 1,5
T==- — 2:_2|
2Em(w/\F) >w' L

onde I'= A12 + Bu? + Cv2 — 2Duv — 2Eva — 2F Au.

1.6.6 Elipsoide de Momento- Sistemas com Momentos iguais
Considerando o quadratico de I’ (visto anteriormente), temos
AX? + By? + Cz? — 2Dyz — 2Exz — 2Fxy = M¢&*

onde &* & a constante de comprimentoe M = 3 m.
Seja P um ponto da reta [4, u, v] distante R de O tal que as coordenadas de P séo

X = AR
y =uR — [x,y,2] = [4,u, V]
z=vR

A(AR)? + B(uR)? + C(vR)? — 2D(uR)(vR) — 2E(AIR)(VR) — 2F(AR)(uR) = M&*
{AX? + Bu? + Cv? — 2Duv — 2EAv — 2F Au)R? = M&*

iR? = Mg*
- M84
=R

0 que mostra que para todos [, 4, v], R é real e finito, entdo I > 0. Podemos concluir,
entdo, que o quadratico acima & um elipsbide tendo como centro O: chamado elipsdide de
momento da distribui¢do para o ponto O . Obtemos,

A*x? + B'y? + C*2% = M¢g*

onde A*, B*, C* sdo 0s momentos principais de inércia. Portanto os eixos principais da
distribuicdo coincidem com os eixos principais do elipsoide de momento.
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Exemplo 1.6.2. Um bloco solido retangular uniforme de massa M e dimensdes 2ax2bx2c
. Encontre a equacdo do elipsdide de momento para um canto O do bloco, referente as
arestas sobre O como coordenadas e entdo determine o0 momento de inércia sobre OO’,
onde O’ é o ponto diagonalmente oposto a O.

Faca os eixos X, y, Z como 0s comprimentos 2a, 2b, 2c, entdo

A= %(b2 +¢%) + M(b? + ¢?) = ?(b2 + %)

B= ?(c2 +a?)

C-= ?(a2 +b%)

Portanto, se p denota a densidade do material,

2c 2b

D:ff(Zapdydzyz)

z=0 y=0
2b [22]20

1
= Eap [yz]o 0

= 8ap b’c?
= Mbc

Observagao 9. Este resultado para D poderia ser mais facilmente obtido usando o Teo-
rema dos eixos para produtos de inércia.

Similarmente, E = Mca, F = Mab.
Entdo a equagdo do momento elipsbide em O, fica

4M 2 2\ 2 2 2\,,2 2 2\52 4
T{(b + €)X + (c° + a%)y” + (a° + b))z} — 2M(bcyz + cazx + abxy) = Mg™.

as coordenadas de O’ sdo (2a, 2b, 2¢) e a distdncia OO’ é R = 2 Va? + b? + c2.
Assim, 0 momento de inércia sobre OO’ &
Me* 2 (b%c? + c?a® + a?h?)
Rz 3 a2 +b? +¢?

Definicdo 1.6.1.

1. Se dois sistemas sdo tais que eles tem momentos de inércia iguais sobre todas as
retas do espaco, entéo eles séo ditos equipotenciais.

2. As condicBes necessarias e suficientes para que dois sistemas sejam equipotenciais
sao expressas pelo seguinte teorema
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3. ’Se dois sistemas sdo tais que ambos tem (i) a mesma massa total; (ii) 0 mesmo
centroide, (iii) o0 mesmo eixo principal e momentos de inércia do centrbide, entdo
eles sdo equipotenciais™

Exemplo 1.6.3. Encontre o sistema “’equimomental’’de particulas para uma barra AB de
massa M.

Seja O o centroide da barra e 2a 0 seu comprimento. Particulas m, m, M — 2m em A,
B, O tem 0 mesmo centroide e massa total que a barra AB. Elas também tem o mesmo
Momento de Inércia (nulo) sobre AB.

Para encontrar m, equacione os Momentos de inércia sobre uma bissetor perpendicular
sobre O.
2 . m=im

1
2ma’ = =Ma
3 6

O sistema equimomental é:

M em A
%M em B

M-2xiM emO — MM _dp=2M emO

1.7 Problemas Bidimensionais em Dinamica de Corpos
Rigidos

Dizemos que um corpo rigido se move em duas dimensdes quando todas as particulas
movem-se paralelas ao plano fixo. Em particular, uma 1amina rigida movendo-se em seu
proprio plano & um importante caso de movimento bidimensional. Em geral, 0 movimento
de uma lamina rigida consiste de uma rotacao e uma translacdo e que exista um ponto
no plano que esta instantaneamente em repouso. Mais ainda, conhecendo a velocidade
angular instantanea da lamina e a velocidade linear do centroide, podemos determinar a
velocidade de quaisquer outras particulas em determinado instante.

Para 0 movimento de uma distribui¢do planar rigida, duas coordenadas sdo necessarias
para fixar a posicdo do centro de massa e uma coordenada angular para fixar a orientagdo
da lamina. Entdo trés variaveis independentes sdo envolvidas no movimento instantaneo
da lamina; duas componentes da velocidade linear do seu centro de massa € uma com-
ponente da velocidade angular da distribuicdo. A analise do movimento do corpo rigido
em duas dimensdes é construida da aplica¢do dos principios desenvolvidos anteriormente
para a determinacdo destas trés variaveis.
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1.7.1 Problemas llustrando as Leis do Movimento

conhecendo as magnitudes e posi¢cdes das forcas que agem num corpo rigido, encon-
tramos (i) acelerac@o do centro de massa; (ii) aceleracdo angular.

Em (i) aplicamos < a translagd@o do centro de massa do corpo rigido sob o sistema
de forgas presentes &€ a mesma que a de particulas de massas iguais concentradas no centro
de massa sob acdo de todas as forgas paralelas a elas agindo no centro de massa.

Em (ii) podemos usar o fato de que 0 momento total das forcas externas sobre qualquer
ponto da distribuicdo é igual a taxa de variacdo total do momento da distribuicdo sobre
aquele ponto, independentemente do ponto ser fixo ou ndo. Quando o ponto é fixo ou
quando este & o centro de massa, 0 momento da taxa de variagdo do momentum & igual a
taxa de variagdo do momento do momentum sobre o ponto considerado.
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Capitulo 2

Parte 11

2.1 Alguns Problemas Tridimensionais em Dinamica Vetorial

2.1.1 Equagbes Dinamicas de Euler para o Movimento de um Corpo Rigido sobre
um Ponto Fixo

Sejam OX, QY, OZ os trés eixos principais sobre O, i K os vetores unitarios em OX,
OY, OZ. Em um tempo t, o corpo tem velocidade angular & = [w1, wy, w3], referentes ao
eixos acima, assim, 0 momento do momentum sobre O é instantaneamente

Aw1r+ Ba)g JT)+ ngk)

onde A, B, C sdo 0s momentos principais de inércia sobre estes eixos.
A taxa de variagdo do momento do momentum sobre O é

(ﬂ = ﬂq +BAH
at ot O
onde & é o giro do corpo, %f denota a taxa de mudanga do momentum angular relativo ao
corpo
aH o s s
E = Awql + B(uzj + C(,U3k+(,t_5 AN q
Entdo O é fixo,
o
dt
onde
L = [Ly, Lo, Ls]

€ 0 vetor momento da forca externa sobre O.
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Ll = Aa)l - (B - C)a)za)g
L2 = B(.L)Z - (C - A)wgwl
Lg = ng - (A - B)wlwz

que sdo conhecidas como equagdes dinamicasde Euler.

O caso especial do movimento sobre O sem forgas & importante. As equagdes dindmicas,
ficam

A(:L)]_ — (B - C)(x)z&)g =0
B(:z)z - (C - A)wgwl =0 (21)
Cd)g - (A - B)wlwg =0

multiplicando estas trés equagdes por wy, w,, w3 € somando
Awiw1 + Bwows + Cwsws =0,
integrando
Aw? + Bw3 + Cwj = cte, (2.2)

Entdo o L.H.S. desta equacdo € 2T, T sendo a Energia Cinética (3.7) expressa a constancia
da E.C. durante 0 movimento.

Multiplicando (3.11) por Aw;, Bw,, Cws € somando
A2wiw; + B2wowy + CPwss = 0,
guando integrado resulta,
A2w? + B?w5 + C%wj = cte.

que expressa a constancia da magnitude do momentum angular H durante o movimento.
Fisicamente isto é atribuido ao momento zero da forca sobre O.

Exemplo 2.1.1. Um corpo rigido & livre para rotar sobre o seu centrdide G, 0s momenos
principais de inércia sdo 7, 25, 32 unidades respectivamente. Ao corpo é fornecida uma
velocidade Q sobre a linha sob a qual G tem taxas direcionais de 4:0:3. Mostre que apbs
um certo tempo t as componentes de velocidade angular sobre o eixo principal de inércia
de G séo

4 4 3
—Q cos s —Q sen s —Q cos
5 ¥5 ¢35 ¢
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onde tan(y¢/2) = tanh(3Qt/10).
Deduza entdo, que o corpo roda Gltimamente sobre o segundo eixo principal de momento.

Se 0 corpo rota sobre o seu centrbide, existe 0 momento zero sobre este ponto. Fazendo
A=7B=25eC = 32e [wy,ws,w3] como as velocidades angulares sobre as P.As do
tempo t,

Ll = A(Ul - (B - C)wzwg = 7(1)1 — (25 - 32)0)2(1)3 = 7(1)1 — 7(1)2(1)3 = (:L)]_ — W3 = 0
Lg = ng - (C - A)CL)3(U]_ = 25(1)2 — (32 — 7)(1)3(4)1 = 25(1)2 — 25(_4)3(1)1 = (:L)Z — W3W1 = 0
L; = Cwz — (A — B)wiw;y = 32w3 — (7 — 25)wiw, = 32w3 — 18wiwy = 16ws — Ywiw, =0

Assim,

C-L)]_ — W3z = 0 (23)
(:L)z — W3W1 = 0 (24)
16(,()3 - 9(,()1(1)2 =0 (25)

Os valores iniciais da velocidade angular sdo wjg = g‘Q, wo =0, w3 = gQ

Multiplicando (2.3) por w; e (2.4) por w;

(:1)1(1)1 + wiwrw3z = 0

Wrwy + wawiwy =0
gue somando, fica
w11 + wwy =0
integrando, obtemos
W +wi—-c=0

Aplicando as condi¢des iniciais wig = g‘Q e wyo = 0, resulta

(EQ)Z—C:O = c:;—gQZ

Logo,

16
w? + ws = 2—592.
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Multiplicando (2.4), (3.15) por 9w, e ws, respectivamente

96.02(1)2 - 96()30,)10)2 =0
16(,.03(.03 - 9(1)1(1)2(.03 =0
Somando,

9(:1)2(1)2 + 16(,.()3(1)3 =0

integrando, obtemos
9w + 16035 = d,

onde d, é a constante de integracdo, € Como wyy = 0 e w3g = %Q, temos

3 9 144
0+16(=Q) =d, d, = 16 —Q? d, = =—0?

+16(3 ) = Ga=095 = 25

Portanto,
d)z—a)ga)l :O
wi+w§:;—gﬂz N wl—leﬂz—a)z 2
9w§+16w§:0 s ‘”3:1_16124;92——9% 992_%
Logo,

d(,l)z

|(20) - w3

2 =
Wy

dt =

dw,  widw; (ﬂ)dwz
w3

> =

4
wW3w1 W3W] 3

que integrando, resulta
51\.,..1/5
t= <3Q)th 1( 4?22)

ou
4Q, 3Qt, 4
Wy = ( )th( ) = EQ sen .
Substituindo esta Gltima equacdo em
9w§ + 16w§ = 1424?

obtemos os resultados para w; € ws.

Portanto, comot — oo th(mt) — 1,eassimg/2 - /40U — /2. Assim, w; — 0,
wy — (4/5)Q , w3z — 0, mostrando que a rota¢do sobre o0 eixo de momento intermediario
de inércia continua.
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2.1.2 A Rotacdo da Terra

Se em problemas dindmicos, nos referimos ao movimento de um corpo em relagéo ao con-
junto de eixos fixos na Terra, entdo haveriam efeitos de pequenas rotacdes no movimento
do corpo que seriam considerados. Tais efeitos, podem, em muitos casos, ser detectados
experimentalmente quando medidas suficientemente exatas sdo feitas e de fato compro-
vam a existéncia de rotacdo na Terra. Agora, vamos desenvolver a teoria do Péndulo de
Foucault - uma invencdo normalmente usada para demonstrar a rotagdo na Terra. a figura

mostra um péndulo simples de comprimento £ e prumo P de massa m suspenso livremente
de B, um ponto verticalmente acima de A na superficie da Terra onde o angulo de latitude
e 1. A Terra rota com velocidade angular constante «w sob um eixo especifico por um
vetor unitario i. Em t, /PBA = 6, com 6§ pequeno.

Em A, tome 0s vetores mutuamente ortogonais i, j, K, a0 longo do circulo de latitude,
o circulo de longitude AN, e a vertical OAB respectivamente, tal que i A j =K, ... Seja
AP =T, & = wi.

Dos resultados sobre rotacdo de eixos discutidos anteriormente, temos
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d?—a?+*/\?
at ~at YN
d’r  o°r or 0o R
dtz_(')tz + 20 A E+E/\F’+w/\(a)/\f)
62? or
= Zw/\a+w/\(a)/\F)

onde & €& um vetor constante. Esta aceleracao de P relativa a A e assim a aceleracdo total
-
de P é f onde

s 07 or
f=— el + 20 AEerA(wA?)JrfA
Agora w & pequeno (= 2r rad por 24 horas) e vamos negligenciar termos de ordem
w?. Assim, |fal = O(w?), para a primeira ordem, temos

s or
=21 403
e TN e

Denotando por T a tensdo de fio PB, temos para 0 movimento do prumo

" o’r ., or 3
T — mgk ~ m[w + 23 A E]’ LAOP & pequeno
para a primeira ordem.

. - 54 -
Seja (X, Y, z) as coordenadas cartesianas de P para I, |, k e assim

2

—X|+yJ+zk el

a5 —Xl+yj+Zk

Agora, & = wit = w(cosAj + senik) e assim

L or
ON—=w

ot

0 cosd senA
X oy 7

=w|(ZcosA—ysen),xsend, —xcos].

T —mgk = m{[X + 2w (2cos A — y sen A)]T + [§ + 2wk sen A]j + [Z — 2w cos A]K]

assim, obtemos que

T-T =m[X+ 2w(zcosi -y send)]
T-7 =m[y+2w % send] (2.6)
T-K =mg+m[ - 2w X cosA]
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Agora, para primeira ordem temos

7.i=_IX

f

» y

T j=- -
FR=T

Portanto, negligenciando z, simplificamos (2.6) para

y . Tx y . Tx
m[X — 2wy send)] = > — X - 2wy send = ;

y . Ty y . Ty
m[y + 2w X send] = 7 — y—2wxsend = oy

. : . T
mg—m[2w xcosA] =T — m(g—-2wxcos) =T —2wxcos/l:—g+a

Eliminando T, para a primeira ordem, fica

% — 2wy sen A = —g7x @2.7)
Y+ 2wX send = —% (2.8)

Negligenciando os termos pequenos wxX, wxy. Multiplicando a equacéo (2.8) por i e
somando a equagao (2.7), temos

P iy + 2iw sent Sy — i)+ St iy) = 0
g} T T Alw Sl Ty =

2 d
+2wsenA— + =

dt2 dt (X+'y) B
fazendo ¢ = x + iy,
d? d ¢
i +2w|sen/la+ . =0
epondoD = £
D2+2wisen/lD+% (=0

com g/¢ = n?, a equacdo pode ser reescrita como segue

D? + 2wisenAD +n?|¢ =0

ou
[(D + wisen 1) +,uz]§ =0, onde u? = w?sen?1+n?
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A solucdo geral, portanto, é dada por

¢ = e SN U A cos y + Bsen ]

onde A e B so constantes complexas de integragdo. Escreva, Z = Ze st = X 4+ jY

A=a+1B8, B=y+ié

onde X, Y, a, B, y, 6 sdo reais. Entao,

acosut+ysenut=X
peosut+osenut=Y

Assim,
cosut  senut 1

(X6-Yy) (aY -BX) (a6 -py)

e assim eliminando t resulta

(6X = yY )’ + (aY = BX)* = (a6 - By)°.

podemos ver que que esta equacdo é uma elipse, centro X =0eY = 0.

T
T F.‘
rd -
'.f "'}
# A '__.r“'r/"‘/ b
.-f-r ...-"""---'PJ
y f.;.x//
L-/-KI_, UJ‘. I 1

e ———— e

Esta figura mostra o diagrama de Argand para o nimero complexo OP = ¢, OP’

Entao,

argZ = argg¢ + wt sen 4, IZ| = Is],

Z.
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e assim /POP’ = wt sen 4, OP’ = OP. Observando, entdo, que o local de Z & uma elipse
com centro em O. Entdo ¢ esta ocultado sob Z a uma distancia angular de wt sen 2, o local
de ¢ € uma elipse cuja revolucdo ao redor do eixo normal do plano Argand com velocidade
angular - w sen A. Entdo o local de projec¢do do prumo do péndulo de Foucault no plano
horizontal sob A na figura seguinte & uma elipse de revolugdo ao redor ao redor do eixo
vertical com velocidade angular - w sen A. Portanto, existe movimento relativo entre o
plano vertical de movimento do prumo do péndulo e a Terra. Pode-se medir a variagdo
angular executada pelo plano de movimento sobre o periodo de alguns dias, confirmando
que a Terra girou.

Na pratica, £ & muito grande e x, y muito pequeno. O péndulo de Foucault esta em
varios museus de ciéncia no mundo, veja no apéndice as informacdes de Smithsonion
Institution.

2.2  Coordenadas Generalizadas

2.2.1 Nogdes Preliminares

Um sistema dindmico é constituido de particulas; pode também incluir corpos rigidos,
pois estes sdo feitos de particulas. Vamos supor um sistema composto por N particulas
de massas mi(i = 1,2,...,N) e que em algum tempo t a posicdo de cada particula pode
ser especificada por n variaveis independentes q;(j = 1,2,...,n). Estas variaveis sdo as
chamadas coordenadas generalizadas do sistema e, em ndmero, sdo iguais ao nimero de
graus de liberdade do sistema.

Para ilustrar estes movimentos, considere 0 movimento de duas particulas do sistema.
Trés coordenadas cartesianas especificam a posi¢do de uma particula, o que também vale
para as outras particulas, formando um total de 6. Este sistema com seis graus de liberdade
requer 6 coordenadas generalizadas.

2.2.2 \elocidades Generalizadas

Supondo um sistema composto por N particulas de massas m;(i = 1,2,...,N)emtea
posicdo de cada particula é especificada pela n coordenada generalizada q;(j = 1,2, ..., n).
entdo as n quantidades

_ 49

q; = at (J=1,2,...,n)

sdo chamadas de velocidades generalizadas do sistema.

Seja I; 0 vetor posi¢do de m; no tempo t tal que

i = (01,02, - .., qn; B).

Entao,
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o o, on, o, g o
02 aquJ aqnq” at’

Agora temos as novas variaveis independentes como qs, @y, . . ., gn, t. Entdo

|—E—a—ql%+a—qz

oF  OF .
- = =12,..,n).
oq;  aq; ( )

2.2.3 Trabalhos Virtuais e Forgas Generalizadas

Suponha que as particulas de um sistema dindmico passam por um pequeno deslo-
camento instantaneo independente do tempo, consistentes com o limite do sistema e tal
que todas as forgas internas e externas nao se alteram em magnitude e direcdo durante
o deslocamento. Tal deslocamento é dito virtual devido a sua natureza hipotética, em-
bora puramente ficticia. A nogcdo convencional de deslocamento virtual é essencial para a
elucidagdo dos principios da analise dindmica.

Seja a i-ésima particula m; na posicdo r; em t sob um deslocamento virtual para a
posicdo P, + 6F. Sejam F, F_’i’ as forgas externas e internas que agem sob m;. Entdo o
trabalho virtual feito em m; no deslocamento é

(Fi+F)-on

e assim o trabalho virtual total feito em todas as particulas do sistema quando desloca-
mentos similares sdo feitos é

5W=i(lfi+|f{)-5ﬁ=ZN:|fi~6ﬁ+ZN:If{-6ﬁ.

Agora YN, Ifi’-é‘ﬁ é o trabalho total feito pelas forcas internas do sistema. Em muitos casos
e zero, por exemplo, quando as particulas do sistema sdo conectadas por rigidas restricdes.
No futuro, a ndo ser que seja dito o contrario, assumiremos que as forgas internas F"i'(i =
1,2, ...,n) ndo realizam trabalho no deslocamento, embora possamos encontrar casos (tais
como conexdes elasticas) onde as forcas internas, iguais e opostas, realizam trabalho no
deslocamento. Quando as forcas internas ndo realizam trabalho em um deslocamento
virtual,

N N
6WZ2|fi'6ﬁ:E(Xi'6Xi+Yi‘6Yi+Zi‘5Zi),
i= i=

onde F; = [Xi,Yi, Z], 6 = [6%,08Yi,6z], SW é a chamada funcdo trabalho virtual e
observamos que os coeficientes nesta fungao 6x;, dy;, ... S0 as componentes das forcas
externas X, Yi, ....
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Agora vamos supor que o sistema é holonomico e especificado pela n-ésima coor-
denada generalizada q;(j = 1,...,n). Entdo pudemos mudar g; por q; + 6q; fazendo
mudancas nas outras (n — 1) coordenadas. Este deslocamento virtual faz efeitos ins-
tantaneos e suponha que o trabalho feito instantdneamente no sistema dindmico é Q; - 6q;.
Entéo,

N
Qj - 6q; =Zﬁ-5ﬁ-
i1

Se agora fizermos variagdes similares em cada q;(j = 1,...,n), entdo

N N
oW =" Q;-8q;= Y Fi-oF.
=1 i=1

Esta Gltima relagdo mostra que Q; & o coeficiente de 6q;(j = 1,...,n) na fungdo do
trabalho virtual W construido com base nas forgas externas que agem no sistema. Como
o coeficiente de 6x; em 6W é a forca X;, chamamos o coeficiente do deslocamento virtual
generalizado ¢, a forga generalizada Q; associado a coordenadas q;(j = 1,...,n).
2.2.4 Deducio da Equacéo de Lagrange para um Sistema Holonomico

Agora vamos estabelecer as Equagfes de Lagrange para um sistema dindmico Holono-

mico na forma
d, oT oT )
—=—=)-—=0Q; =1,...,
dt(aq,-) 20, Qj (J n)

onde T € a energia cinética do sistema em t quando o sistema é especificado pelas coor-
denadas generalizadas q;(j = 1,...,n) e Q;(j = 1,...,n) sdo as forgcas generalizadas.

< Prova: A equacdo do movimento da i-ésima particula de massa m; &

F+F = mif, (2.9)
. (o) df. (oR\] - (oF
N el i i Bal ) | QU il }
(3%) dt{ ((9%')} (5%)

dfor)_on
delaa;)  ag;

on _on
aq;  aq;

Agora,

Assim,

mostramos anteriormente que,
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e assim,

. (OF or?\ 1072
() - i) - 2 @.10)
0q;) dt|29q; 2 0Q;

Multiplicando escalarmente ambos os lados da equacgéo (2.9) por 4 "" e usando a equagéo

(2.10). Entao,
d(éo (1 - d (1 - . Of
dt{a_m(imiﬁz)} B a_c'h(im‘ﬁz) =(Fi+F): aq; (2.11)

Agora somando ambos os lados de (2.11) de i = 1 até N. A Energia Cinética total do
sistema & T = 1 ¥, miF;2, e assim

d

dt(aq,) s Z(F" ﬁ) (2.12)

i=1

quando todas as coordenadas generalizadas sdo constantes, a funcdo trabalho virtual &

oW = Quoa; = ) (Fi+F') - or.

i=1

e assim,
Q= Z(F" N e
Entdo (2.12) fica
E(ﬂ)_ﬁ_q
dt 6&,- aqj o

Geramos o conjunto desejado de n equacdes de Lagrange permitindo a ”j”variar de 1 até
N.

2.2.5 Componentes Generalizadas do Momentum e do Impulso

Vamos introduzir a no¢do de impulsos generalizados e momentos para completar o
processo que vem sendo desenvolvido para deslocamentos, velocidades e forgas.

Para generalisar as no¢bes de momentum, primeiro vamos considerar a translagcdo de um
corpo rigido sem rotacdo. Se o centroide esta em (x,y, z) em t, entdo fazendo M ser massa,

T = %M()’(2 +V2 + 7).

Definindo py = .- -, temos
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aT : oT . aT :
= — = MX; = — = My; = — =Mz
Px % X Py ay Y, Pz 5 z
Portanto, [py, pyp.] sdo as componentes do momentum linear nas direcdes X, y e z.

Quando um corpo rigido rota sobre uma eixo ¢ ao redor de seu centroide (que € fixo),
se | & o momento de inércia sobre £ e # € o angulo em t, entdo T = %IGZ. Definindo
pg = AT /06, temos

90

ou seja, pg € 0 momentum angular sobre ¢.

Py 16,

Agora, se tivermos um sistema holonomico especificado em coordenadas generalizadas
q;(j =1,...,n) emt, podemos avaliar a Energia Cinética

T :T(ql’q27"'aqn; q1’q2,---,qn; t)

e entdo para as n quantidades

oT

p,-:é)—qj (j=1,...,n).

Estas sdo as componentes generalizadas do momentum do sistema.

Agora suponha que [X, Y, Z] sdo as coordenadas das forcas que agem no corpo. Entdo os
impulsos destas forcas no intervalo de tempo 0 < t < 7 sdo

T T T

[xa  [va  [za

0 0 0

Mais ainda, suponha que s forgas [X, Y, Z] ficam muito grandes num intervalo de tempo
muito pequeno de modo que

T

lim fth: Fy = finito, ...
Xx—0c0, T—0 ~——

0 impulso

Por analogia, se para forcas generalizadas Q;(j = 1,...,n) de um sistema,

Qj—>oo, T

lim OfQj dt = 7; = finito, (j=1,...,n)
0

entdo as n quantidades 7;(j = 1,...,n) sdo os chamados impulsos generalizados. Assim,
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entdo se os limites duplos acima existirem,
n
U = )" Fioq;,
j=1

onde 6U é o impulso da fungdo trabalho virtual dada por

U= lim &W,

Qj—00,7—0
6U é construido destes impulsos realizam trabalhos virtuais em um deslocamento virtual.
Impulsos que ndo tem trabalho impulsivo ndo precisam ser incluidos em sU.
2.2.6 Equagdes de Lagrange para Forgas Impulsivas
Como, p; = dT/0q;, as equagOes de Lagrange para um sistema holonomico séo

dpj oT

Integrando estas equacdes de t = 0 até t = T obtemos

pj‘t:T+ij:o_f_dt+fQJ dt (j=1,...,n).

Agora, seja Q; — oo, T — 0 de modo que fQj dt - F; =finito (j=1,...,n).
0

Como as coordenadas g; ndo mudam abruptamente,

T

Iimfg—Tdt:O (i=1,....n).

-0 q]

Escrevendo, Ap, = lim-_o [(Pj);, — (Pj);=o], €Ntd0 obtemos as Equagoes de Lagrange em
forma impulsiva:
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Ap, = Fj (j=1,...,n).

A afirmacdo desta equacdo é: o incremento do momentum generalizado é igual a forca
impulsiva generalizada associada com cada coordenada generalizada.

2.2.7 Energia Cinética como uma Fung¢do Quadratica de Velocidades

Se em t a posic¢do do vetor da i-ésima particula (massa m;) de um sistema holonomico
ér,entdoaE.C. &

onde N é o nimero de particulas. Suponha que o sistema seja holonomico e especificado
pelas n-ésimas coordenads generalizadas q,(j =1,...,n). Entdo, i =r(i=1,...,N), e

n= qlarI +02 aqz +qn5r' +6r'(| ..., N).

I\)II—‘

- or . oF . On dnye
T= Z:‘m'(qlﬁql +q2an +.. +qn0—qn+ ﬁ)

= 5[(a11q§ + azzq§ +.--+ aanﬁ + 28120102 + -+ ) + 2(a1Gs + @Gp + - - - + Q) + 4]

onde

Entdo vemos que T & uma fungdo quadratica das velocidades generalizadas.
O caso em que t ndo é envolvido explicitamente é de cinsideravel importancia. Agora

temos,
or; .
—1)=0,(i=1,..,N).
o) = 0.(i=1.N)
Entdo a E.C. assume a forma de uma funcdo quadratica homogénea das velocidades ge-

neralizadas:
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1 . ) . ..
T= i(allcﬁ + azzq§ t+-+ annq?, + 28120102 + -+ +).

ISy
= 5 Z Z ars(rds, Onde a;s = ag.

s=1 r=1
Neste caso, usando o Teorema de Euler para Fungdes Homogéneas, temos

qa_T+q ﬂ++q a_T—ZT
oG a0, "9
ou
qip1 + Q2P2 + -+ - + GnpPn = 2T.

2.3 Angulos Eulerianos
A orientacdo no espago de um corpo rigido é convenientemente descrita pelos trés
angulos 6, ¢, ¢ que definiremos agora.
OXYZ < eixos fixos no espago;
OX’'Y’Z’ — sdo eix0s com a mesma origem que sao fixas em um corpo;
6 = angulo Z0OZ’;
¢ = angulo entre os planos XOZ e Z’OZ medidos de XOZ — YOZ;

= angulo entre os planos XOZ e Z’OZ medidos de Z'OZ e X’0OZ’, medidos na mesma
direcdo que uma rotagdo de X’OZ’ ~ Y’'OZ’.

1°) Rotando os eixos OXYZ sobre OZ com angulo ¢ sobre eles coincide completamente
com OMLZ;

2°) Rotando OMLZ sobre OL com angulo 6 até coincidir com OM’L’Z’;

3°)Rotando OM’L’Z’ sobre OZ’ com um angulo y sobre ele até que coincidacom QX’'Y’Z’.

E bem conhecido que quando os eixos OXY sdo rotados com um angulo ¢ as novas
coordenadas no ponto (X, y) sdo

(XCos¢ + yseng, ycos¢ — Xseng).

Usando a notag¢do matricial,

x| | cos¢p seng || x
y | | —seng cosg ||y |

Segue que as coordenadas do ponto (X, Y, z) relativas aos eixos OMLZ séo
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cosyp seng O || x
—-seng cos¢ O ||V |,
0 0 1|z

(%,Y,2) = (X,y’,z') = 3 rotagdes.

X’ cosyy seny 0O || cos# O —send cos¢ seng O X
y —senys cosy O 0 1 0 —-seng cos¢ O ||y
7 0 0O 1| send 0 cosé 0 0 1 z

Entdo, por multiplicacdo de matrizes, temos

X’ cosycosh seny —cosysend cos¢ seng O X

y’ —Semycosh cosy  senyssend —sen¢g cos¢ O y |,

7 send 0 cosé 0 0 1 Z
X' COSYCOSHCOSY — Senyseng  COSYCOSHSeNy + Senyycos¢y  —Ccosyrsend X
y’ —SemyCcosHCOSp — COSYSend —SenyCcosdsend + COSYCoSy  senyrsend y [,
7 senfcoseg sengseng cosd z

Os elementos desta matriz nos ddo os cossenos diretores de OX’, OY’, OZ’ em rela¢ao
a OX, OY, OZ, e entdo, podemos observar que € uma matriz ortogonal. Se fizermos a
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transposta desta matriz teremos 0s cossenos diretores de OX, OY, OZ em relagdo a OX’,
oY’, 0Z’.

Entéo os cossenos diretores de OL relacionados a OX’, OY’, OZ’ séo (seny, cosy, 0)
seguindo que as velocidades angulares 6, ¢, ¢ sobre OX’, OY’, OZ’ sdo equivalentes as
velocidades angulares wq, w;, ws sobre OX’, OY’, OZ’, onde

w1 = Oseny — pcosysend,
w, = 6COSY + Ppsenyrsend,
w3 = $COSH + 1.

Considere, agora, um corpo rigido com cinética simétrica que é rotada sobre o ponto
O. Escolha o eixo principal de O como o eixo OX’, OY’, OZ’" movendo-se. Entdo a
Energia Cinética T é dada por

2T = Aw? + Bw? + Cw? = A(6? + ¢%) + C(pcost + §)?,

e as componentes do momento do momentum sobre OX’, OY’, OZ’ sdo

h;:A(L)]_:A

2.4 Movimento de um Piao Simétrico

Um pido simétrico & um corpo rigido que & um solido de revolug@o ao redor do seu eixo
de simetria. A imagem acima mostra este pido rotacionando ao redor de um ponto fixo
O sobre seu eixo de simetria OZ;. No instante t, suponha que OZ; fazendo um angulo 6
com o eixo vertical OZ, e seja ¢ 0 angulo que o plano ZOZ, faz com a dire¢do horizontal
fixa OX. Além disso, seja  a rotacdo ao redor de OZ;. Entdo, 0, ¢, e ¢ sdo os angulos
Eulerianos deste sistema. Seja OX; dado no plano ZOZ; com angulo reto em relagdo a
OZ, e OY; perpendicular ao plano ZOZ; tal que os eixos moveis OXy, OY; e OZ; formam
um sistema orientado pela regra da mao direita. O sistema giratério compreende ¢ sobre
OZ, 6 sobre OY;, ¢ sobre OZ;. Agora,

¢ sobre OZ = ¢ cos @ sobre OZ; — ¢ sen 6 sobre OX;
A componente de velocidade angular resultante sobre OXy, OY,, OZ; sdo
[—psen 6, 6,y + ¢cos 6]

Agora, OXy, OYy, OZ; sdo os eixos principais deste pedo. A, A e C sdo 0s momentos de
inércia correspondentes a eles. Entdo a E.C. é
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1 . 1 . 1. .
T = EA( —p sen )’ + EAHZ + EC(w + (Cos )

1 . . 1. . .
= 5A(gozsenze +6%) + 5C(W + geos 0)°

A energia poténcial do pido referente a horizontal sobre O como nivel zero é
V = Mgh cos 6,

onde M é a massa do pido e h a distancia do centro de massa G a O. Entéo,
L= 5A(<,p sen- 0+ 6°) + EC(w + ¢C0s 6)° — Mgh cos 6.

Fazendo 6, ¢, e  serem as coordenadas generalizadas, as equac¢des de Lagrange sao dadas
por
E(%) _oL_
dt\eg/ o6
isto é, ) _
AG — Ag?sen gsen 6 + Cgsen O(y + ¢ cos ) — Mghsend = 0, (2.13)



86

%[A{D sen2d + C cos 6() + ¢ cos 9)] =0, (2.14)

dr.. . .
a[C(tp cosf + |)] =0. (2.15)
Acrescido a isto, da lei da Conservagdo de Energia, T + Vv = cte, ou
EA((p sen<o + 6%) + EC(l/I + ¢ €0s )" + Mghcosé = cte. (2.16)
De (2.15), temos

¥ + ¢Cosf = n = cte. (2.17)

(2.17) significa que a velocidade angular total n sobre o eixo de simetria constante. Fisi-
camente isto segue da constancia do momentum angular sobre este eixo.
Integrando (3.12), temos

Apsend + Cncosd = D = cte. (2.18)
Das equag0es (2.13), (2.16) podemos escrever
AG — Ag?sendcosd + Cngsend — Mghsend = 0, (2.19)

AG — Ap?sen®d + 2Mghcost = E = cte, (2.20)

O movimento devido a variacdo em 6 é chamado mutacdo e aquele devido a variacdo
em ¢, processao. O movimento geral do pido sobre seu apice O é a combinacdo daqueles.

Observacgao 10. (2.18) expressa 0 momentum angular constante sobre OZ.

Caso do movimento permanente: quando o pido executa movimento permanente, 6 =
a = constante, ¢ = Q = constante. Dado que 6 # 0, (=)’ fornece

AQ%cosa — CnQ + Mgh = 0,

que mostra que existe um par de velocidades precessionarias angulares reais e distintas,
Q1, Q,, desde que C?n? > 4AMghcosa. Portanto para um giro ”n”suficientemente grande
sobre o eixo do simetria, 0 pido pode executar um movimento permanente 6 = « ao redor
da vertical sob duas possiveis velocidades angulares processionais 1, €.

Investigaco da estabilidade: (<)’ pode ser escrito Ad+f (6) = 0, onde f(6) = —Ag?sendcosH+
Cngsend — Mghsend. como f(a) = 0 da equagdo AQ?cosa — CnQ + Mgh = 0, se colo-
carmos 6 = a + £ onde ¢ € pequeno, entdo f(0) = f’(«) para primeira ordem tal que ((x)")
fica

As+ef'(@)=0 (%)
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Se pudeermos mostrar f’(a) > 0, esta equacdo se reduzira a forma & + w?s = 0
mostrando estabilidade sobre 6 = a para pequenas perturbagoes.
De (@), ¢ = (D — Cncos#)/Asen?6. Portanto,

Af(6)sen’(6) = —cosd(D — Cncosh)” + Cnsen?d(D — Cncosd) — AMghsen’6.

Diferenciando ambos os membros, colocando 6 = a e usando f(a) = 0,

Af’(a)sen®(@) = sena(D — Cn - cosa)” — 2Cn - cosa - sena(D — Cn - cose)
+2Cn - sene - cosa(D — Cn - cosa) + C?n? - sena — 4Mghsen’e - cosa
= (D - Cncosa)’sena + ¢2n® - sen*a — 4AMghsen’a - cosc.

De (@), e considerando a equagdo AQ?cosa — CnQ + Mgh = 0,

D — Cn - cosa = AQsen’a
Cn = AQcosa + Mgh/Q

Portanto,

Af'(a) = A2Q? - sena + (AQcosa + Mgh/Q)* — 4AMgh - cosa
= A’Q? — 2AMgh - cosa + (Mgh/Q)?

Logo (<) fornece

. Mgh Mgh,2

2 —
8+[Q —2(—A )COSa+(AQ)]8—O
Nesta (ltima equacdo, o coeficiente ¢ satisfaz

2~ (SO + (M) 11 — cosal > 0

sempre que a # 0.

Entdo, para @ # 0 0 movimento & harmdnico simples, mostrando que a posi¢ao 6 = «
é estavel.
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2.5 Meétodos Variacionais

2.5.1 O Calculo das Variacoes

Suponha A, b sdo pontos fixos (x1,Y1), (X2, Y2) em coordenadas cartesianas no plano.
Também suponha que f(x,y,y’) & um funcional de forma conhecida das variaveis x, v,
y’ = (dy/dx). Entdo se C € uma curva de A a B e tem equacdo y = y(x), a integral

X2
szf(x,y,y’)dx
X1

tem um valor definido quando a funcao y(x) é prescrita. O valor de | varia de acordo com
as varias formas da curva C sobre A, B.

Seja a caminho C uma caminho que torna | estacionaria e tem equacdo y = y(X) e seja
a equacdo da vizinhanca da curva C dada por y = y(X) + &n(X), onde & pequeno e n(X)
& uma funcdo arbitraria de x continua e diferenciavel satisfazendo n;(x) = 0, 772(X) = 0,
para assegurar que a curva passe sobre A e B.Entdo no diagrama PP = en(x). O valor de
| ao longo de C é assim uma funcdo de & de forma

X2
I(e) = f f(X, y+en, W en')dx

1

Assim a curva C, para a qual & = 0, torna | estacionaria, retornando a condig&o 1’(0) = 0.
Formalmente, diferenciando a equag@o acima com respeito a &, resulta

X2

I'(e) = f [rh(x. Y + .73 &) + 7 1%, Y + e "y e)]dx

X1

onde fy(X, y + en, "W en’) = d/oy(f(x,y,y’)) quandoy = y+en, ¥y = Y+ ey com
significado similar a f,,(x, y+en Wwen) =0/0y(f(x,y,y)). A condicdo estacionaria
I’(0) = 0, agora resulta

X2

f [nf,0% V. Y+ 1 f, (x, 7, Ydx = 0

X1

Agora,
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X2

X2
— — X2 d —
fnrfy,(x, y, Yjdx = [nfy,(x, y,’ﬂXl—fnd—Xfy,(x, y, Ydx
X1 X1

d _
=~ [ g xR

X1

Assim, n(x) é arbitrario, sujeito a isto & diferenciavel e desliza sobre A, B, entdo a equagdo
acima implica que

_ d _
fu(x, Y, Y- &fy,(x, y,’y=0.

Isto segue do seguinte resultado, se

X2

f 100(dx = 0

X1

para todas as funcdes n(x) continuas e diferenciaveis satisfazendo n:(x) = 0 = 1,(X),
entdo ¢(x) = 0 para todo x satisfazendo x; < x < X.

Estabelecemos que a equacdo diferencial y = y(x) de curva C ao longo da qual Ié esta-
cionaria é dada pela solugd@o da equagdo diferencial

dof(x, v,y % ¥,y _
dx oy oy =0 ()

que é uma equacdo diferencial de segunda ordem paray e é conhecida como Equacdo de
Euler-Lagrange. Esta pode ser reescrita de forma equivalente, por

Y'lyy + ¥ fyy + fyx =1y =0,

denotando as equacdes diferenciais parciais. A curva correspondente C determinada por
esta equacdo é chamada de extremo.

O caso no qual a variavel independente x desaparece explicitamente da forma de f,
tal que f = f,,, € de especial interesse na pratica. Nestas circunstancias, (¢) pode ser
reescrita como

’ /d
ou

/ 17 17 ld
' fy+y'fy) - (y'fy +yd—xfyf =0.
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Integrando uma vez, resulta
f —y'f, =cte.
que a primeira integral da Equacéo de Euler neste caso especial: isto permite a integragédo
de acordo com a natureza de f.
2.5.2 O problema Brachistochrone

Suponha que A e B sdo dois pontos no espagco mas ndo na mesma reta vertical. Suponha
que sdo ligados por uma curva plana C e que A esta em um nivel superior a B.

—_—— -

O problema de encontrar a forma de C que assegura que o tempo de queda de uma
particula de A até B sob acdo da gravidade é chamado de problema de Brachistochrone.

OX = eixo horizontal
OY = eixo vertical

OX, QY estdo no plano de a e B tal que estes pontos tem coordenadas (X1, Y1), (X2,Y2),
respectivamente. Seja v a velocidade da particula quando esta a uma distancia P(x, y) em
C entre A e B partindo do repouso em A. Entdo, fazendo m ser a massa da particula, e a
distancia de A até B sendo y — y;, temos

1

SV = mg(y — i),
em virtude do principio de conservacdo da Energia. Assim, v = 4/2g(y — y1). Seja P’ um
ponto da vizinhanga (X + 6%,y + dy) em C tal que o comprimento do arco PP’ & §s. entdo
0 tempo de transito da particula de P até P’ e 6t onde
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0s
ot=—=

1 [ oX
- l + y/2_,
v V(Y — Y1) \/@

assim 6s = /1 + (y")?6x, para a primeira ordem. Assim, o tempo total do transito da-
particula de A para B & T, onde

1+ y?'dx

L1 f 1
\/2—9X VY -V

Se precisamos escolher C que assegure que T seja minimo, sujeito a passar por A e B,
entdo o problema variacional &

X2
f f(y,y")dx = estacionario,

X1

onde f(y,y’) = (y - yn)"*(L + ("))
Entdo, x desaparece explicitamente da forma de f, e uma primeira integral é dada por

f —y'f, = cte.

Entao,

V1+Y?Vy—V1 = A(cte)
Escrevendo y’ = tany, encontramos
y — Y1 = 3A%(1 + cos2y)
X — B = —2A%(2y + sen2y)

Estas sdo as equacgdes paramétricas de um cicloide.

2.5.3 Extensdes do Método Variacional

Suponha que n coordenadas g,(r = 1, ...,n) sdo funcdes de uma variavel t (cada uma)
e que precisam da solucdo do problema variacional

t
IEff(ql,qz,...,qn;ql,qz,...,qn;t)dt:estacionario,

f1

onde a forma funcional é conhecida, t; e t, sdo fixos, e cada g, € determinado.
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Seguindo o procedimento de uma variavel simples, fazemos a varia¢ao de forma

qr = —q + Srnr (r = 1, wees n),
onde n, sdo funcdes arbitrarias somente de t e vaziasemt =t; et = t,. entdo | torna-se
uma funcdo de n variaveis & (r = 1, ...,n) e queremos a solucdo das n equagdes

(2L

68r )81:82:"':€n:0

=0 (r=1,..,n)

resultando nas equacdes de Lagrange do problema variacional

para as n coordenadas q,(r = 1, ...,n).

2.5.4 Principio de Hamilton

Supondo que T e V sdo a Energia Cinética e a Energia Potencial de um sistema
dindmico holonomico conservativo definido por n coordenadas generalizadas g,(r = 1, ...,n)
no tempo t. Escrevendo L=T-V, reconhecemos que a Equacéo de Lagrange para 0 movi-
mento do sistema séo

d (8L) oL
dt\oq,” o9,

A secdo anterior mostrou que estas sdo as n EquagOes de Euler-Lagrange que surgem
do problema variacional,

t2

f L(d1, 092, - - -»0n; G1, G2, - - -, On; t) = estacionario.

1

onde t; e t, sdo fixos. Podemos, entdo, estabelecer que durante 0 movimento de um
sistema conservativo dindmico holonomico sob um um intervalo fixo de tempo, o tempo
integral sob aquele intervalo de diferenca entre a energia cinética e a energia potencial &
estacionario. Este é o principio de Hamilton.
2.5.5 Principio da Gltima Acdo

A acdo A de um sistema dindmico sob um intervalo t; < t < t, & definido como

t2

A= fZTdt,

t1



Mark Thompson: Notas de Mecénica e Controle 93

onde T é a energia cinética.

do Principio de Hamilton, temos que t; e t, sdo fixos. Agora, suponhamos que t ndo
€ mais a variavel independente do movimento mas que o movimento depende de outras
variaveis r que assumem valores fixos nos pontos extremos. Entao,

t2

A:IZT%dr, (ry, rofixas).

t1

Poderiamos supor que pela Lei da Conservacdo de Energia
T +V = c(cte).
é valida e que T é independente do tempo. Entao
L=T-V=2T-c

e L também é independente do tempo.

Quando r estd muito proximo de r + ér, A varia para A + 5A tal que

r2 r2

6A:6f2T%dr:f[é(ZT)$+2T6(%)]dr.

rn rn

Mas §(dt/dr) = d(6t)/dr = (d(6t)/dt)(dt/dr), e 6(2T) = L. Assim,

r2
d, qdt
SA = f[éL + ZT&(cSt)]ﬁdr.

r

Além disso,

Agora denotando a diferenciagdo total com respeito a r por linha, temos
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Oy 00k Oy .,
t'k)_t_'k_(t'_g)ét
Ok

d
(t_')dr( %) - (t'_Z)_(&)
(6 ) — ( ) (dt)
(&%) e (&)

ol aL aL d
(8_(1k)6qk I;( dt( Ok) = Z Oz dt(ét)

k=1

o0k = (

Mas (;’—qu = "T e assim T & uma funcdo quadratica homogénea e as velocidades,

5o dL\d 5oT .\ d
;(qk—) § )—(Z W)dtc‘” —(ot).

n

oL = Z 6k+Z

k=1

(G om0+ (5) (aqo} dt(at)
k=1

L oL, d dt

6A = f 24 {(a—m()(&Ik) + (a_q()a(qu)} ~dr ——dr

r -

r2

L d, oL, oL d
_szl {6qka(5C'Ik) 3det( )}——dr
r
1r2 n

d{ }dt
= —< 00k dr
szl d 0qx J dr

Se assumirmos que 6qx = 0 (k = 1,...,n) em cada ponto da extremidade r = ry e r = ry,
entdo A = 0. Isto mostra que A é estacionario. Tal resultado é conhecido como o
PRINCIPIO DA ULTIMA A¢A0. Aqui, apenas estabelecemos o carater estacionario de A, mas
podemos mostrar que & um minimo.
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Para uma simples particula de massa m movendo-se ao longo de uma curva com veloci-
dade v,

to S
A:fmvzdt:fmvds,
t1 S

assim, ds = vdt. Portanto o principio de Gltima a¢do fica

2

fvds.

S

Esta formula foi originalmente desenvolvida por Maupertuis.

2.5.6 Caso Nao-Holonomico

No caso de um sistema dindmico no qual as restricdes sao expressas em termos de formas
diferenciais que ndo sdo completamente integraveis e em quais as equacdes de transformacao
das posic¢Ges das particulas envolvem aj, ..., a; (k graus de liberdade) dizemos que o sis-
tema é ndo-holonomico.

Considere o caso no qual temos s relagBes diferenciaveis envolvendo as formas dife-
renciaveis ¢' (Pfaffians)

0' = adg; + adg, + ... +aindg, =0, i=1,2,...,s

com a;, fungbes de q, .. ., qn.

6, i=1,...,s é&completamente integravel se e so se dd' AO* A...A0°=0, i=
1,...,r. (O Teorema de Frobenius, veja o livro de Choquet-Bruhut, Dewitt-Morelle,
Dillard-Bluih, cap 1V, 6.)

Considere, por exemplo, um disco vertical rolando sobre um plano horizontal. A
velocidade do centro do disco é v = a¢ na direcdo perpendicular o eixo do disco e se
OXY seja o plano horizontal e 6 o angulo com a linha perpendicular ao disco passando
no ponto de contato do plano faz com o eixo QY e X, y seja as coordenadas do ponto de
contato

vsend = asen ¢
—VC0S 6 = —a cos ¢

< X
Il

isto é dizer

' = dx—asenfdg =0
> = dy+acoséde =0
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Mas o sistema Pfaffiano (6%, 62) & ndo integravel. De fato

do* A0t A6? = acosddd Ade Adx Ady #0
d* A0 A6? = —asenfdd Adp Adx Ady #0

A primeira extensao das equacdes de Lagrange ao sistemas ndo holondmicos é devido a

Ferrers Quart, J., Math XII 1873.

Considere um sistema ndo holonémico descrito pelas coordenadas generalizadas qg, . . . , On.
Suponha que a energia cinética € T e condi¢Bes cinematicas ndo holonémicas sdo satis-

feitas:

n
ZAikdqi+det:0,k:l,...,n
i=1

Podemos pensar que o sistema é sujeito a acdo de certas forcas adicionais que forcam
estas condicOes a ser satisfeitas.

Suponha que estas forcas Q, ..., Q;, faz trabalho no sistema sW’ = YL, 6Q;5q; sob
um deslocamento (5q, . . ., Q) arbitrario, e suponha que sW = Y.L, Qi6q; € o trabalho
feito pelas forgas originais externas Q;.

Com a adicdo das forgas adicionais o sistema é holondmico e portanto as equagdes de
Lagrange séo satisfeitas:
d(aT\ oT ,
a(a—qr)—a—qi =Q+Q r=1,...,n
As forgas Q; sdo caracterizadas pelo fato que sob deslocamentos consistentes com as
condic¢Bes cinematicas ndo holondmicas instantdneas

n
SW = Z Qdg =0
i=1

Assim, escrevendo A = (Ai)
< Qj,dg; >= 0 quando A(dg;) =0
O que implica que

n
Q;:Z/lerj r=1,...,n
=

Segue-se que

d(aT oT
a(a—qr)—a—qr:Qr+/l]_Ar]_+"'+/lnArn r:1925--'5n

Ay + -+ Axln + Tk =0 k=1,dots,n

equagdes que em principio sdo suficientes determinar (Qy, ..., gn, A1, . . . , 4n). Alternativo
método tem sido dado P. Appell em 1899 (Comptes Rendus).
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2.5.7 Diferencas entre o Principio de Hamilton e o Principio de Ultima
Acao
No principio de Hamilton um intervalo de tempo t, — t; foi préviamente estabelecido.
No principio da Gltima Acdo, no entanto, o intervalo de tempo ndo possui configuragdo

restrita. No @ltimo caso, escolhemos um intervalo de tempo fixo e os pontos r = ry e
r = r, escolhemos pontos fixos e prescrevemos a energia total do sistema (T + V).

Para ilustrar os dois principios, considere 0 movimento da particula sob a¢do da gravidade
como na seguinte figura

Entdo, em P(x,y)
1 . 2 . 2
T= Em(x +vy9), V =-mgy,
se fizermos OX como o ponto zero da Energia Potencial. Entdo,
L= Em(x + YY) + mgy.

to
O Principio de Hamilton requer que f Ldt seja estacionario e produz as seguintes Equacdes
t1

de Lagrange

dfoL) _ oL _

dt(z?)'() ox 0
Q(&) _d_9
dt\ oy ay —

ou
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X =0,
j-g=0.

Estas sdo as equag¢es do movimento de um projétil movendo-se no vacuo sob acdo da
gravidade. Nao ha restricdes impostas ao longo do caminho e o principio de conservagao
de energia é usado. Tais equacdo sempre valem sobre algum intervalo de tempo prescrito.

Quando A e B sdo soltos em uma curva lisa, a lei da conservacdo da energia é respei-
tada e do principio de Gltima acdo de Maupertuis segue

B

fvds = estacionario;
A

ou, se (1/2)mv2 = mg(y — y1) e ds = (1 + y’?)2dx,
f VY =y14/1 + y’2dx = estacionario.
X1

Neste caso, x desaparece explicitamente do integrando e é facilmente verificado que a
solucdo para y € uma trajetoria parabolica sobre os pontos extremos.

2.6

2.6.1 A Funcéo de Acao

Em geral as equacdes de Hamilton (6) pode ser integrado e a solu¢do expressa-se na forma

qi = qi(cla CZ,' . -,CZn,t)
Pi = pi(C1,Cas ... Con,t) T=1,2,....n (2.21)

Onde ¢y, Cy, . .., Con SA0 2N constantes de integracdo. Se estes valores sao substituidos em
H, entdo H vira uma funcdo de t e as 2n constantes de integracdo. Isto é dizer que

H =H(Cy,...,Con,t) (2.22)
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Da teoria de equac0es diferenciais ordinarias nao lineares, sob diversas condi¢Ges é possivel
estabelecer a diferenciabilidade de 7 em termos de c;

oH oH ap. OH aq.
0Cx Z opi ack Z 0Q; 8ck

,Opi ' q. ~ .
Z di ac, Z pi— das equagdes de Hamilton

- — ﬂ . .
ocy ZJ Pidi — 5 Z Pi e identidade

, OH _ 9L _ 9
Vs 5o 2P~ G = e = TV

obtemos que

aq.

2.2
P e (2.23)

d
a_ck‘T‘ U=

integrando
_ aclio
- f Ldt = Zp. 3 po'e (2.24)

com pio = Pi(to), Gio = di(to), a fungdo
t
5= [ -u (2.25)
to

foi chamado por Hamilton a funcdo principal do sistema.

2.6.2 A equacao de Hamilton-Jacobi

Da definicdo de S, podemos considerar S e as coordenadas como fungdes de t e as cons-
tantes de integrais cy, . . ., Co,. Denominaremos variagdes em termos destas constantes por
é, entao

S = Z —6ck 5g = ) —L8cy

Multiplicando por (11) ¢k e somando
oS = Z pida; — Z PiodTio (2.26)
i i

Resolvendo por ¢ em termos de g e Qo

S =5(As---»0n, 0105 - - - » Gno» ) (2.27)
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e
oS oS
6S=) —6qi+ ) —6 2.28
0Qi Qi aqlo Qio ( )
Comparando (2.26) e (2.27)
0S 0S .
—=pi e —=-pjp i=1,...,n 2.29
a4 p 000 Pio (2.29)

(2.29) formam um conjunto de soluc¢des das equag¢des de Hamilton.
Vamos derivar (2.27) com respeito t

S’ = @4_2@(}’

e dado que por definicdo S’ =T —U = Le ), pig/ = L+ H, segue-se que

0S

Eer(t Jts--->0ns P1s----Pn) =0

e utilizando (2.29)
dS dS

0S
—+7‘{(tql,...,qn,aq ..,E
n

=0 2.30
= ) (2.30)
Jacobi estendeu o argumento de Hamilton na seguinte maneira. Chamamos uma soluc¢éo
completa de (2.30) uma funcdo S (q, ..., 0n, @1, ..., an, t) contendo ay, .. ., a, constantes
arbitrarias que substituida em (2.30) satisfaz identicamente. Existe uma independéncia
funcional no sentido que

6&,
Suponha que existem constantes 8,1 = 1,...,n e consideramos solugdes de
0S oS .
= = = :1,...,n 231
P50 P | (2.31)
onde S é a solugcdo completa de (2.30).
Entdo, diferenciando g; = g—j com respeito a t
0°S 0°S
q;=0 (2.32)

Gadt L4 ey
e derivando (2.30) com respeito a a;

07—(8[31 _
8& ﬁt Bpj oq;
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a°S Z OH &S

= 2.33
Oa;ot ap; 09;0a; ( )
De (2.32) e (2.33) obtemos que
a%S
q; — — =0 i=1,... 2.34
Z(, 50300 =0 1= (2.34)
. 0°S
Mas por hipotese # 0ede (2.34)
jﬁai
oH
=0 2.35
. 0S .
Agora vamos derivar p; = e com respeito a t para obter
, S N 0’s
b= aqiot 44 9904 o
0%S 0’S oH
= — 2.
dqot * Z4 ada; op, (2:30)
usando (2.35). Derivando a equacéo (2.30) com respeito g
d%S S oH
= — 2.37
5Qi5t 5q| Z 99;0q; Op; (237)
e substituindo (2.37) em (2.36)
oH
f = 2.38
(2.35) e (2.38) sdo as equacdes de Hamilton.
Observagéo 11. Se o tempo ndo entra explicitamente em H é possivel tomar
S = —aqt+ Sl(qla- «.sQgn, a1, .. .,an) (239)
e a equacdo de Hamilton-Jacobi é
S, 0S4
Ha,...,0n —,...,—) =«
(ql Un 8(]1 aqn) 1

Neste caso é suficiente encontrar uma fun¢@o S1(Qs,...,0n, @1,...,@y) contendo n — 1
novas constantes a,, ..., an. O conjunto de integrais nestas situa¢des tem a forma:

_881 __081
ﬁl_c’)al t ﬁ'_ﬁai
0S 0S1 .
P1 = — pi:—1 1=2,...,n

0q1 o
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etomando B; = —ty, t—tp = 2—2 Nesta situac@o ocorre quando o sistema é conservativo e

H=T+U
e H@i,...,0n P1,---,0n) = a; = constante de energia

2.6.3 Relagdes entre Mecanica classica e Mecanica Quéntica

O caminho dos raios de luz sdo trajetorias ortogonais as superficies de onda. Desprezando
o fendmeno de difracdo, podemos calcular o caminho dos raios em fung¢do do principio

de Fermat:
P1 P1 1
6f nds:éf —-ds=0 (2.40)
Po p, U

onde u é a velocidade de fase (fazendo o indice de refragdo como uma fung@o de posicao).
Entretanto, se o0 objeto em analise for da ordem de magnitude de uma onda de luz, o uso
de oGtica geométrica simples é inadequada e o fendémeno relacionado com difracdo nao
podera mais ser descrito em termos de raios de luz.

Um principio extremal similar (Hamilton) é aplicado para os caminhos de particulas que
obedecem a Mecanica Classica. A analogia com a 6tica torna-se particularmente evidente
se restringimos as Orbitas de comparagdo aquelas com a mesma energia total. 1sso é
equivalente a passar do Principio de Hamilton para o de Maupertuis. Do Principio de
Hamilton para uma particula, temos

ty 1y 1

0=6 f (2T —E)dt =6 f 2T =6 f mv2dt (2.41)
to to to
Introduzindo o caminho da particula como uma variavel de integracdo no lugar do tempo,
obtemos
11 ds 11 ty

0= 5f mv—dt = 5f mvds = 6f vds (2.42)

to dt to to

pois m = constante

Comparando (1) e (2), percebemos que se quisermos associar ondas com particulas movendo-
se com as leis da Mecanica do mesmo modo que as ondas de luz estdo associadas com

0s raios de luz, precisamos fazer u « \% de modo que o Principio de Fermat seja valido
para as ondas de matéria. No que segue, continua-se a discussdo feita em Joos [2] (pag.
693-696).

Seja U a energia potencial, T a energia cinética e E a energia total, entdo a relacdo

1 [2
E-U=T==mV v=,/—(E-U 2.43
SV v m( ) (2.43)

m
% ki C oy (2.44)

Além disso,
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ondeC = /7.

Em 1924, de Broglie sugeriu que a distribui¢do de particulas como os elétrons deveriam
ser calculados por uma teoria ondulatéria. A energia de um foton e igual a 7iv e a massa
m é dada por 7iv = mc?, onde c é a velocidade da luz. A velocidade de um foton é igual
a c e seu momento &€ mc = Av/c. O comprimento de onda A das ondas associadas com o
foton é igual a c/v. A proposta de de Broglie é que relagdes semelhantes sdo validas para
elétrons e ondas associadas. Desta forma, procuramos introduzir uma freqiiéncia E = fiw
onde 72 = 1,05459.107%" & a constante de Planck e w & a freqiiéncia de onda. Dessa forma,

u= _c (2.45)

Viw - U

Isso significa que a velocidade de fase u depende de w, logo, existe dispersdo quando
ondas sdo introduzidas. Num meio de dispersdo é necessario distinguir entre a velocidade
de fase u e a velocidade de grupo ug = v. Portanto, recordamos a nogéo de velocidade de
grupo. Considere a onda dada por ¢ = sen 2T’T(x — ut), A sendo o comprimento da onda e
u a velocidade da onda. Coloque k = 27” w = % = 2zv. Suponha que examinamos a
interferéncia de v com ¢, correspondendo a k’, w’:

k+k’ cu+a/t cos k -k’ _w—a)’t
2 2

w+w:sen( X~ X
epondodk =k -k, 6w = w — '

ok 6
W +y’ = cos (?x - %t) sen (kx — wt), ok, dw < 1.

Definimos a velocidade de grupo ug = % ou

dy) @ d
Ug ~ d(%)—Tﬂ%+U:—/lﬁ+u
_ dv :dhv
d(3) d(})
Assim temos,
da(e) 1 1 w dw

JE(E-U) J2(fw - V)

Resolvendo a integral, obtemos

1 hiw
VA= 0) = 0 = (247)
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O comprimento de onda da matéria & dada por

=Y i ___* (2.48)
w  \2m(hw -U)  2m(E - U)

e numa regido livre de forgas (gravitacionais), temos

h h
= = — (2.49)

V2mg mv

pois
1, , 2E 5

E = Emv = V= o = 2mE = (mv)- = V2mE =mv (2.50)

Passando de uma regido onde U = 0 para uma onde o potencial U existe, corresponde a
entrar na regido cujo indice de refracdo é

N=4/—— (2.51)

Se u & uma func¢do de posi¢do, temos um meio com indice de refracdo variavel na qual as
trajetorias ortogonais das superficies de onda sdo curvas.

Se o comprimento da onda de Broglie de um elétron que é atravessado por uma diferencia
de potencial V & calculado por (2.49), obtemos com Wilson [3] (pag. 96)

Ve = mocz{; -1} (2.52)
1-(3)7

onde m é dada por m = my + ‘é—f mo & a massa de um elétron em repouso e v é a velocidade
do elétron. Substituindo (2.49) em (2.52) e fazendo algumas simplificacGes, obtemos

h
1= ¢ (2.53)
vVe(2moc? + Ve)
Notar que quando 7= & pequeno, teremos
h 150
A= —— 2108,/ 2.54
\V2Vem, \ (254)

Isso mostra que os elétrons cuja velocidade & de centenas de volts ou milhares de volts
estdo associados com os comprimentos de ondas dos raios-x.

Se quisermos modelar o fenémeno de difragdo em Otica, devemos usar a equacao diferen-
cial de onda

o’y
o7 = WAV (2.55)
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onde " e
U= @ - (2.56)
V2m(hiw — U)  v2m(E — U)
Resolvendo (2.55), temos
27ri(E)t
Y=ye " (2.57)
Substituindo (2.57) em (2.55), obtemos a famosa equagdo de Schrodinger
2
A + 8’;_12'“(5 — U =0 (2.58)

Essa equacdo tem o mesmo significado em mecanica atdmica que tem a equacdo de
Hamilton-Jacobi

0S
H(—.q,) = E 2.59
(8qk 0) (2.59)

em mecanica celeste.

Deveria ser enfatizado que o principio de correspondéncia evidente aqui tem que ser apli-
cado com cuidado. De fato, problemas podem ser encontradas com os operadores intro-
duzidos (veja, por exemplo, o livro de Abraham & Marsden [1], se¢do 5.4 onde onde é
encontrado uma discusséo do artigo de Van Hove, Sur certaines representations unitaires
de un groupe infini de transformations,Mem de I’ Acad, Roy de Belgique) (Classe des Sci)
t. XXVI 61-102.
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Capitulo 3
PARTE I

3.1 Enunciado do Problema de Controle Otimo

Para enunciar este teorema vamos convencionar as notagdes que seguem. Seja U um
conjunto fechado de E™; t, x, u variaveis em E*, E" e E™, respectivamente; f(t, x,u) uma
funcdo vetorial

f:E'XE"XE™— E" (3.1)

continua com derivada parcial de primeira ordem continua com respeito as coordenadas
de x. Seja ¢(to, t1, Xo, X1) a fungado vetorial
¢:E'xE'xE"x E" — EK (3.2)

que é de classe C*.

Seja U um conjunto de funcdes continuaa (por partes) u(t) com valores em U, cada
funcdo de u(t) sendo definida no mesmo intervalo [to, t;], que difere para diferentes ele-
mentos de ¢/. Um func&o u(t) em U pode ser chamada controle. O conjunto U de
controles tem a seguinte propriedade:

e Seu(t) definidoemty <t<tjestaemUeparai=1,...,p,vieUeri—hi <t <
sdo ndo sobrepostos nos intervalos de intersecgdo de [to, t;] entdo

fi(t) = Vi seti—hi<t<m - (33)
u(t) setelty,t1] e ¢ aumdosintervalos 7y — hj <t < 7

estaem U.

Para um controle u(t) definido em [to, t;] a solugdo em x(t) da equacéo diferencial

% = f(t, x(0), u(t)) (3.4)

no intervalo [to, t;] com condicdo inicial x(tg) = Xo sera chamada de trajetoria correspon-
dente ao controle u(t) e condigdo inicial xo. O valor de x(t) no tempo t & chamado de

109
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estado do sistema no tempo t. A equagdo (3.4) é chamada a equacdo do movimento do
sistema. Frequientemente nossas discussdes envolverdo o controle e suas correspondentes
trajetorias. Se x(t) aparece sem mencdo na formula, e entendido que o controle e sua
condigdo inicial foram especificados e que x(t) é a trajetoria correspondente a u(t) e Xo
sob (3.4).
A primeira componente de ¢ avaliada em (to, t1, X(to), X(t1)), onde x(t) é a solucdo de
(3.4),
¢1(to, ta, X(to), X(t1)) (3.9)

€ o indice de performance ou critério de performance do sistema. Para indicar a de-
pendéncia da performance no estado inicial X, = X(tp) e controle u(t) podemos denotar a
performance por

J(Xo, U) = ¢1(to, t1, X(to), X(t1)). (3.6)
Os proximos k — 1 componentes de ¢ sdo definidos pelas equacdes

¢j(t0,t1’ X(t0)7 X(tl)) =0 J = 2’ T k (37)

condigOes finais das trajetorias do sistema. Um par (Xo, u), de uma condicdo inicial Xg
e um controle u(t), pode ser dito admissivel ! se ha uma solugéo x(t) para (3.4) em [to, t1]
com condicdo inicial x(tg) = X e condicdes finais de controle (3.7) satisfeitas por x(t). ¥
denota a classe de pares admissiveis (Xg, U).

O problema de controle 6timo é encontrar na classe & um elemento (Xq, u) tal que
o indice de performance correspondente ao indicado em (3.6) seja minimizado. Um par
(Xo,U) de F que alcance este minimo pode ser chamado condi¢do inicial 6tima e um
controle 6timo.

Note que a trajetoria e o indice de performance indicada em (3.6) sdo inalterados
se o0 controle u(t) correspondente é alterado de modo a ser continuo a esquerda. Entdo
podemos assumir sem perda de generalidade que U & uma classe de fungdes de controle
continuas a esquerda por pares. Para abreviar a notacdo e poderia ser usado para denotar
(2n + 2) "tuple”de pontos finais.

e = (to, tz, X(to), X(t1)). (3.8)

3.2  Enunciado do Principio de Pontryagin

A derivacgdo das condigdes necessarias para otimizagdo do problema do controle 6timo,
que é a prova do "Principio de Pontryagin”, é extremamente longa.

As condi¢bes do "Principio de Pontryagin”reduzem a computacdo de um controle
otimo para a solugdo de um problema com dois pontos de fronteira para um conjunto

de equacdes diferenciais juntamente com a minimizagcdo da condi¢cdo dada. Em muitas

'Note que um par possivel também depende de to, t; e 0s pontos finais no intervalo [to, t;] nos quais o
controle u(t) é definido.
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aplicacdes importantes o controle 6timo tem sido computado pela uso deste principio. No
entanto, na solucdo de exemplo complicados de problemas de valores de contorno com
dois pontos podem ser dificultados. Métodos computacionais usados anteriormente fazem
um ataque numeérico direto na otimizacao dos problemas e continuam sendo amplamente
utilizados, Kelly[1], Bryson Denham [1], McGill [1]. A teoria e 0 uso destes métodos
numeéricos diretos &€ uma importante parte do sugerido. No entanto, ndo sera discutido
aqui. Veja Falb deJong [1], Dyer McReynolds[1], Polak[1],[2] para uma discussdo destas
técnicas.

3.2.1 Teorema: Principio de Pontryagin

A condigdo necessaria para que (X;, u*(t)) sejam uma condicdo inicial otima e controle
otimo para o problema de controle 6timo sdo a existéncia de um vetor ndo-nulo k-dimensional
Acom A; < 0 e uma fungdo vetorial n-dimensional P(t) tal que parat € [to, t;]:

P(t) = —P(t)" fx(t, X" (), u"(t)); 3.9)
parat e (to,t;) eue U
P(t)'[ fx(t, X" (t), u) — fiu(t, x*(t), u*(t))] < O; (3.10)
P(t)" = X'¢y(e); (3.11)
P(to)’ = —A' ¢y, (8); (3.12)
P(ty)" fx(ty, X'(t2), u"(t2)) = —A'¢,(e); (3.13)
P(to)’ fx(to, X" (to), U"(t0)) = ="y, (€). (3.14)

Se f(t, x, u) tiver uma derivada parcial continua f(t, X, u), entdo a condigcdo

t

P(to) fi(t, X" (1), u™(t)) = A"y, (to, tr, X" (o), X" (1)) + f P(s) fa(s, x(s), u™(s))ds  (3.15)

para cadat € [to, t1].
A guantidade
H(t, x,u) = P(t) f(t, x,u) (3.16)

é geralmente chamada Hamiltoniano em analogia com a quantidade correspondente utili-
zada em mecanica classica. A condicdo (3.11) pode ser expressa como

rpe%x {H(t, x*(t), u)} = H(t, x*(t), u*(t)) (3.17)

e & chamado principio do maximo de Pontryagin. As condi¢Bes (3.12) - (3.15) sao
generalizagOes das condicdes encontradas em calculo de variagdes e problemas de con-
trole 6timal Bliss[2], p.202, Pontryagin et. al.[1], p.49 chamadas condi¢cGes transversais.
As equagdes dadas no principio de Pontryagin sdo chamadas equagdes adjuntas.



112

Um controle pode ser chamado extremal se (3.10) - (3.15 sdo satisfeitas e as tra-
jetorias correspondentes satisfazem as condic¢es finais (3.7). Assim, as condi¢bes do
principio de Pontryagin sdo condi¢cdes necessarias para otimizacdo (cada controle 6timo
deve ser um extremo); no entanto, as condi¢cbes ndo precisam ser suficientes para a
otimizacdo que aqui podem ser controles extremos, que ndo sdo 6timos.

Poderia ser visto na demonstracao deste principio que a condi¢do (3.17) & uma implicacdo
das condi¢des (3.11) e (3.15). No entanto, verificar se a trajetoria & extremal ndo ne-
cessario (3.17). A formula (3.17) implica H(t, x*(t), u*(t)) ser continua embora o controle
u*(t) possa ser descontinuo.

Observacdo 12. Se no enunciado do Teorema para P(t), P(t) for substituido por P(t) =
yP(t) e no lugar de A colocarmos 1 = yA onde y onde gama é um ndmero real positivo,
entdo as eq. (3.10) - (3.15) continuas e validas se puder ser determinado considerando
que 1; < 0, entdo uma constante y pode ser selecionada tal que A; = —1. Por esta razéo,
no caso em que A; < 0 podemos sem perda de generalidade assumir que A; = —1.

Existem problemas para os quais A; deve ser nulo. Estes problemas s&o chamados
abnormais. Suponha que um controle u(t) & um controle extremal com A; = 0. Note,
de (3.10) - (3.17), se o problema de controle original é substituido por um problema de
controle com as mesmas equag¢des do movimento, conjunto de controle, condi¢des finais,
e por algum outro indice de performance ¢1(€), que 0 mesmo controle & extremo para
0 novo problema. Deste modo, para um problema abnormal as condi¢es necessarias do
principio de Pontryagin ndo envolvem o indice de performance, mas ja estdo especificadas
pelas equacdes do movimento, conjunto de controle, e condicdes finais.

3.3 Enunciado do Problema de Aterrissagem na Lua

Considere o problema de uma espagonave tentar aterrissar na Lua usando uma quanti-
dade minima de combustivel. Para definir uma versdo simplificada deste problema, seja
m a massa, h e v denotam a altitude e a velocidade vertical da espagonave sobre a Lua,
e u denota 0 empuxo do motor. M denota a massa da nave sem combustivel, hg e vg a
alttitude e a velocidade vertical iniciais da espagonave. F é a quantidade inicial de com-
bustivel, @ a propulsdo méaxima atingivel pelos motores da espagonave, k uma constante,
e g a aceleracdo gravitacional da Lua. A aceleracdo gravitacional g pode ser considerada
constante proxima a Lua. Asim, as equacdes do movimento da espagconave sdo

h=v
V=—-g+iu (3.18)
m = —ku

O empuxo do motor da espaconave € o controle do problema. Suponha que a classe U
das funcdes de controle sdo todas funcdes continuas, por partes, u(t) definidas no intervalo
[to, t1] tal que

O<ult) <a (3.19)
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E natural usar para tempo inicial, t, = 0, e tempo final t; (primeiro tempo ao atingir a
Lua). As condicOes que devem ser satisfeitas em t; e t; sdo

hO)—hy=0, v(0)=vo=0, mO) ~M—-F=0, ht)=0, v(t.)=0. (3.20)

O problema é aterrissar usando uma quantidade minima de combdastivel ou, equiva-
lentemente, minimizar —m(t;) sob a classe U

3.3.1 Extremais para o Problema de Aterrissagem na Lua

Vamos aplicar o principio de Pontryagin para calcular o controle extremo do problema de
aterrissagem na lua. Este problema foi primeriamente resolvido por Miele[1], [2]. Nossa
discussao esta fechada pela de Meditch[1]. O calculo é longo e complicado, no entanto,
esta bem ilustrada por muitoas das caracteristicas envolvidas na computagdo do controle
“extremal”.
Referente ao enunciado do problema de aterrissagem lunar logo acima seja (X1, X2, X3)’' =

(h,v,m)’. Fixando ty = 0 e Xg = (Xo1, Xo2, X03)” = (ho, Vo, M + F)’. Os valores finais de h e
v sdo nulos, tal que x3; = 0, x3» = 0. A funcdo vetorial f da equacdo do movimento é

X2
f(t,x,u) = [ —-g + X3'u (3.21)
—ku
Assim, as equacdes do Teorema do Principio de Pontryagin sdo
_ _ _ 01 0
(P1(t), P2(t), P3(t)) = —(P1(t), P2(1), Ps(t))[ 0 0 —xa(t)u(t) ] (3.22)
00 0
ou
Bl =0, Paft) = =Prl0. Pa() = Paltra() Pu() = Pallg 6239
3
A inequagdo (P’(t) = [f(t, x*(t),u) — f(t, x*(t), u*(t))] < 0) na forma
(maxueu {H(t, x*(t), u)} = H{(t, x", u")}) e
max(PA(t() + P ~9) ~ PoOkul
ut) (3.24)

= P1(0)%a(t) + Pa(t)( g) — Ps(t)ku(t).

Xs(®)

Definindo a funcdo vetorial ¢(to, t1, Xo1, Xo2, X11, X12, X13) correspondendo para a fungao
performance ¢ (o, t1, X, Xt,) € as condicdes finais
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¢i(to,tr, X0, X)) =0 (J =2,...,K), (3.25)
temos

—X13
to
Xo1 — ho
&(to, t1, Xo1, Xo2, X11, X12, X13) = Xo2 — Vo (3.26)
Xo3 — M-F
X11
X12

Conseqiientemente, as condigdes necessarias que tornam (X, Us) uma condicdo inicial
do controle 6timo para o problema de controle 6timo sdo dadas por

(P1(t), Pa(t1), Pa(ty)) = (6, A7, —A1) (3.27)
(P1(0), P2(0), P3(0)) = —(43, A4, A5) (3.28)
Pultralt) + Po)] oy - 9] - Paltut) =0 3.9
u(0) B
P1(0)x2(0) + P2(0)] = = 9] = Po(Oku(0) = 4 (3.30)
u(t)
P1()Xa(t) + Pz(t)[m — 9] = Ps(t)ku(t) = constante (3.31)

para todo t € [0,t;]. Observando as equacdes (3.29) e (3.30) vemos que a constante em
(??) € 25, e que 2, = 0.
As condicdes (3.24) e (3.18) implicam que um controle externo u(t) deve satisfazer

3.32)
Pa(t) (
se )é—(t) —kP3(t) > 0.

Primeriamente vamos mostrar que um controle para o qual u(t) & nulo sobre um inter-
valo inicial e entdo alterna para « sobre um intervalo final apropriadamente escolhido é
extremal.

Em um intervalo [r,7] no qual u(t) = 0 as solucdes de (3.18) séo

P2
o) = {o se 220 — kPy(t) < 0

hy = -3 i Vvt — 1) + h(e)

v(t) = —g(t — 7) + v(7)
m(t) = m(7).

(3.33)

Em um intervalo [7,7] no qual u(t) = a solugdes de (3.18) sdo
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m(7) — ka(t — 1) N t—

mo:-%mpq¥+ T v@)(t - 1) + h(7)

m(7) k
— kat —
v(t) = —g(t—1) - % In m() m(j)(t 7) + V(1) (3.34)

m(t) = —ka(t — 7) + m(7).

Vamos determinar os locais geométricos dos pontos, (h, v) 0s quais podem ser pontos
finais de um segmento no qual u(t) = e e h = 0, v = 0 é satisfeito no tempo. Considerando

h(r) =0, v(r) =0, h(r)=h, v(r)=v, mr)=m=M+F, 7—-7=5
e substituindo na equacgdo logo anterior, resulta

h—1952 m—-kas, m-kas s
"2 Ka m k
m — kas (3.35)

V= s+lln
_g k

Substituindo a segunda equagdo na primeira, obtemos

1 , m m-Kkas s

V=gs+ K In

Isto descreve a altitude inicial e a velocidade com a qual a ocorre a aterrissagem h = 0
e v = 0 sdo possiveis pelo uso do empuxo total @ no tempo s.
Para o problema ser real a relacdo que segue deve ser valida.

E > O (3.37)

Isto implica que a propulsdo inicia com taxa maxima, a propulsdo para a razdo de
massa inicial € maior que a aceleragdo gravitacional tal que ocorra desaceleragao.

Se a espaconave queima combustivel com uma taxa ka a quantidade total de total de
combustivel poderia ser queimada em tempo F/ka. Plotando as equaces (3.35) e (3.36)
sob a condicdo acima, isto &, (/M + F) < g para 0 < s < F/ka resulta numa curva no
segundo quadrante do plano (v, h) conforme a figura a seguir.

Esta curva poderia ser chamada de curvade ajuste. Para a constru¢éo desta curva, sua
interpretacdo é a seguinte: se a espagonave esta em um ponto (v, h) na curva correspon-
dente ao parametro s e se isto resultaa maxima taxa « entdo podemos atingirv=0,h =0
em um tempo s.

Se a espaconave esta livre ela poderia seguir (3.34). seemt = O elaestaem vy, hp e a
trajetoria é livre, a primeira das duas equagdes de (3.34) implica que segue a parabola
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h=hy - %(VZ — V) (3.38)

na direcdo de decaimento de v para (v, hy).

Se (o, ho) & um ponto plano (v, h) tal que esta parabola intercepta a curva de atualizagcdes
em um ponto (v, h) parametrizado para um valor s para o qual 0 < s < F/ka. Seja t de-
notando o tempo que a espagonave levaria em uma trajetoria livre. Poderiamos mostrar
que o controle

0, sel0<t<
u(t):{ T (3.39)
o, SeT<t<T+S

€ um controle extremo. Isto seria correto se for mostrado que podemos escolher A tal que
(3.23), (3.24), (3.27) - (3.31) sejam respeitadas.

Observando a figura anterior vemos que a velocidade da espagonave no tempo 7
usando o controle u(t) citado é negativo e & dado por vy — gr. As condi¢des (3.23), (3.27)
e (3.28) sdo satisfeitas por

Pi(t) = 15 = 4
Pg(t) =At—Ay = /le(tl - t) + A7
A5, 86 o <t<ty (340)
P(t) = i) o
3() —/15+f%dt, se Tstl
Definindo r(t) por
r(t) = Py(t) L kPs(t) (3.41)
— M2 X3(t) 3 .

Das equag0es iniciais do movimento da espagonave, (3.23) e (3.28),

r(t) = 43 %(t) (3.42)
Da equacgao (3.40) e (3.32), temos
r(T) = (/13‘[' — /7.4) M :_I'-_ = + As k=0 (343)
De (3.30), (3.31), (3.29),e (3.39),
—A3Vo+ 449 =0 (17.1.23) (3.44)

Destas duas Gltimas, obtemos
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kg(M + F) kvo(M + F)
A3=Ag———=, 4= Ag——m—= 3.45
3T g 4= AT T 97 (3.45)
Substituindo na equagao (3.40)
t
kM +F) ((gf-vo) -
P3(t) = A5|1 — dt t<t A4
3(t) = As| o gr O | ser<t<t (3.46)
Se escolhermos 15 = =1 e A, = 0, A3 e A4 sdo feitos de acordo com (3.45), P4 (t),

P,(t) e P3(t), 15 e A7 dados por (3.40, entdo vemos que (3.23), (3.27), (3.28) e (3.30) sdo
satisfeitas. Observe que o integrando em (3.46) € positivo e o coeficiente da integral é
negativo pois vo — g7 < 0. Assim, se P3(t;) = —1; entdo A; < 0. Aescolhade 215 = -1e
(3.42) implica A3 > 0, logo r(t) é estritamente crescente. Por (3.43), r(r) = 0 implicando
que as condi¢cbes de controle sdo satisfeitas por (3.23) e (3.30). Assim, temos que (3.39)
€ um controle extremo.

Agora, poderiamos mostrar que (3.30) é a Unica lei de controle extremo. Entdo po-
deriamos mostrar que uma lei de controle extremal pode ir mais de uma vez de zero até «
e de a a zero.

Se A3 # 0, segue de (3.32) e de (t) = A5 x;'(t) que neste caso (3.41) implica que r(t)
é estritamente monotonica. Se A3 = 0, (t) = 13/x3(t) 0 que implica que r(t) é constante.

De (3.32) poderiamos observar que, se r(t) # 0 em (3.32) implica que u(t) é constante.
Ent&o, apenas precisamos mostrar que A3 = 0 e r(t) = 0 ndo podem ocorrer mutuamente.
Se A3 = 0, por (3.23) e (3.28), P1(t) = 0. Se Py(t) = 0 er(t) = 0, de (3.31), P,(t) = 0.
Se P,(t) = 0 e r(t) = 0, (3.40) implica que P3(t) = 0. Assim, (Py(t), P2(t), P3(t)) é o
vetor nulo. Isto implica a (3.23) que seu vetor € identicamente nulo e a (3.27) - (3.30) que
A =0, contradizendo A # 0.

O proximo passo &€ mostrar que se Vo e hy estdo na curva um controle para o qual
u(t) = « e entdo u(t) = 0 ndo pode satisfazer as condicdes finais. Se ha tal controle, o
segmento da trajetoria sob a qual u(t) = 0 tem a forma (3.33). Esta trajetoria tem v(t) = 0
somente no tempo

t= @ + 7.
Se h(t) = 0 neste tempo de relagdo
_ V()
() = -5

deve ser satisfeito. N&o é dificil mostrar, que para a altitude e velocidade iniciais sob
a curva, a trajetoria é de forma (3.34), na qual u(t) = «, sob a superficie da Lua. Mas
ndo significa que as condicdes finais sejam satisfeitas. Assim se a altitude e a velocidade
iniciais estdo sob a curva de controle (3.39) é a (nica forma para satisfazer as condi¢des
finais.
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Observagao 13. Se inicialmente a espagonave tealtitude e velocidade (hy, vo) abaixo da-
quela curva constantemente atualizada uma aterrissagem suave ndo & possivel, devido
ao consumo de combustivel em toda a trajetoria ter impacto na Lua com velocidade ndo
nula.

Se a altitude e velocidade iniciais estdo acima da curva (3.35), (3.36), mas tal que a
parabola (3.38) intercepte esta curva em (h, s) correspondente ao valor de s maior do que
F/ka, uma curva constantemente ajustada ndo pode ser arquivada.

Se é possivel ter uma curva constantemente ajustada para todos os pontos, entao existe
um controle que fagca a espagonave seguir esta curva e consumir um minimo de com-
bustivel.

Tal controle deve ser um extremal, logo deve ter a forma (3.39). Para as condig¢oes
para as quais a parabola (3.38) intercepta a curva ajustada no ponto correspondente a um
valor s maior do que F/ka da espagonave usando um controle do tipo (3.39). Deste modo,
ha um intervalo final de consumo nulo contradizendo que o controle tem a forma (3.39).

3.4  Resultados Preliminares

Teorema 3.4.1. Seja A(t) uma matriz n x n, G(t) um vetor de dimensdo n de funcdo
continua por partes definida em um intervalo [to, t;], € Yo um vetor de dimensdo n. Entdo
se T € [to, t;] tem solugdo Unica igualmente continua por partes e diferenciavel da equagéo
diferencial

y =A@y +G(t) (3.47)
no intervalo [to, t;] satisfazendo a condigcao
y(7) = Yo (3.48)

O sistema do vetor de equacdes diferenciais

P=—A{t)P (3.49)

é chamado sistema de equagOes diferenciais adjuntas das equacdes (3.47) ou mais
especificamente, equacdes adjuntas. Pelo teorema (3.47) existe uma Gnica solucdo para
uma dada condi¢d@o de contorno. se y(t) € uma solucdo de (3.47) e P(t) uma solucdo de
(3.49),

%P(t)’y(t) = —PO'AQY®) + PO'ADY®) + PO'G(1). (3.50)

Para dois tempos 7; e T, uma intetracdo de 7, a T, em (3.50) estabelece uma formula
importante
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T2

P(r2)'y(r2) — P(r2)'y(r1) = f P(H)G(t)dt. (3.51)

1

Os proximos teoremas expressam a dependéncia das trajetarias correspondentes nos
parametros de varias transformacdes.

Teorema 3.4.2. Seja fy(t, x, u) continuo. Para 0 < & < n, x*(t) as solugcdes de
x = f(t, x(t), u(t))

correspondentes aos controles u(t) + ev(t) com a mesma condigdo inicial x°(ty) = Xo.
Entéo,

X®(t) = x(t) + eox(t) + o(t, &) (3.52)

onde 6x(t) é a solucdo de

sxt) = fo(t, X(t), u(t))ox(t) + fu(t, X(t), u(t))v(t) (3.53)
em [to, t;] com condicéo inicial
oX(to) = 0. (3.54)

Teorema 3.4.3. Para uma variavel real &, seja x*(t) a solucdo de x = f(t, x(t), u(t)) em
[to, t1] correspondente ao controle de u(t) com condigdo inicial

X%(to) = Xo + €Yo + 0(&). (3.55)
Entao
X4(t) = x(t) + eox(t) + o(t, &) (3.56)
onde 6x(t) é a solugdo de
ox(t) = fy(t, x(t), u(t))ox(t) (3.57)
em [to, t;] com condigdo inicial
6X(to) = Yo. (3.58)

Uma versdo de dimensdo n do Teorema acima é dada pelo seguinte teorema.

Teorema 3.4.4. p denota um vetor variavel em E", M uma matriz n x n, e x°(t) a solugdo
de x = f(t, x(t), u(t)) e em [to, t;] correspondente ao controle u(t) com condicao inicial

X°(to) = Xo + Mp + 0(p). (3.59)
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Entdo

XP(t) = x(t) + ox(t)o + o(t, p) (3.60)

onde 6x(t) &€ a matriz n x n que é a solucdo de

OX(t) = fy(t, x(t), u(t))sox(t) (3.61)
em [to, t;] com condicdo inicial

SX(to) = M. (3.62)

3.5 Apéndice Parte 111

3.6 O Problema dos “n-Corpos” de Newton: Uma Abordagem Classica e seus
Modernos Desenvolvimentos

O mais famoso dos problemas dindmicos € o problema de trés corpos. Este problema
vem sendo estudado ao longo dos séculos por geracdes de matematicos em diversas areas
como, por exemplo, Mecanica e Astronomia. Na pratica, podemos citar as aplicacdes
em Mecanica Celeste, onde 0s corpos do sistema solar atraem-se mutuamente sujeitos as
Leis de Newton e é usual considerar o problema da determinacdo de seus movimentos
em uma forma "ideal”, na qual tais corpos sao comparados a particulas de massas iguais
as dos respectivos corpos e ocupando a mesma posi¢ao de seus centros de massa. esta
aproximacdo é valida pois os corpos celestes possuem forma aproximada a de esféras
cujas dimensdes sdo muito pequenas quando comparadas a distancia entre eles.

Este problema teve inicio com a obra-prima de Isaac Newton, o livro "Philosophiae
Naturalis Principia Mathematica”, no ano de 1687 e é enunciado da seguinte forma:

”Trés particulas atraem-se mutuamente de acordo com as Leis de Newton tal que entre
cada par de particulas existe uma forca de atra¢do proporcional ao produto das massas das
particulas e ao inverso do quadrado de suas distancias; sdo livres em seu movimento no
espaco e estdo, a principio, em qualquer estado de movimento dado para determinar seu
subsequiente movimento.”

O problema dos trés corpos ndo pode ser resolvido em termos finitos por meio de qual-
quer funcdo até o presente conhecimento da Analise. Este aspecto estimulou a pesquisa
em torno do tema ao longo dos Gltimos 300 anos nos quais as geracdes de matematicos
vém explorando novos métodos de investigacdo. Aqui, vale lembrar que, junto com ou-
tros problemas em Mecanica Celeste, 0 ponto de partida no desenvolvimento de muitas
idéias tais como a teoria das equacdes diferenciais e areas relacionadas. Em meio a grande
quantidade de trabalhos dedicados ao assunto desde o século XVIII, muitos dos quais 0s-
tentam nomes de grandes matematicos da Historia. Ainda hoje encontramos varios que
mantém seu valor. As pesquisas do século XVIII legaram-nos as solu¢des parciais de
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Euler e Lagrange, bem como o Método da Variacdo de Parametros. Ja no século XIX
temos a idéia da representacdo de solugBes em termos de séries de poténcias e de séries
trigonométricas. Ainda hoje astronomos determinam orbitas de corpos celestes usando
freqlientemente métodos obtidos naquele século. Culminando o século XIX, temos as
notaveis pesquisas de Poincaré e o famoso Teorema de Sundmann. No século XX o foco
transfere-se para a analise qualitativa dos problemas. Trabalhos que na maioria dos casos
relacionam-se a Mecanica Celeste e a teoria qualitativa das equaces diferenciais podem
ser encontrados em Poincaré, Birkhoft e Siegel.

Neste ponto, chamamos a atengdo para uma citagcdo de A. Wintner que cada gerag¢do
formula e resolve suas proprias “"questdes fundamentais no problema dos trés corpos”.
Imbuidos neste espirito, saimos a campo na tentativa de abordar a formulacdo e solucdo
do Problema dos Trés Corpos na atual geracdo. Este sera o objetivo primario do pre-
sente trabalho. Outro objetivo, nominalmente secundario, mas igualmente importante,
é a apresentacdo de alguns aspectos classicos relativos ao topico. Tomando por base a
reducdo do problema dos Trés Corpos a um problema dindmico com um menor nimero
de graus de liberdade, ndo apenas estaremos tratando das técnicas usadas por nomes como
Hamilton, Lagrange, Jacobi, Poincaré e outros (e desta forma usando largamente os co-
nhecimentos adquiridos nas aulas expositivas), mas também, ao final deste topico, estare-
mos em condicBes de passarmos ao objetivo primario.

3.6.1 Abordagem Classica do Problema dos Trés Corpos
As Equac0es Diferenciais do Problema

Sejam P, Q, R, trés particulas, m;, m,, mz suas massas € r3, sy, i suas distancias
matuas. Vamos tomar um sistema de eixos coordenados Oxyz onde (q1, gz, 03), (44, Js, Qe)
e (q7,0g,q9) Sd0 as coordenadas de P, Q, R, respectivamente. A Energia Cinética do
Sistema é

1 ) . . 1 ) . . 1 ) . .
T= zml(%z + 02 + Gg%) + Emz(qf +0s + Gg%) + zms((hz + dg” + Go®).

A forca de atragdo entre m; e m, € k?mym,r;Z, onde k? & a constante de atragéo.
Vamos supor que as unidades escolhidas sejam tais que k? = 1, entdo a forca de atragdo
sera mlmzqz2 e o termo correspondente na Energia Potencial é —mlmzrgzl. Desta forma a

Energia Potencial do sistema é

_ Mmamz mgMp MMy

3 K11 ro
—MzMsf{ (s — A7) + (05 — ds)” + (06 — Go)°}
— mymy{(d7 — 01)* + (ds — G2)° + (0o — Gs)’}
— miMa{(d1 — da)® + (G2 — Us)* + (03 — G6)*}*?

1/2

1/2
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As equacdes do movimento do sistema sdo dadas por

r

oV
my = ——, r=2.12,...,9
qu aq5 s & D)

onde k denota a parte inteira de (1/3)(r + 2). Este sistema é constituido por nove equacdes
diferenciais de segunda ordem, logo, o sistema é de ordem 18. Reescrevendo o sistema
da seguinte forma:

mdr=pr, r=1,2,...,9

9 pz
H= T4y,
;ka-l-

obtemos a forma Hamiltoniana,

dgr oH dp, oH
- - r=12,...
dt  dp,’ dt a9, r=12....9,

e este &€ o conjunto de 18 equaces diferenciais, cada um de primeira ordem, para a
determinagdo das variaveis qi, 0z, . . . , o, P1, P25 - - - » Po-

Lagrange mostrou que este sistema pode ser reduzido a um sistema de 62 ordem. Em
primeiro lugar, dado que nenhuma forca age sobre o sistema, exceto as forgas de atracdo
mUtuas entre as particulas, o centro de gravidade do sistema move-se em linha reta com
velocidade uniforme. Este fato € expresso pelas seguintes integrais

PL1+Ps+pr=a; M1Qs + MaQ4 + M3d7 — (P1 + Pa + P7)t = &,
P2+ Ps + Ps = a3 € (M2 +MaQs + M30s — (P2 + Ps + Pg)t = a4
P3 + Ps + Py = as MyQs + M20s + M3de — (P3 + Pe + Po)t = s
onde a;, a,, - - , &g SA0 constantes. Espera-se que o uso destas integrais permita a redu¢éo

da ordem das equacdes do movimento de 182 para 122 ordem.

Em segundo lugar, o momentum angular dos trés corpos ao redor de cada eixo coor-
denado é constante para todo movimento. Este fato & analiticamente demonstrado pelas
seguintes equacdes

q1P2 —g2P1 + QaPs — Q5P4 + 47Pg — Qs Pr = ay
02P3 —03P2 + 05Ps — Q6 P5 + OsP9 — QoPs = dg
O3P1 —d1P3 + JsP4 — 44 Ps + qoP7 — 47 P9 = Qg
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onde a;, ag,ag sdo constantes. Uzando estas trés integrais podemos esperar uma nova
reducdo na ordem do problema (122 para 9% ordem). Mas quando uma das coordenadas
que define a posicdo é colocada como sendo o0 azimutal ¢ de um dos corpos com respeito
a algum eixo coordenado (digamos eixo z) e as outras coordenadas definem a posi¢éo
do sistema relativo ao plano deste azimutal, a coordenada ¢ pode ser ignorada e portanto
integral correspondente (que & uma das integrais de momentum angular citadas acima)
pde ser usada para reduzir o sistema (ordem 8). Este fato, embora implicitamente contido
nos trabalhos de Lagrange, foi estabelecido por Jacobi em 1843 e & geralmente referido
como Eliminagdo dos Nodos.

Podemos reduzir ainda mais a ordem das equagdes utilizando a integral da energia e
eliminando o tempo, reduzindo a ordem do sistema para 6.

Equacdes de Jacobi

Jacobi, considerando o movimento de qualquer nimero de particulas livres no espaco
atraindo-se mutuamente conforme as Leis de Newton, introduziu a fungcdo

15 mm; o
2Zim
i

onde m;, m; sdo as massas das duas particulas tipicas do sistema, r;j a distancia no tempo
t entre elas, M a massa total do sistema e 0 somatorio é extendido sobre todos os pares de
particulas do sistema. Esta funcdo, usada em pesquisas sobre estabilidade de sistemas, é
a funcéo de Jacobi, denotada por @.

Supor que o centro de gravidade do sistema esta em repouso. Seja (x;,Y;,z;) as coor-
denadas da particula m; com referéncia aos eixos coordenados e centro de gravidade na
origem. A energia cinética do sistema &

1 PR
T = EZmi(x?+yi2+zi2)
i
(] conseqUentemente teremos
2MT = (D m)x > mi(¢ +§2 + 20).
i i

Mas,

(Zmi) X Zmixf - (Zmixi)z = ;mimj()-(i = )'(,-)2,

onde o somatorio do lado direito & extendido sobre cada par de particulas do sistema, e
temos que X; m;x; = 0 devido a propriedade do centro de gravidade.
Portanto, temos
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1 . . . i A .
T=2m .Zjl mim;{(% = %) + (s = V) + (@ - 2,)?}
= iZ:mim-v?-
2M 5 1Vij»

onde v;; denota a velocidade da particula m; relativa a m.
Da mesma forma pode-e mostrar que

1
MG+ E) =0
i

Agora se V denotar a Energia Potencial do sistema, a constante arbitrariaem V é deter-
minada pela condi¢do V = 0. Quando as distancias entre as particulas forem infinitamente
grandes, tem-se

m;m;
V- —
7 il
As equacdes do movimento da particula m; sdo

KA B axll Iyl_ ] 11 — 8ZI'

Multiplicando estas equacg®es por X;, Vi, zj, respectivamente; somando-as entre si e para

todas asparticulas do sistema; e desde que V & a homog enea de grau-1 nas variaveis,
obteremos

Z mi(xiX'i + yiyi + ziii) =V
i

ou
¢ 1 FHyi+z)-2T =V
@Ezmi(xi"ﬂ’i"‘zi)— =
|
ou, ainda
d?®
W =2T +V,

que € a EQUAGAO DE JACOBI.
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Reducdo a 122 Ordem pelo uso das Integrais de Movimento do Centro de Gravidade

Tomando as equag¢des do movimento do problema dos trés corpos,

da. _ oH. dpr _ _OH
dt — op,’ dt g
Primeiro reduz-se o sistema de ordem 18 para um sistema de ordem 12 pelo uso de

integrais de movimento do centro de gravidade. Para tanto, ser& usada a transformagéo-
contato (devido a Poincaré, 1896) definida pelas equagdes

r=12---,9.

oW, W

’

] - r:1929”"9a
apr Pr aq;

Or =

onde

W = p1q; + P205 + P303 + PsOs + Pedg + (P1 + P4+ P7)d7 + (P2 + Ps + Pg)dg + (P3 + P + Po) .

Interpreta-se esta equacdo da seguinte forma: (q7,d;,d3) sdo as coordenadas de m;
com respeito a ms, (q;, gz, dg) 55(3 as coordenadas de m, relativas a ms, (q3, d, dg) Sa0 iiS
coordenadas de ms; (p7, p5, P3) Sdo as componentes Eie momentum de my, (pj, Pz, Pg) Sd0
as componentes de momentum de m; e (p5, Pg, Py) SA0 as componentes de momentum do
sistema. Logo, as equacdes diferenciais, ficam

doy _oH dp; _ 4H
dt  op;” dt  aq’
onde, substituindo por novaas variaveis, tem-se

_ 1 1 ’2 ’2 ’2 1 1 ’2 72 ’2
H ‘(_2m1 +—2m3)(p1 + Py + D3 )+(—2mz +—2m3)(p4 +Ps” + Pe )+
1 vy 7 7 vy 1 ,2 1 ’2 1 ,2 1 (! ’ v ’
+_{plp4+p2p5+p3p6+_p7 +5Pg" + 5P9" — P7(PL + Pa) — Pa(Pz + Ps)+
ms 2 2 2

-1/2 -1/2

2 2 2
—msmy{q;” + 05" + 057}
-1/2

+ Po(p5 + Pg)} — Mamafay” + gg” + 05’}

— mumof(a; - 4)° + (a5 — 0)° + (5 — dp)°)

Mas 0, g3, gy sd0 incognitas por serem independentes de H e portanto suas integrais sdo
constantes. Sem perda de generalidade, vamos supor estas constantes nulas, o que signi-
fica que o centro de gravidade do sistema esta em repouso: o potencial cinético reduzido
obtido da eliminacdo das coordenadas sera, desta forma, a derivada do potencial cinético
nao-reduzido pela situagéo de p, pg, Py por zero, e 0 novo Hamiltoniano sera derivado de
H da mesma forma. O sistema de ordem 12, para o qual as equagcdes de movimento do
problema dos trés corpos foram reduzidas, pode ser agora escrito como:
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dogr _oH dp. _ OH

_ o _ o -1.2....6
dt “ap,’ dt  aq o

onde

I R N PAC T S N (NS N PC T S
H= (Zml + st)(pl +p3 + P3) + (2m2 + 2m3)(p4 + 5 + Pg)+

-1/2 -1/2

1
+ m_S{plp4 + P2Ps Psps) — moma{a + 05 + a3} — mems{qf + o3 + q3)

~1/2

— MM, {(ch — da)” + (G2 — Gs)° + (ds — G6)°}

Este sistema possui uma integral de energia H=constante e trés integrais de momen-
tum angular, a saber:

02P3 — 03P2 + 0sPs — JsPs = As
O3P1 — Q1P3 + QePa — QaPs = Az,
qiP2 — 02P1 + 0aPs — OsPs = A

onde A;, A, e A; sdo constantes.

Reducdo para Ordem 8 pelo uso de Integrais de Momentum Angular e Diminuicao
de Nodos

O sistema de ordem 12 obtido anteriormente deve ser agora reduzido a ordem 8 da
seguinte forma: aplicar as variaveis a transformacdo-contato definida pelas seguintes
equacdes

oW aW

=— e = — r=1,2,---,6,
apr Pr aq;

Or

onde,

W = p1 (010805 — 02C0S05Sends) + Pz(d; Sends + 4;C0805c0Sq5) + P3d;sends
+ Pa(030805 — 0, C0SQ;SeNds + Ps(35eNds + G4C0SG5COSq5) + PodsSends)

A interpretacdo fisica das novas variaveis € a seguinte: aos eixos coordenados Oxyz,
adicionar um conjunto de eixos moveis Ox’y’z’; Ox’ & tal que seja a intersec¢ao ou nodo do
plano Oxy com o plano dos trés corpos, Oy’ € a reta perpendicular a isto no plano dos trés
corpos e Oz’ & a normal ao plano dos trés corpos. Entéo (g7, g,) sdo as coordenadas de m;
relativas aos eixos tragados através de m; paralelo a Ox’, Oy’; (q3, 0) séo as coordenadas
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de m; relativas aos mesmos eixos; g & o angulo entre Ox’ e OXx; dg € o angulo entre Oz’
e Oz; p; e p; sao as componentes do momentum de m; relativo aos eixos Ox’, Oy’; p; e
p, sdo as componentes do momentum de m; relativo aos mesmos eixos; p; e pg Sao 0s
momentos angulares do sistema relativo aos eixos Oz e Ox’, respectivamente.

As equacdes do movimento em termos das novas variaveis sao

dg; oH_ dp;  oH

= : =— r=1,2,---,6,
dt  dp,” dt oq;

onde, pela substituicdo em H das novas variaveis, tem-se

—( : = )[p + Py’ + - {(p1a5 — poct; + Paa, — Pids)d;Cot g+
- 1 2 T T2 142 7 M2M1 344 7 M4MU3/M4 6
2m; " 2mg (CAA A

2
+ P4Q;COSSeC 0 + Pacts) |+

+ 1 1 /2+ 1 {(//_//+//_//)icot/+
2m, 2m3 ps Ps —(qlz%_qll(ﬁ)z P10> — P20y + P3ds — P403)0,C0L Qg

2
+ pygzcossec g + pya) [+

1 ’ ’ ’ ’ 1 ’ ’ ’ ’ 7 ’ ’ ’ ’ !’
+ = pips + Pyph — —————{(Pids — P5; + P304 — P4d)daCOt G+
ms (q2q3 - q1q4)

+ P5Q4COSSEC 0 + Pylls) - {(P0h — P50y + P30 — P405)T5COt O + P5COSSEC g + pgqa}]

1/2 1/2
%) %)

-1/2
- mams(ah + %) mamu(e;? + 67) % — muma (6 - 6)° + (G~ )’}

Agora, g; ndo ocorre em H e & por isso um coordenada que pode ser ignorada. A inte-
gral correspondente & p; = K, onde K & uma constante. a equagéo dq;/dt = dH/0K pode
ser integrada por uma quadratura simples quando o resto das equa¢c6es do movimento ti-
verem sido integradas. Assim, as equagdes para g e p; irao desaparecer do sistema, que
reduz-se a um sistema de ordem 10

dgy _oH  dp; _ oH
dt  ap,” dt g

r=123,4,6,

onde p; é substituido pela constante K sempre que aparecer em H.

Foi feito uso de uma das trés integrais de momentum angular (p; = K) e a eliminagéo
de nodos. Quando as outras duas integrais de momentum angular forem expressas em
termos das novas variaveis, tornar-se-do em:
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(p’zq’l - P10, pgqé - pgq;)sen qgcossec qg — Ksen qgcot qg + pgcos qg =A;
—(p’zq’l — P1a5P,05 — pgq;)sen gscossec g + Kcos ggcot g + pgsen gz = Az

Os valores das constantes A; e A, dependem da posigcdo dos eixos coordenados Oxyz.
Escolhe-se 0 eixo Oz como a reta resultante do momentum angular do sistema tal que as
constantes A; e A, sejam nulas. O plano-xy especial assim introduzido é chamado pLaNO
INVARIAVEL do sistema. As duas Gltimas equacdes fornecem

Kcos a5 = pya; — P195P;05 — P50,
pg = 0.

Estas equages determinam g e p; em termos das outras variaveis e tratadas como

substitutas as equacdes

da, _on. dp__ow

= X = - no sistema.
dt  opg dt o
Assim, o sistema toma a forma
dg; oH_ dp;  oH f=1.23.4

dt ~ap;’ dt — aqf
onde,
1 1 q/2
" (ﬁ ’ H)[piz + 97+ —————— (P - P4el; + P30, — PLas)Cot g
' 3 (q2q3 - q1q4)
+ Kcossec qg}z]

1 1 , ’ q, - ’ ~ /'~ ’r N ’
' (2_ * 2_)[932 + P (P, — pad; + Pl — pig) cot o
mz  2mg (003 — 0705)

2
+ Kcossec qg} +

a54,
(@505 — 0;9;)°

-1/2
2 mama (e + %) - mumaf 0 - o) + (@ - )}

2
P1P5 + PaP; - {(pra — Phay + Paas — pads)cot gg + Kcossec gy ]—

+_
mgs

’

— moma(ay” + d4°)
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e onde, apos a formag@o das derivadas de H, gy sera substituida pelo seu valor encontrado
da equagdo Kcosqg = p5q; — p1d; + Pyd; — P3d;.

Agora, seja H a fungéo obtida quando este valor de g é substituido em H. Entdo, se s
denotar qualquer uma das variaveis q7, g5, 03, d;, P;, P5, P3, P;, tem-se

OH _OH | 0H 0%
ds  0s  oq; 0s

r— 0 H -y = 30 9H. — oH - itui
Mas como g = 0, o = Ps = 0 e entdo 5 = . Em outras palavras, pode-se substituir
0z em H antes da derivagédo de H e portanto, as equagdes do movimento do problema de

trés corpos sao reduzidas ao sistema de ordem 8 que segue

dgr _oH dp. _ dH

qt —a—pr, at =—6—qr r=1,2,3,4,
onde
I L PP R TV
H= (2m1 + ng)(pl +P2)” + (ng + st)(p3 + p4)+ ms(p1p3 + P2ps)
I S PO SN R WO A N
+ (0203 — 0104) {(2m1+2m3)q4+(2m2+2m3)q2 m3} {K

1/2 12 _

(P201 — P10z + P03 — P3Q4)2} — mumg(q3 +03) " — mema(af + g5)”

2 2| M2
- mlmz{(Q1 —03)" + (02 — 04) } .

Muitas das grandezas presentes em H possuem uma simples interpretacdo fisica:
(0203 — 0104) € duas vezes a area do tridangulo formado pelos corpos e

2m;m,ms {(1 1)2 1 14V, 1 i
+ q; + ( + )q2 - —q2q4} € 0 momento de inércia

my +m, +mg (\2m;  2mg 2m,  2ms m;
dos trés corpos sobre a reta na qual o plano dos corpos encontra o plano invariavel através
do seu centro de gravidade. Observar que este valor de H difere do valor de H quando
K=0 por termos que ndo envolvem py, p2, P3, Ps. ester termos em K podem ser tratados
como parte da energia potencial e pode ser dito que o sistema difere do correspondente
com K = 0 por multiplicacdes na energia potencial. Pode-se mostrar que quando K = 0,
0 movimento da-se em um plano.
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Reducdo para Ordem 6

As equacgdes do movimento podem ser, agora, reduzidas de equacdes de ordem 8 para
equacdes de ordem 6 através da integral de energia H=constante e eliminando-se o tempo.
O sistema Hamiltoniano de ordem 6 assim obtido &, no estagio atual de nosso conheci-
mento, a Gltima forma reduzida das equa¢des do movimento do problema geral dos trés
corpos.

O problema dos Trés Corpos no Plano

O movimento de trés particulas pode dar-se em um plano ao invés de um espaco tridi-
mensional. Evidentemente, tal ocorrera se as dire¢des das velocidades iniciais dos corpos
estiverem no plano dos corpos. Este caso é conhecido como Problema dos Trés Corpos no
Plano. A seguir as equacdes do movimento serdo reduzidas a um sistema Hamiltoniano
da menor ordem possivel.

Sejam (1, g) as coordenadas de my, (g3, 04) as coordenadas de m, e (gs, gg) as coor-
denadas de ms, referentes a quaiquer eixos coordenados Ox, Oy no plano de movimento;
seja também p, = myq;, onde K denota o maior inteiro em 1/2(r + 1). As equacdes de
movimento sdo

%_GH_ %_ oH

= -———  r=12---,6

onde,

H= i(p2 +p3) + i(p2 +pj) + i(p2 + P§) — Momsf(qs — QS)2 +(qa - QG)Z}_UZ

2m1 1 2 2m2 3 4 2m3 5 6
— mamy{(gs — Q1)2 + (06 — Q2)2}_1/2 —myma{(Qs - Q3)2 +(92 - Q4)2}_1/2
Estas equacdes serdo reduzidas da 122 ordem para a 8 ordem pelo uso de quatro integrais
de movimento do centro de gravidade. Usando nas variaveis a transformagao-contato
definida pelas equacdes
oW oW

:—; ,: :1,2’...,6
ql’ apr pl’ 8q? r

onde,

W = p1d; + P205 + Psds + Pady + (P1 + P3 + Ps)ds + (P2 + Pa + Pe)ds.

Pode-se concluir que (g3, g;) sdo as coordenadas de m; relativas ao eixo paralelo aos
eixos coordenados por ms, (03, ;) sdo as coordenadas de m, em relagdo aos mesmos
eixos, (qs, gg) sdo as coordenadas em relagdo aos eixos principais, (p;, p;) sdo as compo-
nientes de momentum de my, (p3, P;) sép as componentes de momentum de m; e (pg, pg)
sdo as componentes de momentum do sistema.
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As equagdes dy, gg., P, P desaparecem do sistema e suprimindo os acentos nas novas
variaveis, as equagdes de movimento sdo reduzidas a um sistema de ordem 8

dgr oH dpr oH
ik UUAL P AL ~1,2,3,4
at —ap. dt  aq 7o

onde,

W = p10; €OS 0 + P2Qs Sen g; + Pa(d5 COS d; — g3 sen gy) + Pa(g; sen gy + d; CoS ).

A interpretagdo fisica desta transformacdo & a seguinte: ¢ € a distdncia myms; q; e
03 sdo as projecdes de m,m; sobre a perpendicular a m;ms; g € o dngulo entre myms e
0 eixo "x”; p; € a componente do momentum de m; ao longo de mzmy; p; e p; sdo as
componentes de momentum de m, paralelo e perpendicular a msmy; p; € o0 momentum
angular do sistema.

As equac0es diferenciais, quando expressas em termos das novas variaveis, ficam

dgy oH_ dp;y  OH,

= : = —— r=1,2,3,4
dt  dp,’ dt oq;

onde,

H = (Zim1 " Zimz){p’l2 + q%z(pép’z SRR (zim2 + zimg)(p'z +Pa)*

~1/2

1 ’ ’ p, ’ ’ ’ ’ 4 4 ’ 7 —
+ o (PEP2 = G (PaPs = PP = P} = ama(” + G5 — mamyg; ™
1

’ ’ ’ -1/2
- mymaf(; - 0p)° + a57}

Como @), ndo esta presente em H, & uma coordenada ignoravel e a integral correspon-
dente & p; = K = constante, significando a integral do momentum angular do sistema. A
equagdo q; = % pode ser integrada por quadratura quando o resto das equagdes tiverem

4

sido integradas. Portanto, as equag0es para p; e ¢, desaparecem do sistema. Suprimindo
0s acentos nas novas variaveis, as equacdes ficam

dgr _ oH dpr _ dH,

= — =—— =1,2
dt  odp,’ dt o9, r=123

onde,
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H = (s g 1P+ g PoPe = s = K0+ + (B2 + s

1/2

1 _
+ m—3{p1 P2 — %(ps P2 — P2Ps3 — K)} —myms(qf +03) " — memgy?

_1/2
- mlmz{(% - QZ)Z + q§} .

Este sistema & de 62 ordem e pode ser reduzido para 4% ordem fazendo-se uso da
integral de energia e eliminando o tempo.

Extensao para ’n”’Corpos

Muitas transformacdes usadas anteriormente na reducdo do Problema dos Trés Corpos
podem ser extendidas para aplica¢do ao problema geral dos "n”corpos atraindo-se mutua-
mente de acordo com as Leis de Newton. Na sua forma geral, as equa¢des de movimento
dos ”n”corpos constituem um sistema de ordem 6n que pode ser reduzido para a ordem
(6n-12), usando as seis integrais de movimento do centro de gravidade, as trés integrais
de momentum angular, a integral de energia, a eliminagdo do tempo e a eliminagcdo dos
nodos.

O Problema Restrito dos Trés Corpos: Modelos para Trés Corpos

Um caso especial do problema dos trés corpos que tem ocupado lugar de destaque em
recentes pesquisas & o Problema Restrito dos Trés Corpos, cujo enunciado segue:

”Dois corpos S e J movem-se em circulos ao redor de seus centros de gravidade, O,
sob a influéncia de suas atragdes matuas. Um terceiro corpo P, sem massa (i.&, tal que é
atraido por S e J mas ndo influencia seus movimentos), move-se no mesmo plano que S e
J. O Problema Restrito dos Trés Corpos é determinar o movimento do corpo P, que &, em
geral, chamado planetbide.”

O dominio experimental pode ser, por exemplo, o Sol, Jlpiter e um pequeno astroide,
ou a Terra, a Lua e um veiculo espacial, ... Serdo omitidos aqueles pontos em que 0
potencial for singular. Portanto, sera considerado o seguinte modelo (figura 1)

Definicédo:
Parate R, 0 < u < 1, seja
S = (—ucost,—u sent) € R?,
S* = U{(t’ St)|t € R}’

Jo = ((1 - p)cost, (1 — ) sent) € R?,
J, = U{(t, It e R}
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O primeiro modelo Hamiltoniano para o problema restrito dos trés corpos (3BIH) é
um sistema (M, H, m, u) onde:

(i) M cRxT'R? (espago fase) definido por M = R x [R? x (R?)"\ (S, U J.) x (R?)|
com a estrutura de contato padrao

(i) m e M (condi¢®es iniciais)

(i) weR,0 <u <1 (massa reduzida)

(iv) H € £(M), o Hamiltoniano, definido por

I <" 1-p
e R (X

onde || || indica a norma euclidiana, p(t,q) = |G- Jil e o(t,q) = |Iq— Sl

A predicdo consiste na orbita de m no sistema Hamiltoniano Xy dependente do tempo.

Para obter um Hamiltoniano regular H € # (M), sacrificamos a integralidade de X
(colisdes). As hipbteses de que os trés corpos estdo em um plano e que P nédo contri-
bui para o poténcial gravitacional sdo feitas para simplificar o problema (dai o termo
“restrito”). Note que H ndo é invariante sob rotacGes e desta forma ndo ha conservagédo
de momuntum angular. Uma importante observacdo & que sendo o modelo invariante
em relagdo a "involucdo”(q*, g%, 1) — (- g, —0?,1 — u), pode-se substituir a hipotese
w € (0,1) por u € (0,1/2], ou seja, assume-se que Mg > M.

Proposicao:

Sejam M e H tais como em (2.8.1). Entdo existe uma transformacdo candnica ¥ :
M- RxTW, W =R2\{(—u,0),(1—u0)}tal que H' = H o F! + K1 & dada por:
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2
H'(t,d, p) = @ +9'p2 — 0Ppr — == — ——
ol
onde p(@) = IF— (1 -, 0)ll e o(q) = g — (—u, 0)l.

Demonstracdo: Considerar o mapeamento rotativo horario # : M —» Rx T*W = N :
(t’ ql7 q29 p17 pZ) — (t7 X19 Xza Y1, y2) onde

x! = (q' cost+q®sent), y'=(p'cost+ p?sent)
x> = (-q* sent+g? cost), y*=(-p'sent+ p?cost)

Entéo,
Fon = Frdxt Ady; + dx® Ady,) =d(xt o F) Ad(y1 0 F) +d(x? o F) Ad(y, o F)
e por calculo direto,

F*on = @ + d(g'pz — 0°p1) A dt, C.Q.D.
Portanto, F. Xy = X4.

Corolario:

Cada situagdo colinear tem uma familia de parametro Gnico de orbitas fechadas, junto
com variedades estavel e instavel.

Segue do Teorema de Plummer(1901) para a instabilidade dos pontos colineares de
Euler e do Teorema de Liapunov [1]. As orbitas fechadas ao redor das solugdes colineares
estdo no centro de espagco e como ha um autovalor restante e € positivo, estas orbitas sao
instaveis.

Para as soluges triangulares equilaterais m, e ms , vamos utilizar as expressoes gerais
sugeridas por Plummer [1] para V1, V11 € Va,, resultando

1 \/§ Vll = _%5
m4:(§—#,7)3 V22=—%,
Vi = 3%@(2,“ -1)
eem
Vll - _%5
msz(l_#_ﬁ): V22__g
2 HT 4
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A matriz ( Vi Vi
Vo Va
possui maximo nas solucdes equilaterais. Isto significa que estes pontos sao instaveis.
Embora a funcdo energia E seja energia cinética mais energia potencial V e portanto E
tenha um ponto de sela nas solugcdes equilaterais (3 direcBes “estaveis”e uma “instavel”),
isto ndo implica instabilidade. Isto &, basicamente, o porqué os resultados devidos a
Kolmogorov, Arnold e Moser desempenham fundamental importancia: permitem mostrar
estabilidade nestas situacdes. Para as solugcdes equilaterais a equacao caracteristica fica

) tem V11 < O e determinante 2747;1(1 —u) > 0, entdo o potencial

27
P(A) = A"+ 2%+ T”(l —u) =0,
logo,

1 1
2= 5 % 5[1-27u(1 — w2

As raizes serdo puramente imaginarias se 1 — 27u(1 — u) > 0, ou seja, 0 < u < ug =
z— ‘{—ZT’ = 0.03852... . (valor critico de Routh). Temos 0 < u < . Somentecom 0 < u < 1

2
poderia haver outro valor critico em u, = % + Vl—? acima do qual as raises serdo puramente

imaginarias. A evolucdo dos autovalores de u cruzando u; € mostrada na figura que segue

A
| N\
| /

Ve
~

Para u; < u < % as solucdes equilaterais sdo claramente instaveis. Para 0 < u < uy,
Leontovich (1962) provou (usando resultados de Arnold(1961) que utilizou um TORI
invariante de oOrbitas quase-periodicas) estabilidade para todo u exceto, possivelmente,
para aqueles em um conjunto de medida zero. Entdo, Deprit e Deprit-Bartholomé(1967),
usando o aperfeicoamento de Moser do Teorema de Arnold, mostrou estabilidade para
todos, exceto trés, valores de u neste intervalo. Este fato é consistente com evidéncias ex-
perimentais: para os satélites do sistema Sol-JUpiter, foram observadas posi¢cdes proximas
as descritas (Van de Kamp(1964)). Por fim, a passagem de u para u; € uma bifurcacédo
Hamiltoniana envolvendo perda de estabilidade.
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3.6.2 Modernos Desenvolvimentos

Sera demonstrado a seguir, baseado nos estudos de Zhihong Xia, Donald Saari, e
outros, a solugdo de um problema em mecanica celeste proposto por Painlevé e Poincaré
no século XIX. A questdo, que diz respeito a natureza das singularidades no Problema
dos n-Corpos, € se existe uma singularidade de ndo-colisdo no problema newtoniano dos
n-Corpos, ou ainda, se sem colisdes o problema newtoniano dos n-Corpos de massas
pontuais pode ejetar uma particula ao infinito em tempo finito.

De fato, foi provvado que exemplos tridimensionais existem para todo n > 5, ou seja,
existem singularidaddes de nao-colisdo no problema dos 5 corpos. Mais ainda, pode-se
afirmar que similar comportamento ocorre no problema plano dos 3n corpos, porém com
”n”desconhecido e muito grande.

O topico importante da discussdo é caracterizar a natureza dass singularidades nos
sistemas de n-corpos. Uma singularidade & um valor de tempo t = 7 onde a continuagdo
analitica da solugdo falha. Seja a massa da i-ésima particula m; > 0, sua posi¢do ¢ € R®
e 0; € R® sua velocidade. Pelas Leis de Newton,

mim; oU .
Zl (TI?’ ~q)) = R i=1,..,n

onde U = 3, ;(mim;)/ | G — q; | & a energia poténcial newtoniana negativa ou auto-
potencial. A questdo basica em Mecanica Celeste & descrever as solugdes do sistema
acima. A solucdo do sistema de equagOes diferenciais, como ja foi citada, & uma singu-
laridade no tempo 7 < oo se a solucdo ndo puder ser analiticamente extendida além de .
As equacdes de movimento s&o reais e analiticas em toda parte, exceto onde duas ou mais
das particulas osuparem o mesmo ponto no espago fisico. Mais precisamente, seja

oea
ai=d;

Aij :{q:(ql’qZ’---’(Tn

A=Ay

i<j

O autopotencial U & uma fung&o real e analitica sobre (R%)"/A A teoria da existéncia
e unicidade das equages diferenciais ordinarias garante que uma solugdo sofre singula-
ridade em 7 se ndo for garantia pela citada teria a extensdo da solugd@o. As singularidades
da solugdo devem relacionar-se com as singularidades da fung@o potencial U. De fato, o
teorema classico devido a Poinlevé (1985) estabelece que a distadncia minima entre todos
pares de particulas aproximam-se de zero em uma singularidade. Embora Poinlevé nos
tenha dito que uma singularidade requer que g(t) — A, ainda ndo fica claro se as particulas
colidem.

Esta consideragcdo trouxe-nos a no¢ao de que uma singularidade no tempo 7 € uma
colisdo se existe G € A tal que g(t) — g* (g* ponto pertencente a A) quando t — A.
Caso contrario, a singularidade é chamada de SINGULARIDADE DE NAO coLIsA0. Enquanto a
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existéncia de singde colisdo & mais ou menos trivial, a questdo da existéncia das singula-
ridades de ndo-colisdo permaneceu em aberto desde os tempos de Poinlevé, que também
enunciou o teorema de que para n = 3, todas as singularidades sdo singularidades de co-
lisdo. Restou estabelecer se existem singularidades de ndo-colisdo para n > 4, ou seja, se
q(t) aproxima-se de A sem aproximar-se de qualquer ponto deste conjunto.

De fato, existem singularidades de n&o-colisdo no problema dos 5 corpos, e com pe-
quenas modificagdes, tal comportamento existe em sistemas de n corpos (paran > 5).

O objetivo de demonstrar a afirmativa acima comecou a ser alcangado por um resul-
tado importante obtido por Van Zeipel [3] em 1908. Afirma que uma singularidade de
nado-colisdo pode ocorrer somente se o sistema de particulas tornar-se ilimitado em tempo
finito. Mais precisamente, seja

n
1= 2 midP
i=1 2

0 momento de inércia que mede o tamanho do sistema. O argumento de Von Zeipel
e baseado na observacdo que a lei dos inversos dos quadrados impde uma aceleracdo
desprezivel em particulas muito distantes entre si. Conseqlientemente, em periodos de
tempo curtos particulas distantes movem-se essencialmente ao longo de uma linha reta
com variagfes minGsculas de velocidade. Assim, Von Zeipel separou a analise em o
quanto particulas proximas interagem e o quanto aglomerados de particulas proxuns dos
outros. Mostrando que o argumento dos aglomerados contradizem a condi¢do | — A <
o0, A € [0, ), ele provou que uma singularidade de n&o-colisdo ocorre em um tempo
qguando t — 7 (Chazy[4], Sperling [5] e Saari [6] estabeleceram provas que refinaram e
extenderam partes do trabalho de Von Zeipel).

Basicamente o que foi demonstrado é que se singularidades de ndo-colisdo existem,
as leis de movimento de Newton deveriam permitir que singularidades de ndo-colisdo s6
pudessem ocorrer se o sistema de particulas explodisse ao infinito em tempo finito. Este
fato torna a existéncia de singularidades de ndo-colisdo aparentemente impossiveis, pois
uma particula escapando ao infinito em tempo finito teria de adquirir uma quantidade in-
finita de Energia Cinética. Entretanto, como a energia Potencial U ndo é limitada abaixo,
ndo ha, a principio, limite superior na Energia Cinética de uma particula. De fato, tra-
balhos recentes (McGehee e Mather [6,7]) mostraram que para o problema colinear dos
quatro corpos, colisdes binarias podem acumular energia para ejetar particulas ao infinito
em tempo finito. Isto ndo resolve o problema de Poinlevé (pois uma singularidade de ndo-
colis@o precisa primeiramente ser uma singularidade do sistema) mas indica fortemente
que tal movimento existe. A construcdo de Mather-McGehee da explosao de singularida-
des de colisdo é uma ferramenta importante na construcdo de singularidades de colisao,
COMO Veremos a seguir.

Uma colisdo binéria € um ponto algébrico onde a dindmica imita uma colisdo elastica.
Entretanto, colisdes triplas geralmente definem uma singularidade logaritmica que im-
pede a solucdo de ser continua. Alternativamente, analisa-se 0 que acontece préximo
a uma tripla colisdo. Para isso, McGehee[7] desenvolveu uma forma de coordenadas
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esféricas”onde o raio & definido por gmax(t) = 1'/2; com esta escala, as ”coordenadas an-
gulares”representam a configura¢ao (1/0max)(q1, G, ..., dn) formada pelas particulas. Para
esta construcdo, € importante que a lei de forca seja homogénea, permitindo ao termo
raio”fatorar as equacgdes-chave e ser incorporado na variavel independente para reesca-
lonar 0 “tempo”. O sistema resultante de "coordenadas angulares”descreve alteracdes na
configuracao.

Matematicamente, 0 novo sistema reescalonado é realmente definido para nax(t) =
0(o ponto zero em A). Esta “explosdo”cria uma variedade limite invariante C chamada
”variedade de colisdo”. Porque o sistema dindmico aumentado suavemente extende-se ao
limite, o comportamento de triplas colisdes proximas pode ser analisado usando a mais
simples “forma gradiente”do fluxo resultante em C.

O efeito em triplas colisdes proximas para o problema newtoniano colinear dos trés
corpos € o seguinte: se uma condicdo inicial que leva a um completo colapso é ligei-
ramente alterada, uma particula, ms, chega ligeiramente atrasada para a tripla colisao.
O primeiro par de particulas, m; e m, formam uma colisdo elastica onde a velocidade
do ricocheteio é arbitrariamente grande quando medida proxima a colisdo. Portanto, a
particula que ricocheteia aproxima-se de uma colisdo com ms retardada e com momentum
arbitrariamente grande. A nova colisdo elastica deve causar a chegada atrasada de ms para
deixar sua colisdo com uma velocidade arbitrariamente grande. Embora a atual situa¢éo
seja mais complexa, sua descri¢do captura o espirito das triplas colisdes proximas.

Esta colisdo do movimento proximo a uma tripla colisdo (para o problema colinear)
sugere que ms (figura acima) é ejetada além do binario my, m, com uma velocidade arbi-
trariamente elevada. Para manter m; sendo expelida ao infinito, é preciso um obstaculo,
um quarto corpo. Entdo, se a velocidade de ms é suficientemente grande, ela alcanca e
tem uma colisdo elastica com m,. Sendo a massa de ms suficientemente pequena, esta co-
lisdo forga m3 a ricochetear e voltar para my, m, onde, se chegar a tempo de formar outra
tripla colisdo, ms &€ novamente projetada. Com um corrente argumento de tempo (ou seja,
com uma prova dinamica simbolica apropriada), este cenario repete-se infinitamente em
um periodo finito de tempo. Desta forma, Mather e McGehee mostraram que existe um
conjunto de cantor de condicdes iniciais definindo este comportamento.

As coordenadas de McGehee tornaram-se padrdo para analisar o0 comportamento de
orbitas proximas a um total colapso para o problema colinear dos trés corpos, o problema
isosceles dos trés corpos(onde as trés particulas formam um tridngulo isésceles para todo
tempo e cujos propodsito é entender o comportamento dindmico daquelas solugBes que
passam proximo a triplas colisdes) e o problema anisotropico de Kepler. Desta forma,
uma gama de comportamentos surpreendentemente ca6ticos surgiu. De forma similar
mas em uma direcdo sutilmente diferente, usam-se estas coordenadas para estabelecer a
existéncia de novos tipos de orbitas.

A demonstracdo da existéncia de singularidades de ndo-colisdo em sistemas newtoni-
anos requer a "reducdo de velocidade”do movimento de Mather-McGehee tal que, apesar
de ser rapido, dura para sempre. Similarmente, & necessario introduzir uma técnica para
capturar as conseqiiéncias dinamicas onde, apesar das particulas interagirem arbitraria-
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mente proximas a uma tripla colisdo, acontece “suficientemente tarde”tal que a particula
ms ndo é ricocheteada tdo severamente. O argumento técnico de criar este atraso explora
a complexa estrutura da variedade do conjunto de condig¢®es iniciais levando a uma tripla
colisdo.

Considerando cinco massas pontuais my, m,, ..., ms movendo-se em um espago eucli-
diano R3. Fazendo m; = m,, my = ms. Escolhendo condigdes iniciais tais que ms sempre
esta no eixo Z, m; e m, sdo sempre simétricos um ao outro com referéncia ao eixo Z, my
e ms Simétricos um ao outro com referéncia ao eixo Z. Se for fixo o centro de massa na
origem, define-se um sistema dindmico com seis graus de liberdade.

Este sistema admite uma integral de energia e uma integral de momentum angular.
Restringe-se a hipersuperficie de momentum angular zero, uma variedade algébrica de
dimensdo 11. Seja Q qualquer hipersuperficie de energia desta variedade tal que Q é
10-dimensional.

E conhecido que colisdes binarias podem ser regularizadas e aqui o fluxo sera tratado
como Orbitas extendidas através de colisdes binarias. A primeira construgcdo de solucdes
ilimitadas tempo finito envolve a possibilidade de colisGes binarias. Depois sera mostrado
que, entre estas solucdes ilimitadas em tempo finito, existem Orbitas nas quais ndo ocor-
rem colisdes binarias. Desta forma, fica estabelecida a existéncia de singularidades de
ndo-colisdo.

As triplas colisdes entre my, my, m3 € ms, My, Mg SA0 especialmente importantes.
De varias formas diferentes m;, m,, mz podem entrar em tripla colisdo. Resultados
classicos revelam que quando as particulas tendem a uma tripla colisdo, elas devem ten-
der a configuracdes especiais chamadas configuracoes centrais. Tratando especialmente
com o problema dos 5 corpos, determinam-se trés configuracdes para my, m,, mz: uma é a
configuracdo colinear com m3 entre m; e m, e as outras duas sao quando my, m, e ms for-
mam triangulos equilateros, um com mj3 abaixo de m; e m, denotada por E* e a outra com
m3 acima de m; e m,, E_. Seja X; 0 subconjunto de Q constituido de todas as condicdes
iniciais tais que as correspondentes trajetorias terminem em triplas colisdes entre 12, 2% e
32 particula com a configuracdo-limite E*. X; & uma variedade imensa codimensional-2.
Similarmente seja X, 0 subconjunto de Q das condicdes iniciais tais que as correspon-
dentes trajetorias terminem em triplas colisfes entre a 32, 42 e 52 particulasque possuem
configuracdo-limite similar aquela de E_. Entdo X, também & uma subvariedade imensa
codimensional-2.

O objetivo é provar os dois seguintes teoremas, lembrando que as colisdes binarias
sdo regularizadas.

Teorema 1: Existem massas positivas m; = mp, mz e my = ms tais que: para X* € %,
seja t* o tempo no qual a trajetoria iniciando de x* termina. Existem escolhas de x*
tais que Qs(x*,t*) = qs(x*,t*), isto &, para a trajetoria partindo de x*, quando my, my,
m3 colodem em t* entdo m4 e ms também tem uma colisdo binaria em t*. Para alguma
superficie hiperregular tridimensional IT em Q cruzando X; em x* existe um conjunto
ndo enumeravel A de pontos em IT com a seguinte propriedade: seja X € A; existe t,, >
0, tal que a trajetoria com a condicdo inicial x é definida paratodo 0 <t < t, <
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(possivelmente com colisdes binarias e satisfazendo Z;(t) = Z,(t) — oo, Z4(t) = Zs(t) —
—oo quando t — t.).

Enquanto o teorema anterior estabelece a existéncia de uma solucdo ilimitada em
tempo finito, teorema seguinte assegura a existéncia de singularidades de ndo-colis&o.

Teorema 2: Sejam x*, I1, A tais como no Teorema 1. Entdo existe um subconjunto ndo
enumeravel Ag de A tal que, para todo x € Ag, qu(t) # Go(t), Ga(t) # (s(t) para todo
0 <t<t,,istoé, as solucdes partindo de A, sofrem singularidades de ndo-colisao.

O objetivo & mostrar a existéncia do movimento newtoniano para o problema dos
cinco corpos que é ilimitado no espaco fisico em tempo finito. E preciso mostrar que
este movimento existe sem a vantagem de uma acumulacdo de infinitas colisdes binarias.
Considere um problema de cinco corpos constituido de quatro particulas em dois pares, as
particulas em cada par tendo a mesma massa. As quatro particulas formam dois binarios.
Cada binario estd em uma orbita altamente eliptica com plano de movimento paralelo ao
plano xy. O que difere & que um binario estd bem acima do plano xy com rotagdo em uma
direcdo enquanto o outro esta bem abaixo do plano xy com rotacdo na direcdo oposta.
Esta diferenca na rotagdo permite que os dois binarios tenham arbitrariamente pequeno,
mas nao nulo, momentum angular.

Enquanto isso a quinta particula esta restrita ao eixo Z. A oscilacdo desta quinta
particula governa o sistema e cria 0 movimento ilimitado. Mais precisamente, imagi-
nar que a particula oscilatoria passa através do plano de movimento definindo um binario
exatamente quando as duas particulas no binario estdo muito proximas. Devido ao fato
da particulas no binario estarem quase no seu ponto mais proximo, elas também estardo
muito proximas a quinta particula. Deve-se destacar que, para certas razoes de massa
(por exemplo, se a quinta particula é insignificantemente mais pesada que as massas do
binario), a aproximidade acima entre as particulas impde uma forca consideravel a 5?
particula que é dirigida diretamente de volta ao plano de movimento do binario. Isto
forca a quinta particula a retornar ao plano de movimento do binario quando o binario
comega a separar-se. No retorno, isto permite a quinta particula mover-se, a uma taxa
muito rapida, em direcdo ao outro sistema binario. Neste instante, o efeito de acdo-reacéo
do sistema de 3 corpos forca o binério original a mover-se para longe do plano xy.

O movimento é entdo obtido pela iteracdo deste cenario. Cada vez que a quinta
particula aproxima-e de um binario, a sincronizacgdo é tal que a aproximacao destas particulas
fornece a quinta particula a forca para acelerar de volta ao outro binario. A dificuldade &
verificar que este cenario realmente ocorre. Interessante concluir que este comportamento
ocorre razoavelmente com 52 particulas.

A seqliéncia de sincronizagdo € obtida com argumento dinamico simbdélico mas antes
de introduzir esta argumentacdo, é preciso estabelecer outros elementos sobre a dindmica
de iteracdo. Em particular, se este movimento deve tornar-se ilimitado em tempo finito,
entdo claramente os efeitos da aceleracdo sobre a particula oscilante tem que ser infinita-
mente grande. Conseqlientemente, as aproximagdes de cada binario precisam ser infinita-
mente pequeno. Mas a Gnica forma na qual isto acontece & como resultado de interagdes
de trés corpos (problema isbsceles dos 3 corpos: variedades de triplas colisdes e orbitas
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de colisdes proximas).

As infinitesimamente pequenas aproximacdes dos binarios viram outra questdo: tais
binarios colidem? A resposta & ndo, se 0 momentum angular dos binarios é diferente de
zero durante todo tempo. Para lidar com este fato, toma-se uma porgdo do problema evi-
tando colisBes e embutindo-o em nosso argumento dindmico simbolico. Logo, a dindmica
simbolica necessita a inclusdo de informages sobre a taxa de expulsdo da 52 particula dos
binarios e o estudo do binario (rotacional e eliptico). Mas ainda precisamos conectar 0s
dois problemas dos 3 corpos para mostrar que a 52 particula possa oscilar entre os dois
binarios. Os simbolos sdo caracterizados por regides no espago-fase chamadas cunhas, de-
terminadas pela proximidade de diferentes orbitas com respeito a uma variedade estavel
em particular (correspondendo a uma tripla colisdo) e pelo seu relacionamento com uma
variedade instavel. Pode-se imaginar tais cunhas para cada aproximagao dos binarios pois
as cunhas necessitam corresponder a quando existe uma proximidade entre um particular
binario e a particula oscilante.

Comecando com uma solugdo simétrica do problema dos 3 corpos onde 0 movimento
de duas massas iguais, m; = m,, sempre € paralelo ao plano xy e ms esta restrito ao eixo
z, conforme figuras abaixo:

Agora, tendo m; e m;, Orbitas circulares, a for¢a de atragdo imposta sobre mz (determi-
nada por qi3 = (3, distancia) & baseada na distancia entre ms e seu plano de movimento
mas também no quanto proximo entre si estdo m; e m,. Considerar 0 caso extremo,
onde o binario é tdo eliptico que tende a um movimento em linha reta quando os binarios
aproximam-se muito um do outro, quando entdo separam-se a uma distancia segura. A
partir desta construg@o, supor que ms passando através e no momento em que estd um
pouco acima do plano quando o binario estd em sua aproximacdo mais efetiva. Se as
particulas estiverem suficientemente proximas uma da outra (e com uma correta esco-
Iha de massas), o binario impde um empuxo extremamente poderoso, descendente, sobre
m3. De fato, esta forca de atracdo pode ser feita tdo forte quanto desejado ajustando-se
as distancias entre as particulas. Consequientemente, ms pode ser impulsionado descen-
dentemente com velocidade arbitrariamente alta exatamente quando m; e m, comegam
a separar-se. Com esta sincronizacao adequada, o binario em separacao perde qualquer
efeito de frenagem sobre ms, permitindo a esta particula ser lancada rapidamente, em
sentido descendente, ao longo do eixo-z.

Para evitar que m3 seja expelida ao infinito, necessita-se um obstaculo que ndo pode
ser uma 42 particula ao longo do eixo-z pois isto causaria uma colisdo. Entdo repete-
se este cenario colocando-se um segundo binario com Orbita altamente excéntrica das
particulas m4, ms bem abaixo e ortogonalmente ao eixo-z (conforme figura abaixo):

Com quase perfeita sincronizacdo, onde o binario my, ms alcanga uma suficientemente
efetiva aproximacdo exatamente depois da particula mz em deslocamento passa através de
seu plano, a forga resultante imposta na particula em deslocamento m3 bloqueia 0 movi-
mento descendente de m3 e expele-a de volta ascendentemente com velocidade arbitrari-
amente alta.

Este cenario pose ser repetido indefinidamente em tempo finito. Como em uma
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construcdo de um conjunto de cantor, onde em cada etapa & removido um “terco inter-
mediario”, desenvolve-se um processo no qual um conjunto de condigoes iniciais, as quais
aproximadamente tomam forma de uma cunha, & determinado onde as solu¢des agem con-
forme desejado para pelo menos uma passagem das 3 particulas. Algumas solugdes das
condicdes iniciais nesta cunha permitem ms interagir como o binario da forma requerida
e outras, nao. Entdo sdo descartadas, em particular todas as orbitas onde ms falha em
satisfazer a cuidadoso requerimento de sincronia com o proximo binario sdo eliminadas.
Este processo é contrario e 0 que resta no limite € um conjunto de cantor de condi¢des
iniciais permitindo que este comportamento ocorra indefinidamente.

Uma tripla colisdo define um ponto de equilibrio E* € C com estrutura hiperbolica.
Se x* denotar o conjunto de condicdes iniciais que em tripla colisdo, entdo x* define uma
variedade estavel para E*. entdo pode-se obter uma 6rbita comecando proxima a x* sobre
I" (secdo reta bidimensional transversa a variedade estavel St(E*) em x*) que permanecera
proxima até a Orbita aproximar-se de C (lembrar que trata-se da variedade de colisdo) e
entdo comeca a seguir a variedade instavel de E*. Imediatamente apos falhar a tripla
colisdo, 0 movimento comeca a assumir a orbita sobre C proxima a E*.

Agora, se considerara um problema especial dos 5 corpos. Para este problema, constroi-
se uma singularidade de ndo-colisdo ou, como primeiro passo, uma solugdo ilimitada em
tempo finito cujo principal resultado é o teorema (3) que em breve sera enunciado.

Seja my, my, M3, My, Ms CiINCO Massas-pontuais omvendo-e em um espaco euclidiano
R? e seja q;, G € R3 os vetores posicdo e velocidade param;, i = 1, ...,5. Mais ainda, seja
m; = mp e my = ms. Entdo escolhe-se condicoes iniciais tais que as seguintes simetrias
sdo preservadas no movimento subseqente:

01 = (X1, Y1,21)

02 = (=X1, Y1, 21)
a3 = (0,0,25)

s = (X4, Ya, 24)

05 = (—X4, —Ya,24)

Em outras palavras, para todo tempo, ms estara sobre o eixo —z. Ambas particulas m;
e m, sdo, respectivamente, simétricas a m, e ms com respeito ao eixo-z. fixar o centro das
massas na origem e entdo teremos a seguinte equagdo: 2m;z; +2myz4+mszz = 0. O sistema
resultante tem 6 graus de liberdade determinado por g1 = (X1,Y1,21), Q4 = (X4,Y4,24) €
suas derivadas.

Sejam T e U as energias cinética e potencial, respectivamente. Com estas variaveis,
as funcdes sao:

1 2mizy  2myz4,2

i -9 ) -9 .9 -2 141 4&4

T:ml(xl+y1+zl)+m4(x4+y4+z4)+§m3( — )
3 3
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mi mzzl 2m1m4
= + + +
20 + Y22 T 202 +y2)M2 T [(Xy — Xa)? + (Y1 — Va)2 + (21 — 24)]*2
+ 2mymy N 2mims N
[(Xe = Xa)? + (Y1 = Ya)? + (20 = 22)°]Y2 G + Y7 + (22 — 23)?]*/2
2myms

+ )
[Xi + yi + (24 — 23)?]Y2

Note que z; aparece na equacdo para U, mas é funcdo de z; e z4. O Hamiltoniano para
este sistema usa as variaveis

Px, = 2MiX1, Py, = 2MaXg, Py, = 2MY1, Py, = 2MgYs

. 2myz;  2myz
Pz = 2m121 + 2m1( 17 + 4 4)

ms ms
2m121 2m424
= 2m424 + 2m4( + ),
Pz, ms m,

Como a energia cinética T & expressa como funcdo de p,,, py,, Pz (i=1,3), entéo x;,
Vi, Zis Px» Py, Pz (1 = 1,3) satisfaz a equagdo de Hamilton com Hamiltoniano H(p, q) =
T(p)-U(q). Aléem daenergia integral H(p, @) = h, o sistema também admite 0 momentum
angular integral c;, + C45 = C, onde €y, € C45 SA0 0S momentum angulares de my, m, € My,
ms respectivamente:

C12 = 2M(X1Y1 — Y1X1) = X1Py, — Y1Px,
Cas = 2M4(X4Y4 — YaXa) = XaPy, — YaPx,

Note que C1», C45 N0 SA0 constantes de movimento. O momentum angular é conser-
vado sob 0 movimento, isto &, assume-se que ¢ = 0, ¢, +C45 = 0. Na analise subsequente,
0 sistema sera considerado como tendo 3 componentes sempre que as trés particulas my,
m, e mz estdo proximas umas das outras relativamente a distancia das trés particulas a m,
e ms:

(i) O sistema isosceles dos trés corpos my, my, ms;
(i) O sistema de dois corpos my € ms;
(iii) O sistema de dois corpos composto pelo centro de my, m,, msz e o centro de my, ms;

Quando m3, m4 e ms estdo proximas, usa-se decomposicao similar.

A variedade de tripla colisdo M, anteriormente construida, persiste na presenca de m4 e
ms, ou seja, algumas propriedades do problema dos trés corpos persistem neste problema
dos 5 corpos de forma que as analises discutidas anteriormente aplicam-se aqui. Assim,
vamos estabelecer algumas defini¢cOes para chegarmos a resultados que demonstrardo os
Teoremas (1) e (2), nossos principais objetivos.

Seja T definido da seguinte forma: Ty C {v = v*} uma pequena ecompacta vizinhanca
da interseccdo de " com a secdo v = v*, onde v* € a Orbita da variavel instavel de E* e
v = v* uma secdo tridimensional em C em que v* &€ um nUmero positivo, grande e que
T+ intercepta v = v* transversalmente. A intersec¢do de U,(E*) com T, € uma curva
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pequena e suave se To & pequeno. Pela escolha de w*™ > 0 pequeno (w* € um nimero),
pode-se assumir To como um cilindro tal que na parte superior S*, tem-se w(;, = w* e
na parte inferior S, tem-se w(; = -w" € |w};| < w® para todos os pontos €Ty, onde
w1y = |h1pCiolC1o € uma variavel que fornece a excentricidade da orbita eliptica, hy, € a
energia e ¢y, 0 momentum angular do binario my, m,, e w33 & uma fungéo continua tal que
o limite de w1, para os pontos sobre U,(E*) proximos de 7+ possuem valor diferente de
zero. Y

Agora comegamos a provar um dos dois teoremas principais, especificamente, o Teo-
rema(1). Fixe um ponto x* € ;. Existe um ponto p € S x R®> x R~ tal que x* € St({p} x
{E.}), onde St({p} x {E.}) € uma variedade estavel do ponto de equilibrio {p} x {E,}. Seja
I' uma superficie bidimensional suave que intercepta transversalmente X; em x*. Seja
t* > 0 o tempo quando a Orbita, comecando de x*, termina em uma tripla colisdo de my,
m, e mz. Sem perda de generalidade, assumir que |z4(x*,t*)| > 2B. Paratodo x € I, seja

f1(x) = inf{t > 0jz3(x, 1) = z1(x, 1)}
t1(x) = inf{t > (X)) 3(x,t) = —A}
ti(x) = inf{t > ty(X)[zs(x,t) = O}

B() = inf{t > t(x)lzs(x, 1) = za(x, 1))

enguanto que para 6Orbita de colisdo x*, seja
fl(X*) = tl(X*) = tT(X*) = fz(X*) =...=t

Ent&o, temos o0 seguinte Teorema:

Teorema (3): Seja I a superficie bidimensional acima definida. Considerar as solu¢des
partindo de I'. Existe uma cunha A com vértice em x* e com fronteiras C*, C~ e C tal que
0 seguinte é valido:
(i) Para todo x na cunha, f1(x*), t1(x*), t1(x*) e T (x*) sdo funcdes continuas bem definidas.
Em particular, as funcGes citadas aproximam-se de t* quando x na cunha aproxima-se de
x*. Em conseqiiéncia, z3(t;) e z3(t;) — oo quando x — x*.
(i) Para todo x € C*, fw* < wio(x, ) < 2w* e paratodo x € C™, fw* < —wip(X, ) <
2w*.
(iii) Existe k > 1, onde k depende somente das massas tal que para qualquer 6 > 0 e para
todo x € A,

21(%, ) > kze(x, 1) >0 e |za(x, ) — za(x, T1) < 6

A prova deste teorema esta em [8]. A respeito deste teorema, sejam as seguintes
observagoes:
(1) A é uma constante pré-fixada cujo valor ndo muda, embora sua escolha seja arbitraria.
De fato, pode-se escolher A arbitrariamente pequena e desta forma, B, cujo valor depende
de A, pode ser feito arbitrariamente pequeno.
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(2) As triplas colisdes consideradas até agora sao para a configuracdo central E*. De fato,
as triplas colisdes com configuracdo central limitada em E_ podem ser tratadas da mesma
forma.

(3) Toda discussao anterior aplica-se também ao movimento de mz, m4 € ms, COm apro-
priadas mudancas de constantes.

Vamos agora construir infinitas solu¢des ilimitadas em tempo finito na hipersuperficie
tridimensional TI. Seja x* € X; um ponto tal que a orbita de x* termina em uma tripla
colisdo simultanea entre my, m,, mz e a colisao binaria entre my4, ms. Seja IT uma pequena,
genérica, hipersuperficie tridimensional no espaco-fase. A secdo IT intercepta £; em uma
curva ¢ tendo x* em seu interior. Entdo existe uma cunha com vértice em ¢ tal que, para
todas as orbitas comecando da cunha W, ms dispara de my, m, e alcanga m,4, ms em curto
interlo de tempo. Se fizermos W menor, o tempo para mg alcangar my, ms pode ser feito
arbitrariamente pequeno. Mais ainda, dentro da cunha W existem infinitos pontos X, Xz,
..., Xi = X* tais que, para qualquer i € N, a orbita comecando de x; termina em tripla
colisdo de m3, m4, ms e colisdo binaria de my, m,.

Os dois lemas a seguir sdo essenciais para justificar o processo iterativo e o uso de
dindmica simbolica, resultando na demonstracdo do Teorema(l). a semonstracdo dos
lemas esta em [8].

Lema(1): Paraacunha W c IT existe um conjunto fechado ndo-vazio (; € W contendo x*
tal que as orbitas comecando de ¢; terminam em triplas colisGes entre ms, my, ms em f,.
Mais ainda, o conjunto ¢; & conexo e contém mais de uma ponte.

Lema(2): Sejat; € X4 a curva do lema Entdo existem pontos Xi, Xa, ..., Xj € 11, | €
N, X; — x* quando i — oo tal que para as orbitas comecando de x; a solu¢dao termina
simultaneamente dupla e triplas colisdes.

Vamos agora provar o teorema(1), o primeiro de nossos principais resultados.

Comecamos pela repeticdo do processo de construgdo da cunha W e encontrar 0s pon-
tos Xq, Xo, ... Desta vez, no lugar de x*, usaremos x;, i € Z e ¢; em lugar da tripla colisdo
mi, m,, Mg, usaremos a tripla colisdo ms, m4, ms. Para cada x; tomaremos uma pequena
vizinhanga de x;, ITj ¢ W c IT e considerar solugcoes comec¢ando da hipersuperficie IT;.
Assumimos que IT; satisfaz a condigc@o de transversabilidade imposta a IT. Isto é verda-
deiro porque condi¢@es de transversalidade sdo condicdes genéricas, entdo podemos fazer
pequena mudanca arbitraria a IT tal que todas as condi¢Oes de transversalidade sejam acei-
tas. Segue do Teorema(3) e dos Lemas (1) e (2) que,novamente , uma cunha W; pode ser
encontrada e W; tem seu vértice em um sub-arco de ¢; tendo x; em seu interior. Note que
W, tem uma propriedade similar a W; para orbitas comecando de W;, mz escapa de m, e
ms com grande velocidade e atinge m; e m, em curto espago de tempo. Seja f3(x), x € W;
0 tempo em que m3 alcanga o ponto médio entre m; e m,. A diferenca f3(x) — f,(x) pode
ser feita arbitrariamente pequena pela restricdo de x a uma cunha menos em Wi;.

Novamente, para cada i podemos encontrar infinitos pontos na cunha Wi, Xij, j =
1,2,..., Xj — X tal que a orbita de x;; termina nas triplas colisGes simultaneas de m;,
m,, M3, e colisdes binarias de m,, ms. Para todo j € Z, x;; possui propriedades similares
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aquelas de x;. Continuando desta forma e dada qualquer seqiiencia infinita de inteiros
positivos iyiyis . .., podemos encontrar uma seqiiéncia de cunhas ... € Wiyipiz € Wiz, C
Wi, ¢ W e definir uma seqiiéncia de tempo f1(x) < f(x) < f3(x) < ... para todos os
pontos de W N Wi, N Wi, N Wi,ii, N ... Mais, i,1(x) - fi(x) < 27" sempre que fi,1(x) &
definido.

Consluimos a prova do Teorema(1) pelo uso de dindmica simbolica. Para a seqiiéncia
infinita de inteiros positivos iyi,is. .., pela construcdo acima, temos uma sequiéncia cor-
respondente de cunhas

i1iz

... C Wi1i2i3 - Wilizis C Wili2 C Wiliz C Wil C Wil C W,

onde V é o fecho do conjunto V. Esta seqiiéncia encaixante tem interseccdo néo-vazia.
Seja @* um ponto nesta intersecgdo. Entdo q* € iiiris... e f(q*) é definido para todo
i=1,23,..,1(d*) <@ <i@) <---. Como t,1(q*) - fi(G*) < 27, a seqiiéncia
tem um limite t.,:

to = limE(G <@ + E 27 < o
|—00
=

Desta forma, para a orbita comecando de @ *, a solucdo é definida paratodot, 0 <t <
t. < oco. Para provar que

1) = 25(t) > 0 & Z4(t) = z5(t) > —o0 (3.63)

quando t — t.,, para a solucdo partindo de g * podemos usar o Teorema de Von Zeipel.
Como agora, t,, < oo € uma singularidade e, da construgao, t., ndo &€ uma singularidade
de colisdo, liml — oo quando t — t., onde | & 0 momento de inércia do sistema todo.
Como as colisdes binarias foram regularizadas em problema, o Teorema de Von Zeipel
ndo pode ser aplicado diretamente, mas ndo é dificil extender o Teorema de Von Zeipel
para permitir a regularizac@o das colisdes binarias e tratar solu¢cdes com colisBes binarias
como solucdes regulares. Da 32 propriedade Teorema(3), para cada sequiéncia de positivos
&1, &, - - - podemos fazer W, W;, Wi.i,, . . . suficientemente pequenos tal que as propriedades
seguintes sdo satisfeitas

21(G", %) = kza(q 7, )
2(q°. %) =2 22(G". &) — &1
21(q 7, %) = kza(q ", 1)
22(0". %) > 22(G 7. 1) — &

onde k > 1 é constante. Para qualquer 1 < ko < Kk, se &1, &;,--- sdo suficientemente
pequenos, entdo

21(6 ", Bone2) > koza (G %, T2n) > k§za (G, B2) paratodo n>0
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Desta forma,
(71 =2(q",t) - o quando t — t.

Igualmente,
(07, 1) =z5(q ", t) = —o0 quando t — t,

Seja A uma colecdo de todos estes pontos, isto &, para qualquer @* € A existe uma
correspondente seqiiéncia de nimeros inteiros positivos iy, ip, - - - tal que

As Orbitas comecando de A sdo solucdes ilimitadas em tempo finito, e A é n&o-
enumeravel, completando a demonstragcdo do Teorema(1), C.Q.D.

Agora vamos mostrar que, para algumas das solu¢des construidas acima, ndo ha de
fato colisdes binarias envolvidas, ou seja, demonstrar o Teorema(2), através de uma série
de Lemas que serdo enunciados e cujas demonstracdes estdo em [8]. O Lema(3) esta-
belece que para @* € A e t,, 0 tempo em que a solugdo termina, entdo wq»(q*(t)) — 0
quando t — t... Isto significa que as solu¢des dos binarios estdo proximas a um problema
colinear Lema(4) garante que os eixos elipticos dos binarios m;, m, e my, ms também tem
limites quando t — t.,. Finalmente, o Lema(5) diz que se estes dois eixos-limite forma-
rem um angulo diferente de 0, /2, 37/2 ou x, entdo para todo t suficientemente proximo
a t.,, 0 momentum angular de um par, digamos my, m,, € positivo e 0 momentum angular
do outro par, my, ms, & negativo. Isto é, parat suficientemente proximo a t.,. Destes lemas,
veremos que se escolhermos cuidadosamente as condig¢es iniciais, teremos a singulari-
dade de ndo-colisao.

Lema(3): Seja q*(t) uma solugdo ilimitada em tempo finito, como construida anterior-
mente. Entdo wi(G*(t)) — 0 e wys(q*(t)) —» 0 quandot — t., onde t,, < oo € 0 tempo
quando a solucdo q *(t) termina.

Lema(4):Seja q *(t) uma solugdo ilimitada como construida anteriormente, e seja t., 0
tempo no qual a solugdo G *(t) termina. Entdo os limites de p1o(q *(t)) e Pas(q *(t)) existem

e se ”m(ﬁlz(q*(t))) = P(q ) e |im(ﬁ4s(q*(t))) = Pus(G*(t)) quando t — t,, entdo
|B12(G )| = |Pas(G )] = 1.

Lema(5):Seja g *(t) uma solucdo ilimitada em tempo finito como construimos anterior-
mente e seja P, P,; 0S mesmos do lema anterior. Se [, P,; ndo sdo nem paralelos
nem perpendiculares um ao outro, entdo existe um t* — t,, tal que ndo existem colisdes
binarias entre my, m, e my, ms no intervalo de tempo (3, t.,).

Finalmente, provaremos a existéncia de singularidades de n&o colisdo, oiseja, 0 Te-
orema(2). Do Teorema(l) e do Lema(5), sabe-se que precisamos mostrar que existe
um subconjunto ndo-enumeravel Ao de A tal que para todo x € Ag, 5 & [,; ndo sdo
nem paralelos nem perpendiculares entre si. Seja x* o ponto no Teorema(1l) tal que
sen(20(x*,t*)) # 0, onde 6 & o angulo entre F5(x*,t*) e P(x*,t*). Do Lema(4) vem
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a idéia de que para qualquer & > 0 pode-se selecionar as cunhas W, Wi, W;j, Wijy, ... peque-
nos o bastante tais que para todo x € Ag = WNW;NW;;nWijN..., [F5 (X5 1) =P5 (X )l < &
e |F, (X", 1) — (. t)| < & para todo t tal que f, < t < t.,. Desta forma podemos fazer
& > 0 pequeno o bastante tal que sen(26(x, t.)) # 0 para todo x € Ay. Agora, teorema(3)
segue do lema(5).

Conclusao

Apresentamos aqui como Xia, solucionou uma questdo proposta ha mais de um século
por Poinlevé e Poincaré, cuja construcdo fez uso de varias contribuicdes descobertas
por varios pesquisadores. Porém, varias questdes permanecem e ainda serdo, por muito
tempo, objeto de pesquisas. Como sempre, 0 problema newtoniano dos n-corpos serve de
fonte a estes intrigantes problemas.
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