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Capitulo 1

Introducao a Dinamica dos Fluidos

1.1 Cinematica dos Movimentos dos Fluidos

Suponha um fluido contido em uma regido D com fronteira dD. Classicamente existem duas
abordagens ao seu estudo:

1. Descricao de Euler: Consiste em fixar um ponto do espaco e equacionar 0s campos
de velocidade sobre ele. Sobre o ponto P = (x,y, z) especificam-se:
u(x,y, z,t): campo de velocidades.
o(x,y,z,1): densidade (massa especifica) do fluido no ponto.
f(x,y,z,1): resultante das forcas externas que atuam sobre o fluido.
7;;(u): tensdo no interior do fluido.
2. Descricao de Lagrange: Consiste em determinar um elemento de fluido e equacionar
seu movimento. Sobre esse elemento de fluido, especificam-se:
Y(x,y,z, t): caminho percorrido.
Y(0) = (x0, Yo, 20, 20): posi¢ao inicial.
A partir desses dados, chega-se ao seguinte sistema evolutivo de equacdes diferenciais

ordinarias nao-lineares:

dy
- = Y,[
ar - ED

Y(0) = (xo0,Y0,20,%)

Garante-se a existéncia e unicidade (local) de solu¢des sob condi¢des de Lipschitz,
isto €, se para uma regido Q C D, existe M > 0 tal que

lu(r’, t) — u(r,t)] < M|r’ —r|, paratodo r’,r e Q.

Note que, para descrever uma propriedade H do fluido, podemos usar qualquer uma
das duas descricoes, pois

H(x,y,z,t) = HY(x,y,z,1),1)
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1.2 Linhas de Corrente

Considere a descri¢do material - a do movimento -, isto €, a descri¢do Lagrangiana. Logo, o
vetor posicao da particula x serd dado por x(Y, ). Derivando disto o campo vetorial u, dado
por
u= i u(x,y,z,t)

Este campo € denominado campo de velocidades e suas trajetorias, solucdes das trés equacoes
simultineas dx/ds = u, onde ds denota o elemento de comprimento, sdo as linhas de
corrente. O parametro s ndo pode ser confundido com o tempo, pois, nas equacdes para
obtenc¢do das linhas de corrente, o tempo € mantido fixo, de forma que as curvas resultantes
sdo as linhas de corrente no instante ¢. Elas podem variar de instante para instante e, em

geral, ndo coincidem com o caminho da particula, ja que

dx _ dxds
dt — ds dt

o caminho coincide com as linhas de corrente apenas se x = s.

1.3 Derivada Material

A partir da descri¢ao lagrangiana de um fluido, definimos

d (0

dr \ot),
(derivagao com respeito ao tempo mantendo o caminho Y constante). Entdo a derivada ma-
terial deve ser interpretada como a taxa de variacao de uma propriedade observada ao acom-
panhar seu deslocamento sobre o caminho. Em particular, a derivada material da posi¢do da

particula é sua velocidade. A relacdo da derivada material com a derivada parcial tradicional
0/0t idéntica a derivada com respeito ao tempo que mantém a posi¢ao €:

dH _dH(Y,) 9H((Y,1),t) OHOx, OH  9H 9H DH

dt  dt ot © Ox; Ot " o :”’axi Tt T ar
Finalmente,
DH OH
— =uVH + —
dt " - ot

a aceleracao do fluido é dada, por exemplo, por

Du
a(x,y,z,t) = I =uVu+ I

Em fluidos, para que se obtenha a variacdo de uma certa propriedade, utiliza-se a derivada
material. Da analise vetorial, temos a identidade

V(a.b)=a Vb +bNa+aAN(VAD)+b AV Aa)
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Assim, a pode ser reescrita, com

Du ou V) -2uANVAu) Ou
a=—=uVu+— = —

dt ot 2 * ot

Logo, definindo o vetor w = V A u, a vorticidade, temos

_Du 0u+V(u2) R
T T y T UAY

1.4 Leis de Conservacao no Fluido

1.4.1 Conservacao de massa

A dinamica dos fluidos se preocupa com o estudo do movimento de fluidos. Como os
fendmenos considerados em dinamica dos fluidos sdo macroscopicos, o fluido € visto como
um meio continuo. Isso significa que qualquer pequeno elemento de volume no fluido € tao
grande que ainda contém um grande ndmero de moléculas. Portanto, as expressoes “particula
de fluido”e “ponto em um fluido”’devem ser compreendidas como fisicamente pequenas, mas
isso ndo significa que, quando falamos em ponto, referimo-nos a uma tnica molécula.
Agora, entraremos na conserva¢ao de massa propriamente dita. Inicialmente, consideramos
um volume do espaco V,. A massa de fluido nesse volume sera

JJ,

onde p € a densidade do fluido. Seja S a superficie de fronteira do V,, e considere ds um
pequeno elemento dessa superficie. A massa de fluido que atravessa esse elemento de area

por unidade de tempo é
f f pu.nds.

Note que n € o vetor unitario normal exterior a superficie no ponto. Essa expressdao pode ser

reescrita como
ﬁ pu.ds,

s6 que com ds como vetor. A massa total que flui através da superficie de V, € entdo o

[ uas

Finalmente, a queda, por unidade de tempo, da massa de fluido em V,, pode ser escrita como

4w
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Mas a perda de massa sem que haja uma fonte no interior de V,, se dd unicamente pela entrada
ou saida de fluido devido a seu fluxo. Logo,

([ [T = [ 2

Por outro lado, devido ao teorema de Gauss,

(o [ s
i

(0p/0t) + div(pu) = 0.
Expandindo div(pu) , chegamos a

de forma que

(;—i) + div(pu)} dv=20

Entao,

0
Py divipu) + uVp =0
ot
ou seja,
Dp
dt
chamada Equacao da Conservacao de Massa ou Equacao da Continuidade. Note que:

+ pdiv(pu) = 0

(i) No caso em que ha uma fonte no interior de V,, temos:

Dp
— +pdivu=4
Ui paw u TP

(ii) O Fluido é dito Incompressivel se

Dp
-0
dt

1.4.2 Conservacao do Movimento

Continuamos considerando um volume V,, do espaco limitado por uma superficie S. Em um
ponto dessa superficie, agird uma forca d f = pds, onde p € a pressdo no ponto. A forca total

agindo no volume sera
—ffp.ds:—fpr.dx

Mas, pela Segunda Lei de Newton, temos

d
F =m.a :m—u.

dt
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Em nosso caso, dm = pdx, de forma que

F:fffp%dx:—ffprdx de onde vem pill—b;:—Vp

Agora,
du Oudx Oudy Oudz
—=——+4+—"+——=Vwu=uVv
dt " oxdr T aydr T agar W= uvu
Assim,
1
du +uVu=--Vp
dt Jol
logo
Du 1

— = ——Vp (Equacio de Euler)
dt Jol

Observe que:

(i) Se houver uma forca adicional, como em um campo gravitacional, por exemplo, a
equacgao de Euler toma a forma

Du F 1
A
. p p

onde F ¢ a forca determinada pelo campo.

(i1) Ao derivar essas equacdes de movimento, nao se levou em conta qualquer processo
de dissipacdo de energia causado pela friccao interna (causada pela viscosidade) ou
mesmo pelas trocas de calor no fluido.

(i11) A auséncia de trocas de calor entre o fluido e os corpos ao seu redor € mesmo no
interior do proprio fluido indica que o movimento € adiabatico no fluido. Podemos
expressar esse fato matematicamente com ds/dt = 0, onde s € a entropia no fluido.
Essa condi¢do também pode ser expressa como

0
a—“;+u.Vs:0
(iv) Lembrando que
Du  0Ou ou 1
— = — +uVu=—+ Vil +wA
dr g M T g T TOnt

onde w = V A u temos que, se a forma do corpo € conservada, isto €, existe K tal que
F = —VK (equivalentemente, hd um campo de forcas), chegamos

0 1 VK 1
A oVt wAu= - — ~Vp (1.1)
o 2 o p
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1.4.3 Equacao de Estado

As equagdes da dinamica dos fluidos s@o muito simplificadas no caso de fluxos regulares. Por
fluxos regulares, referimo-nos aos fluxos cuja velocidade é constante ( independentemente
do instante ) em cada ponto do fluido.

Descrevemos agora a obtencdo da equacao de Bernoulli para um caso mais geral e depois
particularizaremos. Seja o movimento do fluxo irrotacional, isto é, w = VAu = 0 e considere
a regido D que involucra o fluido simplesmente conexo. Logo, existe ¢ tal que u = —V¢.
Tomando certas condi¢des de regularidade, temos

ou 0¢
-y
ot ot
Obtemos conseqiientemente de (1.1)
op u? 1
VI-——+—=+K|+-Vp=0
( a2 ) ot

Finalmente,

op u? 1 3
fC[V (—E + 5 + K) + /_)Vp:| dr = \P(t)

onde C € o caminho percorrido. Entdo,

op u? 1
—— —+ K — =¥
y + > + +fpdp ()

chamada Equacao de Estado ou Equacao de Bernoulli.
Observe que:

(i) Considere o caso em que p € constante e 0 movimento € estaciondrio (fluxo estavel).

Entao,
d¢
-0
ot
€ a equagao torna-se
2
" ik+low
2 P

(i1) Considere um movimento de um fluxo estavel incompressivel. Para aplicarnos a in-
compressibilidade, € necessério voltar a

op u? 1
V(- + = +K|+-Vp=0
( o 2" )+p P

Tomando o produto interno dessa equacao com u, obtém-se

u? 1
u— +uVK+-uVp =0
2 p
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entao
0

D 2
— u—+K+£
ot\2 Jo,

Integrando sob uma linha de corrente, chegamos a

2
Lik+l-w
2 P

com Y constante na linha de corrente

1.4.4 Teorema de Transporte de Reynolds

Seja D uma regido simplesmente conexa que contém uma regiao de volume V sob a a¢do de
uma forca F(x,t). A forca total agindo sobre este volume €

F@) = ff f(x,t)dv
V(1)

pois as particulas que formam V se deslocam com o tempo. Podemos referir essa expressao

ao elemento fixo
f f F@). DIdv
v

onde Y(¢) é o caminho percorrido pelas particulas e J € o jacobiano

o o ov ]
ox ox ox

jo|m o oan
- ay ay ay

m o on
L 0z 0z 0z

Assim,
dpned _ af ; , +47
d_tF(t) = dtffvf(x,t)Jdv— fff(dtj_'_fdt)dv
Note que
dJ

de forma que

d oy af _ af
—F(0) = f f j; (= + fVu)Jdv = f f fv (= + fVuydy

ar _Dbr_or .,

dt — dt Ot

d 3 ﬂ .
Ef(t) = fff(dt +uVf + f.divu)dy

Observe que
vf

Assim,
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L= [[[ (L ancr)ar= [[] Lavs ([ rans

pelo teorema de Gauss, onde S € la superficie que delimita V. Assim,

([[] )= [[] Lo [f runis

1.4.5 Circulacao e Teorema de Kelvin

ou seja,

A integral I' = f udl , tomada ao redor de um contorno fechado, € chamada de velocidade
de circulacao ao redor deste contorno. Consideremos um contorno fechado em um fluido.
Supomos que o contorno seja formado por particulas de fluido. Ao longo do tempo, essas
particulas movem-se, alterando a superficie de contorno. Analisaremos agora a variacao da
velocidade de circulacio com o tempo:

dar d

Escrevemos aqui a derivagdo total com relagdo ao tempo, ja que buscamos a variagdo da
circulacdo em um contorno de fluido enquanto ele se move, ndo em uma regido fixa do
espaco. Mais precisamente, considere um contorno fechado C descrito por

s=s8(1), 0<7<1, s(0) =5(1),
s(t) retificdvel e sua imagem c(¢) = y(s(¢),t). A circulagdo
o) = [ uds = [ utrts.00so.
Segue-se que
T = [ Sutv.ndy + aty.pd G0

Mas por definicdo, dy/dt = u(y,t) e segue que

d d
o = f ©uCy, Dy + u(y, Ddy(s(0),

d 2
f Eu(% Ddy + du(y))

d

Suponha que o fluido seja ideal e barotrépico com forgas externas conservativas, neste caso,

%F(t) = —f—V(V + P)dy(s(t),t)) =0 com P = fdp/p

Sob as condicdes enunciadas acima € vdlido o Teorema de Kelvin. A circulacdo de uma
curva fechada retificivel movimentando-se com o fluido € constante. Como corolario deste
resultado podemos afirmar:
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Corolario 1.1. Se o movimento ¢ inicialmente irrotacional , entdo a circulagdo é zero para
cada circuito fechado, permanecendo zero sobre circuitos que movimentam-se com o fluido.

Corolario 1.2. Os tubos de vorticidade e linhas de vorticidade movem-se com o fluido.

EXEMPLO: (utilizando a equagdo de Bernoulli - explosdes submarinas)
Lembre que se m € uma fonte de velocidade e v, é a velocidade radial, entdo

m
Anr*v, = 4am, ou v, = -
;
e se ¢ € o potencial de velocidade e ¥ de corrente, temos
m 0y I 10¥
vr i - —_——
r? or rsinfr 06
Segue-se que
m mx
p=— e ¥Y=mcos=—.
r r

Agora considere uma cavidade esférica submarina de raio R, contendo gas em pressao py que
comeca a expandir-se rapidamente no liquido infinito a sua volta. Suponha que R seja o raio
da cavidade em tempo ¢, p a pressao do gas (supostamente expandindo-se adiabaticamente).
Negligenciamos a energia do gis. Assim,

3y

D1 Ro

= Ko 7 _ -0
p P p2 R

Ignorando a for¢a da gravidade e supondo que o movimento € radial e a velocidade da fron-

teira da cavidade satisfaz
dR R

= =

Suponha que exista um potencial ¢. E natural tentar uma fonte de forca m. Assim,

=,

¢m op m
—_ e - =
r or r?
Emr=R X
m , R°R’
gfkoe =7
e

d¢ R°R” +2RR”
o r
Aplicando a equacgdo da Pressao de Bernoulli temos

P 1[RR|" RR’+2RR?
- - = F()
0

1
+_
21 2
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Se a pressao no infinito € negligencidvel, F(t) =0 (r = 0o, p =0).
Pondo
R3 Y
r=R, p=p e p=po(—°)
b R3

Segue-se que
3y
RRH + zR/Z — RO po
2 R3p
Multiplicando por 2R?R’ e pondo ¢ = p,/p temos
37 pr
d 3oy _ o 2R R
d_t(R R ) =2c W

e integrando, lembrando que R =0 em R = R

’ 3 3
15:22 - 3(y2— 1 [(%) - (%) 7]

No caso que y = 4/3, escrevendo R = (1 + n)R,,

ct 2n  2n?
—=[1+—=—+—] V2
- (+3+ 2)@

Por exemplo, no caso que py = 1000 atmosferas e Ry = 50cm, temos que

c=3.16x 10422
sec

e o raio da cavidade dobra seu tamanho em 4 x 10~ segundos e a aceleracdo inicial do raio
é 2 x 10”cm/ sec®. Reabordamos este problema utilizando a teoria de choques a seguir.

1.4.6 Conservacao de Energia

Até este momento nossa descri¢do de um fluido é dada em termos de u, p e p e temos
ignorado consideragdes termodinamicas no fluido. Uma descricdo mais completa de um
sistema uni-fase que observamos € dada em termos de varidveis de estado tais como p, p a
energia interna U e a entropia S

p&V volume, § =T temperatura

As vdrias relagdes existentes entre essas variaveis sdo conhecidas como as equagdes de es-
tado. A formulagdo de Gibbs expressa U como,

U = UGS.V)
Y
P = "5y ¢

. U

oS
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Claramente,
dU =TdS — pdV = TdS = dU + pdV

Se a fase muda reversivelmente com o tempo a quantidade de calor fornecida ao sistema Q(¢)
¢ dada por dQ = dU + pdV. Definimos as capacidades calorificas como

oo (d9) (e
v~ \ar),” " \ar),

(% _ (45
ar),” " ~\ar),

Cy

E possivel demonstrar que

A A ¢
av), = “\ar),” 7"

(7). (77)
c,—cy = — | [—
P dr ), \dT ),
Para um gds ideal,
pV = RT
du
(), = ¢
av ),
c,—cy = R
dar
S = fcv7+RlogV

No caso em que cy = constante, temos

S = cylogT +(c, —cy)logV
= cylog(T/V)+cplogV
= cylog(T/V)+cylogV”

= cylog(pV”) + constante ou

p exp (S/cy)V77, v> 1.

Para sistemas com mais de uma fase, indexados por @ = 1,2, 4...m, com varidveis correspon-
dentes V,, Ty, S o, Uy, Pas

S = ZS(“ V= ZVQ, U= ZU(,.

Suponha que o sistema muda de um estado ao outro com gasto total de trabalho pelo sis-
tema W e com fornecimento Q¢, a fase de fontes externas ao sistema. Pela primeira lei da
termodindmica que diz

0°=> 0,=AU+W



14 CAPITULO 1. INTRODUCAO A DINAMICA DOS FLUIDOS

Levando a formulacao diferencial,
dQ° =dU +dW

A segunda lei da termodinamica afirma que em geral,
do;
ds > Zg: T

Seja F a energia cinética de um volume material V :

1
F = 3 j; puldx.

df_lfduzd
a - 2. a ™

du
= —d
fp”dr *
= fpf.gdx+fpg.div Tdx
v o 14

= fpf.gdx+ff.gds—feij.ﬂjdx
v s 14

_ (0w o
i = 2 a.X'j (9x,-

Segue-se que

utilizando as simetrias de 7', fluido ndo-polar. Postulamos entdo, a equacao de conservacao
de energia,

i(T+ U)=fpf.gdx+fg.yds+
dt Vv = S

- f g.nds + (energia/area unitaria por unidade de tempo MT %)
s

Comparando esta equacio com a equagao anterior, observamos que

du
pdt

= T,-jeij — le g,

um resultado atribuido por Truesdell [12]. Por analogia, a segunda lei da termodinamica

pode ser postulada na forma
d q.n
—fdexZ—f_—ds
dt Jy s T
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Para fluidos perfeitos, T = —pl,eem geral, T = —pl + V

dU
P +pdivu =v;j.e;—div q

e utilizando TdS = dU + pd(1/p) e % + div up = 0, obtemos que

fpdu+pdivu 3 fV,-je,-j_divq
v T dt T  J, T T

df Sd fv"’e” a7, fg'ﬁd
a ), A T )Y T ®

Isto € consistente com a segunda lei da termodinamica se

q.vNT
Vij€ij — T >0

Obviamente satisfeita se v
Vij€ij >0 e q— <0
O Gas Perfeito

Aqui temos que

d
d_lt) +pdivu = 0 e
du
= _ v/
P pf—=Vp

Aqui € plausivel supor que g = 0 onde

ds

= =0 = p(p, S
7 e p=ppS)

No caso em que o fluido € um gas ideal com c,, cy constantes, temos

p =%y =constante > |

Ondas de Choque em Fluidos Perfeitos

E conhecido experimentalmente que mudancas abruptas de pressdo e massa especifica po-
dem acontecer através de superficies em fluxos de gases. Matematicamente, uma onda de

15

choque () é uma regido no fluxo no qual uma ou mais das varidveis u, p, p, S sofrem uma
descontinuidade de salto. Alocamos os indices 1 e 2 a cada lado da superficie. Suponha que

n € a normal da superficie de choque, direcionado ao lado 2 e G a velocidade da superficie

naquela direcdo. Ponha
V=un-G
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a velocidade normal relativa a X(7), indicada por [ | um salto de varidvel.
Conservagcao de massa, momento, energia e a segunda lei da termodinamica leva-nos as
relagcdes

loV] =

loVu+pn| = 0

|
[pv(%gz + U) + pg.g] =0
VS| = 0

\%

A base destes resultados € a seguinte forma de um resultado conhecido:

d df :
Ej;fdx f‘/(5+fdlvg)dx+fz[f‘/]ds
d

— d 0
dt V’Ox

Suponha que V; > 0, V, > 0. As equagdes acima podem ser reduzidas a forma

<

V] = 0
V2 +p| = 0. [wl=0

1
V4T
E

0, onde 1=UH+ (B) a entalpia especifica
P
[S] = O

Introduz o fluxo de massa m através do choque m = p;V; = p,V, . Entdo,

p=-p1 = piVi—paVs
= m(V,-V,)

Il
-
~
Il
p—t
M
[\
-

= m(11 -1, T
= ViVa(or — p1),

Segue-se que

(p2—p).(a+1) = (Vi-V3)

p-pl _
= -m
Ty — T4
-pl
p>—p - WV,
P2~ pP1

(p2 —p1)(2+711) = 2(I,—-1;) (devido a Hugoniot [6] e Rankine [13])
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Relacoes de Choque Para um Gas Ideal

Neste caso, temos

E da relagao de Hugoniot obtemos que

N y—1 y—1 4y
Ty — T = T
) 7/_|_1pl 2 v+ 1 1 (y+1)2P1 1
Esta equacao determina os estados que podem ser atingidos do estado inicial (p;, 71). Intro-
duzindo os numeros de Mach

V V.
My=—, M)=—
Cq Cy
as relacdes tomam a forma
Vg—Vl _ T2—T1_ 2 (I—M%)
V] B T1 B ’)/—1 M12
- 2
P1— D2 — (M% . 1)
P2 y-1
T,-T; _ 2y- DM+ 1)(M;~1)
T, (v +1)? M}
M? -1
1-M; = o
L+ 5Mp-1)
Das relagoes
RP_ o oeom =p1Vi =V,
Ty — T4

temos -
2

pr—pr=m*(ty— 1)) = ypiMi(1 - T—)
1

E fécil eliminar (p;/p,)— 1 entre esta equacio e a forma de relacdo de Hugoniot obtida acima
para conseguir a primeira relacdo anterior. Agora lembre que a férmula

p =exp(S/co)p”

pode ser reescrita como
S = c¢olog(pt”)

Segue que

_ Y
52 Sl:log(&(z)) S,>8

Cy P1\T1

y Y
= P27, = PI1T]
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Pela relagdo p, — p; = m* (12 — 1)
P2 < P1 =Ty >T e
paT) > poT| = piTy  ou Ty > 7T, uma contradi¢do
Segue-se que p, > p; e 7, < 7;. Pela relagdo de Hugoniot

r-1
T227+1T1 e

(-1 (y+1)
y+171ST23T1 ou plﬁpzﬁﬁpl
Mas ViV
2~ Vi Ty — Ty
= 5 VZ;'&V]’
Vi T
chame
-1
Ti:T)ll € p2=pi
€ assim
v+1
p2>p1r e p1<px< P
v—1
De 1, < 14,

T =T 2 (I_Mlz)
T y+1 M?
Isto equivale a dizer que a velocidade normal relativa do fluxo na frente de um choque é

supersOnica. Inversamente, M, < 1 e a velocidade normal relativa atrds da frente de choque
€ subsonica.

>M >1=V, >

A Influéncia da Viscosidade

Vamos voltar ao fluxo unidimensional estaciondrio. As equagdes de Navier-Stokes tomam a
forma em termos do tensor de tensoes:

d
- =0
dx(,Du)
du dar .,
u—- =
P dx dx
du dn dq
U— = x5 7 5
p dx dx dx
d
T = —p+Q+2w
dx
dT
= —X—
9 dx
Integrando estas equacgdes,
pu = m
du
A+2u)— = p+mu-a
dx
dT

1 2
xa m(U—E(u—a)+b)
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onde
p=fT) e U=UpT)
sao conhecidos. Uma solugao
u=ulx), T=T(x)

¢ chamada uma camada de choque se

(I/l, T) - (uly Tl)’ X — —&0
w,T) = (up, Tr), x— +00

com Uy < up

Para que isto acontega, € necessdrio que .

Pi1uy = Py = m
p1+mup = pr +muy; =am

Uy -3 —a) =Uy - 5(uy —a)’ = b

Condig¢des equivalentes as condi¢des de Rankene-Hugoniot. Isto € dizer que uma camada de
choque vinculada (uy, Ty), (4, T>) pode acontecer somente se (uy, Ty) e (uy, T,) sdo estados
iniciais e finais de um choque normal de um fluido ideal tendo as mesmas equacdes de es-
tado como o fluido correspondente se (uy, T) € (u,, T») satisfazem as condi¢cdes de Rankene
- Hugoniot. Para encontrar a camada de choque ligando (1, T1) e (u,, T») € necessario re-
solver as equagdes diferenciais acima com a, b e m determinados das equacdes de Rankene-
Hogoniot.

1.5 Fluidos ideais: conseqiiéncias nao-fisicas.

Lembre-se cinematicamente se V(f) acompanha o fluido e F € expressa em termos Lan-
grangiana

d dF oF
— Fdx = f (— + Fdiv v) dx = f (— + div(Fv)) dx
dt Jv v \ vy \ Ot

e pelo teorema da divergéncia

d oF
— Fdx = f —dx + f Fv.ndo (1.2)
dr Jy vy Ot S

No fluido perfeito (ideal)
t=—po;; p € apressio.

A lei de conservacdao de momento

d
— pvdx:f pfdx+f —pndo (1.3)
dt Jye 140) S
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onde f € a forca externa, o que leva a equacao

dv

— =pf-V
P pf—Vp

junto com a equagdo de conservagao

op d
8_ + div(pv) = — + divv)p=0

f {8(pv) +a’iv(pv)} dx:f pfdx+f —pndo
vy Ot vy S(®)

a(pv>

De (1.3)

Se nado ha forgas externas f = 0 e se 0 momento € estacionario =0ou

(—pn —pv(v.n))do =0
S(1)

(pelo teorema de divergéncia).

Considere um fluido no exterior de um obstaculo, superficie oo e toma a dentro de uma
superficie maior X.

No obstédculo o, v.n = 0 e portanto a for¢a excedida pela pressao no o é

E - _f_pﬂldS = f(—pnz —pVV1n2)dS
o 2

ou
F= f pndS, = f (—pn, + py v,1n,)dS, (1.4)
loa z

Considere agora fluidos potenciais e incompressiveis v = V¢ e div v = 0, entdo A¢ = 0 no
exterior de . Suponha também neste caso a velocidade v do fluido ao infinito limy,_,., v = U
em duas dimensdes e o circulagdo I' = fc v.dS, C com o € dada.

E possivel demonstrar que

r
¢ = U/1+C+2—6'+O(r‘1) e

r a (1.5)
v= U+ =—(-y,%)+00?
- - 2mr?

Em trés dimensodes
p=UA+C+0r>) e

v=U+ 00 (1.6)

Considere o caso U = 0.
Isto se segue da representacdo de Poisson (para mais detalhes ver [8])

||2 2

R
v(x) = vO)———— = ———dS(y) |x[>R.

pi=r  YAlx = yP
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Desta representacdo e o fato que div v = 0, segue-se que v = O(r~2) e a integragio estabelece

que ¢ —c = O(r™").
Observe-se que div v =0

fv.nl +f v.nzzfdiv vdx, v.n; =0 logo
loa |x|=R \%
f vy, =0
[x|=R
d¢

v=00r) = —dS =A=0.

lx=R ON

utilizando o fato que

¢ também tem uma representacdo de Poisson e

p(x) —c = A + 072 = 0(07>).

drm

Agora diferencie a representagdo de Poisson de ¢ e estabelega o resultado para v. E mais
facil demonstrar (1.5) utilizando métodos de varidveis complexas.

1.5.1 O paradoxo de d Alembert

Considere a forca agindo em um corpo sélido o movimentando-se com velocidade uniforme
em um fluido ao resto ao infinito ou equivalentemente a acdo de um fluxo uniforme em um
corpo sélido fixo imerso no fluido. Se U seja a velocidade do fluxo uniforme temos

v=U+0@")
Pelo teorema de Bernoulli
1
P =P+ —(U*=V?) = poo + O(r),
2p -

(supondo nenhuma forca potencial).

F= fpledSl = —f(plzz +py v,.n,)dS»
o >
__ f(poﬂz +pU Un)dS> + OR™)
z
=1+O0R™)

Mas I € zero, utilizando o teorema de divergéncia.
No plano, ponha U = (U, 0) temos

P =P +pU—U)+00).
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A forca na direcao X é dada por

X = —f(p cos(6) + puy.n)dS
z
X = p f {plu = U)cos(6) - (u - Uyy.n - Uv.nf + OR™)
z
v.n = ncos(f)+ vsin(6)

sendo
I p(u—U)cosb
(I) —(u—-U)vn

dmy -Uv.n

(I)+ ()= O(R™®), (III) representaum fluxo igual a zero.

Um célculo para 7y, leva ay = pI'U obtido por Kutta e Joukowski.

1.5.2 Viscosidade em Gas

Efeitos devido a viscosidade acontecem quando diferentes partes do fluido estio em movi-
mento relativo.““Shearing Stress”¢ no plano no fluido experimentalmente satisfaz uma relacao
da forma

5 o
-
ou
F = nS—
"az

Consideremos um gas em movimento paralelo ao eixo x de tal maneira que todas as moléculas
em uma dada camada tem a mesma velocidade u. Vamos supor um gradiente de velocidade
‘Z—Z no eixo Zz.

A forga F para duas dreas de superficie em cotato no plano z = 0 é dada acima. Queremos
dar um célculo para i baseada na teoria cinética de gases. A segunda lei de Newtom diz
que a forca que a camada superior exerce na camada inferior € igual a taxa de mudanca de
momento da dltima.

Propusemos calcular esta mudanga de momentum na base de mecanica estatistica. Devido
a agitacdo termal as moléculas individuais passam da camada superior onde o fluxo de ve-
locidade é maior que a inferior. Estas moléculas possuem momentum paralelo ao eixo-x
correspondente aquele existente na camada onde elas experimentam seu dltimo impacto. Na
mesma maneira moléculas diferem de camada inferior a camada superior causa um decresci-
mento no momentum paralelo ao eixo-x.

Seja ¢ a velocidade média do gas e A a trajetoria media livre.
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Supomos que as moléculas que contribuem vem de sua udltima colisdo isto € dizer uma
distancia em média A.

O nuimero de moléculas que cruzam uma 4rea unitaria em um segundo na dire¢do fazendo o
angulo € com o eixo z é

_ 2rsinfdf 1 _ .
(nc cos ) x Zmsmoey —nc cos 8 sin 6d6
4 2
sendo o sin 86
% o elemento do angulo soélido.
v

Elas transportam momentum

du B}
mlug + Acos Qd— através do plano z
Z

O total de momentum levado de acima por baixo em unidade de tempo por unidade de area
do plano é

d _ .
m (uo + Acos Hd—u) gc cosf@sinfdf entre 0<6 <.

Z
© 3
mAndu (7 mnlddu [ -cos’ 0] mnAd du
[=—— 20(—d cos ) = — S edeutad
2 dz Jy cos” 6(=d cos 6) 2 dz [ 3 ]0 3 dz
Integrando obtemos
mndc du du 1
—| =¢=n— ou = —mnlc. 1.7
3 dzly ¢ ndz 20 7 3 4D

Para mas detalhes veja [7] ou [14].

1.5.3 Fluxo simples laminar (Lei de Pouseuville)

O termo laminar descreve um fluxo no qual o fluido pode ser dividido em camadas paralelas
que passam um ao outro com velocidades diferentes. Com o resultado de fricionamento in-
terno (viscosidade) a camada mais rdpida tende a alastrar a mais lenta junto e assim causando
aceleracdo. Reciprocamente a mais lenta tende a retardar a mais répida.

Considere um fluido viscoso fluindo lentamente em um tubo cilindrico circular. Sabemos
que o fluido adhere as paredes assim a velocidade deveria aumentar indo ao centro do tubo e
dv/dr é negativo.

Suponha que v = v(r)

r—F = —27mlrd—v
-

2
r+dr— F, = =2anl(r+dr) (? + Z—‘;dr)
rodr
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Forca devida pressodes 2nrdr(p; — po). No estado estaciondrio, balanco de forgas significa
que

dv d*v d ( dv
27mlrd— + Zmﬂrd > = 271771}”5 (ra) = =2nr(p; — p2)

(primeira ordem de aproximagao).

Integrando
dV (Pl — po)r ¢
dr 2nl r
© 2
(p1—=po)r
=—— " +(Cl1 +D
v o 5 ogr
v devera ser finitoem r = 0ou C = 0.
_ 2
v=0 em r=a e D:M.
4nl
A solucao, portanto é
_(p1=po), »
= ol (a” —r).

O fluxo total w por segundo

f (p1—po) Po)  Ponrdr = (Pl—]?o)a4.
8nl
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Capitulo 2

Fluxos ideais bidimencionais

Consideraremos fluxos de fluidos ideais (i.e. ndo-viscosos e incompressiveis) bidimension-
ais. Suponha que estes fluxos sdo irrotacionais e que nao ha fontes e sumidouros. Seja

q:=qx,y) = (q1(x, ), g2(x,y))

o vetor velocidade do fluxo num ponto (x,y). A hipétese de que ndo hd fontes e sumidouros
significa que

, dq1 ¢
d =0 —+——=0 2.1
wvq ax By (2.1)
A hipétese que o fluxo € irrotacional significa que
dq>  0q
tq=0 —-—=0 2.2
rot q 0 ax  dy (2.2)

A tltima relacdo implica que a diferencial

q1(x, y)dx + q2(x, y)dy

¢ exata. Por um resultado basico de analise vetorial isto significa que em todo dominio
simplesmente conexo existe uma funcdo ¢ : (x,y) — ¢(x,y) tal que

q=grad ¢

0 equivalentemente

_o  _0%

q1 = axa qr = ay

(2.1) implica que

62 2

_¢ + 6_¢ — 0

ox?  0y?

¢ dizer o potencial ¢ € uma funcdo harmdnica.

Sob as hipdteses estabelecidas a determinacdo de um fluxo numa regiao D pode reduzir-se a
determinagdo de uma s6 fungdo escalar, o fluxo de potencial ¢. A funcdo ¢ esta sujeita as
seguintes condigdes:

27
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(1) No interior de D satisfaz a equagao de Laplace

Ap =0 (2.3)

(2) Na fronteira I' (assumindo que nao ha absorcao de fluido pelas paredes) o fluxo cir-
cula numa direcdo tangencial. Se n € um vetor perpendicular a parede, temos que
n-grad =0 ou

op 0

o = (2.4)

(3) Além disso, em problemas de fluxos, existe usualmente algumas condi¢des no infinito;

por exemplo, se o problema € determinar o fluxo em presenca de um obstaculo, o fluxo
deve ser homogéneo no infinito

Condigdes (1) e (2) sdo convenientes para o seguinte método que a seguir descrevemos e
que Henrici ([3]) chama o método de “trasplantation”conforme. Suponhamos que f aplica
D sobre uma regido modelo E e seja

A ()

a funcao “transplante”¢. Entdo ¢ satisfaz a equacdo de Laplace; de fato se a aplicacao é
também conforme sobre a fronteira de D, a dire¢do perpendicular a I' corresponde a direcdo
perpendicular a ao fronteira de E e (2.4) € equivalente a

o _

. 0 (2.5)

onde ¢ € a func¢do de corrente que discutiremos mais detalhadamente em capitulo 2.1.

O problema do fluxo pode reduzir-se a um problema em andlise complexa, como segue.
Denominaremos por G, a regidao do fluxo limitado pelos segmentos sélidos I'; e as linhas de
corrente livre I'... Desde que o fluxo € irrotacional e incompressivel, v(z) e o gradiente de um
potencial de velocidade real ¢(z) definido em G. que satisfaz V?¢ = 0. Pensemos em v(z)
como um escalar complexo, e seja { sua conjugada complexa, a variavel hoddgrafo,

{(2) =v(2) (2.6)
Entdo { e a derivada complexa de um potencial de velocidade complexo w(z) = ¢(z) + iv(z),
dw(z)
{(z) = pE (2.7)
Z

onde a fun¢do de corrente i e a conjugada harmonica de ¢.
Naturalmente escolhemos a regido modelo de tal maneira que a solug@o do problema modelo
seja simples. Ilustraremos o método por varios exemplos.

e EXEMPLO 1 Fluxo através de um canal de secao transversal variavel
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Physical plane Model plane
Figura 2.1: Fluxo por um canal

A regiao modelo apropriada é claramente uma faixa paralela, digamos, ao eixo u (ver
figura2.1). Um fluxo irrotacional por um canal de longo constante é claramente homogéneo.
Portanto a solu¢do do problema no dominio modelo € y(u,v) = const. - u.

e EXEMPLO 2 Fluxo em presenca de um obstaculo

Seja C (o complemento de D) um conjunto compacto simplesmente conexo que repre-
senta a secdo transversal de um obstaculo cilindrico colocado em um fluxo originalmente
homogéneo que enche todo o espaco. Os geradores do cilindro se assumem ser perpendicu-
lares a direcao do fluxo (ver fig.2.2). O fluxo potencial ¢, alem de (2.3) e (2.4) deve satisfazer
a seguinte condi¢@o no infinito:

lim grd ¢(z) = vo (2.8)

onde grd € a fungad complexa definida por

0 0
grd ¢ (x,y) — a—"’(x,y) i y)
X ay

Uma situagdo modelo na qual a solu¢do do problema € trivial ocorre quando o obstaculo
consiste de uma lamina fina infinita paralela ao eixo real. A solucdo é y¥(u,v) = vou. Segun
do teoria, devemos aplicar D sobre o dominio exterior a uma fenda horizontal no w-plano.
O fluxo padrao nao se perturba no infinito se a aplicac@o f € tal que f(c0) = oo, f'(z) — 1
quando z — oo. Se tal f existe o fluxo potencial no plano fisico é

$(z) = voRe f(2) (2.9)

entdo a velocidade complexa g := ¢ + ig, no ponto z €

q(2) = vof'(2) (2.10)
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Figura 2.2: Fluxo ao redor de um obsticulo

De interesse em problemas de fluxos sdo as linhas de corrente . Estas sdo as curvas que
em todo ponto z tém a dire¢do do vetor velocidade g em z. As linhas de corrente no plano
modelo s3o as linhas retas v = const.. As linhas de corrente sdo aplicadas sobre linhas de
corrente, as linhas de corrente no plano fisico s@o as curvas

Imf(z) = const. (2.11)

Enfatizamos que as trés formulas (2.9), (2.10) e (2.11) sdo validos s6 na situagdo especial no
qual o fluxo no dominio modelo € um fluxo homogéneo correndo na dire¢do do eixo u.
Para considerar um caso especifico, seja o disco circular |z} < a a secao transversal do
obstaculo no plano fisico. Encontramos que a fungao

2
a
fizoz+—
Z

(obviamente relacionado com a fun¢do de Joukowski) aplica D, o exterior do obstaculo,
sobre o corte do w-plane entre w = +2a. Obviamente deixa o ponto no infinito fixo e satisfaz
f'(z) = 1 quando z — oo. Potanto denotando o potencial no plano fisico por ¢, temos

a’ a’ ,
?0(z) = voRe (z + —) = voRe (r + —) cosf (z=re" (2.12)
Z r
A equagdo das linhas de corrente é

a? a*\ .

Im|z+ —|=const. o |r— —|sinf = const.,
Z r

e por (2.10) para a velocidade complexa g = g, + ig, encontramos que

a2 a2€2i9
q(Z)=Vo(1—3)=vO(l— > )
r

4
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Figura 2.3: Fluxo ao redor de um cilindro circular, sem circulacdo

Nos pontos z = +a a velocidade € igual a zero; estes sao os pontos de estagnagao do fluxo.
Nos pontos z = +ia temos que g(+ia) = 2vy; estes sdo 0s pontos nos quais o valor absoluto do
vetor velocidade atinge sua méximo (ver figura 2.3). Resulta que o fluxo definido por (2.12)
nao € o unico fluxo em presenca de um cilindro que € fisicamente possivel, nem representa a
Unica soluc¢do para o problema matematico definido por (2.1), (2.2), (2.4) e (2.8), a condicdo
de fronteira no infinito. Da equagao de Laplace em coordenadas polares segue que

¢1(x,y) := KO (z = re”, K real)

¢ uma solugcdo em qualquer regido na qual o argumento 6 pode definir-se como uma fungao
unico-avaliada. De fato, como a componente radial de grad ¢, € zero, ¢, satisfaz as condicdes
de fronteira requeridas sobre |z| = a. Finalmente, grad ¢,(z) — 0 para z — co. Assim temos
o gradiente da fun¢do

2
$(2) 1= ¢o(2) + $1(2) = vo (r + 6’7) cosf + K6 (2.13)

de aqui obtemos, para qualquer valor de K, uma solu¢do para o problema que satisfaz todas
as condicdes estabelecidas. Como o argumento 6 ndo € unico-avaliado, o potencial ¢ nao €
unico-avaliado. Em verdade nio deberiamos esperar que o seja pois o dominio de defini¢ao
ndo € simplesmente conexo; grad ¢, ndo obstante, esta unicamente definido. Este satisfaz
(2.8) porque

a*\ iK
grd ¢(z) = vo (1 - 3) + = (2.14)
z <

O termino K6 em (2.13) tem uma interpretacao fisica. Seja C (a se¢ao transversal do cilindro
obstaculo ) arbitrério, seja I'y a curva de Jordan positivamente orientada encerrando C e seja
q qualquer campo vetorial bidimensional tal que rot q = 0. Entdo segue do teorema de
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c::fq-dr
Ty

nao depende da escolha de I'y. O valor da constante da integral € a circulacao do campo q

ao redor do obstaculo C.
Para o fluxo definido por (2.13), tendo escolhido para Iy um circulo de rddio r > 0, encon-

tramos que a circulagdo tem o valor

Stokes que

c=2nK (2.15)

De (2.14) inferimos que os pontos z nos quais ¢g(z) = 0 sao as solucdes da equagao

a iK

l-—-—=0
22 vz
As solucoes sao
ik (, K2\
=—+|a"—-— 2.16
. 2V0 (Cl 4V0) ( )

Se —2zvy < K < 2av, existem dois pontos de estagnacdo diferentes na superficie do cilindro,
localizados em

z=ae e z=ae™® (2.17)
(ver figura 2.4), onde
K
a := arcsin —— (2.18)
Vod

Para |K| > 2avy ndo existe pontos de estagnacao na superficie do cilindro. Em verdade

Figura 2.4: Fluxo ao redor de um cilindro con circulacao fraca(0 < K < 2avy)

existe um ponto dentro do fluxo no qual a velocidade é zero (ver figuras 2.5 e 2.6).
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Como isso permite um simples tratamento de circulacdo, é conveniente usar o fluxo ao redor
de um cilindro circular como um problema modelo para fluxos ao redor de obstaculos cilin-
dricos com secdo transversal C arbitraria. Também € usualmente mas simples aplicar D, o
exterior de C, sobre o exterior de um circulo que sobre o exterior de uma fenda horizontal.
Assim seja C arbitrario e a funcdo

fizow=f(2)

aplica o exterior D de C sobre a regido E : |w| > a (ver figura 2.7 ) de tal maneira que

Figura 2.5: K = 2av,

f@=z+0(1), z- o0 (2.19)
Das féormulas (2.13) e (2.14) segue que o potencial multivalorado
$(2) := voReF(2) (2.20)

onde

a*>  iKlog f(2)
F(z) := -
() = f(2) + 7@ "o

define um fluxo em presenga de C com velocidade complexa

2 el
q(z) = [VO [1 - iz] + i}f’(z)
f@) /@)

2.21)

q(2) = wF'(2) (2.22)
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Figura 2.6: Fluxo ao redor de um cilindro com circulagdo forte

Calculamos a circulacdo deste fluxo. Se q = grad ¢, entdo

0 0 R
q-dr = —¢dx+—¢dy:Regrdt//dz,
ox ay

mas se ¢ € a conformal transplant de ¢ sob w = f(z) entdao

grd ¢ dz = grd ¥ f'(z) dz = grd ¥ dw

e se I'; € aimagem de I'

c:fq-dr:Refgrdgbdz:Refgrdwdw
To Iy r:

0

Assim a circulacdo € igual a circulacdo ¢ = 27K no plano modelo e representa outra quan-
tidade invariante sob transformagdo conforme.

Os pontos de estagnacao do fluxo sdo as pre-imagens dos pontos de estagnacdo no plano
modelo. Se |K|vpa, os pontos sdo

w=ae’ w=ae™ (2.23)

onde a esta definido por (2.18). Matematicamente, todas as localizacdes dos pontos de
estagnacdo sdo igualmente possiveis. Quais deveriam escolher?. Num caso de importancia
pratica esta questdo é respondida por uma hipétese famosa devido a Joukowski. Seja um
obstaculo em forma de perfil de aerofdlio, i.e., seja a fronteira I' de C suave exceto para
uma esquina da figura no borde de saida (trailing edge). A hipotese de Joukowski estabelece
que a circulagdo do fluxo ao redor de um aerof6lio propriamente projetado sempre se ajustar
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Figura 2.7: Fluxo ao redor de um obstaculo

asi mesmo de maneira que a velocidade no borde de saida é finito. Matematicamente isto
implica que no plano modelo um ponto de estagnacdo coincide com o ponto imagem do
borde de saida (ver figura 2.8). Assim se wy := ae” é este ponto imagem, entdo a = S, 0
qual por (2.18) implica que K = 2vpa sin 8. A circulagdo entdo se converte em

c =4nvasinf (2.24)

Longe de ser uma mera moléstia, € precisamente a presenca de uma (negativa) circulagao
que possibilita a uma nave aérea voar. Calculemos a forga total (por unidade de longitude)
exercida pelo fluxo sobre um obstaculo. A for¢a exercida sobre o elemento de superficie ds
de I' € pnds, onde p € a pressdo e n € o vetor unidade normal dirigido para o exterior de
D. Desejamos representar o vetor forca como um numero complexo. Se dz := dx + idy é
o elemento linha, o vector nds esta representado por idz. Asi o elemento forca complexo
¢ ipdz. Pela lei de Bernoulli, sem considerar a gravidade, a pressdo esta dada por p =
Do — %plqlz, onde p € a densidade e py, a pressdo constante na velocidade zero. Claramente,
o termino constante p, exerce uma forca resultante zero sobre o corpo. Assim temos que a

forca total complexa R
.0 2
R=-i- d

R= —ivég fF’(z)F'(z)dz
r

o dado que ¢(z) = voF'(2),



36 CAPITULO 2. FLUXOS IDEAIS BIDIMENCIONAIS

Figura 2.8: Fluxo ao redor de um aerof6lio com e sem circulagao

A integral de linha tem um integrando ndo analitico, mas pode avaliar-se por meio da seguinte
observacgdo: sobre I" a velocidade complexa g(z) = voF’(z) tem a direcdo de I'. Segue-se que

arg F'(z) = —argdz + An

onde A é um inteiro. Comparando argumentos encontramos que

F'(2)F'(2)dz = |F'(2)lPdz
Portanto _
7
R = —lE |F"(2)|*dz (2.25)
I

z

Como F’ € analitico em D, podemos avaliar a integral ao longo de qualquer curva de Jordan

positivamente orientada I' cercando o obstdculo. Selecionamos como nosso caminho de

integracdo a imagem de um grande circulo I'* sob a transformacdo w — z = g(w), onde

g := f~'. Em vista de i

_a - iK }f’(z)
f@?* vof@@

obtemos, introduzindo w como uma varidvel de integracao,

2 . 2
f[F'(Z)]ZdZ = f (1 - a_2 - £) ! dw
r r w= vow) g'(w)

1

F'(z) = {1

Pelo teoreme de residuos s6 o termo em w™
[¢’W)]™! = 1+ Ou(w™), a integral tem o valor

: ( 2iK) 4nK
2ir|——| = —
Vo Vo

contribuye ao valor da integral. Desde que
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Usando este resultado em (2.25) e expressando K em termos da circulacdo ¢, obtemos a
formula de Blasius:

R = —ipvyc (2.26)

Assim a forca age na direcdo perpendicular a velocidade e para acima se a circulagio é
negativa.

Para examinar um exemplo especifico consideremos o fluxo de Joukowski ao redor de um
aerofdlio da forma de uma fina lamina de longitude 2d inclinado um angulo 26 contra a
direcdo do fluxo. Por meio de uma aplicacdo auxiliar

. 1 1 26w
z=e ’6dzl, 2=zt —), 2=

2 22 d

(ver figura 2.9) encontramos que a aplicacdo f definida por
2 ,—2i6

w—oz=f"w)=w+
4w

(2.27)

aplica |w| > d/2 sobre o exterior da lamina. Obviamente satisfaz a condi¢ao requerida no
CY

® i ®
-0 B
e J s —

eld wpal 2e iSVOd -1

Figura 2.9: Auxiliar aplicagdo para construir (2.27)

infinito. A imagem do trailing edge z = de™™ é

Assim 8 = —¢ e pela circulagdo de Joukowski (2.24) temos que ¢ = —2mvyd sin 6. Por (2.26)
a forca de elevacdo é R = 2inpvyd sin &
¢ EXEMPLO 3 Fluxo através de perfis em cascatas

Outros problemas de fluxos onde se aplicam as transformagdes conformes inclui fluxos
através de cascatas rectas o circulares de laminas, quando eles ocorrem em turbinas. Para
estes os problemas modelo sdo os correspondientes fluxos através de grids de raios delgados
infinitos ou laminas paralelas (ver figura 2.10).

Se nos fazemos a hipoteses que o fluido emana de um sumidouro na origem, estes fluxos
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Figura 2.10: Fluxo por um canal

podem gerar-se por uma composi¢ao de transformacgdes elementares com a aplicacdo de
Joukowski.

e EXEMPLO 4 Problemas de fronteira livre

Considere um recipiente cilindrico enchido cuja secdo transversal é
Rez<0, Imz>0.

Se o recipiente tem uma abertura, representada, digamos, pelo segmento 0 < y < a do eixo
imaginario, o fluido emanasse do recipiente segum um padrao indicado na figura 2.11. O
problema de determinar o fluxo potencial ¢ do fluxo resultante é diferente de qualquer dos
problemas tipos considerados previamente, ainda o dominio definicao de ¢ nao é conhecido
apriori. A localizagdo da fronteira livre I'; € determinado pela condi¢do de que a pressao
¢ constante ao longo de I';. Pela lei de Bernoulli isto significa que |q| € constante. Para
solucionar estes problemas em vez de considerar o plano modelo devemos trabalhar com o
plano hodégrafo, i.e., com a imagem de D sob a aplica¢do z — ¢(z), onde ¢g € a velocidade
complexa. Isto € estudo do um capitulo posterior, mais antes € desejavel discutir a nogao
fisica de corrente.

2.1 Funcao de corrente do Stokes

2.1.1 Movimentos axissimétricos

No estudo do movimento em trés dimensdes ndo € possivel usar ao potencial complexo. O
caso mas simples é aquele em que o movimento ¢ mesmo em todos os planos que acontecem
através de uma determinada linha reta, chamada eixo.Tais os movimentos acontecem, para
o exemplo, quando um sélido de revolugdo se desplaza no sentido de su eixo dentro de um
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Figura 2.11: Um problema de fronteira livre

liquido que esta inicialmente no reposo.

Este tipo de movimento que € descrito como o axissimétrico tem determinados analogias
com o caso bidimensional; em particular pode se definir uma funcdo do corrente, e quando
o movimento for irritacional, existe sempre, um potencial da velocidade.

Suponha que o eixo do simetria € o eixo x. As coordenadas aconselhdveis para a discussao
destes movimentos s@o as polares esféricas (r, 8, w) ou, os cilindricas (x, Q, u).

2.1.2 Funcao de corrente de Stokes

Consideremos um ponto fixo A do eixo de
simetria € um ponto arbitrario P. Unimos

P com A por das curvas AQ\P e AQ,P, u
situadas no plano que passa pelo eixo,
e que chamaremos por conveniéncia um Pag=—="""" S
plano meridiano. A posicao de um ponto O 9
de dito plano se pode definir mediante as o \
coordenadas cilindricas (x, u). Se fazemos /

girar as curvas meridianas AQ,P e AQ,P 0 p B
ao redor do eixo de simetria, formasse-se

uma superficie fechada, na qual a quanti-

dade de liquido que entra de direita a es-

querda através da superficie engendrada por AQ,P € igual a quantidade de liquido que sai
no mesmo tempo através da superficie engendrada por AQ, P, supondo que que ndo exista
criacdo nem destrui¢do de liquido no interior da superficie.

Designando por 2y o fluxo através de uma qualquer destas superficies a fungdo ¢ € a
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funcao de corrente de Stokes . Se conservamos AQ P fixa e substituir AQ, P por outra curva
meridiana qualquer que une A com P, é fécil ver que o valor de  permanece invaridvel. A
fun¢do de corrente ¢ depende, pois, da posi¢ao de P e possivelmente, do ponto A.

Se tomamos outro ponto fixo B do
eixo e tracamos a curva BQ;P, o fluxo
através da superficie gerada por BQ; P sera
o mesmo que o fluxo através de AQ, P, ja
que por simetria ndo existe fluxo através
de AB. Disto se deduz que o valor ¢ ndo
depende do ponto particular fixo que se es-
colha para a defini¢do, com tal que se ache
situado no eixo. Por consequéncia, o valor
da fungdo de corrente em P depende so-
mente da posicdao de P, e quando este se
acha situado no eixo, ¥ = 0.

Se ¥p e Yp denotam os valores da funcdo
de corrente em P e P’, o fluxo de direita a
esquerda que atravessa a superficie engen-
drada pela rotacdo ao redor do eixo de uma

L

r
P /f’,,

05
f}‘

3

linha qualquer que une P com P’, tem por valor 27p — 2myp. Supondo que P e P’ sdo sep-
arados por uma distancia infinitesimal d;, a velocidade normal de direita a esquerda através

de P’ se deduz da igualdade

2nubsq, = 2n(Yp — Yp),

da que resulta, tomando limites:

qn

1w

uds’

Como aplicacgdes particulares deste importante resultado se tem, fazendo ds sucessivamente
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igual a du, dx, rd@, dr:

Loy Loy

4 = uou’ 4= uou’
1 oy 1w
ar rsin @ roo’ 9= " sino or

as quais dao as componentes da velocidade em coordenadas cilindricas e polares esfericas.
Nao existe componente normal ao plano meridiano. As linhas de corrente vém dadas pela
equacgdo ¥ = const. ja que através de ditas linhas nao existe fluxo algum. As dimensdes de
 sdo L*T~'; mas as dimensdes do potencial de velocidade ¢ sio LT ~!. Deve-se observar
que ¥ existe em virtude da continuidade do movimento; e por consiguinte a equacdo de
continuidade fica automaticamente satisfeita. Dos valores anteriores para as componentes da
velocidade se deduz
A(ug) N A(uq.)

o0x ou
que constitui outra forma da equagdo de continuidade.
A funcao de corrente se definiu com referéncia a um ponto basico situado no eixo. A escolha
de outro ponto basico qualquer faz mudar a ¥y meramente numa constante (ver [8] pag. 106).
Por s6 intervir as diferencas e as derivadas de ¢ podriamos considerar que ¢ contém uma
constante arbitrdria.

=0,

2.1.3 Fonte simples

Um fonte simples € um ponto de emisdo radial. Se o fonte emite o volume 47m na unidade
de tempo, m € a intensidade do fonte.

Um sumidouro é um ponto de absor¢do radial. Se existe um fonte de intensidade m na
origem, o fluxo através de uma superficie esferica de radio r, cujo centro esta no fonte, esta
dado em temos da velocidade radial pela igualdade 4mn = 4r’nq,; e assim

_8_(;5_ 1 oy m

g = ==
" or rsinfrod  r?’
e conseqiientemente
m mx
¢p=—, Y=mcosl=—,
r r

A funcdo de corrente também se pode obter diretamente da definicao, considerando o fluxo
através da casca esférica determinada pelo plano que passa por P e € perpendicular a Ox
Se o fonte se acha no ponto A do eixo no lugar da origem, obtemos, figura 2.12:

m m m(rcosf — c)
=— = , Y =mcosO =
AP P2+ 2 - 2crcos@

Em funcdo de x y u se tem

¢

V2 +¢2 = 2crcos

m 3 m(x —c)

Ja—o2+u2 v Ja—o2+u2
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Figura 2.12: Fluxo através da casca esférica

Observe que estas fungdes contém a x € a ¢ somente na forma (x — ¢). Por consequéncia:

o6 _ 9% W _ W

dc 9x’  dc  Ox

2.1.4 Explosao submarina

Se uma cavidade esférica de radio Ry, que contém gds a pressdao py, comeca a expandir-se
rapidamente no liquido ilimitado que o rodeia, se encontra em uma situagdo que se assemelha
ao de uma explosao submarina. Seja R o radio da cavidade no instante ¢; p;, a pressao do
gdas, que suporemos expandir-se adiabaticamente, e desprezemos a inércia do gis. Assim,
em virtude da lei das expansoes adiabaticas:

3\
ro_ (%
po \R¥)
Desprezando a gravidade, o movimento do liquido serd radial, e a velocidade no contorno da

cavidade vem dada por dR/dt = R'.
O movimento se assemelha, por conseguinte, ao produzido por um fonte podendo escrever-se
m 0p m
= roor Y
Portanto, quando r = R, m/R?> = R . de aqui:
_ R 0¢ R’R’"+2R(RR')
or ot r )

A equagdo da pressao da entao:

1 (RR'\* R2R” +2R(R')?
+5( )— 2R _ Fa.

72
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Se a pressdo no infinito é despressivel, vé-se que F(¢) é igual a zero, j4 que o primeiro
membro adquire dito valor para r = co. Fazendo r = R, tem-se p = p;; depois
3 RY
RR' + 2(R)? = 220,
2 R¥ p
Multiplicando por 2R?R’ e fazendo ¢* = p,/p, obtém-se

d

4 (Rr?) = 2Ry R

R37v2 :

Integrando, e tendo em conta que R’ = 0 quando R = Ry, obtém-se:

/ 3 3
15:22 - 3()/2— D [(%) - (%) y]'

Quando y = 4/3, a solugdo se pode completar fazendo R = (1 + n)R,, com o que

t 2 1
ICTO :(1+§n+§n2)\/ﬂ.

2.1.5 Corrente uniforme

No caso de uma corrente uniforme U, paralela a Ox, calcularemos o fluxo de direita a es-
querda através do circulo de radio u, cujo centro esta em Ox e cujo plano lhe é perpendicular,
temos 2my = —mou’ Ou; depois

1

1
b= 30U = ~3UF sin*0 (2.28)

Este resultado também se tivesse podido obter por integracdo da equagao

1 0y
Ty
uou
O potencial de velocidade € evidentemente
¢=-Ux=—-Urcosé (2.29)

2.1.6 Fonte em uma corrente uniforme

Combinando um fonte e uma corrente uniforme, obtém-se
|
;[/:—EUr sin“ @ + mcos 6 (2.30)
O ponto de estagnacido é tal que g, = 0 gy = 0, € dizer

Ucos@+ﬂ2 =0, -Using=0,
r
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Figura 2.13: Fluxo através do circulo de radio u

Figura 2.14: Movimento de corrente em presenga de um corpo cilindrico
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as quais ddo 6 = w, r*> = m/Ou = a* por exemplo.
A linha de corrente que passa pelo ponto de estagnacao €, portanto

1
—EUr2 sin>@ + mcos@ = —Ud®.

Esta € a linha de corrente divisdria, cuja equagdo se pode escrever na forma
u? = 2a*(1 + cos 0);

depois quando 6 — 0, ou — 2a, o que da as assintotas.
A linha diviséria se mostra na figura 2.14 e se pode tragar facilmente pelo metodo de Rankine
ou partindo da equagdo

r =acsc -

2
A equacdo (2.30) d4, portanto, o movimento de corrente em presencga de um corpo cilindrico,
com uma proa achatada, cujo didmetro é no limite igual 4a.
A equagdo da pressao da
p 1 2a? a* m 1

S+ =U*(1+=cosf+—)=—+=U? 2.31
ot ( 5 cos r“) ot (2.31)

que mostra que p — II a medida que r aumenta

Este resultado se pode empregar para calibrar um tubo de Pitot para diferentes posi¢des das
aberturas laterais; a abertura da proa mede I1 + %pOuz, enquanto a lateral mede p.

A equagdo (2.31) também se pode empregar para calcular a distribu¢c@o da pressdo nas prox-
imidades da proa de um dirigivel ou de um tubo de Pitot.

2.2 Tensores em fluidos

Consideramos um meio continuo sujeito a for¢as externas ou de corpo e forgas internas ou de
contato. Seja n a normal externa num ponto da superficie S e 7, a for¢a por unidade de 4rea
exercida pelo material fora de S. Entdo a forca total interna exercida no volume limitado por

Sé
ez
Jn

Seja f a forga externa por unidade de massa; assim a forca externa total serda

[ffose

Pelo principio da conservacdo do momento linear diz que

¢ s s [
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Conservagao do momento angular, se aplicdvel, diz que

ifffpf/\ydx:fffpz/\fdx+fff/\tndS (2.33)
dt % % - s -

(2.33) € valido com muitos fluidos, mas nao todos.
Suponha que diam(V) ~ d ~ 0. Entao, (2.32) implica que

limd ™2 f f t,dS =0 (2.34)

Isto é dizer que as tensdes estdo em equilibrio local (observe que aqui existem algumas
questdes analiticas escondidas que nao perseguimos). Agora considere um tetraedro pe-
queno com trés de suas faces paralelas aos planos de coordenadas passando em P e a quarta
com normal n. Seja dA a area da face inclinada de tal maneira que as areas das faces perpen-
diculares ao eixo P; € dA; = n;dA. As normais externas a aquelas faces p;; —1,, j=1,2,3 e
as tensoes sobre estas faces t;. Entdo o principio do equilibrio local afirma que

d*t,dA -t dA; — t,dA, — t,dAs = (t, — t,ny — tyny — tna)dA[d> ~ 0

Isto implica que (,); = Tn;, onde T € o i-ésimo componente de £, e € (1,); 0 i-€simo
componente de 7, ou
1, = Tj,nj (2.35)

Pela lei do quociente segue-se que (7';) € um tensor.
Utilizando (2.35) em (2.33) obtemos que

Gl [orax= [ [[p5hax= [[[pax+ [ Tmas

e pelo Teorema de Green obtemos que.

ifffpv,-dx = fff(pf;'F Tji,j)dx (236)

Suponha um adequado grau de regularidade obtemos que de (2.36) a seguinte equacao pon-
tual € valida .

dV,'
P = pfi+Tji, (2.37)

Observe que (2.37) em um sistema de referéncia retangular segue da aplicacdo do Teorema de
Green classico e que a equagao tensorial plena com T'j; ;, interpretada com a diferenciaga@o co-
variante neste caso coincide com a diferenciacdo parcial comum. Conseqiientemente, (2.37)
¢ valido em geral.

Consideramos fluidos para qual o momento angular € conservado. Do fato que
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Calculamos

ifffpf/\gdx:fffpr/\gdx:ffpf/\fdx+fff/\tnd5 (2.38)
dt v v v - s -
Também,
ffféijkijkpnpdS = ffféijk(ijpk)’pdx
s 14

= ff (&jxx;Tpi) p + €T ji)dx
v
pelo Teorema de Green.

Defina 7 por T = (T ) . Entdo de (2.38) e (2.39) obtemos que

fffng(pg—pJ_f—v.T)dx: fffvf’dx
[
por (2.37). '

Novamente sob adequada regularidade a validade de (2.37) por V geralmente implica que
T=0.

Mas z tem componentes (753 — T3, 131 — T13,T12 — T21) e T;j = Tji ou T € simétrico.
Serrin [10] apresentou as idé€ias essenciais de Sir George Stokes com respeito as equacoes
constitutivas de um fluido nao-eléstico .

Uma grande classe de fluidos satisfazem as hipdteses de Stokes:

(2.39)

e, assim que

(1) O tensor de tensoes 7T;; € uma fungdo continua do tensor de deformacao e;; € o estudo
termodinamico local, mas € independente das outras hipdteses cinemadticas.

(2) O fluido é homogéneo e isotropico.

(3) Quando ndo existe deformagdo e¢;; = 0, a tensdo € hidrostatica es dizer
Tij = —ppij.

Para fluidos compressiveis p pode ser identificado como a pressao da termodinamica cldssica.
Para fluidos incompressiveis p devera ser encarado como sendo um multiplicador de La-
grange a ser determinado das equagdes dinamicas.
A deformacao do fluido no tempo dt é dada pelo vetor de deslocamento £V'dt e os compo-
nentes de deslocamento sdao

ers = 1/2(v,5 + vy, dt (2.40)

Seja
1
e;s = E(Vr,s + vs,r) (241)
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O tensor de tensdes sempre pode ser escrito na forma
T[j = —p(‘)‘,-‘,- + Tl/j (242)
Dindmica de fluidos cldssica € estabelecida sob a hipétese que 7'/; € uma fungdo linear de e;,

T;s = rsne;nn (243)
Pela lei do quociente ¥ € um tensor e, de fato, um tensor isotropico € homogéneo e por
conseqii€éncia
’)/TSH = ﬁémndrs + N(émréns + 5”7'6”15‘)

em sistemas de coordenadas retangulares.
Conseqiientemente (2.37) vira

op odiv v
ox’ o +w) ox”

- :udnvr,st p(fr - ar) (244)

dp
—+ @), =0 2.45
% (ovh), (2.45)
Obviamente, (2.44) tem a forma tensorial em sistema de coordenadas gerais

op adiv v P 3 dv,
Fe (A+p) oo M8 Vrw = p(fr —ar) = p(f ”

) (2.46)

(2.46) tem de ser complementado pelas condi¢des de fronteira apropriadas e relacdes ter-
modinamicas no caso de fluxos compressiveis (equacao de estado p = ¢(p, T), T é a temper-
atura).

Definindo, v = u/p A’ = A/p e supondo o que o fluido € incompressivel div v = 0.
Finalmente, observamos que as equagdes de Navier-Stokes sdo validas na forma:

dv 1

—=f—-=Vp+vAy, em Q, >0,
dt = p -

divv=0 em Q

v(0) = v,

V|sa = 0 (veja as observagdes a seguir sobre esta questdo).

Vale a pena olhar o livro de Aris (capitulo 6) para um breve resumo da idéias envolvidas
aqui.

Observacao 2.1. O sistema dindmico de mecdnica dos fluidos tem sido obtido sob a hipotese
implicita que a formulagcdo macroscopica é bem definida e globalmente definida no tempo.
Desde o trabalho de Leray sobre os fundamentos analiticos das equagdes de Navier-Stokes
tais questoes de existéncia tém deixado em aberto a questdo da unicidade e existéncia global
no tempo em 4 dimensées de espago-tempo (veja o trabalho de Thompson [13]).
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2.2.1 Condicoes de fronteira para as equacoes de Navier - Stokes

Em uma superficie livre ou uma interface entre dois fluidos é geralmente aceito que o vetor
de tensodes devera ser continuo.

Em uma fronteira material Stokes argumenta que o fluido tem de ser aderente ao sélido .
O resultado de Poiseuville fornece evidéncias para isto para fluidos sob condi¢des normais.
Em grandes altitudes a condi¢do ndo € valida. Sugestoes alternativas t€m sido oferecidas por
diversos pesquisadores como por exemplo Bateman [1], Truesdell [12] e Paterson [9].

Em geral tomamos como uma hipétese que a velocidade do fluido relativo na fronteira ma-
terial € zero. As equacdes classicas de um fluido incompressivel viscoso t€ém a forma com
forcas externas potenciais:

divy = 0
dy
p— = —pVp—-pVQ + uAy
dt -
Lembrando
lo
Wy = wAv+ SV
w = VAy
VAw = VAVy=-Ay
obtemos que
0
6—‘;+EAX:—VH—VV/\E (2.47)

com |
H:—v2+£+Q, v =u/p.
2 P

Sir Geoffrey Taylor investigou o efeito da viscosidade sobre circulacdo em um trabalho pub-
licado em 1918.
Tomando o curl de (2.47) obtemos que

dw

—; = w.Vy + vAw (2.48)
Vamos examinar a circulagdo fc v.dx.
Evidentemente a uma dependéncia sobre a viscosidade, de fato, utilizando a equacgdo de
Navier-Stokes calculamos que

d
— v.dx :f v.dx = vf Av.dS.
dt Jeg c( S

com S () uma superficie no fluido com fronteira C(¢). Para examinar mais detalhadamente o
que acontece considere um prototipo da geracdo de viscosidade.
Movimento em circulos concéntricos em volta de um eixo -0z, no caso que v* € uma fungio
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da distancia radial daquele eixo.
A férmula para o curl em coordenadas polares diz que

1 N ov, Oy ov, 0Ov, vy 10v, N vl
Wy = — Tan a0 Wy = ) w, = -
r 060 0z T8z or S roe  r

Dada que v, = v, = 0 obtemos que

10
L — (2.49)
r or
E obtemos de (2.48))
ow Pw 1w
— oy =—= 4+ === 2.
ot v(8r2+r8r) (2:50)
(equacdo do calor, € um coeficiente constante e linear) e
A —r2/4vt 1d
woAexpr2favy _1d 2.51)
4vtr rdr

Resolvendo para g obtemos que

q= i(1 —exp (—r2/4vr)) + @

2rm r
Omitimos f(#)/r para manter g finito em » = 0. Claramente, o momento tem circulagdo
inicial A em volta do eixo z e vorticidade total constante. Por outro lado a energia cinemaética,
o momentum angular e a dissipacdo podem ser calculados para ser infinitos, portando nio
fisicos e 0 momento nao € fisicamente realizdvel em uma regido nao limitada.

Derivando (2.51) obtemos
A

2vmt?

4yt

e consideramos um possivel fluxo com esta expressao como a distribui¢do de vorticidade w.
Neste caso

2
(1 - —) exp (—r2/4vt)

q= Toiin exp (—r2/4vt)

e a circulacdo € zero em ¢t = 0, mas a energia total e dissipacdo de energia e 0 momentum
angular constante

f 2nprqdr = pA

Em?>0,g=0emr=0er=ocoetem um valor maximo
A
—vH'"? em r= Qv
2w

O valor ry = (2vty)'/? é chamado por Taylor o raio do redemoinho em tempo #,. Dado que a
velocidade mé4xima do redemoinho decresce conforme >/ o tempo para o redemoinho de
raio ry e velocidade g, decai a um redemoinho de velocidade maxima % é

2
f =ty = (223 = )ty = 02962
\%

Taylor [2] adapta este como a media da taxa de decaimento do redemoinho .
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Capitulo 3

Teoria de Jatos

3.1 O método do hodégrafo

Recordemos da teoria matemaética que fluxos planares ideais envolvem trés quantidades com-
plexas: a posicdo z = x + iy, o potencial complexo W = U + iV, e a conjugada ¢ = £ + in da
velocidade complexa ¢* = & + in. Também recordemos que

dw
— =¢ logo zzfg_ldW (3.1
dz

O hodégrafo de tal fluxo € simplesmente o fluxo geométrico dos valores de ¢. Em [3] ha
um extenso estudo de fluxos acotados por flat placas e linhas de corrente livres. Em tais
casos a fronteira hodégrafo consiste de segmentos radiais e arcos circulares, centrados em
¢ = 0. Assim, ¢ tem direcdo constante ao longo de qualquer placa e magnitude constante
sobre qualquer linha de corrente livre.

(@) O) (c)

Figura 3.1: Cavidade detrds de um berco

Tipicos exemplos de tais fluxos sdo proporcionados pela cavidade detrds de um berco
(wedge) (Fig. 3.1a), e o jato desde um bocal (Fig. 3.1b). Assumimos-se que ha ao mas
um ponto do estagnacgdo, segue que a fronteira € transformada sobre a fronteira de um setor

53
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circular no plano hodégrafo. Podemos assumir que este setor € (depois de uma mudanca de
unidades e eixos coordenados)

r:0<lgl<1 OSarg(g)s% 3.2)

Para alguma n positiva, como em (Fig. 3.1c). Suporemos esta normaliza¢cdo em todas nossas
formulas.

Efetivamente assumiremos que (i) o hodégrafo e simplesmente coberto (i.e., dado ¢ em
I', existe sé um ponto z onde a velocidade € ¢*).

Definindo o W—diagrama de um fluxo de Euler como o lugar geométrico de todos os
W(Z), faremos a hipotese habitual (i1) o W diagrama € simplesmente conexo e simplesmente
coberto. Em tais casos, o fluxo pode ser determinado usando transformacdes conformes,
pela seguinte técnica.

A funcgdo ¢t = ¢”" transforma I' sobre um semicirculo, o qual é transformado por T =
—%(r +t7!) sobre o semi-plano superior

A Im{T} >0 (3.3)
E claro que para qualquer namero real a, b, c,d com ad > bc, T = (af +b)/ (CT + d) é uma
transformacdo simples injetiva conforme de A sobre se mesma. Estes fatos sdo facilmente
demonstrados por métodos elementares. O teorema fundamental de unicidade das aplicagcdes
conformes, ver [2], afirma que estas sdo as unicas transformacgdes simples de A sobre se
mesma. Segue-se que

Teorema 3.1. A mais general transformagdo simples de I" sobre A é dada por
B a(¢™ + 1) + 2bg”
(g + 1) + 2dgn

(3.4)

donde a, b, c,d sdo reais e ad < bc.

Seguidamente notamos que qualquer fluxo completo € limitado por linhas de corrente,
de maneira que sua W—diagrama € limitado por cortes paralelos ao eixo real. Isto € um caso
especial da teoria de transformacgdes de Schwarz-Christoffel [6] que:

Teorema 3.2. Se 0 W—diagrama de um fluxo completo é simplesmente conexo entdo hd uma

transformagcdo simples de A sobre o W—diagrama, da forma

IT - A)

—dT, 3.5
IT - By) (3-5)

onde os A;, By sdo reais, de maneira que f(T) é uma fungdo racional com coeficientes reais.

dW = f(T)dT = C

Por exemplo no caso do jato desde um bocal, 0 W—diagrama € uma infinita faixa e
W =kInT, portanto f(T) = k/T.

Corolario 3.1. Sob as precedentes hipdteses, 7 € a integral de uma fungdo racional de §" em
S.
Assim, T dada em (3.4) € uma fungdo racional de ¢”, e

z= f s A(TdT (3.6)
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3.2 Jato dentro de um bocal

Um dos mas simples jatos com linhas de corrente livre € dado pelo jato de um bocal como
se ilustra nas (Fig. 3.2a) e (Fig. 3.2c)

(@) (b)

Figura 3.2: Jatos com linhas de corrente livre

O estudo matematico foi fato primeiro por Helmholtz [5]. Coeficientes de contracdo para
jatos liquidos sdo preditos com bastante exatidao pela teoria como mostramos na tabela 3.1.
A tabela 3.1 esta baseada sobre calculos realizados por von Mises [9].

Tabela 3.1: Jato dentro de um bocal, angulo meio

B=mn/n|225° | 45° | 67.5° | 90° | 112.5° | 135° | 157.5° | 180°
C.(teoria) | .855 | .745 | .666 | .611 | .568 537 | 516 500
C.(exper.) | 882 |.753 | .684 | .632 | .606 STT | 546 541

Neste caso, W—diagrama € evidentemente uma infinita tira, com um ponto do stagnagao
em W = —oo. Por escolha apropriada de unidades temos que 0 < V < . Portanto a varidvel
W, definida por

T=¢" o W=LnT), (3.7)

cobre simplesmente a metade do plano. Se o hoddgrafo é um setor circular, o qual parece
muito possivel, teremos (3.7) e (3.4). Também o ponto do stagnagdo em W = —co, T = 0,
faz a = 0 em (3.4). Finalmente desde que uma traslacdo W — W + k o qual corresponde a
T — €*T, ndo tem significado fisico, um pode supor b = ¢ = 1. Portanto

W =nlng¢—In(c* - 2C¢" + 1)

. (3.8)
=nlng—-In(¢" — ™) —In(¢" — e

—ina/)

Aqui C = cosna e S = sinna onde —a € a direcao do jato no infinito. No caso n = 1 do jato
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desde uma ranhura, um pode facilmente integrar dz = ¢~'dW em forma fechada obtendo
I eia/
¢ - e—ia

1
z=—+C(ng¢+ W) +iSLn (3.9)
S

Tabela 3.2: Parametros geométricos para jatos desde um “slot”

a 0° ] 18.4° | 37.0° | 56.2° | 76.7° | 91.8° | 180°
C.|.611 | .609 | .602 | .588 |.562 | .532 |0
v 90° | 75°| 60° | 45° |30° |20° |O0O°

Na Tabela 3.2, tabulamos o coeficiente de contragao C., € o angulo y entre as paredes
da ranhura e a linha unindo os bordes da ranhura, como funcdes de @, para 0 < @ < 90°.
O ultimo é /(2 + m) = 0.61 se @ = 90°; neste caso a fronteira livre € uma “tractrix”. Em
general, as fronteiras livres podem ser expressadas paramétricamente como segue. Sobre a
linha de corrente livre esquerda, onde ¢ = € [0 < ¢ < a],

z=—cos¢+ising +iC¢ — CIn[2(cos ¢ — cosa)]
1. 1 —cos(¢p — a) (3.10)
—S(Q’+7T)+EZSIHT(¢+Q,)

Similarmente, sobre o lado direito da linha de corrente livre, onde o < ¢ < T,

z=—cos¢+ising + iC(¢ + m) — ClIn[2(cos ¢ — cos )]

1, 1 —cos(¢p — @) (3.11)
—Sa+ ElS In T cos(d 7 ) cos(d T )

O mais interessante caso € o caso simétrico [4]. Neste caso a metade do fluxo outra vez
representa ao jato desde um bocal, dos quais um lado (o eixo de simetria) estende-se ao
infinito. Com a precedente escolha dos eixos de coordenadas, os eixos de simetria fazem
um angulo @ = /2 = n/2n com a horizontal, de maneira que C = 0e S = 1 em (3.8).
Conseqlientemente, temos

W nlng—In(¢® + 1) (3.12)

f‘ldW——f—znf < (3.13)
AT 1 '

Desde o qual a abertura da boca / do bocal é facilmente calculado em termos da derivada
logaritmica y(x) = I (x)/T'(x) da T—funco,

<

. m 1 1 1
h = sin E{Zn + l//(l - E) - ’7[/(5 - E)} (314)

Um caso particularmente interessante € a boquilha de Borda, quando n = 0.5. Neste caso as
linhas livres estdo dadas explicitamente ([7]) por

z=2sin*(0/2) - 2logsec(0/2), y=6-sin6 (3.15)
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3.3 Jatos sobre placas planas

O caso de um jato convergente sobre uma infinita placa plana (ver [8]) (Fig. 3.3a) tem um
W—diagrama mas complicado (Fig. 3.3b); o hodégrafo é semicircular (Fig. 3.3c). Normali-
zamos para o caso em que o placa € horizontal, enquanto o jato tem espessura 7.

W-PLANE 3 -PLANE
T "Tfhz J
0
. S
0

(0) (e)

Figura 3.3: a) Jato convergente sobre uma infinita placa plana, b) com um W-diagrama mas
complicado e ¢) Hoddgrafo é semicircular

Lema 3.1. Se o ponto divisor é transformado sobre T = 0, entdo o W—diagrama corres-
ponde a metade do T—plano por

W=-In(T-T))+hyIn(T —T3) + h3 In(T — T5) (3.16)

onde Ty, T», T5 correspondem a os pontos no infinito sobre o jato concorrente e seus dois
ramos respectivamente, e h, + hy = 1.

Demonstragdo. Pelateoria geral de transformacdes de Schwarz-Christoffel podemos colocar
em (3.5)

T
(T) = . (3.17)
/ (T =T\ (T —To)(T —T3)
Usando fracdes parciais podemos escrever
f(T) = i (3.18)
LT T, '

para constantes convenientes /iy, hy, h;. Integrando (3.5), conseguimos

W= hiIn(T - T)) (3.19)

onde os A sdo os saltos em V nos 7;. Por nossa normalizagao,

h1:—1
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pela conservagdo de massa (“uniformemente” no sentido da teoria de varidveis complexas),
h, + h; = 1. Podemos conseguir férmulas inteiramente especificas. Se colocamos

2g

== 2
=T (3.20)

o hodografo € transformado sobre o plano metade A por Teorema 3.1, comn = b = ¢ = 1,
a = d = 0; também, no ponto divisor ¢ = 0, portanto 7' = 0 e as condi¢des do lema 3.1 sdo
vélidas. O

Substituindo ¢ = ¢, ¢ = 1, ¢ = —1 em (3.20), deduzimos
Ty=-1, T,=1, T,=2%*+1).

Também pela conservagao horizontal, h, — h; = C, onde C = cosa, a € o angulo que se
forma com o eixo x pelo jato concorrente. Combinando com h, + h; = 1, conseguimos

2hy=1+C e 2hy=1-C (3.21)

Substituindo f(T) = >, h;/(T — T;) em (3.6), e integrando, conseguimos

- eia
¢c—el (3.22)

-1+C)In(c-1D+1A-C)In(c+1)

z=20+Cln(¢* —=2C¢c + 1) —iS In

A correspondente equacdo para as correntes livres ¢ = e é

3 C —cos¢ ¢
z=71+Cln —sin¢ '+ln(cot2) 523
1. (l—cos(¢+a/)) '
+=iS In|——=
2 1 —cos(¢ + a)
onde
z1:(1+C)lZ+S(7r—a) if ¢<a
2 (3.24)

Z1:(1—C)g—Sa/ if ¢>a

Se refletimos o fluxo assim obtido no placa, conseguimos uma completa descricdo do fluxo
ideal devido a dois jatos simétricamente convergentes ver (Fig. 3.4)

3.4 Jatos convergentes

3.4.1 Fluxos simples; principio de reflexao

Primeiro, para o conceito de um “fluxo simples”serd dado uma precisa defini¢ao técnica.
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¥

Figura 3.4: Jatos simétricamente convergentes

Defini¢ao 3.1. Um campo de velocidade complexo ¢(z), definido sobre um dominio aberto
R com fecho R, serd chamado um “fluxo simples”se e somente se

(i) R é simplesmente localmente coberta
(ii) R e simplesmente conexo
(iii) ¢(2) é limitado e continuo em R e analitica em R

(iv) A fronteira R — R de R consiste de um niimero finito de linhas de corrente rectificdveis
girando um dngulo total finito.

Observacao 3.1. Observamos que o “potencial complexo” W = f ¢dz de qualquer fluxo

satisfazendo (iii) é claramente definido e continuo sobre R, analitico em R, e limitado exceto
onde z chega a ser infinito.

Por uma “linha de corrente”, queremos dizer uma curva ao longo do qual V = Im(W) é
constante. Por uma curva rectificavel , queremos dizer uma curva tal que o segmento unindo
qualquer dois pontos tem variacao total finita.

Lema 3.2. Existe uma fungdo simples z(T) transformando a metade superior do T—plano
conformalmente e um a um qualquer fluxo simples; aléem ¢(T) e W(T) sdo fungoes analiticas
complexas.

Demonstragdo. A primeira afirmacao € uma conseqiiéncia imediata do teorema fundamental
de aplicagdes conformes [2]; a analiticidade de

§(T) = ¢(z(T))

e W(T) sao corolarios. O
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Muitas importantes propriedades de fluxos simples podem ser demonstradas aplicando o
Principio de Reflexdao de Schwarz (ver [2]) o qual o estabeleceremos sem demonstracao.

Principio da Reflexao.

Seja f(¢) uma funcdo complexa analitica,
regular e Unica-avaliada dentro de um
dominio D parcialmente limitado (como ‘

Fig. [3.5) por um segmento AB do eixo L_D/>

real, e tendendo continuamente a valores

reais sobre AB. Entdo a relagio f(r*) =

f*(¢) continua f(¢) analiticamente através

de AB para a imagem refletida D* de D, Figura 3.5: Dominio parcialmente limitado
de maneira que f(z) € analitica no dominio

DU D*UAB.

Muitos tteis corolarios deste principio podem ser estabelecidos por transformagdes con-
formes elementares.

Corolario 3.2. Seja f(1) analitica e iinico-avaliada num dominio D parcialmente limitado
por um arco AB de um circulo de raio r com centro t = 0, exceto para um niimero finito
de zeros e polos. Seja também f(t) continua sobre o dominio fechado D, exceto em pdlos,
e transforma AB sobre um arco de um circulo de rddio R e centro 0. Entdo a relagdo
f(r?/t") = R?| f*(t) continua f(t) analiticamente para a imagem refletida de D sob inversdo
no circulo |t| = r, trocando zeros e polos.

3.4.2 W-diagramas de fluxos simples

Usando as idéias anteriores ndo € dificil dar uma clasificag@o local das singularidades de
W(T) no lema 3.2

Teorema 3.3. Cerca de qualquer singularidade T = T, no finito T—plane, W pode escrever-
se

W=cT-Ty)2+d(T -To)" +hIn(T = To) + r(T) (3.25)

onde Ty, h, c e d sdo reais e r(T) é regular (i.e.,uma série de poténcia convergente em
(T = To)).

Demonstragdo. Pela observacao 3.1, qualquer tal singularidade Ty deve ser sobre a fronteira
1.e., Ty deve ser real. Desde que a fronteira consiste de linhas de corrente, V € constante por
partes sobre elas. Portanto para constantes convenientes V; e wh (o salto em V a traves de T
sobre a fronteira), temos

W =hIn(T —Ty) + Vo + Wi(T), (3.26)
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onde W{(T) e real perto de Ty quando T e real. Por observacdo 3.1, W(T) e W{(T) sdo
limitados e continuos exceto em um nimero finito de pontos; portanto 7, € uma singulari-
dade isolada. O principio de reflexdo entdo mostra que W (7T') pode estendida a uma funcao
analitica Unica-avaliada, definida numa vizinhanga inteira de 7. Fica discutir a singulari-
dade de W(T) em Ty. Em [3] se demonstra que uma singularidade essencial € impossivel.
Por tanto W (T) tem um pélo em T = T,. Devemos agora determinar a limitagdo sobre sua
ordem n. Mas se n > 2 entdo como ¢ # oo e dz = ¢~ 'dW, a imagem no plano z do setor
0 < arc(T — Ty) < mno T—plano terd um angulo n > 2x. Portanto o z—plane serd coberta
multiplemente, ainda localmente, contrariamente a afirmacao. O

Definicao 3.2. Se ¢ # 0 uma vizinhanga de um ponto no infinito no z—plano correspondente
aT =T, serd chamada uma corrente infinita, um oceano ou jato conforme como o primeiro
coeficiente ndo zero em (3.25) é ¢, d ou h.(Se a fronteira ndo é uma linha de corrente livre,
usamos a palavra tubo em vés de jato).

Observacao 3.2. Os casos sao facilmente distinguiveis no plano fisico, desde que o fluxo no
infinito tem um angulo 2, um angulo 7, ou cheia uma tira de grosso |hm/g| nos trés casos. O
caso ¢ = 0 de pontos do estagnacdo no infinito requer uma mas elaborada (ver capitulo 3.5
seccao 3.5.1) discugdo

Em outras aplicacdes, é conveniente transformar “simples”fluxos sobre varios dominios
B no t—plane (parametro-plano). Para tais aplicagdes, o seguinte coroldrio € til.

Corolario 3.3. Seja ty qualquer ponto na fronteira de um dominio B, onde a curva fronteira
¢ analitica. Entdo o Teorema 3.3 é vdlido com t substituindo a T.

Por [2] existe uma funcao analitica local da metade do plano superior sobre o interior de
B. O comportamento global de W pode ser deduzido muito facilmente do Teorema 3.3.

Teorema 3.4. O potencial complexo de qualquer “simples” fluxo tem a descomposicdo adi-
tiva

- Cgk dk 2
= In(T - T T T
W=l gy gy I STl T G2

Sua derivada tem a descomposicdo muctiplicativa

dW/dT = R(T) = C ]—[(T — AT - A)) ]_[(T - B))/ l_[(T =T (3.28)
i i k

Todos os coeficientes em (3.277) sdo reais; também sdo todos os B; em (3.28).

Demonstragdo. Primeiro consideremos o caso onde 7' = oo € transformado sobre um ponto
onde W ¢ finito. Entdo, por Teorema 3.3, somando sobre todas a singularidades locais, a
diferenca h(T) entre os dois lados de (3.27) (com ¢ = d = 0) é analitico e unico-avaliada,
real sobre o eixo real e sem singularidades na metade do plano superior. Pelo principio
de reflexdo de Schwarz, h(T") pode continuar-se para uma fun¢do regular em todo o finito
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T—plano. Além disso W(co) sendo finito, 4#(T) é também limitado. Portanto pelo teorema
de Liouville [2], A(T) serd uma constante. Desde que W esta definido somente até uma
constante aditiva, (3.27) € demonstrado com

c=d=0.

Se W tem uma singularidade em 7' = oo, podemos transformar a metade superior do 7' —plano
em se mesmo por uma inversao, utilize o resultado justo obtido para finito W(co), entdo trans-
forme de novo para o original 7. Isto produz os termos adicionais ¢T? + dT por inversdo de
uma singularidade finita (3.25). Finalmente, diferenciando (3.27), conseguimos uma funcao
real racional com denominador comum [[(7 — T}) (alguns fatores podem repetir-se). Fac-
torizando o polindmio real do numerador em fatores lineares conseguimos (3.28). O

Observacao 3.3. Ainda que (3.27) parece complicado, todos os casos podem obter-se pas-
sando ao limite na férmula geral W = )’ h; In(T — T}). Oceanos pode considerar-se como
um caso limite de dois jatos unindose, e correntes infinitas de trés.

Observacao 3.4. S6 quando os T podem identificar-se com correntes infinitas, oceanos ou
jatos, segum como o primeiro coeficiente ndo zero na correspondente expresao (3.25) € ¢, d
ou h, assim 0s A; e B; tém simples interpretacoes fisicas. Desde que ¢ = (dW/dT)/(dz/dT), e
dz/dT # 0 no interior os zeros complexos Ai correspondem aos pontos do estagnagdo, onde
¢ = 0. Num ponto divisor sobre a fronteira, onde o fluxo muda de direcdo, o W—diagram
deve cobrir um angulo 27 ao menos, de maneira que dW/dT = 0 (e ao inverso ). Por tanto
zeros reais B; correspondem a pontos divisores (ou pontos do estagnacao).

Observacao 3.5. Casos, como jatos convergentes, onde o fluxo cover o exterior completo de
algum suficientemente grande circulo, pode também tratar-se mediante uma ligeira modificacao
do teorema 3.4. O ponto z = oo deve ser entdo considerada como uma singularidade isolada
interior T, do fluxo. Desde que a correspondéncia T = z € simples, podemos escrever
z=c/(T —Ts) + ..., e assim dz/dT tem um polo de segundo ordem em 7" = T,. Portanto,

¢ sendo limitado dW/dt = ¢dz/dt tem no maximo um pdlo de segundo ordem. Portanto
dW/dT tem um po6lo de segundo ordem em T, e outro (por reflexdo) em 7. Isto significa
que (3.27) deve ser em geral suplementado por uma expresao da forma

di(T -T)+d /(T-T,))+hIn(T = Ty) + k" In(T - T) (3.29)
Na forma multiplicativa (3.28) hd um correspondente fator extra

(T - TOXT - T; Y no denominador.

3.4.3 Jatos convergentes

Considere agora o fluxo definido por dois jatos convergentes J;, J,, ver [8], e dois jatos
salientes J,, J4 (Fig. 3.6a). Denominaremos por a; o angulo do eixo x a J, € mh; o indice
de tempo de afluéncia de area de J;. Por conservacdo de massa, claramente

hy + hy + ]’l3 +hy =0 (330)
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Assumimos que todas as quatro velocidades das linhas de corrente livres sdo iguais, o que
¢ a unica possibilidade se os jatos tém longitude infinita, com a condicdo que assumamos
continuidade no infinito. Portanto a fronteira de um hodégrafo € um circulo. Por selecao
apropriada da unidade, chega a ser o circulo unitdrio, de maneira que |h| € a largura
do jato assintdtico de J;. Em realidade o hoddgrafo é um simples circulo coberta como
demonstraremos abaixo. Primeiro transformamos o fluxo sobre o circulo unidade I', e nota-

(a) ()
Figura 3.6: Fluxo sobre o circulo unidade

mos que o potencial complexo tem singularidades logaritmicas em Jy, J, J3, J4 ver

(Fig. 3.6b), e é regular em outra parte porque a reflexdo de Schwarz destas singularidades
em I ndo produz novas singularidades. Assim nds escrevemos (ver corolario 3.3/ do Teorema
3.3)

4
W= )= hin@t—1), 6=e" (3.31)
k=1

Lema 3.3. O hodograf é um circulo e podemos assumir t = ¢ em (3.31)

Demonstragdo. Por inspec¢ado da figura 2a, arg ¢ muda por 27 ao redor da fronteira do fluxo.
Desde que ¢(z) € limitada e analitica dentro do fluxo, a mudanca € igual a 27n,, onde n;
¢ o numero dos pontos do estagnacao interior (multiplicidade sendo contada) onde ¢ = 0.
Portanto n; = 1. Colocando o ponto do estagnagdo em ¢t = 0, fazemos In |¢/¢| harmo6nico e
limitado em I, e identicamente zero sobre a fronteira. Segue que desaparece identicamente,
portanto ¢ = ¢’t; rodando, conseguimos ¢ = ¢ O

Lema 3.4. Nds temos a identidade

4 4
0 o ; Cily = ; Sy (3.32)

onde Cy = cosay, Sy =sinay, egp = Cr + 1Sy

1=
| =
I
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Demonstracdo. Formula (3.32) é equivalente a conservacao do momento. Alternativamente,
podemos demonstrarlo analiticamente. Por (3.31), podemos escrever z = f ¢~ 'dW como

4

I 4
z= —In(¢ —¢p) — —In 3.33
2o Ins =0 ;Q s (3.33)

k=1
Mas desde que z(f) = z(s) € Unico-avaliada perto de ¢ = 0, (3.32) segue O

Se zp € o ponto de estagnacdo, temos que

4
Z:ZO‘FZ@IH(I - i), [i = Ck—iSk] (334)
Sk Sk Sk
Ao inverso, se (3.30) e (3.32) valem e se os jatos ndo se “recross”, entdo (3.34) define um

fluxo admissivel correspondente ao jato concorrente. Claramente z, e arbitrario.
Indeterminincia. O eixo do jato J; pode definir-se como a linha reta o qual € assintética no
infinito a curva dada em termos de um parametro real r por

2(rey) = —ln(l —r)+zo+Z—l a —§—)+o(1 -7 (3.35)

J#k

A metade de linha € paralela a ¢ (i.e., g,:lhk), de maneira que seu equacdo cartesiana €
Six + Cre + my. = 0 onde m;, € 0o momento, ao redor de zo, do vetor unidade ¢; = C; — iSy,
atuando ao longo de linha metade. Isto é

=Sx = Cry = —Imgz,

onde z = x + iy € qualquer ponto da linha metade. Portanto por (3.35) passando ao limite

Heizo + Z h~—1 (1- —)} (3.36)

Jj£k

Fisicamente, € natural supor que se os jatos ingressantes J;, J3 estdo dados (i.e., que hy, h3,
ay, a3 e as metades das linhas de J; e J5 estdo dados), entdo o fluxo resultante esta determi-
nado. Nao obstante, pode mostrar-se que, contrariamente ao esperado, o fluxo resultante é
efetivamente indeterminado, exceto no caso @z = a; + & de jatos convergentes paralelos. Em
verdade, exceto neste caso, (3.30), (3.32) e (3.36) com k = 1,3 d4 cinco equacdes entre as
seis varidveis desconhecidas hy, hy, @3, @y, Xo, €9 (2o = Xo + iyp). Estes t€ém uma familia de
solugcdes de um pardmetro o qual pode facilmente ser obtida graficamente.

3.5 Jatos bifurcados

3.5.1 Clasificacao geométrica de fluxos simples

E interessante fazer uma clasificagdo topologica de singularides em termos da configuracao
de linhas de corrente. Considere o incremento ao redor de um contorno B consistindo da
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fronteira do fluxo com pequenos desvios ao redor de pontos do estagnacdo e divisores, na
funcao multiplo-avaliada

1 1
n(z) = —argdW = —argg +argdz (3.37)
m Vs
1
= 7—T[arg dW/dt + arg dt] (3.38)

para qualquer fun¢do nao singular t = f(z) do fluxo num auxiliar —plano (e.g., sob um
circulo ou hemi plano ). Isto € um inteiro par ou impar de acordo que o fluxo € a esquerda
ou direita. De fato, aumenta no infinito por um através de um jato (fonte ou sumidouro, ver

%4@4@,//&}\\\ %\;

(®) (¢) (d) (e)

Figura 3.7: Fluxo num auxiliar 7—plano

Fig. 3.7a), por dois através de um oceano (Fig. 3.7b), e por trés ao redor de uma corrente
infinita (Fig. 3.7c); estes fatos sdo faceis de verificar analiticamente. Em um simples ponto
divisor (Fig. 3.7d), n(t) decresce por um.

Claramente, arg dz aumenta por 2 ao redor de B (”simples”fluxo sendo simplesmente conexo),
enquanto 95 d(arg¢) = 2nym, onde n,; € o nimero de pontos do estagnacao interiores (ver Fig.
3.7e), contanto multiplicidades. Portanto nds temos o seguinte resultado

nog +2n; +3n, = 2 + ny + 2ng, (3.39)

onde n, € o nimero de jatos e tubos, n; de oceanos, n, de correntes infinitas, e n; de pontos
de divisao sobre a fronteira.

Observacao 3.6. Observemos que os pontos de estagnagao no infinito (tubos de stagnacgao )
deve-se contar sobre ambos os lados de (3.39), isto é, como jatos, oceanos ou infinitas linhas
de corrente ao lado esquerdo, e como pontos do estagnagdo estancados (pontos divisores) a
direita. Por exemplo um jato de uma ranhura surge de um ‘“‘stagnant ocean”, e um deveria
colocar em (3.39): np = 1,ny = 1, n, = 0, ny; = 1, ny, = 0. As regras gerais em tais
casos para substituir em (3.39) sdo complicados. Pontos interiores no infinito ( secdo 3.4.2
observacao (3.5) ) da uma contribucdo 4 ao lado esquerdo de (3.39); assim, com o fluxo de
jato reentrance (ver [3]), (3.39) chegaaser4+1+0+0=2+1+2.
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Com o anterior, temos esbocado uma demonstracdo de

Teorema 3.5. A equacdo (3.39) é valida em qualquer fluxo simples, sempre que ny e ng sdo
contados de acordo com sua multiplicidade

Por exemplo, (Fig. 3.8) representa um ponto de estagnacao interno duplo (n; = 2).

Figura 3.8: Ponto de estagnagio interno duplo

A ndo ser que o plano seja coberta multiplamente no infinito, também sabemos que 2n;+n, <
2.

3.5.2 Jatos bifurcados

O caso de um jato dividido por uma placa horizontal (Fig. 3.9a) pode tratar-se muito cuida-
dosamnente refletindo suas singularidades, e usando os resultados topoldgicos anteriores.

N6s transformamos o fluxo sobre o semicirculo unidade I' (Fig. 3.9b) no r—plano de-
modo que a correspondente semicircunferéncia corresponde as fronteiras livres, o didmetro
ao plano, e + = 0 no ponto divisor. Primeiro demonstramos a féormula ¢ = ¢. Seguindo a
notagdo anterior ny = 3, n; = np = 0. Portanto, por (3.39) n; = 1 e n; = 0; isto € também
intuitivamente 6bvio. Segue que ¢/f € limitado em I, real sobre o didmetro, e de modulo um
sobre |f| = 1. Pelo principio de reflexdo ambos no didmetro e em [¢| = 1, vemos que ¢/t é
limitado em todas partes. Por tanto pelo teorema de Liouville, ¢/7 € uma constante. Desde
que ¢/t é real sobre o diametro e de modulo um, temos que ¢ = +¢. Com o jato entrante na
metade do plano superior, como na Fig. 3.9a, claramente ¢ = t.
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Je
(a) ®)

Figura 3.9: Jato dividido por uma placa horizontal

Agora consideremos W(r) = W(s) similarmente. A reflexdo das singularidades no eixo real
d4 trés singularidades logaritmicas conjugadas de igual forca, em ™!, e7®2 7@ Reflexdo
na parte circular de I' ndo da novas singularidades

(ver Fig. 3.9b).Assim, obtemos que

3
W= " hiin(s - e™)(s — &™), (3.40)
=1
Portanto
C.,—iS; C;+iS; 2C;
Z:thj[ [T TR Ty, (3.41)
g€ g—e' ¢

Mantendo z finito em ¢ = 0, claramente }, h;C; = 0; isto também corresponde a conservacao
do momento da x—componente. Portanto

j

2=z hiCIn(¢* = 2C;s + 1) —iS ;In g - zmj} (3.42)
Por outro lado, dado que }; #;C; = 0 e (por conservagio de massa)
> ohi=0,
devemos ter
hy = gz - 2 hs = g - gjhl (3.43)

Entdo, dado Ay, ay, o jato dividido depende de dois parametros independentes, como também
esperariamos fisicamente.
Usando as leis de conservacao de momento , podemos calcular a for¢a ¥ e o torque M sobre
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o placa, como

3
Y = p) S, (3.44)
=1
: T 1
M = pZI’llhj [SISJ(E - aj) + sin(ai +C¥j) In sin E(ai —Q’j):| . (3.45)
ij=1
Sobre o placa, ¢ = v € real, junto com
L g—e S ]
iln — = —2 arctan (3.46)
¢c—el [(v -Cj)

Portanto, também € z — z. Para colocar a origem no ponto de estagnacao, nds devemos por

3
20= %= -2 ) hS,(r—a) (3.47)

=1

se fazemos isto, conseguimos a seguinte expressao simetrica para x
3
x == hiF(a;v), (3.48)
J=1

onde
F(a;,v) =2S j(r —a;) + C;In(v* = 2C;u + 1)
S; (3.49)
(- cj)]'

Em particular os pontos finais x(—1) = x; e x(1) = x, do placa satisfazem as equacdes

— 28 jarctan

3

. @
0w = - JZ: h, [s = @) +2C;Insin 2L (3.50)
3 @
X = —;hj[—sjaj+2cj1ncos 31] (3.51)
Enquanto ao longo da placa p satisfaz
3
a .
pz—;hj[ﬂ5j+zcjlntan71 (3.52)

A equagio das linhas de corrente ¢ = ¢ é
3
z= —Zhj[Sj(ﬂ—aj)+Cj1n|cos¢—Cj|
J=1 (3.53)
1 I —cos(¢ + ;)

+=5;1
227 T —cos(¢ — a))

+ const.




3.6. APENDICE 69
3.6 Apeéndice

3.6.1 Teorema da aplicacao do Riemann

Desejamos definir uma relagdo de equivaléncia entre regidoes em C. Depois de fazer isto
mostraremos que todas as regides proprias simplesmente conexas em C sdo equivalentes ao
disco aberto D = {7 : |z] < 1} e portanto sdo equivalentes entre si.

Definicao 3.3. Uma regido G, é conformalmente equivalente a G, se existe uma fungcdo
analitica f : Gy — C tal que f é injetiva e f(G,) = G,. Claramente, isto é uma relagcdo de
equivaléncia.

E imediato que C ndo é equivalente a qualquer regido limitada pelo teorema de Lioville.
Também € facil mostrar das defini¢des que se G € simplesmente conexa e G| € equivalente
a G, entdo G, deve ser simplesmente conexa Se f € o ramo principal da raiz quadrada entao
f € injetiva e mostra que C — {z : z < 0} é equivalente a hemi-plano direito.

Teorema 3.6. Seja G uma regido simplesmente conexa o qual ndo é todo o plano complexo
e seja a € G. Entdo existe uma unica fun¢do analitica f : G — C com as propriedades

(a) f(a)=0and f'(a) >0
(b) f éinjetiva
(c) f(G)=A{z:lzd <1}

Recordemos que uma funcgdo analitica ndo constante € aberta. Assim a fungdo f propor-
cionada pelo teorema de Riemann € um homeomorfismo. Ainda mais, uma fun¢ao analitica
injetiva tem derivada diferente de zero e assim tem inversa analitica.

Recordemos também que uma fung¢do analitica com derivada diferente de zero preserva
angulos e seu orientacdo de maneira que f € conforme. Ao inverso uma funcdo conforme
diferenciavel (preservando angulos inclusive orientacdo) € analitica. Assim o teorema da
aplicdo do Riemann € a vezes chamada o teorema da aplicagdo conforme.

A demonstracdo que a fungdo f é unica € algo facil. Efetivamente, se g também tem as pro-
priedades de fem D = {z: |z] < 1} entdo f o g~ : D — D € analitica, injetiva e sobrejetiva.
Também f o g7'(0) = f(a) = 0 assim por uma conseqiiéncia do lema de Schwarz temos que
existe uma constante ¢ com |c| = 1 e f o g7'(z) = ¢z para todo z. Mas entdo f(z) = cg(z)
muesta que 0 < f’(a) = cg’(a); dado que g’(a) > 0 segue que ¢ = 1, 0u f = g.

Para motivar a demonstracao da existéncia de f, considere a familia ¥ de todas as fungdes
analiticas f tendo propriedades (a) e (b) e satisfazendo |f(z)] < 1 para z € G. A idéia é
escolher um elemento de ¥ tendo a propriedade (c). Suponhamos que {K,} ¢ uma sequéncia
de subconjuntos compactos de G tal que | J,., K, = G e a € K, para cada n. Entdo {f(K,)} é
uma sequéncia de subconjuntos compactos de D = {z : |z| < 1}. Também, quando n cresce
f(K,) cresce e enche o disco D. Escolhendo uma fun¢do f em # com a maior derivada
em a, escolhemos a fun¢do o qual “comeca o mas rdpido” em z = a .Assim tem a melhor
possibilidade de finalizar primeiro; isto €, de ter | J,>, f(K,) = D.
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Antes de realizar esta demonstracdo, € necessario indicar que a Unica propriedade de uma
regido simplesmente conexa o qual usaremos € o fato que toda fungdo analitica diferente
de zero tem uma raiz quadrada analitica. Assim o teorema da aplicacdo do Riemann sera
completamente demonstracdo se demonstramos o seguinte

Lema 3.5. Seja G uma regido o qual ndo é todo o plano complexo e tal que toda fun¢do
analitica diferente de zero sobre G tem uma raiz quadrada analitica. Se a € G entdo hd uma
fungdo analitica f sobre G tal que:

(a) f(a)=0and f'(a) > O;
(b) f es injetiva;
(c) f(G)=D={z:|z <1}
Demonstragcdo. Definamos ¥ por
F={feHG): f es injetiva, f(a)=0, f(a)> 0, f(G) C D} (3.54)

Dado que f(G) C D, sup{|f(z)| : z € G} < 1 para f € F; pelo teorema de Montel ¥ é normal
se ndo € vazio. De maneira que o primeiro fato a ser demonstrado é

F+0 (3.55)

Também serd mostrado que

F=F u{0} (3.56)

Uma vez que estes fatos sejam conhecidos a demonstracao pode completar-se. Suponhamos
que (3.55) e (3.56) sejam verdadeiros e consideremos a fun¢do f — f’(a) de H(G) — C.
Isto é uma fungio continua e dado que ! é compacto, hda um f em ¥ com f’(a) > g'(a)
para todo g € . Como F # 0, (3.56) implica que f € ¥. Resta mostrar que f(G) = D.
Suponhamos que w € D tal que w ¢ f(G). Entdo a funcao

J@-w (3.57)
1= faw
¢ analitica em G e nunca zero. Por hipdtese existe uma funcao analitica 4 : G — C tal que
J@-w
@ = ——— 3.58
(@) = 1— oW (3.58)
Dado que a transformag¢dao de Mobius
J—w
T¢ = 3.59
1 hm (3.59)
aplica D sobre D, h(G) C D. Define g : G — C por
W' (a)| h(z) — h(a)
8(2) = (3.60)

R 1 - h)h(a)
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Entdo g(G) c D, g(a) = 0 e g € injetiva. Também
W (@) W (@)[1 - |h(a)]

€@ = Y@ 0 - PP G-oD
|h(a)l
Mas |h(a))* = | — w| = |w| e diferenciando (3.58) temos (desde que f(a) = 0) que
2h(a)h' (@) = f(@)(1 — W) (3.63)
Portanto
, f@d-wh 1
= 3.64
g'(a) v 1=l (3.64)
1+ |w|
= f )( ) (3.65)
T\
> f(a) (3.66)

Depois temos que g € ¥ e isto contradiz a escolha de f. Assim temos que f(G) = D

Agora mostraremos (3.55) e (3.56). Dado que G # C, sejab € C — G e seja g uma funcao
analitica sobre G tal que [g(z)]*> = z — b. Se z; € z, sdo pontos em G e g(z;) = +g(z») entdo
segue que z; = Z;. Em particular, g € injetiva. Pelo teorema da aplicac@o aberta existe um
ndmero r > 0 tal que

8(G) > B(g(a); r) (3.67)
Assim se existe um ponto z em G tal que g(z) € B(—g(a);r) entdo r > |g(z) + g(a)| =
| — g(z) — g(a)|l. Segun (3.67) existe um w em G com g(w) = —g(z); mas pelas notas que

precedem (3.67) mostram que w = z o qual d4 g(z) = 0. Entdo z — b = [g(z)]* = 0 implica
que b € G uma contradi¢@o. Por tanto

gG) N{L L+ gl <r} = 0. (3.68)

Seja U o disco {{ : | + g(a)l} = B(—g(a); r). Existe uma transformacdo de Mobius T tal que
T(Co, —U™)=D. Sejag, =T o g; entdo g; é analitico e g;(G) C D. Se a@ = g;(a) entao
22(2) = @, o g1(z) assim teremos que g,(G) C D e g, € analitico, mas também temos que
g»(a) = 0. Agora é facil encontrar um nimero complexo c, |c| = 1, tal que g3(z) = cg»(z) tem
derivada positiva em z = a e esta por tanto em ¥ . Isto demonstra (3.55).
Suponhamos que {f,,} ¢ uma sequéncia em ¥ e f, — f em H(G). Claramente f(a) = O e
dado que f,(a) — f’(a) segue que

f(a =0 (3.69)

Seja z; um elemento arbitrario de G e coloquemos ¢ = f(z;); seja ¢, = f,(z1). Por outro lado
sejaz; € G, 71 # 7, e seja K um disco fechado centrado em z; tal que z; ¢ K. Entdo f,(z) — ¢,
nunca € zero sobre K dado que f, € injetiva. Mas f,(z) — {, — f(z) — { uniformemente sobre
K, assim pelo teorema de Hurwitz temos que f(z) — ¢ nunca € zero sobre K o f(z) = {. Se
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f(z) = ¢ sobre K entdo f € a funcdo constante { em todo G; dado que f(a) = 0 temos que
f(2) = 0. Caso contrério obtemos f(z,) # f(z1) para z, # z;; isto € f € injetiva. Mas se f €
injetiva entdo f” nunca pode ser zero; assim (3.69) implica que f’(a) > O e f estaem ¥ . Isto
demonstra (3.56) e a demostracao do teorema esta completa. O
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Capitulo 4

Solucoes analiticas explicitas para fluxos
ideais

Fluxos compressiveis em fluidos ideais irrotacionais bidimensionais nao-isotrépico (p =
2 _
p(p), ¢= = dp/dp).

Viu) = 0 4.1)
Vig) = u
2
P +k+ 2oz cte.(Bernoulli)
g 2
Numero de Mach M = 'VC—";P
1 i 1 % 22y o 4.2
_g ¢xx+ _g ¢yy_ 7¢xy— ()
Para a funcdo de corrente
vy v Uy
= o O @

Lembre-se que d¢/0n = 0 em corpos materiais tendo lado ¢ satisfaz y = cte em corpos
materiais (primero problema de Neumann, segundo problema de Dirichlet).

As vezes pode-se mais facilmente utilizar (4.1) que (4.2) ou (4.3) .

Exemplo: Fluxo de Prandtl-Meyer (ver [20]) : fluxo supersdnico em volta de uma esquina
com p = p”. Considere um fluxo supersdnico na regido

(x,y)=(r,0), -6<6<m.

O fluxo € uniforme no infinito paralelo ao eixo x.
Tentamos uma solu¢do u que depende somente sobre o angulo # e ndo sobre r € 0 mesmo
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devera ser valido para p na equacao de Bernoulli.
Ponha ¢(r, ) = r®(0) e calcule

cos OD(0) — sin D’ (0) e

u= 00O - 20
r r
v=200) + 20'(0) = sin6Dd@) + cos 0D’ (4)
r r
(4.1) tome a forma em coordenadas polares
. d , d : ,
—sin Hd—g(pd) cos 8 — p®’ sin f) + cos HE(,OCD sinf + p®" cos ) =0
ou

0
p(q)Z + @/2)

(@) + p®
0

e € possivel reduzir a ultima equagao a forma

72
(D" + D)(1 -

Cz):O e ®=0sin(@+p)
ou { 1
@/2262:7_7— E2:)/_7’; (@ + D2

X

-1 2
|u|max sin 7_0 +ﬁ s |u|max = —y

v+ 1 v—1
(9¢ — 2 2 — 2 2 — 02
ar (D—\/z—q)—\/z = ¢t = ul -

99
or

que tem a solucao:

(1))

lulcos(r,u) e sin(r,u) =+

EST

Longe da fronteira ¢y = uox = asin(6+) e queremos ligar esta solu¢do a solugdo ¢, = r®(6)
do segundo tipo.
Se esta € possivel na linha 6 = 6, , observe que

1 ’
¢ =) e ~¢0 = D(6)
representa os componentes radial e angular da velocidade e

u, uycos(by), ug = —upsin(fy) primeiro fluxo
u, = 06, ug = ®(0y) segundo fluxo
(DI(GO)Z — CZ
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Segue-se que

1
Sin() = D6y = +H0
Ug Uo
. y-1
Uy cos(6y) = |u|ax SIin ——+pB| dado pB
vy+1

Agora tentamos conectar esta solucao continuamente com a seguinte solu¢ao
¢3 = u(xcosd — ycosd),

fluxo na forma paralela segunda parede na linha 6 = 6;. Entao

¢ = |ulpax SIN ( 1 /%9} cos(B) + cos [ 1 /%9) sin()
% = ucos(0), (ZL;Z = —usin(9)
1
() = ¢1(;¢2)9 = ’(6))

ucos(d) = d(;)sin(0;) + D'(8;) cos(6y)

—usin(6) = ®(0;)cos(d;) — D'(,)sin(6,)
D) - (Ot
—tan(d) =

10(6,) + ©'(6,)
w o= O+ D6

4.1 Linearizacao das equacoes nao lineares o método do

Hodografo

(A) A transformacdo de Legendre para o potencial de velocidade.
(B) A transformacdo de Chaplygin-Molenbroek (ver [4] e [21]) para a fun¢do corrente.

A) TRANSFORMACAO DE LEGENDRE.

Em (A), considere a transformacao de varidveis independentes

x—ou = ¢
y—ov = ¢ e
¢ —¢ = ux+vy—¢ navaridvel dependente.

Se

A(u,v) _ [qsxx Dy

= 0
2y |60 %] 7
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x = x(u,v),y =y(u,v).
Observe que

dp = ¢udu+ ¢,dv

= xdu+ ydv + udx +vdy — ¢.dx — ¢.dy

= xdu + ydv
ou ¢y =X, ¢y =Y.
Agora de

du Oudu + ¢, dv

dv = ¢udu+o,dv e
b = X, =Y

obtemos que

G + Syur =
G + Py =
Gisbuy + PPy =
Giyuv + b =

—_— 0 O

ou L
|:¢XX ¢Xy:| . |:£MM ?yvi| — [1 0:|
¢xy ¢yy ¢vu ¢VV 0 1
Segue-se que podemos transformar (4.2) a forma
(& = 1P uy + (2 =V + 2uvy, = 0.

Pondo .
g = gz = V2 +v2 e O=tan"(-)
u

obtemos que N ~ ~
G bgq + 4 = GNPy + (P = ')y = 0

Tente solucdes da forma

—~ 6
m@wzmw{iﬁg
obtendo
EFAL(Q) +q(® = AL — n*(c® — ¢)A(q) = 0
No caso

b0 =A(q). GAY (@) +q(* - ¢)AYg) = 0
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dando
x=¢,=A)Qulg, y=¢=A)qv/qg e r*=x+y =A\q)

Pela equacdo de Bernoulli

adg _ _dp
c? 0
Tary = ~Zany= L8y
e integrado.
gpA, = gqrp = cte.

itanr l—i =>r iq<c
dq - NeT g Tg>c

Existe um valor minimo r( para r e o fluxo é definido somente fora do circulo de raio ry no
plano (x,y).

B) PARA A FUNCAO DE CORRENTE v .

1 1
u:(px:/_)‘/’ya V:¢y:_;lpx

No plano fisico ¢ ndo satisfaz uma equacao diferencial fixa. Mais precisamente, ndo pode-
mos determinar a equacao diferencial de segunda ordem satisfeita por ¥ em um dominio do
plano z, a menos que seja conhecido que, neste dominio, o fluxo € completamente subsonico
ou completamente supersonico. Porém, se as componentes da velocidade ¢, € ¢, , ou algu-
mas funcoes fixas das componentes da velocidade, sdo introduzidas como novas varidveis
independentes, entdo ¢ e Y se tornam solucdes das equagdes diferenciais parciais lineares
fixas.

Observe que

d¢ = udx+vdy

d

d = —vdx+ udy

0

dx = —dy———dy
q 7p

dy = —dy+——dy

q° q°p
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em termos de (g, 6)

cos 8 sin @ cos 8 sin @
dx = ( ¢q - _wq) dq + ( o — _'700) do
q qp q qp
sin @ cos @ sin @ cos 8
dy = (_ q — _wq) dg + (_¢9 - WO) do
q qp q qp
dy

d¢ + i7 = (udx + vdy) + i(—vdx + udy) = (u — iv)(dx + idy)

= qe’izdz, Z=X+Iy

g = e’ (¢—q + iﬁ), 7o = €" (@ + z@)
q9 9P qg 49p

temos z,9 = Zg, apOs cancelamentos e

1
—ﬁ + i¢—" = —¢—§ + it//f,i (—)
a9 q dq \qp
1 - M?
¢q = - Yo
qp
q
b = ¥
0 0 q
Introduzindo ¢ — A(g) obtemos
0 1-M?0
1t = Y
01 qo 00
oy N
- = 1) -
0 - 9%

Escolha

) 1 - M? 7 /1—M2 /1—M2
1(@P=—5— A9 =- f s—dg e o) =
q q q p

O sistema de equacoes torna-se

0 0 0 0
Eliminando e L s 5
¥ AN
Ponha y* = \oy,
2 1,% 27 %
p=0-u =0 ¢ TL IV sy

o 99?
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sendo
(Vo)

_Tar
S = N

A transformacdo A4 — A(q) € real somente se M < 1 (o caso subsonico).
No caso supersonico introduzimos 4;(g) por

(M> - 1) (M>-1)

L@ =—5— e o) = |[—— e ¥;= Vou.0)
q P
Neste caso obtemos que
asz Zwl
_ A
a/l% 09 fl( 1)¢1
sendo
(o)
i) = =
) = — =
Ponha p = ap”,y > 1 e c® = ayp”!
¢, 1 . 4
o y-1 c?’

facendo m = M? temos
(o8
q (— + m) = ¢'m

dm y-1lgm

L ~/
1_
A = —f AL
nm(o+ (y — HM)
1 1 -1
= —tan 'k VT —m) - —tan" (V1 —m), k= 4| F—
ko o v+ 1
_oy+l o, -3 2
fQy = T (1 =m)~(16 = y¥@3 - 2y)m - 3y — hm").
Ponha Uyt
2 -1 Y-
c=L p=p-o) e py= (_y2 Cﬁ)
q Yq
logo

o o w8
0 - A(o )— 20 B(o )—
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onde 1
20 e 2000 (y = 1)(1 = )7
Alo) = =1 =) '/! B(o) =
== = e -G -1
Elimando ¢
Py 0 oy
i =503 (105

A forma desta equagdo sugere a construcao de solugdes pelo método de separacdo de varidveis
(o, 0) = o F (0)e

e assim,

Froy+ 2 e oy = 0
y—1

1
c(l-o)F/(o)+|2v+1-Q2v- 7 + o
’y_

o que um caso da equagao diferencial hipergeométrica F(a, b, ¢, o). Assim
oc(l-)F'"+(c—(a+b+1)0)F —abF =0

com

Resolvido por

(o)

F(a,b,c,a):1+Z

1

a@+Da+k—Dbb+1)lb+k-1) ,
12 kclc+ Doc+k—1) 7

Temos ‘
W(o, 0) = c'F(a,, by, 2v + 1, 0)e*™

O grande problema com o método é: Qual € a regidao ndo variavel (g, 8) ou (4, 6) ou (o, §) em
qual a equacdo diferencial € definida.

Mais facil € a situacdo quando o fluxo ocorre em uma regido cuja borda consiste de linhas
retas (paredes) e linhas de corrente livres.

Nas paredes a dire¢dao do fluxo € constante, portanto § = constante. As linhas livres de
corrente satisfazem a condicdo que a pressdo € constante e pela equacdo de Bernoulli g é
constante o que implica que A € constante e por conseqiiéncia que o € constante.

Exemplo:

No caso de fluxo incompressivel (x,y) —plano hodografico é uma aplicacdo conforme é

) é‘;n/Zoz 1
lﬂ(u, V) = 2csin (10g 1_—571/0) , é: = %(u - lV)

resolve o problema

00 1 nr/a 0
Y= —C{EQ+2Z—(1) sin(ﬂ)}
a = n\qo a
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Chaplygin observou que o problema correspondente para fluxo compressivel adiabético é
resolvido substituindo

g* sin(2v8) — ¢,0"F(ay, b,,2v + 1,0)sin(2vh), e
n N €y .
W =—c {—9 +2 Z Z o F(ay, by, 2v + 1,0) sm(2v9)}
a T n

comn = 2va/n.
Para 6 = +a, y(o, +a) = e sin(2vf) = 0 com

¢ = GE(F(av’ by,2v +1, 0-0))_1
1
Y(oo,0) = —c{£9+ ZZ —sin (Eé)} ou
1% — n 1%
9 = 4o

Podemos demonstrar convergéncia da série dado que o < 07y no caso que 0 € subsonico.

4.2 Fluxos Transonicos

4.2.1 Apresentacio e modelagem do problema
A construciao de um modelo matematico

Podemos descrever o fluxo de um gis ao redor de um obstidculo com um certo grau de
precisdo pela teoria classica de fluidos incompressiveis, contanto que as velocidades sejam
suficientemente pequenas. Para valores mais altos da velocidade, deve ser levada em conta
a compressibilidade. Experiéncias mostram, entretanto, que, desde que a velocidade do gas
ndao exceda em nenhuma parte a velocidade do som, os efeitos da compressibilidade sdao
somente quantitativos. Isto é completamente confirmado pela teoria matematica, como nds
mostraremos em uma se¢ao subseqiiente. Quando sdo alcancgadas velocidades supersonicas,
o carater do fluxo pode mudar e choques podem aparecer. Somente nos preocupamos aqui
com fluxos sem choque, e em particular, com a possibilidade de explicar o colapso do fluxo
potencial sem choque dentro da estrutura que nao considera a viscosidade.

Mais precisamente, no problema anterior, descreve-se o fluxo de potencial fixo em duas
dimensdes de um fluido compressivel perfeito completamente ao redor de um determinado
obstaculo, com a dire¢do e a velocidade (subsonica) do fluido prescritas no infinito. E
desnecessdrio dizer que os adjetivos “fixo”,“potencial”, “bidimensional” e “perfeito” im-
plicam idealizacOes da realidade fisica. Uma vez que o modelo idealizado apresenta as car-
acteristicas adequadas, porém, € objetivo do matemaético obter tanta informacao dele quanto
possivel. Vale ainda frisar que o matematico aplicado deve estar sempre atento ao fato de

possuir apenas uma idealiza¢do da realidade.
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Experiéncias mostram isso, pois, na maioria dos casos, nao se pode avaliar o valor de
um modelo idealizado a priori. S6 depois que a matematica do modelo for explorada sufi-
cientemente, levando em conta as circunstancias particulares, verificar-se-4 se o0 modelo é
uma descri¢do satisfatoria da realidade fisica e em que casos que falha. O fracasso de um
modelo idealizado pode ser descoberto de dois modos bastante diferentes. O modelo pode
fornecer previsdes incoerentes ou até mesmo contraditorias com os dados experimentais, ou
o modelo pode se mostrar intrinsecamente incompativel. Esta inconsisténcia se manifestard,
em geral, no fato de o problema em anélise nao ser bem posto. O termo “bem posto”€ usado
aqui no sentido técnico formulado por Hadamard. Um problema constituido de uma equagao
diferencial parcial com valores de contorno € dito bem posto se hd uma solugdo, ela € unica,
e depende continuamente de determinados dados. Em todo caso concreto, a pessoa deve
especificar em que classe de fungdes ela procura uma solucgao, e que significado preciso ela
da a exigéncia de dependéncia continua dos dados.

As vezes é discutido se provas de existéncia e unicidade é de interesse para o matematico
aplicado “realista”, e, em muitos casos, ignord-las ndo acarreta problemas. No problema
em consideracdo, porém, muitas das dificuldades principais se originam precisamente em
questdes ndo resolvidas de existéncia e unicidade de solucdes, e muitas investigagdes con-
duzidas ignoraram estas dificuldades, de forma que foram tiradas conclusdes bastante erroneas.

Por outro lado, matematicos puros as vezes tém duvidas quanto a real contribui¢dao da
mecanica a matemadtica. Novamente, acreditamos que o problema em consideracdo pode
servir como um contra exemplo. Os resultados positivos alcancados envolveram algumas
técnicas muito refinadas e modernas de andlise. As questdes levantadas estimularam o inter-
esse no campo praticamente inexplorado de equacdes diferenciais parciais do tipo misto.

Deveriamos dizer que o problema que relataremos esta longe de ser resolvido completa-
mente. Mas progresso significativo foi alcangado e uma gama de perguntas em aberto talvez
sejam formuladas hoje com mais precisdao do que eram um tempo atras.

A formulacao do problema

N6s nos preocuparemos com a equagao diferencial parcial ndo linear
(P)x + (pdy)y = 0, onde (4.4)
p=p(q) (¢>=¢;+¢;) ¢éumafungio dada 4.5)

Aqui, x, y sdo as coordenadas do plano de fluxo (plano fisico), ¢(x,y) é o potencial de
velocidade, ¢ a velocidade, e p a densidade. A relacdo entre densidade e velociadade (4.5) é
obtida da lei de Bernouli e da equacdo de estado. Se esta dltima € da forma

pp~? = const.

onde p € a pressdo e v > 1 a relac@o constante entre os calores especificos entdo a relagao
entre p e g € da forma

p=(~-~1/2g)"" (4.6)
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contanto que as unidades sejam corretamente escolhidas. Neste caso, a velocidade ¢ € deter-
minada por

2
2 _ 2 42
€= ()Tl)_%_‘py
e a equacao (4.4) pode ser escrita na forma
(c* - ¢§)¢xx — 20y + (c? - ¢§)¢yy =0 4.7)

O descriminante desta equacgao é

H(1-M* onde M=

o IR

¢ denominado o numero de Mach local. A equacdo (4.7) é eliptica para fluxo subsonico
(M < 1), quer dizer, contanto que a velocidade g ndo exceda a velocidade critica

Para fluxo supersonico (M > 1, g > ¢q.,) a equagdo € hiperbdlica. Para a maioria das
consideragdes a seguir, a forma precisa da relagdo entre densidade e velocidade é de pouca
importancia. Alguns autores preferem usar uma relacdo entre p e q ligeiramente diferente
para facilitar calculos computacionais. Enquanto as caracteristicas essenciais da relacao (4.6)
sdo preservadas, ndao pode haver objecoes a este procedimento. De fato, ele pode ser justifi-
cado rigorosamente para fluxos puramente subsonicos.

No caso de uma relacdo geral entre densidade e velocidade, o fluxo € subsdnico ou su-
personico conforme a derivada

dlgp(q)]

dq
€ positiva ou negativa. Estudando fluxos puramente subsonicos, as vezes é conveniente sub-
stituir (4.6) por uma relacao entre densidade e velocidade que conduza a uma equacao difer-
encial permanentemente eliptica e ndo imponha nenhuma restri¢do ao valor de g. Assim,
Chaplygin [4] propds a relagdo entre p e g da forma abaixo

pl-g)=1

Isto transforma (4.4) na equagdo classica de superficies minimas, que pode ser investi-
gada pelas ferramentas da teoria de fungGes complexas. Como observacdo, note que esta
aproximacdo de Chaplygin foi extensivamente utilizada em problemas de aerodinamica.
Outro dispositivo consiste em substituir (4.6) pela relagdo (4.5), que coincide com (4.6) para
valores de ¢ em um intervalo

OSqSCIcr_e
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onde € € um nimero fixo arbitrariamente pequeno, e colocando (4.4) na equacdo de Euler-
Lagrange para um problema variacional regular. Esta “regularizacdo”da equagao tem uma
vantagem importante: uma solucao da equacao regularizada para qual

¢+ ¢ < (qer — €

¢ a0 mesmo tempo uma solucdo da “equacao exata” (4.7).
Seja P uma curva fechada simples no plano z (z = x + iy). Assumimos que P tem uma
tangente variando continuamente e uma curvatura mudando continuamente, exceto talvez
em um ponto, a extremidade, que pode apresentar um canto ou uma cuspide.
Uma solug¢ao de (4.4) definida no dominio exterior P e tendo derivadas ¢., ¢, com valor inico
representa um fluxo passando por P, se as derivadas forem continuas em P e satisfizerem a
condicdo

9¢

— =0

on
onde d/0n denota a diferenciacdo na direcao normal. Além disso, exigimos que

(1) as derivadas devem ser Holder-continuas em P,

(i1) as derivadas devem desaparecer na extremidade, exceto se z7 € o vértice de um canto
ou cuspide (Condi¢ao de Kutta-Joukowski ) e que

(iil)) ¢y = Goo, py — 0 como z — oo onde 0 < g < g, € um dado numero.

Nao requeremos que seja univocamente avaliada e ndo prescrevemos o valor da circulacao

r= s
P

Uma func¢do que satisfizer estas condi¢des serd chamada solu¢iao do Problema II(P, g.,), ou
um fluxo passando por P com velocidade de fluxo livre g, . Para toda solucao, fixamos

Gmax = Max ﬂ(q% + ¢§)

O fluxo é chamado subsonico se gmax < ger, transdNICo $€ Gmax > Ger-

4.2.2 Solucoes para o Problema
Soluc¢oes aproximadas

O problema de valores de contorno formulado acima apresenta trés dificuldades: A equagao
€ ndo linear. O valor da circulacao serd determinado a partir da condi¢do de Kutta-Joukowski.
Finalmente, e esta € a barreira mais séria, a equagao € de tipo misto.

Normalmente confrontado com um problema deste tipo o matematico aplicado recorre a
um dos trés métodos tradicionais para o tratamento de problemas aparentemente intrataveis:
perturbacao de solucdes conhecidas, diferencas finitas e a construcdo de exemplos tipicos.
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Todos os trés métodos foram aplicados ao Problema IT com aparente sucesso pratico. A
solu¢do do Problema IT € bem conhecida no caso limite, quando ¢, = 0 caso em que o
problema se reduz a determinacdo de um fluxo incompressivel passando por P. O método
de perturbacgdo aplicado a esta solugdo consiste em assumir como solu¢cdo uma expansdo da
forma

¢(x, }’) = ¢0(X, )’) + T¢1(-x’ Y) + T2¢2(-x’ Y) + .. (48)

Aqui, ¢ € a solu¢do do problema incompressivel e T um parametro que caracteriza a magni-
tude de ¢, ou, mais especificamente, o quadrado do nimero de Mach do fluxo livre. Os co-
eficientes ¢;(x, y) podem ser determinados sucessivamente resolvendo problemas de valores
de contorno elipticos lineares. Este método, conhecido como o método de Rayleigh-Janzen,
foi assunto de inumeraveis artigos. Enquanto s6 alguns termos de (4.8) foram computados
em casos praticos, acredita-se que, em geral, o método ndo converge para valores de 7 que
conduziriam a fluxos transonicos. Se ha problemas de convergéncia até mesmo para valores
menores de 7, € ainda uma questdo aberta. Frankl e Keldysh [7] provaram, entretanto, que o
método converge para valores suficientemente pequenos de 7. A magnitude de “suficiente-
mente pequeno”’é dependente, evidentemente, de cada problema particular tratado.

Outra “solu¢do”conhecida de II € o fluxo uniforme que corresponde ao caso quando P se
degenera em um segmento reto. O método de perturbacao aplicado a esta solugdo leva-nos
a assumir uma expansdo da forma (4.8), onde ¢, € uma constante multiplicada por x, e 7
denota o parametro que caracteriza o desvio do fluxo do caso uniforme, isto é, uma clara de-
pendéncia da geometria do obstaculo (o primeiro termo da expansio (4.8) € conhecido como
a aproximacado de Prandtl-Glauert). Apesar de ndo haver provas de convergéncia para este
método, simulagdes numéricas ndo indicaram qualquer dificuldade e vérios autores produzi-
ram padrdes de fluxos passando por obstiaculos delgados e ao longo de paredes ligeiramente
curvas que exibem regides supersonicas relativamente grandes, mas limitadas, em meio a um
fluxo predominantemente subsonico.

Fluxos deste cardter também foram obtidos por Taylor [2] no caso de um bico simétrico.
Taylor assumiu para ¢ uma expansao em sé€ries de poténcias de (x,y) da qual foram utiliza-
dos s6 alguns termos nas computacoes.

O método de diferencas finitas consiste, como € bem conhecido, da substituicdo das derivadas
parciais da equacao diferencial pelos quocientes de diferenca correspondentes, e da pos-
terior resolucdo do sistema de equacdes algébricas resultantes para um ndmero finito de
varidveis. No caso da equagdo (4.4), obtém-se um sistema de equacdes algébricas nao lin-
eares. Aparentemente, ninguém investigou se este sistema tem solucdes, e se estas solucoes,
se existem, sdo aproximagdes adequadas das da equacgdo diferencial. Porém, se a equagao
diferencial € resolvida numericamente pelo assim denominado “Método de Relaxamento”,
nao hd, em geral, grandes distor¢des em relacdo aos resultados esperados. Também por este
método, foram obtidos padroes de fluxo com regides supersOnicas limitadas, por exemplo,
por Emmons [3].
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Solucoes rigorosas: A linha limite

A utilidade de métodos indiretos para obtencdo de solugdes em Matematica Aplicada foi
mostrada nas mais diversas situacdes. Se um problema de valores de contorno ndo pode
ser resolvido rigorosamente ou de forma suficientemente explicita para uma determinada
geometria (e poucos problemas o sdo), tenta-se achar solugdes para formas que sao determi-
nadas a posteriori, na esperanca de que estas solucdes sejam tipicas. No caso de um problema
bem posto, exemplos simples de solu¢des fornecem informacdes confidveis sobre a estrutura
da solugdo. A dificuldade é que exemplos de solugdes rigorosas nunca podem ser usados
para demonstrar que o problema € bem posto.

No caso do problema II, a constru¢ao de um tnico exemplo ja apresenta dificuldades con-
siderdveis, que podem, felizmente, ser superadas de diferentes modos. NOs discutiremos
somente os métodos que estdo diretamente relacionados ao trabalho pioneiro de Chaplygin
[4]. O método de Bergman € descrito completamente no artigo [2], de sua autoria. Aparente-
mente, nunca foi aplicado a fluxos transonicos. Outro método, proposto independente-
mente por Christianovitch e por Bers [1] € limitado, em principio, para fluxos puramente
subsonicos. Todos estes métodos para construir solucdes estao baseados na transformagao
hodografica.

A equagdo (4.8) implica a existéncia de uma fun¢do de corrente ¥ (x, y) tal que

p¢x = l/’y, p¢y = -y, (49)

No plano fisico, ¥ ndo satisfaz uma equagdo diferencial fixa. Mais precisamente, ndo pode-
mos determinar a equagao diferencial de segunda ordem satisfeita por ¥ em um dominio
contido no plano z, a menos que seja conhecido que, neste dominio, o fluxo é completa-
mente subsOnico o completamente supersonico. Porém, se as componentes da velocidade ¢,
e ¢, ou algumas funcdes fixas das componentes de velocidade, sdo introduzidas como novas
variaveis independentes, entdo ¢ e ¥ se tornam solucdes de equagdes diferencias parciais
lineares fixas.

E habitual realizar esta transformagio, a transformacio hodogrifica, introduzindo como
variaveis independentes a inclinacdo do vetor velocidade,

0 = arctan(¢,/¢,)

e uma funcao fixa da velocidade:

dcr d
o= f pdq (4.10)
g 4
Como fungdo de (6, o), a fungdo de corrente satisfaz a equagdo de Chaplygin
K(o)Wio + Yor =0 (4.11)
onde )
1-M
K(o) = (4.12)

02
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Note que

o — +oo para g — 0,
o=0 para g=q., (4.13)
K0)=0, K'(o)>0

A equagdo de Chaplygin é, portanto, eliptica no semiplano subsonico, ou seja, com o > 0, e
hiperbdlica no semiplano supersdnico, com o < 0.
Agora, considere ¥ uma solucao de (4.11) definida em um A do o, plano-6, e defina

. et I i
X+iy= f— {(lﬁo- + —wg) de + (—Kgbg + —%) d@}
q P p

Se esta correspondéncia leva A a um dominio simplesmente coberto do plano z, entdo y é,
neste dominio, a funcdo de corrente de um fluxo potencial compressivel, enquanto que o
potencial de velocidade satisfaz (4.9).

A transformacao do plano hodografico para o plano fisico é certamente impossivel, se existe
um arco I' em A ao longo do qual

XoYo = XoYg = 0 (4.14)

Isto nunca ocorrera no semiplano subsénico, mas € bem possivel que ocorra na regiao su-
persOnica. A imagem C de I' no plano fisico é uma fronteira natural do fluxo, local onde as
linhas de corrente formam cuspides. Por isso, C e I' sdo chamados de linhas limite (o exem-
plo mais simples de uma linha limite € fornecido pelo fluxo familiar com linhas de corrente
radiais).

H4 varias maneiras de construir sistemas completos de solu¢des particulares de (4.11). O
sistema mais util parece ser o usado por Chaplygin, consistindo das funcdes

0, fo(o), folo)sinad (4.15)

onde f, sao solugdes das equacdes diferenciais ordindrias apropriadas. Estas solu¢des corre-
spondem as funcdes harmonicas

0, q(o)cosal, ¢“(o)sinald (4.16)

das varidveis g cos 6, g sin 6. A questdo importante € encontrar uma combinacdo das solugdes
(4.15) que, quando transferida para o plano fisico, origina um fluxo com as propriedades
desejadas, isto €, um fluxo de comportamento semelhante ao de um fluxo incompressivel. A
técnica de Chaplygin para fazer esta escolha consiste basicamente em expressar a fungdo de
corrente ¢ do fluxo incompressivel dado, que é uma fungdo harmdnica de

(gcosb,qsinb)

como uma série de solucdes (4.16), e entdo formar com os mesmos coeficientes uma série
de solucdes correspondentes (4.15). Esta técnica apresenta bons resultados para exemplos
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como o de um jato fluindo de um recipiente formado por duas paredes paralelas e um fluxo
em esteira passando por um segmento reto. Mas, se § é escolhida como a funcdo de cor-
rente de um fluxo incompressivel passando por um anteparo, a série formada pela prescri¢ao
de Chaplygin s6 pode representar a solu¢do desejada em uma parte do dominio. Torna-
se necessdrio recorrer a sua complementacdo analitica, e ocorre que uma solucao com as
propriedades desejadas pode ser obtida com pequenas modificacdes na receita simples de-
senvolvida por Chaplygin. Para uma anélise aprofundada dos métodos engenhosos através
dos quais essas modificacoes sdo realizadas, consultar Lighthill [13], Goldstein, Lighthill e
Craggs [10]. Aqui, utilizaremos apenas o resultado final.

E possivel achar uma familia de solugdes y(6, o; ) da equagao de Chaplygin que depende de
um parametro ¢, 0 < ¢ < ¢* e tendo as seguintes propriedades:

(1) Para cada 7 no intervalo, ¥(f) é uma solucdo de (4.11) definida em um dominio Q que
depende de ¢. No contorno de €2, a solug@o ¥(7) e suas derivadas parciais de ordem 2
com respeito a 6, o sdo funcdes continuas de ¢.

(i) Existe um #;, 0 < #; < 1, tal que, para cada t, 0 < ¢t < #; a solug¢do ¥(¢) , quando
transferida do plano fisico representa o potencial de um gas fluindo ao redor de um
anteparo P(¢) , isto é, cuja forma depende de 7. A velocidade deste fluxo no infinito,
q«(?) , € subsOnica e funcdo mondtona de t. Em outras palavras: para 0 < ¢ < 11, ()
€, no plano fisico, uma soluc¢ado de II(P(¢), g.(¢)) . Parat — 0, o fluxo se aproxima de
um fluxo incompressivel ao redor de um determinado anteparo P(0).

(i11) Existe um 5, 0 < 1, < t; tal que para t < t, o fluxo representado por ¥(¢) é pura-
mente subsOnico, enquanto que, para f, < t < t; este fluxo é transdnico, com regides
supersOnicas limitadas.

(iv) Parat < #; a solucdo ¥(f) nao pode ser transferida para o plano fisico devido ao surgi-
mento de linhas limite.

Observamos que, em todos os casos citados, a dependéncia de (¢) em ¢ € analitica.

Assim, os resultados derivados pelo método hodografico parecem confirmar os resultados
obtidos pelos métodos ndo rigorosos descritos na secdo precedente.

E natural assumir que os fluxos computados sdo exemplos tipicos e o fluxo transdnico obtido,
com regides supersoOnicas suficientemente pequenas, € possivel para anteparos arbitrarios.
Na realidade, varios especialistas em aerodindmica concluiram que, para um determinado
obstaculo fixo, sempre existe uma familia de fluxos que satisfazem as propriedades (i)-(iv), e
que o colapso final de um fluxo potencial transonico é causado pelo aparecimento de linhas
limite no plano hodogréfico.

Porém, mostrou-se que a hipétese atraente e elegante das linhas limite era intrinsicamente
falsa. Em 1948, Friedrichs provou que uma familia de solu¢des da equacao de Chaplygin
que satisfazem as propriedades (iv) e para um obstaculo fixo P ndo podem obedecer a pro-
priedade (iv). O mesmo € verdade se P(7) ndo € constante, mas tem uma curvatura limitada.
Um resultado parcial nesta dire¢do foi previamente obtido por Nikolski e Taganov [15]. A
prova de Friedrichs era bastante complicada, fazendo uso de um lema algébrico provado por
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Flanders e da suposi¢do de que ¢ € uma funcdo analitica de (o, 8). Posteriormente, Kolod-
ner e Cathleen Morawetz [12], usando uma transformacgao de varidveis, deram uma prova
bastante sucinta do resultado de Friedrichs, sem precisar assumir a analiticidade da fungao.
Assim, a hipétese de linha limite pode ser considerada como definitivamente refutada.

Uma vez reconhecido que as solugdes obtidas pela aplicagdo do método hodografico ndo sao
tipicas, pelo menos quanto ao colapso do fluxo potencial, € natural verificar se elas ndo sdo
peculiares também em outros sentidos. Realmente, de maneira totalmente independente das
consideracoes sobre linha limite, varios autores comecaram a expressar duvidas quanto a ex-
atidao do problema de valores de contorno para fluxos transonicos. O ponto de partida nesta
direcdo “critica” se deu em 1930, com o artigo publicado por Taylor [2]. Taylor aplicou o
método de perturbagdo ao fluxo circulatério puramente transonico ao redor de um circulo,
com velocidade nula no infinito. Ele mostrou, de maneira ndo muito rigorosa, mas com o
auxilio da técnica padrao de pequenas perturbacdes que o problema de valores de contorno
nao é bem posto para uma leve mudanca da forma circular. Depois, Nikolsky e Taganov
[15] descobriram, a partir de consideragdes geométricas bastante simples, que, em um fluxo
transOnico suave que contém uma regido supersOnica limitada por uma parede fixa e por
uma linha sobre a qual M = 1, uma desigualdade definida que relaciona a taxa de variacdo
de g com a curvatura do anteparo. Em particular, um fluxo deste tipo € matematicamente
impossivel se o seu anteparo contiver um segmento reto arbitrariamente pequeno. Cathleen
Morawetz, por sua vez, mostrou que a condi¢do de segmento reto pode ser substituida pela
exigéncia de que a curvatura do anteparo desapareca em algum ponto. Os argumentos mais
gerais contra a possibilidade de resolver um problema de valores de contorno transénicos no
caso geral, porém, foram formulados por Frankl [7], Busemann [3] e Guderley [11].

Teorema de existéncia e unicidade para fluxos subsonicos

Um exame critico do problema de valores de contorno IT tem que ser iniciado pelo caso mais
simples, o de um fluxo puramente subsonico. Felizmente neste caso uma resposta completa
esta disponivel.

Teorema 4.1 (Teorema de existéncia e unicidade). Para um determinado anteparo P,existe
um numero § < q., tal que para todo valor de g, 0 < g < q, 0 problema de valores
de contorno TI(P, q..) tem uma tinica solucdo ¢ = ¢'9(x,y). Esta solucdo Gy < qer € as
derivadas ¢, ¢y sdo fungdes continuas de q.,. Como q., varia no intervalo 0 < e < g, Gmax
assume todos os valores no intervalo 0 < go < §. (Jd que g — 0, 19~ converge para zero
e Y9~/ q. converge ao potencial ¢°' de um fluxo incompressivel passando por P).

O primeiro passo para a prova deste teorema foi dado por Frankl e Keldysh, que provaram
a solvéncia de I1 para valores suficientemente pequenos de ¢.,. Isto ainda ndo estabeleceu a
existéncia de solugdes para problemas com valores subsoOnicos arbitrariamente de velocidade
maxima local. Bers provou a existéncia de tal fluxo para o caso especial da equacdo de
superficies minimas, considerando uma modificacdo do problema II, em que ¢., é dado, ao
invés de g... Por um método completamente diferente Shiffman [17] tratou com uma forma
modificada de problema I1, assumindo o anteparo suave e prescrevendo o valor da circulacao.
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Finalmente, Bers estendeu o método usado para o caso de superficies minimas para obter o
teorema enunciado acima.

As provas de existéncia sao demasiadamenete técnicas para serem descritas aqui. A prova de
Schiffman [17] faz uso dos métodos diretos do cdlculo de variacdo. Ele comeca observando

que ¢ suficiente provar o teorema correspondente para a equacdo regularizada ver secao
(4.2.2) para o qual,

—

q:f]\cr:oo,

A existéncia de uma “solucdo” segue de teoremas gerais do cédlculo de variagdes, se a pes-
soa permite que a solugdo resida em um clase suficientemente basta de fun¢des. Portanto,
a dificultade € transferida para a demonstracdo de que a solucdo generalizada satisfaz as
exigéncias de suavidade, que as derivadas parciais sdo continuas na fronteira, e que elas de-
pendem continuamente de g.,. Schiffman supera estas dificultades por um método muito
engenhoso, que também € aplicdvel a outros problemas.

Esta prova (que também funciona com a equacao regularizada) ¢ moldada segundo o método
da aplicag¢ao conforme para solucdo de problemas de fluxo incompressivel. Assumimos que
a solucdo ¢ € conhecida. Entdo, pode-se associar o dominio exterior a P em um dominio
|€] > 1 em um plano-¢ auxiliar, em conformidade com a métrica de Riemann.

(€ = ¢2)dx” + 2 pydxdy + (¢ — ¢)dy’ 4.17)

definida pelas solucdes. Mostra-se que a solu¢do pode ser reconstruida uma vez que se con-
hece a funcdo f, uma funcido de uma varidvel que faz a correspondéncia entre pontos de
|€| = 1 e os de P. Na realidade, a soluc¢do ¢ pode ser obtida de f por dois modos diferentes.
Isto conduz a uma equacio funcional ndo-linear para f que possui uma solucdo, fato que
pode ser demonstrado por meio do método de Schauder-Leray. O passo mais importante da
prova envolve a descoberta de limites a priori para f. Aqui, a teoria de aplicagdes quase
conformes e a teoria de funcdes pseudo-analiticos t€ém um papel decisivo.

Nesta prova, a dependéncia continua da solu¢do em ¢. sai quase que automaticamente.
Também ¢€ facil concluir que a solu¢do depende continuamente da geometria do anteparo
e da relacdo entre velocidade e densidade.

Uma pergunta aberta importante € a seguinte: g,,,, € uma fungdo mondétona de g.,? Podemos
responder esta pergunta afirmativamente sob a suposi¢ao de que P é simétrico com respeito
a0 eixo Xx.

E natural conjecturar que

a<qe. (4.18)

mas a prova nao € ébvia. Porém, uma prova foi determinada por Schiffmann. Uma vez que a
desigualdade (4.18) € estabelecida, nao € dificil mostrar que, como g, — ¢, P9 aproxima
uma solugdo de (4.9) definida no dominio exterior a P. A continuidade das derivadas dessas
fungdes nao foi, ainda, demonstrada, de forma que a existéncia de um fluxo critico (fluxo
COM Gpax = qcr ) passando por um anteparo dado permanece uma questao em aberto.

As condi¢des da suavidade no anteparo assumidas na secao (4.2.2) podem ser relaxadas sem
perjudicar a validade da prova de existéncia. Por exemplo, pode-se aceitar que ele apresente
cantos.
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A diferenca entre os problemas de valores de contorno subsonicos e transonicos podem ser
explicadas melhor a partir da discuss@o que acompanha a prova da unicidade.

Seja ¢(x,y) uma determinada solu¢do subsonica de I1(P, g,), € seja $(x, y) uma segunda
solucdo, que sabemos ser subsonica ou possuir derivadas continuas na fronteira. Nos temos
que mostrar que a fun¢io

w(x,y) = ¢(x,y) — $(x,y) (4.19)

€ constante. Mas, w satisfaz a equacao linear
(% = GIWax + 20y Way + (¢ — GIWyy + Aw, + Bw, = 0 (4.20)

onde c € a velocidade do som determinada pela solucio ¢, onde A, B sdo certas fungdes de

(x,y). Além disso,

0
wm_ 0 em P Wi +w?=0 em 7, “4.21)
on Y

wi + w§ — 0 quando z — oo. 4.22)

(Assumimos, por simplicidade, que z nao € uma cuspide). O dominio exterior a P € mapeado
em |£] > 1 por uma transformacao conforme com respeito a métrica (4.17), tomando z — oo
emé = oo, ez =2z -emé = 1. no plano-£, w satisfaz a equacao

Weg + Wy + a(d,m) + B(E,m) = 0. (4.23)
onde ¢ = { + in, e as condi¢des de fronteira sao

9
a—wzo em =1, w,—iwy=0 em z=gz, z=oo. (4.24)
n

A fungdo W = w, — iw, satisfaz a equacio
: 1 . 1 o
W, +iW, = —E(a — i)W — E(a + i)W 4.25)

e por isso € uma fun¢do pseudo-analitica. Do principio de semelhanca para fun¢des pseudo-
analiticas, concluimos que W deve ser da forma

W = O f(&) (4.26)

onde s(¢) € uniformemente limitada, continua em & = 1 e assume valores reais neste circulo,
considerando que f(¢) é analitica regular. E facil mostrar que f = 0 e, conseqiientemente,
também W = 0; (para poder aplicar o principio de semelhanga, € necessdrio saber que os coe-
ficientes a,  em (4.23) desaparecem no infinito para ordem maior do que um e sao limitados
por constante multiplicando |¢ — 1|7!, € > 0, préximo a |£] = 1. Verificar estas condi¢des
levaria muito tempo; somente afirmamos que isto pode ser feito).

Este argumento, mostra que a condi¢do de Kutta-Joukowski determina o valor da circulacao,
€ necessario ja que w nao € dada. Se nds supusermos que a circulagdo € determinada, um
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argumento padrao pode ser usado. De acordo com (4.20), w € uma solucao de uma equagao
diferencial parcial eliptica linera homogénea, sem termos de ordem zero, cuja derivada nor-
mal desaparece na fronteira. Se o dominio em questao for limitado, n6s poderiamos concluir
imediatamente que w = const.. Em nosso caso o comportamento de w no infinito deve ser
investigado. Pode-se assumir que o comportamento de w(x, y) no infinito € tal que o teorema
de unicidade padrao vale (como feito por Schiffman, que prova o teorema da unicidade para
uma classe de fungdes para as quais uma certa integral converge), ou se pode provar que,
utilizando, por exemplo, a teoria de fun¢des pseudo-analiticas, que € este caso. De qualquer
modo, o teorema de unicidade para fluxos subsdnicos € uma conseqii€ncia direta do fato que
para uma equacao linear eliptica da forma (4.20), o segundo problema de valores de contorno
possui no maximo uma solucao, a menos de adi¢do de uma constante.

Teoremas de unicidade para equacoes de tipo misto

Tentando estender a prova de unicidade, esbocada na sec@o precedente para o caso de um
fluxo transonico, somos conduzidos a um problema de valores de contorno para uma equagao
linear de tipo misto eliptico-hiperbdlico. Precisamos, para tanto, introduzir uma breve dis-
cussdo de tais problemas. A teoria de equacdes de tipo misto foi originada por Tricomi em
1923. Em um estudo célebre, Tricomi [19] estudou a equagao

Wox + Yy =0 (4.27)

que € eliptica para y > 0 e hiperbdlica para y < 0. Note que a equacao de Chaplygin (4.11)
¢ de uma forma semelhante. Para velores de g préximos a velocidade critica ¢, isto é, para
valores de g perto de zero, a equagao de Chaplygin(depois de um alongamento simples na
dire¢do-o) pode ser aproximada por pela equagao de Tricomi. Também € possivel achar uma
relacdo de pressao e densidade (4.9) para a qual a equagdo de Chaplygin sera precisamente a
equacao (4.27). Finalmente, notamos que a equagdo aproximada para o potencial de um fluxo
de transonico quase uniforme proposta por von Karman pode ser transformada na equagao
de Tricomi.

A equagdo (4.27) € uma equagao tipica do tipo misto no seguinte sentido. Seja

A QG W + 241000, YWy + A (X, Y)Wy, + Ar(X, s+
AZ(-X’ y)lpy + AO(X’ )’)l/’ =0

uma equacao de tipo misto, tal que seu discriminante

An(x)An(x,y) = An(x,y)’ (4.29)

€ positivo em um lado de uma curva suficientemente suave C e negativo no outro lado.
Se € assumido que o discriminante (4.29) desaparece em C na primeira ordem, € se sao
feitas suposi¢des de suavidade suficientemente fortes sobre os coeficientes, entdo, como foi
observado por Tricomi, podemos introduzir novas varidveis independentes de tal modo que
a equacao (4.28) toma a forma

Wi + 'J’yy + a(x, y)lr//x + b(x, y)‘r//y + c(x, y);l/ =0 (4.30)

(4.28)
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Em particular, a equagao de Chaplygin (4.11) pode ser transformada para esta forma.
Deveria ser notado, entretanto, que o fato de que s6 as condicdes de ordem mais alta estdao
presentes nas equacgdes (4.11) e (4.27) € de grande importancia para teoria destas equacgdes.
Isto pode ser visto melhor considerando o problema de Cauchy no qual os valores da funcao
e de suas derivadas sdo dadas ao longo da linha parabdlica y = 0, e com solucao necessari-
amente no semiplano hiperbdlico . Frankl [6] mostrou que este problema é posto correta-
mente para equacgao (4.30). Isto implica a mesma caracteristica para uma equacgao da forma
de Chaplygin

KW+ Uy =0, yK(») >0, y#0 (4.31)

contanto que se assuma
K'(0)>0 (4.32)

Por outro lado, Bers mostrou que o comportamento do problema de Cauchy para equacdo
(4.31) € independente do comportamento de K(y) proximo a y = 0. Este resultado pode ser
destruido pela presenca de termos de primeira ordem, de acordo com o teorema de Berezin,
que afirma que o teorema de Cauchy para a equagao

YW + Uy + ¢, =0,

nao é bem posto se a > 2.

A posibilidade de resolver o problema de Cauchy para a equacdo de Chaplygin implica, a
proposito, que sob certas restri¢coes, bastantes moderadas, um fluxo de gas subsonico que se
torna sdnico ao longo de um arco pode sempre ser continuado ao longo desta linha.

Sao prescritos os valores da funcdo ao longo de Cy e ao longo S T. Gellerstedt [8] estendeu
este resultado para o caso da equacdo (4.31) com K(y) = y". Ele também fez a observacao im-
portante de que o problema de Tricomi pode ser enunciado de um modo mais geral. Podemos
considerar um dominio D limitado por um arco eliptico e através de quatro caracteristicas
STy, RT,, S,T, e prescreve os valores da funcdo ao longo de Cy, e ao longo das carac-
teristicas STy, S,75.

Uma generalizac@o do problema de Tricomi foi proposta por Frankl em conexao com alguns
problemas de fluxos transdnicos. Frankl substituiu a S T caracteristica por um arco Cy, que
pode coincidir em parte com uma caracteristica, € que cruza no maximo uma vez cada carac-
teristica da familia contendo RT. Uma forma mais geral do problema de Frankl é enunciado
como segue: o dominio D € limitado por um arco eliptico Cy, por duas caracteristicas RT
e RT,, por duas curvas, ndo necessariamente, caracteristicas C; e C,, sujeitas as mesmas
restricdes anteriores.

Sao prescritos os valores da fung@o ao longo do arco aberto C; + Cy + C,. A importancia
deste problema a dindmica dos gases foi enfatizada por Busemann [3] e Guderley [11], que
também propuseram considerar um caso limite do problema de Frankl: os valores da funcdo
sdo prescritos ao longo de todo o contorno, que consiste de um arco eliptico e um hiperbdlico,
mas € permitido que a funcdo tenha uma unicidade ndo especificada em um dos pontos de
interseccdo R entre a fronteira e o €ixo Xx.

Deveria ser notado que, em todos os casos, a solucao serd determinada em todo tridangulo
caracteristico adjacente ao “segmento” parabdlico, mesmo que o dominio s se estenda em
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uma parte deste triangulo. Isto segue de propriedades simples de equagdes hiperbdlicas.

A prova de unicidade de Tricomi era bastante complicada e fez uso de propriedades especiais
da equacdo (4.27). Ela poderia ser estendida ao caso considerado por Gellerstedt (equagao
(4.31) com K(y) = y”), mas ndo para a equacdo mais geral (4.31). A primeira prova de
unicidade para o problema de Tricomi para uma equagdo da forma (4.31) foi determinado
por Frankl. Esta prova € valida desde que

3K > 2KK" (4.33)

no dominio considerado. Esta condi¢ao sempre serd satisfeita para K =y

(a equacdo de Tricomi) ou para K = y” (a equacio de Gellerstedt), mas para uma equagao
geral (4.28), que, de agora em diante, satisfard automaticamente a condi¢do (4.32), (4.33) s6
serd satisfeita se o dominio ndo se estende demais no semi-plano hiperbdlico. Em particular,
a condi¢do de Frankl ndo € sempre satisfeita pela equacdo de Chaplygin (4.11).

Friedrichs observou que a prova de Frankl pode ser reformulada como um argumento de
energia-integral. Seja ¢/(x, y) uma solugdo de (4.31) que desaparece ao longo da fronteira de
D, ao longo da qual se quer prescrever dados. Para toda escolha de fung¢des a(x,y), b(x,y),
c(x,y) temos

f fD (ay + by, + ) (K + Yy )dxdy = 0 (4.34)

Agora, tentamos escolher as fungdes a, b, ¢ de tal modo que a integral em (4.34) apos ser
transformada, através do teorema Green, e depois que as condi¢des de fronteira tenham sido
consideradas, torne-se positiva definida. Se isto de fato ocorrer, podemos concluir que ¢ = 0.
Usando este método Protter [16] teve sucesso em obter uma nova prova de unicidade para
o problema de Tricomi na forma (4.31). Ele assume que, nenhuma restri¢ao € posta sobre a
parte eliptica do dominio, caso que exige que a parte hiperbdlica nao deve se estender muito,
ou que nenhuma restri¢ao € posta sobre a parte hiperbdlica, de forma que a parte eliptica nao
pode se estender demais na direcdo x.

Uma nova aproximagao para o problema de unicidade foi determinada por Germain e Bader
[9]. Eles provaram o seguinte principio de maximo para a equagao de Tricomi: se uma
solugdo de (4.27) definida no dominio desaparece ao longo da ST caracteristica, entdo o
maximo de || € atingido na fronteira eliptica Cy.

Mais recentemente, mostrou-se que este resultado € um caso especial de um principio de
maximo geral que vale para uma amplia classe de equacdes de tipos hiperbdlicos misto,
mas de forma alguma para todas essas equacdes. No caso da equagao (4.31) o principio do
maximo na forma de Germain-Bader € valida (no dominio considerado, paray < 0) se

5K > 4KK" (4.35)

Esta condi¢do €, infelizmente, mais forte que a condi¢ao de Frankl (4.33).

Para o problema de Frankl uma prova de unicidade foi deduzida por Guderley para a equacao
especial (4.27), obedecendo a suposi¢cdes no dominio que sdo complicadas para serem declaradas
aqui. A sua prova € bastante dificil e faz uso de uma transformacao para coordenadas espe-
ciais. Porém, € natural aplicar o método de energia-integral ao problema de Frankl. Assim
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Protter observou que escolhendo a = 0 e b, ¢ como constantes apropriadas, obtém-se uma
prova de unicidade para o problema de Frankl, no caso em que o declive do arco eliptico
nao exceda o minimo dos declives das curvas de fronteira ndo caracteristicas no dominio
hiperbdlico.

O resultado mais esperangoso para o problema de Frankl € devido a Cathleen Morawetz [14].
Segundo ela, ele possui no maximo uma solucao se a curva de fronteira eliptica for simet-
ricamente radial com respeito ao ponto R. Este resultado € alcangado pela escolha simples
a=0,b=x,c=y.

Resumindo, deve ser admitido que a teoria do Tricomi e problemas de Frankl ainda estdo em
um estado bastante insatisfatorio. Para problema de Tricomi, por exemplo, existem trés resul-
tados de unicidade diferentes (Frankl, Protter, Morawetz). Os trés resultados estao baseados
em suposicdes que sdo mutuamente independentes. Mas, nenhum exemplo de multiplicidade
¢ conhecido, e parece provavel que existe um teorema de unicidade mais geral. Aparente-
mente, novos métodos serdo necessarios para resolver este problema, como também prob-
lemas mais complicados que transpassam os problemas de valores de contorno para fluxos
transonicos passando por anteparos.

4.2.3 Teoremas de inexisténcia de solucoes e fluxos transonicos

Voltamos agora ao problema de valores de contorno II(P, o) para tentar estender a prova de
unicidade esbogada para o caso em que o fluxo descrito pelo potencial ¢ € transdnico.

Para simplificar, assumimos de agora em diante que o anteparo € suave e simétrico com re-
speito aos eixos x € y, e que todos os fluxos considerados tenham as mesmas propriedades de
simetria (como eles realmente devem ser se o teorema de unicidade for valido). Neste caso,
bastara considerar somente a metade superior do dominio do fluxo que denotamos por D.
N6s também assumimos que o fluxo é subsonico com exce¢do de uma regido X limitada por
um arco S5, do anteparo e por uma arco simples A, ao longo do qual M = 1. Em X, o
fluxo € suposto supersdnico. Todos os fluxos transdnicos obtidos pelos métodos descritos
aqui sdo desta natureza. Nao € dificil verificar que toda linha Mach do fluxo, ou seja, toda
caracteristica da equacdo (4.9), ¢ sendo o potencial considerado, que tem origem na linha
sOnica, que intercepta o arco S 15, em exatamente um ponto. Serd conveniente para o que
segue selecionar um ponto fixo, mas arbitrario, R em A. As duas caracteristicas que saem
de R encontram P nos pontos T, e T,; chamamos o arco 7|7, de P de arco critico (com
respeito ao fluxo transénico considerado, e com respeito ao ponto escolhido R), e o tridngulo
curvilineo TRT, de triangulo critico. Por D, denotaremos o dominio obtido de D que re-
move o triangulo critico.

Agora seja 5 outra solucdo de II(P, o) e fixe, como antes, w = ¢ — 5 A funcgdo w(x,y)
também satifaz as condicdes

W)ZC + w§ -0 z-— oo, (4.36)
™ — (0 no limite de D (4.37)

on

Para estabelecer o teorema de unicidade, teriamos que concluir que w € constante. Mas a
equacao (4.20) € agora do tipo misto, sendo hiperbdlica em X e eliptica fora de X. Ao longo
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de A o discriminante de (4.20) se anula.

Além disso, as caracteristicas desta equacdo sao precisamente as linhas de Mach do fluxo
¢. Pelos teoremas de unicidade discutidos anteriormente, podemos esperar que o fato de
w ser constante poderia ser estabelecida sem usar a condi¢do (4.37), mas sO a exigéncia
aparentemente mais fraca

0
6_W =0 no limite de D exeto, talvez, ao longo do arco critico. (4.38)
n
Realmente, assumamos que o teorema de unicidade para o problema de Frankl pode ser

estendido a este caso quando:

(i) a equacdo ndo € da forma especial (4.31) mas a equacgdo linear geral (4.28) € de tipo
misto, sem um termo de ordem zero e com o discriminante se anulando ao longo da
linha de transicdo entre as regides hiperbdlicas e elipticas.

(i1) o dominio na parte eliptica é extensivel para o infinito, caso em que as derivadas da
solucdo devem se anular no infinito.

(ii1)) ndo sdo prescritos os valores da fun¢do, mas os valores de sua derivada normal ao
longo de um arco na fronteira do dominio, escolhidos como no caso do problema de
Frankl.

Aplicando este teorema de unicidade conjecturado para a fun¢do w, podemos concluir que
ele € constante em D,. Mas a equacdo (4.20) € hiperbdlica no triangulo critico, e, ja que se
sabe que w € constante ao longo das duas caracteristicas, ela deve ser constante em todo o
dominio. Conseqlientemente, a = ¢ + const. de forma que existe um tnico fluxo transdnico
passando por P com velocidade de fluxo livre .

Observe a seguir, que esta prova de unicidade (condicional), a condi¢ao de fronteira imposta
ao longo do arco critico ndo foi usada. Conseqiientemente se P éum anteparo que coincide
com P, exceto ao longo dos arcos criticos, e ¢ é um asolucio de T1(P, o), podemos repetir
0 argumento que mostra literalmente que w = const.. Mas como o arco de P é determinado
pela condicao que, ao longo dele, d¢/0n = 0, os anteparos P e P tém que coincidir em todos
os lugares. Assim n6s somos conduzidos ao seguinte.

Teorema 4.2 (Teorema de inexisténcia A). Seja um fluxo transénico passando por um obstdculo
P com q., sendo sua velocidade no infinito. P um obstdculo que coincide com P, exceto ao
longo dos arcos criticos. Entdo, ndo existe nenhum fluxo potencial passando por P com o
mesmo valor de velocidade no infinito.

O significado deste teorema estd no fato que P pode estar arbitrariamente proximo de P,
e tem seu declive, curvatura, etc.,tdo proximos de P quanto se queira. Conseqiientemente
implica que o problema de valores de contorno II(P, g.,) ndo é bem posto, pelo menos no
que diz respeito a fluxos transénicos.
Esta formulacao do argumento de Frankl-Busemann-Guderley (que era determinado por
0O.S.Gardner) tem a ventagem de ndo fazer uso de quaisquer consideracdes que envolvem
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fluxos infinitamente préximos, e de ndo envolver estimativas de ordens de magnitude de
quantidades desconhecidas. Por outro lado, depende de um teorema de unicidade muito
forte para equacoes lineares. Note que, nesta colocacao, ndo ha modo de contornar a dificul-
tade devido a condi¢do de contorno de segundo tipo usando a funcdo de corrente em vez do
potencial. Na realidade, a diferenca de duas fun¢des de corrente nao vai, em geral, satisfazer
uma equacao linear simples, ja que, a equacao ndo linear satisfeita para cada fun¢do de cor-
rente depende, no local, da linha sénica correspondente.

Uma indicagdo até mais forte da incorrecdo de problema (P, g~) para fluxos transonicos
seria o que segue abaixo:

Teorema 4.3 (Teorema de inexisténcia B). Sob as mesmas hipéteses de A, ndo existe nenhum
fluxo potencial passando por P com uma velocidade de fluxo livre q distinta, mas suficiente-
mente proximo de q.

Neste caso, porém, até onde se sabe, ndo é possivel formular um teorema de unicidade

razoavel para equagdes lineares de tipo misto que implicaria este teorema de inexisténcia.
Vale a pena entdao formular algo mais fraco.
Assumimos que o fluxo transonico descrito por ¢ € tal que a parte superior do dominio de
fluxo D € associado a uma func¢ao injetora ao plano hodogréafico. Esta suposi¢do ndo é muito
restritiva, pois os fluxos com simetria computados pelo método hodografico terdo esta pro-
priedade em geral, e ja que Nikolski e Taganov [15] provaram que a regido supersonica X
sempre tem um hodografico simplesmente coberto.

Seja P novamente um obstéculo que coincide com P, exceto junto ao arco critico e muito
proximo de P. Podemos tentar achar uma aproximacao da solucao ¢ de II(P, co) pelo método
cldssico de pequena perturbacodes. Ele consiste em fixar ¢ = ¢ — w onde w(x, y) serd consid-
erada

(1) tdo pequena que as poténcias de w e suas derivadas podem ser negligenciadas, e

(i) uma func¢do definida no dominio exterior a P. Do modo habitual, obtemos para w a
equacao diferencial linear

(C2 - ¢§)Wxx + 2¢x¢ywxy + (C2 - ¢;2g)wyy + 2(2¢x¢xx+

(4.39)
¢y¢xy + ¢x¢xy)wx - 2(2¢y¢xx + ¢y¢’xy + ¢}’¢Xy)wy =0
e as condicoes (4.36) e (4.38) e
ow »
— = X no arco critico, (4.40)
on

onde X € uma fung@o determinada pelas formas de P e P, que ndo serdo identicamente zero
(o caso P = P € obviamente excluido). Nos chamamos o problema de valores de con-
torno (4.39), (4.36), (4.38), (4.40) de problema de perturbacao associado a ¢. Tal problema
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também pode ser formulado no caso em que o fluxo descrito por ¢ é puramente subsdnico
Neste caso, o problema de perturbacdo seria um problema eliptico linear corretamente
fixado.

Teorema 4.4 (Teorema de inexisténcia C). O problema de perturbacdo associado a um fluxo
transénico ndo é bem posto.

Este teorema implica que, mesmo se o problema TI(P, o) possa ser resolvido para uma
familia de obstaculos P que varia continuamente, a dependéncia da solu¢do na geometria do
anteparo nao € tdo suave como se poderia supor para um problema bem posto. Considerando
w como uma fungio de w(¢,, ¢,). Se novas varidveis independentes 6 € 6 onde

qlfr q
G =05(q) =f exp{f M2d—q}d—q
p Ger q) 4

sdo introduzidas, a equacdo, para w, torna-se

k(é')wee +wss =0

K(&) = (1 - M*) exp {fq MZd—q}
Gor q

Esta equacdo é da mesma forma que a equacdo de Chaplygin, e as caracteristicas desta
equacgdo sdo as imagens das linhas de Mach do fluxo ¢. Ao longo das linhas de fronteira
correspondentes ao contorno de D, formado pelo obstaculo, tem-se

onde

Kwydé +wsdd = 0

Ao longo da linha de fronteira vertical, que corresponde a parte do contorno de D formada
pelo eixo x, wy = 0.

O comportamento de w em ¢ = oo (que corresponde ao ponto de stagnagdo no plano z) e se
aproxima da fenda vertical (correspondendo ao ponto z = co) também poderia ser descrito
sem dificultades, a pesar de nao fazermos isto aqui. A analogia da situg¢do presente com a do
problema de Frankl € 6bvia. O teorema C é provado monstrando que as condi¢des enunci-
adas acima implicam que w € constante ou uma combinacdo linear de um numero finito de
autofungdes.

A diferenca entre este problema e o problema de Frankl consiste, principalmente, da natureza
das condig¢des de froteira. Pode-se tentar recuperar as condi¢des mais simples do problema
de Frankl, considerando a fun¢do de corrente em vez do potencial. Mas isto conduz a uma
unicidade na equacdo diferencial.

As consideragdes desta secdo, que indicam que hé boa razdes para acreditar nos exemplos
existentes de fluxos transonicos, € ndo tipico, como antes se esperava, também se aplicam
a outros tipos de fluxo, mais precisamente, a fluxos subsdnicos com regides limitadas su-
personicas em seu interior. Elas definitivamente nao aplicam a casos em que a regido su-
personica se estende para o infinito, ou € limitada por ondas de choque, como, por exemplo,
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os fluxos de bico estudados por Frankl [7].

Deveria ser notado que Busemann [3] e Guderley [11] descrevem os argumentos como
provas da inexisténcia de fluxo transdnico potencial no caso geral. Do ponto de vista matematico,
porem, os argumentos deles sdo s6 consideragdes de plausibilidade altamente sugestivas.
Eles a colocam mas nao resolvem problemas matematicos ai envolvidos.

4.2.4 Consideracoes finais

Os resultados acima ainda eram conjecturas altamente plausiveis na época dos artigos intro-
dutdrios investigados no presente trabalho. O trabalho de Morawetz [14] foi fundamental
para a demonstragdo de tais teoremas.

Uma pesquisa mais aprofundada desses resultados fica como sugestdo para um possivel tra-
balho de pesquisa que estenda e complemente o escopo deste.
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Capitulo 5

Ondas na Agua

Considere um fluido ndo viscoso imcompressivel em um campo de gravitagdo constante.
Seja a velocidade u = (u(xy, x2,y), ua(x1, X2,¥), w(x1, X2,¥)) € F = —pgj sob a hipétese de
massa especifica constante. As equagoes sao:

Vu = 0 (5.1)
du O =Ly, (5.2)
J— = — + . = —— —_ .
dr o 4V P pP—8]
Supondo que o fluido € irrotacional VAu =0,eu = Vg e
ou u? 1 .
—+V(=)+WAu)=—-Vp—gj (5.3)
ot 2 Je =
Obtemos, comw = V A i,
ow
6_7 + VAWAu)=0 ou 5.4)
dw ow
7 o +u.Vw =w.Vu (5.5)
Com u = V¢ podemos integrar (5.3) a
- 1
L = By - ¢ - 5V ~ gy (5.6)

como B(r) uma fungio arbitraria e p, uma constante arbitrdria. E possivel absorver B(f) em
¢ escolhendo ¢" = ¢ — f B(t)dt. Neste caso, obtemos,

u = Vo
- 1
PZRO o g —(V¢P—gy e (5.7)
P 2
V6 = 0 (5.8)
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Considerando o caso da agua com ar acima (um oceano, por exemplo) e com interface

f(x1,x2,y,6) =0 (5.9)
claramente, if af
E:E+M.Vf20 (5.10)

E conveniente descrever a interface por

y:n(-xl’XZ’t) e f(xl’XZ’y’t):n(xl’XZ’t)_y
Segue-se de (5.10) obtemos

é%:%+wg+m%=w (5.11)
(5.10) ou (5.11) sao condicdes cineméticas na fronteira. Ignorando tensdo de superficie e
argumentando que a pressdao do ar pode ser aproximada por seu valor no estado de resto
devido ao fato de que sua massa especifica é pequena em comparacao com a adgua e negli-
genciando termos pu?, nossa condicdo de fronteira é p = po. De (5.7) e (5.11) obtemos as
duas condi¢des na superficie livre:

on, 96 0on 06 on _0¢
At Ox 0x;  0x0x, Oy

9 1[{os\ [(0s\ (d¢)
emy = n(xy, x2,1).

Em uma fronteira material u.V¢ = 0. Se no fundo, y = —ho(x1, x2);

(5.12)
+gy=0

op  dp Ohy O Ohy
AT i N i R | = —ho(x1, 5.13
ady - 0x1 0x, - 0x5 0x3 om -y 0¥, %2) ( )

Se hy = const.,
99 _

0 em y=—h (5.14)
dy

5.1 Linearizacao do Problema

No caso de pequenas perturbagcdes na dgua inicialmente no estado de resto, 17 € ¢ sdo peque-
nas, (5.12) agora sdo tomadas da forma:

o _ o
ot dy
o¢

+ =0, =
a1 8n em y=1
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Fazemos a hip6tese de aproximagao adicional que de fato podemos considerar

on o¢
— = y= 0
ot oy
o
- =0
o + &n
Eliminando 7 obtemos,
’¢ ¢
E + ga_y =0 em y= 0

junto com as condi¢des

2 2 2
6—¢+6—¢+@:0 —hy<y<0
oxt  0x3  0y? (5.15)
op Ohy 0p  Ohy O '
—t———+ ——=0 = —hy.
ay * 0x1 0x; - 0x, 0x, Y 0
Obtendo ¢
10
r](xthat) = ___¢(X1,X2,0, t) (516)
g ot

No caso de ondas na agua , as ondas propagam-se horizontalmente. Tentaremos agora
solugcdes na forma

n = Aexp (ikjx — iwt) ¢ = Y(y)exp (ik;x — iwt)

Y- =0 k= [k + i

Segue-se que

No caso em que Ay € constante, a condi¢cdo em y = —hy implica que Y'(y) = O ou Y €
proporcional a cosh k(hy + yo).
De (5.16)
w0 ] hk(hy +
a4 WO T(g) = — 8450 (ho + &)

w cosh(khy)

Segue-se que

¢ coshk(h
n=Aexp(ikx—iw) e ¢= —%A%U:};g) exp (ikx —iwH)  (5.17)
A condi¢do
2
J ¢ + 0_¢ =0

o T8y =0 em =0

implica que
w? = gk tanh (kho) (5.18)
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Considere um problema inicial com ¢ = 0. Suponemos que

n(x,0) =no(x), t=0 e

0 0 0

6—7 = 6_;?’ (')_IZ =0 inicialmente y=20
Este problema tem a solucao:

(o)

n(x,t) = f ) F (k) exp (ik.x — iwt)dk + f F(k)exp (ik.x + iwt)dk

—00

com w(k) = 4/gktanh(khy), F(k)= T(%no(.))(k).

No caso unidimensional com 79(x) = d(x), F(k) = }‘n e

n(x,t) = 71r f ) cos(kx) cos(w(k, t))dk (5.19)
0

5.2 Interface entre dois fluidos

Considere um fluido com massa especifica p” acima de um com massa especifica p e suponha
que os fluidos sdo infinitamente profundos. Os fluxos sdo irrotacionais com potenciais ¢’ €
¢ respectivamente e na interface y = n, p’ = p. Temos que

a¢, 1 2
’_ — _ _V/
P = Do p(at+2(¢)+gy)

<
I

<

(=)
I

(%4 Lvar
p(at + 2(V¢) +gy)

€ como antes
on 0¢" On 0" on 04" _
ot  0x;0x; Oxp0x; dy
(9_7) N 0p ﬁ op on 0p

ot "o 0x  Oxyoxa Oy

Considerando somente ondas unidimensionais e linearizando as condi¢des de fronteira, po-
mos

’ ’ 1 2 ’
¢ = Ux- EU + O
1
¢ = Ux-— 5U2 +®
e precisamos cancelar os termos de primeira ordem em @', @ e . As condi¢des de frontera
sdo agora
PO+ U D +in) =p' (D, + UD, + in)
n+Un,—@,=0
nt+U77x_ch:0
AD = AD =0

(5.20)
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ed’,® - 0comy — oo,y — —oo. Solugdes elementares sdo da forma

@’ = B’ exp (i(kx — wt) — ky)
® = Bexp (i(kx — wt) + ky) (5.21)
n = Aexp (i(kx — wt)),

As condi¢des de fronteira (5.20) fornecem a relacao de dispersao

U+ ol . , 12

_:p— =+
k p+p kp+p  (o+p)

Nocasode U = U’ = 0, temos

o—p/ 1/2
=
{55

e no caso de % — 0 chegamos a relacdo (5.18).
(1) Se U = U’ = 0. A solugdo € instavel se p’ > p.
(i) Seg=0e U # U’. A solucdo ¢ instavel (instabilidade de Helmholtz)
(i) Se p’ =pe U # U’. Mesmo caso do item (ii).
(iv) Sep” # pe U # U’. Solugdo instavel por ondas curtas.

Modificacoes devido a tensao de superficie.

Para desvios pequenos g = 1(x, x;, ) do plano e o efeito € de uma for¢ca normal 7
unidade de drea e a condi¢do de pressdo vira

9%
0x10x>

por

2

on
Ox10xy

p+T Po (5.23)

Neste caso as condi¢Oes linearizadas sao modificadas a

on_ oo
ot Oy
0 o T _0n

+
ot &1 0 0x10x,

levando a relacao de dispersao a

T
w? = gk tanh(kh) (1 + 518) (5.24)
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Capitulo 6

Choques e Explosoes Fortes na

Atmosfera

Recordamos que em termos das velocidades relativas v = V —u as condi¢des de choque para
o fluxo estaciondrio podem ser dadas na forma

e no caso de um géas adiabatico,

Em termos de

temos

U — Uy

Ci
P2
P1
P2 — D1
P1
(&)

(6]

P1V1 = P2V
2 2
P2t p2v; = p1+ o1V
1.2 _ 1.2
hy + V5 = hy + V1

1
v = —2
y—1lp
h o= L P
y=1lp
= yg
el
V_
M, = —2
C1
2IM2 -1 6.
(y+ 1M, '
(y+1)Mf
(y = DM? +2
2y(M? - 1)
v+ 1
2yM? — (y — I)Y2((y + 1)M? + 2)1/2
QyM; —(y—1)"“((y + DM +2) 62)

(y + HM,
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Tomando p, como dado, é conveniente introduzir a “forca”do choque z,

P2 — D1
Z =
P1
e resolva as equagdes de choque na forma
V—-u
M, = L= (1 +
C1
Uy — Uy Z

C1 y(l +72—+y1z)1/2

(y+ 1)z\'"”?
2y

Assim, o Unico parametro dimensional associado com o gas ambiental € sua massa especifica
po- As relacoes de choque fortes aplicadas, onde

2 v+1 2 5

= —7YV, = 5 = V
u v+l P y_lpo p y+1p0

atrds do choque movimentando-se com velocidade V.
O comprimento k(¢) baseado em

2 1/5
E(ML) e po(ﬁ—;[) e R(t):k(g) A3

T? Po
Também
V. = R
8 ., (E v -6/5
= — —| ¢
P 25" 7 (Po)
4 (E)l/st_ys
p = —
S + D \po
2
u =
v+ 1
2 4
u = R
v+ 1
Equivalentemente,
8 K 3
P = 5z
25y +1




Introduzindo
Ef?
J = —5 € f =r
pPor
temos que
’ R ’ pO ’ pR2

sdao nao dimensional e fun¢des somente de £. Segundo Taylor,

2
= ZR
u = ZRp(&)
P = poy()
2R 2 Po
pP= (57) ;f &)
Existem outras formas equivalentes e a escolha
Ly
u = —-
5t
p = poR(&)
= 2RV pereo
p = 57 Po
serve.
Claramente,

¢=¢&V, y=R, f=vEp

O choque é encontrado em ¢ = 1 e a velocidade do choque V é

r - R
5t
pp 1+ %Z
D1 1+ yz—_ylz
€2 A+ + (- 1)1/27)]”2
i 1+ - Dz/2y

Sabemos que
log p

p)’

S:CV

e conseqiientemente

_ Y
Co (1 + Z(“Yzyl))

-\
S,—9, _log{(1+z)(1+z%) }
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Um caso importante é de choques fortes, isto €, V > u; onde z —» +coe M; ~ V/c; e
M, > 1. Neste caso, as relacoes (6.1) e (6.2) acima sdo aproximadas por

2
v P y+1 2
v+ 1

p1V?

Vamos reabordar o problema da modelagem da explosdao da bomba atdmica feita indepen-
dentemente por Taylor , Sedov e Von Neumann. Suponhamos que a explosao pode ser ide-
alizada como:

(1) A descarga respectiva de uma quantidade de energia £ concentrada em um ponto, a
unica quantidade dimensional introduzida pela explosao;

(2) No movimento resultante a pressao inicial e velocidade do som do ar ambiental sdao
negligencidveis em relagdo a pressao de velocidade produzida no fluxo perturbado.

Segue-se que as condi¢des de choque tomam a forma

(1) = )% y(l) = % fa = % (6.4)
Substituindo (6.3)) nas equagdes de movimento
pdu+Vp = pF
cjl_? +pdivu = 0
CZ—S; = 0 onde ‘;—f—&%:o

obtemos trés equacdes ordindrias para ¢, i e, f integradas de ¢ = 1 a ¢ = 0 com condig¢des
inicias (6.4).
k é fixo na expressao para a energia

R(1) 1
f P + —pu® |4nrtdr
0 Y - 1 2

%f( foo1 )
Ak (5) 0 7(7+1)+2W & de

Uma discussao detalhada deste problema € dada no livro de Sedov [1] ou no trabalho original
de Sir Geoftrey Taylor [2]. As fotografias da explosdao da bomba atdomica no Novo México
apresentadas aqui podem se encontradas no trabalho de Taylor e também publicadas no livro
de Sedov, fornecendo dados experimentais sobre o problema. Uma boa discussdo geral de
aspectos da Teoria de Choques €é dada no livro Whitham [3].

E

—_
|
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Figura 6.2: Fotografia da bola de fogo a t = 15 x 107> segundos

Figura 6.3: Fotografia da explosdo em ¢ = 127 x 10~* segundos
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Capitulo 7

Conseqiieéncias Fisicas da Viscosidade

7.1 A Formula de Stokes

Consideramos uma esfera de raio R movimentando-se com velocidade V, paralelo ao eixo
uniformemente em um fluido com viscosidade v. Suponha que a velocidade € baixa e negli-
gencie as formas inerciais uVu.

As equacdes de Navier-Stokes neste caso, reduzem-se a (no caso de fluxo estacionério)

vAu = Vp (7.1)
divu = 0 (p=1) (7.2)

Existe uma abordagem relativamente sistematica como no livro de Lamb [11] para resolver
este problema, mas por simplicidade tratamos o problema ad hoc. Lembramos que a forca F
na esfera é dada pela expressao

F = —fpndS + fTijnde (7.3)

Vamos tentar a solugdo de (7.1) e (7.2) na forma
u=u +u,=Vo+u, Au,=0

Assim,
Vp = vAVO® + vAu, = vWAD + vAu,

e conseqiientemente,
p = VvAD + p,

De (7.2),
div AD + divu, = AD +divu, =0 (7.4)

Vamos supor que u, = (u2,0,0) e Au, = 0. Uma possivel solugio €
u =alr e u,=alri
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Segue-se que

1
divu, =iV(a/r) = aa( /1)
e de (7.4)
1
AD + 24D g (1.5)
or
Considere agora a expressao
_aor
2 0x
calculando
—a or a o
Al——] = ———A
(2 ax) 20x
a o
- Z__divA
28xdlv r
_ _ad (3 r
20x\r 13
3 _c_z@(l/r)
B 2 0x
onde p
a or
O =———
! 2 0x

Observe que @ + @, resolve (7.5) com A®, = 0 por linearidade. Em particular, uma solugao

da forma
a(1/r)

0x

de uma solu¢do da forma V,x dando a forma assintética ao infinito ( o truque de fazer o fluido
movimentar-se com respeito a esfera em relagdo ao resto). A condi¢@o de fronteira é u = 0
em |x| = R . Uma solugido é

(Dzzb

0x 20x

ol/r) aodr\ ai
g:V(Vox+b(/) ) =
’

com constantes a € b e temos de estabelecer que esta solucao satisfaca u = 0 em |x| = R,
u — Vji ao infinito com escolha de a e b e subseqiientemente, calculamos F através de (7.3).

Em termos de componentes, temos n = (uy, U, Us),

*(Vr) ad*r a 322 1 a
A R ¥ ol I (= )
0*(1/r) a d*r 3xy axz
= - = = b— + —— 76
= oxdy  20x0y S 2P (7.6)
0*(1/r) a &r 3xz axz
us - = =b—=+_-= 4+ -
0x0z  20x0z P2 r
u, = uz=0 em |x|=R se = —aR (7.7)



7.1. A FORMULA DE STOKES 123

Em u, o termo envolvendo x? é automaticamente zero e u; = 0 se

a = —V07

€ conseqﬁentemente,
3

R.
b=Vo de (1)

Utilizando (7.6) e (7.7) toma a forma

vl 3R IR 3VR | R? )
U, = —— | =-=-Vy=|1-—=|x
! 0 4r 4 403 r?
3 3VoR? R?
u, = 173 1——2 Xz e
a(l/r) 3 vR
p = po+VvAD = py—av =pPo—

dx 2Vy 1?

A forga na esfera € calculada de (7.3) utilizando a expressio do tensor de tensores fau;; em
termos de u( p = 1, v = u ), fazendo referéncia a derivagdo das equacdes de Navier-Stokes:

5 u ou,y N ou,
T = 2Vv— Tpn=Ty=vV|—/—+——
11 ox 2 21 By ox
> 753 (9142 + 6u3

Ty = 2Vv— T@=Tn=V|—+—
22 ay 23 32 6Z ay
usz 8u3 6141

T3 = v T3 =T =v|—+——
33 aZ 31 13 Ox 6z

Devido a simetria, somente o termo no componente de x sobrevive e

F, :—fpldS +ijil’ll'dS
S S

dp
ox
da derivacdo das equagdes de Navier-Stokes levando a (7.1). Portanto, podemos aplicar o
Teorema da Divergéncia para a regido V, obtendo que

F, = —fpzdS +ijil’lidS (78)
z z

Y esfera contendo S com raio grande. Segue que em X,

Agora observe que

div(ty; — pi) = dw(t;) — =0

v a ax
u ~ Vo+—+=-=
2r 213
axy
U ~ ——
273
ax?
u; ~ ——
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com a = —(3/2)VyR. Também observamos que

ou, Ouy 3ayx

== 7.9
ox Oy r (7.9)
| Ouy  3azc
0z 0Oy r

Utilizando (7.8) em (7.9), obtemos que
3x? 3 2 3av2x? 2

F, = f[av%(l - iz)f_ avgx i— avsx lj—i(P0+ %C)]d_s
o r r r r
3 2 2 2
=—f3av(x—5z+yisz+isl_c)ds —fpoid_s
oo n T v (7.10)
= —f3avx—55dS - fpoid_S
o r o
2
= —f?)avx—S[dS -0
o r
O ultimo termo € zero, pois
f poidS = f dw(poi)dx = 0
o \%
Mas
dS = rsin0dodeo
2
_ 2
2 = cos“ g
T 21
F, = —3avf f cos’ 8 sin 6d6d¢
0 Jo
3VoR?
= —4rav, a=- >
= 6mvVyR, utilizando (7.10)

Nocasop # 1,

v — A = ypeF| = 6mvpVyR (7.11)

A expressao (7.11) foi utilizada por Millikan [12] em uma famosa experi€ncia para medir a
carga eletronica.
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7.2 Algumas consideracoes matematicas sobre cisalhamento.

7.2.1 Introducao

Um dos desafios tedricos apresentados pelo problema de turbuléncia em sistemas de fluidos
¢ derivar resultados quantitativos diretamente das equagdes do movimento - as Equagdes
de Navier-Stokes. Na auséncia de solugdes analiticas exatas que correspondem a fluxos
turbulentos, a maior parte das abordagens tedricas consistem em tratamentos aproximados
de um tipo ou outro, partindo da imposicdo de suposicdes estatisticas e truncagem de hi-
erarquia de momento, até a introducao de hipdteses escalares [16]. Resultados rigorosos
seguem diretamente do modelo primario, sendo assim importantes para conferir a validade
das aproximacdes, e para avaliacdo quantitativa da qualidade de predi¢des de teorias se-
cunddrias.

Neste artigo se estuda especificamente numa quantidade fisica especifica, a taxa de
dissipacdo de energia viscosa, e estabeleceron um método para su estimacdo pratica e rig-
orosa diretamente das equacdes de movimento (Equacdes de Navier-Stokes incompressiveis
para um fluido Newtoniano) para fluxos boundary-driver. O método consiste em derivar
principios variacionais para limites na taxa média de dissipac¢do de energia no tempo, uti-
lizando uma decomposi¢ao referida como o método de “background flux”. Os principios
variacionais aplicam-se em fluxos laminares e turbulentos e, com modifica¢gdes apropriadas,
para forcas externas ou sistemas conduzidos termicamente.

A taxa de dissipagdo de energia em fluxos boundary-driver é de interesse fundamental
para aplicagdes, pois em uma condi¢do de estado estacionario, € a taxa na qual o trabalho
deve ser realizado contra as forgas de arraste viscosas para forcar as condicdes de fronteira.
Limites na taxa de dissipacdo de energia traduzem-se em limites na magnitude das forcas de
arraste exercidas pelo fluido nas fronteiras. Por exemplo, se um fluido viscoso é cisalhado
entre placas paralelas como na figura (7.1), entdo a potencia deve ser gastado por um agente
externo para manter a placa num estado de movimento com respeito a outra. Se a placa do
fundo € fixa e a placa do topo estd movendo-se uniformemente a velocidade U, entdo a taxa
média de dissipagao de energia viscosa no fluido € o produto FU, onde F é a média das forcas
de arrasto exercida pelo fluido na placa. Outro exemplo fundamental é esbo¢ado na figura
(7.2). Uma esfera que se move a velocidade constante U através de um meio viscoso que
deve estar sujeita a uma forca que contraria a for¢a liquida do fluido em sua superficie. Na
média em um estado estacionario, a taxa de dissipacao de energia € FU, onde F é a magnitude
comum a for¢a de arrasto.

Um ponto importante que é freqiientemente ignorado no trabalho teérico em problemas
como estes € que geralmente ndo sdo conhecidos onde o modelo primério admite solugdes
Unicas, ou se as solugdes existentes sdo suaves [2]. Isto €, para trés dimensodes, ndo foi
mostrado que as solucdes das equacdes de Navier-Stokes incompressiveis podem exibir
singularidades dentro de um intervalo finito a partir de condi¢des iniciais arbitrariamente
suaves. Este problema matematico tem suas raizes nos fendmenos fisicos de alongamentos
de vértice, um dos mecanismos fundamentais de dinamica turbulenta, ndo foram resolvidos
ainda e deixam em aberto a questdo da validade destas equacdes hidrodindmicas no regime
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turbulento; As equacdes macroscopicas do movimento sdo derivadas das consideracdes mi-
croscopicas sobre a suposi¢do que as solucdes sao livres de singularidades [10]. As ex-
isténcias destas singularidades ainda nao foram estabelecidas -correspondendo a uma violacao
da hipétese de uma separacao de escala entre a dindmica microscopica e as estruturas macroscopicas.
Estas consideracOes significam que resultados rigorosos, livres das hipoteses secundérias ou
aproximagdes adicionais descontroladas, sdo importante para a avaliacdo do modelo bésico.

Na proxima se¢do serdo formulados principios variacionais para limites dissipacao de
energia média no tempo para uma classe de fluxos dirigida por condi¢cdes de fronteira ndo-
homogénea. A andlise engloba, em geral, sistemas fechados, sistemas limitados e abertos,
sistemas ilimitados. A base do principio do limite superior € uma decomposi¢ao do campo
de fluxo em um “fundo”e uma “flutuacdo reminiscente”, mas distinto da decomposi¢ao de
Reynolds no meio e componentes flutuantes. A Secdo (7.2.2) culmina com a discussao
de um problema de minimizagdo para limites superiores que, quando garantidos fluxos de
background de testes, pode ser usado para derivar estimativas explicitas. Como exemplo
da aplicacdo da técnica, na se¢do (7.2.3) analisamos a geometria de fluxo de cisalhamento
fronteira-dirigida, ilustrada na figura (7.1). Combinado com estimativas funcionais ele-
mentares, a abordagem variacional leva a limites explicitos na taxa de dissipac¢do de energia
e no arrasto, inclusive para este problema com um ndmero alto de Reynolds.
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Figura 7.1: Fluido € cisalhado entre placas paralelas.A diferenca de velocidade é mantida
por uma forca que opde-se ao arrastre viscoso € a taxa de dissipacdo de energia média € a
forca média gastado por esta forga, i.e., o produto dos tempos das for¢as médias a velocidade
FU.

A discussao na se¢do (7.2.4) cobre varios pontos. Comparamos os resultados rigorosos
obtidos para o problema de fluxo de cisalhamento com ambas as predi¢des de um modelo de
fechamento estatisticos convencional e recentes resultados experimentais. Esta comparacao
conduz naturalmente a perguntas de como os limites superiores poderiam ser abaixados, e ap-
resentamos algumas possiveis direcdes para melhoria, inclusive uma discussao das equagdes
de Euler-Lagrange que conduzem a Gtimas estimativas que esta aproximacgao pode render.
Problemas de fluxo abertos como esses sugeridos na figura (7.2) apresentam outros desafios
que também esbog¢ados nesta se¢do. Encerrando a discuss@o, mostra-se uma conexao en-
tre este principio variacional de limite superior e uma hipdtese heuristica de estabilidade
marginal para fluxos turbulentos.
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Figura 7.2: Uma esfera que move a velocidade U por um fluido viscoso tem que ter uma
forca que age para manter seu movimento.A taxa de dissipac@o de energia no fluido é, em
média, o produto dos tempos de for¢a comuns a velocidade FU.

7.2.2 Principios variacionais para limites de dissipaciao de energia.

Suponha um fluido Newtoniano incompressivel limitado em regido espacial £ com fronteira
estaciondria dQ. Denotamos a viscosidade cinética por v, e sem perda de generalidade a
unidade de massa pode ser escolhida de forma que a densidade € 1. A velocidade vetor
campo u(x, t) do fluido satisfaz as Equacdes de Navier-Stokes

du

ot

+uVu+ Vp
V.au

vAu (7.12)
0 (7.13)

onde p(x, t) € o campo de pressao, junto com condicdes de fronteira apropriadas e condi¢ao
inicial uy(x) .

A regido Q pode, ou ndo, ser compacta, e parte da fronteira 9 pode corresponder a um
fronteira rigida nao-fixa, fronteiras quando |x| = 0, e condicdes periddicas. Presume-se que o
campo de velocidade € prescrito por parte de 9Q que corresponde as fronteiras rigidas, e em
particular tomamos o fluxo zero nestas fronteiras. Quer dizer, se n é a normal na fronteira
perto de uma fronteira rigida, entao

n.u | ean (7.14)

Todos os componentes do campo de vetor velocidade sdo especificados em |x| = oo (se
aplicavel). Consideram-se fronteiras e condicdes iniciais organizadas de tal modo que as
solugdes de energia cinéticas finitas existem (em algum molde de Galilean) e possuem
bastante regularidade para manipularmos as equagdes de movimento e executar operacoes
semelhantes como integracdes por partes.

A taxa de dissipacdo de energia instantdnea (por unidade de massa) no fluido estd definida

como
d

AVulE =v >’

ij=1

2
Hui

R (7.15)

Jll2

onde ||f||, denota a norma de L, de uma fun¢do f(x) em Q:

1/2
1l = ( f If(x)lzdx) (7.16)
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Estamos interessados com o tempo médio do célculo da taxa de dissipacdo de energia,

1 T
(MIvull), = = f IVu(., Dl3dt (7.17)
0

Note que um limite de longo tempo de tempo-finito em média nio precisa existir, embora
possam estar sujeitos a médias de tempo-finito. Além disso, médias de longo tempo ndo pre-
cisam ser Unicas, mesmo se o limite T — co existir, geralmente dependendo das condicdes
iniciais.

Um principio variacional para limites inferiores em <V||Vu||%>T é facil de formular:

Teorema 7.1 (principio do limite inferior). Para toda solu¢do u(x,t), a partir de cada
condigdo inicial uy(x),

lim inf ([Val}), 2 inf {(VIVI3V.U = 0] (7.18)

com U(x) satisfazendo as condigdes de fronteira u's.

Este teorema simplesmente afirma que a menor taxa de dissipacdo média de energia ao
longo do tempo para uma solugdo das Equacdes de Navier-Stokes € pelo menos tdo grande
quanto o menor valor consistente possivel com as limitagdes impostas pela divergéncia de-
saparecendo e condicdes de fronteira, desconsiderando-se as equagdes de dindmica. Sua
utilidade vem do fato que podemos derivar as equagdes diferenciais parciais para o campo
minimizado. Realmente, o campo de vetor de velocidade U(x) minimizado ||[VU]|, sujeito as
limitacdes na equacgdo (7.18) satisfaz as equacdes de Stokes,

0 = —vAU+VP (7.19)
0 = VU (7.20)

juntamente com as mesmas condicdes de fronteira de u em dB. E vilido, pois o sistema de
Stokes nas Eqgs. (7.19) e (7.20) s@o as equacdes de Euler-Lagrange que correspondem ao
problema variacional de minimizar o funcional,

F{U)} = f {v|VU|2—2PV.U}dx (7.21)
B

onde —2P(x) € o multiplicador de Lagrange para o V.U = 0 limitado.

Note que as equacdes de Stokes sdo a parte linear das Equacdes estaciondrias de Navier-
Stokes para o problema. Normalmente espera-se uma solucdo unica para certo sistema lin-
ear eliptico, de forma que uma aproximacgdo direta prové a desenvolve mais baixos saltos
explicitos no possivel longo-tempo menor taxa média de dissipacdo de energia.
Formulando um principio variacional para saltos superiores em vI|Vu||§>T € mais envolvido.
Temos o seguinte teorema:

Teorema 7.2 (principio do limite superior). Para cada solugdo u(x,t), a partir de cada
condigdo inicial uy(x) integrdvel ao quadrado ,

Tlim sup <v||Vu||%>T <inf {vllVUlI% + f UVV.Udx/V.U = 0} (7.22)
—00 Q
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U satisfaz a fronteira e as condicoes espectrais, onde o campo de vetor V(x) é a solugdo do
sistema linear ndo-homogéneo

0 = —vAV+2(VU)y,.V+ VP +UVU (7.23)
0 = Vv (7.24)

com condigoes de fronteira desaparecendo nas partes rigidas de 0Q e para |x| — oo, e
condigoes de fronteira periddicas em fronteiras periddicas. Aqui, (VU)y, € a parte simétrica
do tensor VU. Se UNVU ndo é um gradiente, a limitacdo espectral U(x) é a condi¢do que o
operador auto-adjunto que age em V nas Eqs. 7.24e7.24| é positivo e inversivel. Se UV U é
um gradiente é necessdrio que o operador seja ndo-negativo, para o caso em que a limitacdo
espectral pode ser posta como um problema de autovalores,

AW = —vAW +2(VU) g, W + VP (7.25)
0= VW (7.26)

com W satisfazendo o mesmo desaparecimento ou condi¢do de fronteira periédica em V, e
exigindo que os autovalores satisfacam A > 0.

Introduzindo um multiplicador de Lagrange para a limitacao espectral e derivam-se as
equacgdes de Euler-Lagrange associadas na secdo (7.2.4) abaixo, mas estas ndo serdo re-
solvidas aqui. Porém, mesmo sem resolver as equacdes de Euler-Lagrange esta formulagao
variacional € util para estabelecer estimativas superiores rigorosas. Para derivar tais lim-
ites temos que produzir um campo de background de teste U(x) satisfazendo a condicdo
de fronteira e a limitacdo espectral, e - se U.VU nao for um gradiente - resolva o sistema
linear ndao-homogéneo (de coeficiente tipicamente ndo-constante) nas Eqs. (7.24) e (7.24)
para V. Idealmente resolve-se o problema de autovalores linear nas Eqgs. (7.25) e (7.26)) para
assegurar a limitagcdo espectral para um candidato a fluxo de background de teste, mas isto
nem sempre € necessdrio. Este processo de construir limites superiores serd contrastado com
aqueles exigidos quando os limites inferiores forma estabelecidos. Temos que encontrar o
campo de velocidade minimizado resolvendo o sistema de Stokes nas Eqgs. (7.19)-(7.20).

7.2.3 Fluxo de cisalhamento fronteira-dirigido

Considere o problema mostrado na Fig.3 um fluido de viscosidade v € limitado entre planos
paralelos localizados a z = 0 e z = h, e tomamos as condi¢cdo de fronteira periddica nos
intervalos em [0, L,] e [0, L,], respectivamente nas dire¢des x € y. A velocidade na placa
inferior € zero, e ao longo da placa superior € iU (i, j, € k formam os vetores de unidade no
X, y, € z direcdes). Defina o nimero de Reynolds

R=Uh/v (7.27)
A solucdo das equacdes de Stokes para esta estrutura € “fluxo planar de Couette,”

Ux) = i(U/h)z (7.28)
P(x) = constante (7.29)
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Figura 7.3: Placas de dimensdo Lx X Ly estdo separados por uma altura h na direcdo de z.
A placa em z=0 € estaciondria e em z = h estd movendo-se a velocidade U na direcdo de x.
As condig¢Oes de fronteira sao periodicas nas direcdes de x e y.

A taxa de dissipacdo de energia neste fluxo é

2 v

VIVull; = vﬁLxLyh (7.30)
e para qualquer solucdo das Equacdes de Navier-Stokes com estas condi¢des de fronteira,
2 v
lim inf (VI|Vul3), > Vo LaLsh (7.31)
A forca exigida para deslizar a placa superior sobre o fundo lubrificado pelo fluido ¢ a taxa
total e dissipagdo de energia por unidade de velocidade, que também € a tensdo 7 de cisal-
hamento da parede r vezes a area das placas. Quando o fluido estd no estado laminar dado
pela Eq. (7.28), a forca minima é

Fin = TminLxLyh (7.32)

Esta € a expressao familiar para a for¢a de arrasto em textos elementares de fisica, propor-
cional ao produto da viscosidade, a taxa de cisalhamento, e a drea de contato. E util expressar
esta forca em termos adimensionais. Medindo comprimento, massa, € tempo em unidades
do parametro geométrico % e os parametros material p = 1 e v, temos

W1, /V? = Uh/v =R (7.33)

O ntmero de Reynolds € entao, precisamente, a medida da tensdo minima (média ao longo
do tempo) necessaria aplicada para a manutengao das condi¢des de fronteira.
Neste exemplo a solucdo das equagdes de Stokes satisfaz

UVU=0 e AU=0,
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também € uma solucdo estaciondria das Equacdes de Navier-Stokes para esta geometria.
O baixo nimero de Reynolds deste perfil da velocidade linear estaciondria é de fato nao-
linearmente estdvel [6], de forma que um unico limite ao longo do tempo existe para todas
condicoes iniciais de energia finita. Esta situacdo € especial porque a situacdo da equacao
Stokes para o limite inferior na taxa de dissipacdo de energia ndo é genericamente uma
situacdo estaciondria das Equacgdes de Navier-Stokes. Quando for, entretanto, o fluxo mini-
mizado pode ser percebido e assim o limite inferior € agudo. Quando a solu¢do minimizada
das equacoes de Stokes ndo € solugcdo das Equacdes ndo-lineares completas de Navier-
Stokes, o limite inferior nunca pode ser obtido. Para produzir um limite superior temos
que prover um fluxo de background teste livre de divergéncia que satisfaca a fronteira e as
condi¢Oes espectrais. O perfil do fluxo linear Couette na Eq. (7.28) satisfaz a condi¢do de
fronteira, e um lugar natural para se comecar a investigar € a escolha U(x) = iU,/h que
satisfaz a condi¢ao espectral. O principio variacional Rayleigh-Ritz habitual implica que a
limitacdo espectral U(x) € equivalente a positividade de um certo funcional. Quer dizer, a
limitagdo espectral pode ser expressa como a condi¢ao

L, Ly h 1
f dxf dy fa’z{ilevl2 + v.(VU)sym.v} >0 (7.34)
0 0 0

para todos os campos de vetores livres de divergéncia v(x) = ivy(x,y,2) + jv(x,y,2) +
kv.(x,y, z) periddicos em, respectivamente, [0, Lx] e [0, Ly] nas dire¢des x e y e satisfazendo
a condicao de fronteira v(x,y,0) = 0 = v(x, y, h). Quando U.VU = 0, o sinal > na Eq. (7.34)
pode ser substituido pelo sinal > . Para fluxo de Couette,

(VU)gym = U/2h(ik + ki) (7.35)

L, Ly h 1
f dx f dy f dz{§v|Vv|2+(U/h)vxvz} >0 (7.36)
0 0 0

O termo ~ |Vv|?> no integrando do funcional na Eq. (7.36) é positivo, mas o segundo termo
em ~ v,v, € de sinal indefinido. Assim ndo serd surprendente que o termo positivo domina
os baixos numeros de Reynolds, enquanto correspondendo a v grande ou U pequeno. Esta
expectativa pode ser estabelecida formalmente calculando as magnitudes relativas das duas
condigdes. De acordo com a desigualdade de Schwarz e a relagdo 2ab < a® + b?,

Ly L, h
f dx f dy f dz
0 0 0

Como cada componente de v € periddico em x e y e desaparece em z = 0 e z = h, a desigual-
dade de Poincaré implica

assim a condigdo é

1
< vallalbvell < 5|IV|I§ (1.37)

h2
Ivl5 < PIIWIIE (7.38)

bbb vi. Rl
dx | ay [ dzd=vVvP + W/hy ol > —[l——]||VV||2 (7.39)
0 0 0 2 2 7T2

Entao,



132 CAPITULO 7. CONSEQUENCIAS FISICAS DA VISCOSIDADE

Se R < n? ~ 10, entdo o perfil de fluxo de Couette satisfaz a condi¢io espectral e podemos
afirmar que sua taxa de dissipac¢ao € um limite superior bem como um limite inferior. Quando
R for maior que isto, entdo este argumento ja ndo assegura que a limitacdo espectral seja
satisfeita pelo fluxo de Couette e outros perfis devem ser experimentados derivando uma
estimativa superior. (Notamos que este limite grosseiro, R < > sob o qual o limite laminar é
realizado é muito conservativo).

O desafio técnico para R maiores € escolher um campo de fluxo de background livre de
divergéncia que satisfaz as condi¢Oes de fronteira nas placas, mas que também satisfaz a
limitagdo espectral. Recorrendo a Eq. (7.34), € aparente que isto s6 serd possivel se o termo
|Vv|> domina o termo de v.(Vu)sm.v para a classe pertinente de campos de vetor v(x). Como
sugerido pela invariancia da transla¢do do problema nas direcdes x e y, restringiremos nossa
atencao ao fluxo de background teste da forma

Ux) = i¢(2), (7.40)

onde o perfil da fun¢do ¢ satisfaz a condicao de fronteira f(0) = 0 e ¢(h) = U. A limitagao
espectral € expressa entdo,

Ly Ly h 1
f dxf dy fdz{—levl2 + ¢’vxvz} >0 (7.41)
0 0 0 2

Um perfil com ¢’ = 0 bastaria, entretanto ¢ ndo pode satisfazer suas condi¢des de fronteira.
Lembrando que as condi¢des de fronteira em v exigem que v, € v, desaparecamem z = O e
z = h, vemos que pode ser possivel satisfazer a limitacao espectral com uma escolha de perfil
onde a taxa de cisalhamento ¢’(z) € pequena na maioria do intervalo [0, ], mas onde nece-
ssariamente os valores de ¢’ nao desaparecem estao concentrados préximos a 0 e # onde os
componentes de v sdo relativamente pequenos. Este resultado esperado pode ser percebido
no perfil de fluxo de background,

Uz/26 0<z<o¢
p=4 UJ2 0<z<h-9¢ (7.42)
(U/2)6(z — h + 26) -0<z<h
ilustrado na figura 7.4 recorremos ao parametro 6 como “densidades da camada limite”. A
um determinado valor de R, ¢ serd ajustado para assegurar que a limitacdo espectral seja
satisfeita. Como serd mostrado abaixo, o menor ¢ € escolhidos, o funcional mais positivo

na Eq.(7.41) sera, embora as custas de um deficiente (maior) limite superior na taxa de
dissipagdo de energia.

Para ver como isto funciona, limita-se o termo de ¢’'v,v, na Eq.(7.41). Assim, temos

fLdefLiz fﬁz {1v|vV|2+¢'v v}> V[l vo ]IIVvllz (7.43)
Iy =< X 2 = - .
0 0 Y 0 2 : 2 4v\/§ 2

e a espessura da camada limite pode ser ajustada de forma que a condicdo espectral é
cumprida escolhendo

§ = 4V2(v/U) = 4V2hR™ (7.44)
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Figura 7.4: Perfil de fluxo de fundo ¢(z). A linha direta é o fluxo planar de Couette.

Para fluxos de background da forma em Eq. (7.40) UVU = 0 e a solu¢do para o campo
auxiliar V no teorema7.1/é V = 0. Assim o limite superior na taxa de dissipacao de energia
que corresponde a restricdo na Eq. (7.44) €
h 1 U3
lim sup(v||Vull; = vaL,f ¢ (2)°dz = ———LL,h (7.45)
T—o0 Y 0 8 \/§ h Y

Este é um limite superior rigoroso na dissipacdo de energia, vélido quando R > 8 V2 tal
que 60 < h/2. Isto € interessante por varias razdes. Primeiro, é independente da viscosidade
de acordo com a escala Kolmogorov de dissipacdo de energia turbulenta. Além, o prefactor
(8 \/i)‘l ~ 0.088 ¢ substancialmente menor que O(1) indicando que este resultado € mais
que um argumento de andlise dimensional formalizada. Além disso, nossa andlise, e em
particular o perfil de background na Eq. (7.40), sugestdes a forma da camada limite genérica
do fluxos com alto nimero de Reynolds. A limitacao espectral leva a considerar a estrutura
de camada limite para as configura¢des de fluxo de background de teste. O limite superior
na média da forca de arrasto implicada por Eq. (7.45) é F < Fmax onde

Fmax = Tyl L, = 1/(8 V2(UL,L,, (7.46)

e em termos adimensionais temos

T U*h? R?
— = = (7.47)
v 8V212 842
Resumindo os resultados desta secdo, foi provado que para o fluxo de cisalhamento de fron-
teira dirigida considerado, o arraste viscoso (h*t/v2) é limitado acima e abaixo em termos
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do ndmero de Reynolds de acordo com

(7.48)

7.2.4 Discussao

E de interesse comparar os limites analiticos rigorosos derivados na secdo anterior com teo-
rias aproximadas ou com experiéncias. Na figura (7.5), delineamos os limites superiores e
inferiores rigorosos derivados em Sec. (7.2.2) junto com os resultados da aproximacao de
fechamento, com o valor habitual do parametro ajustando. A teoria prediz a “lei de friccao
logaritmica”para o arraste com comportamento assintético quando R — oo,

h*t k*R? R?

KR 004 74
2 A(nRy (InR)? (7.49)

onde a constante de Von Karmén (o parametro ajustando k) tem valor nominal £ = 4/10. Isto
serd comparado com o limite superior derivado,
h*t R?

N 2
v < @ ~ 0.088R (7.50)

O alto R da teoria e a estimativa superior rigorosa tem o mesmo nimero de expoentes de
Reynolds e um prefactor comparavel, mas a teoria aproximada tem fatores logaritmicos adi-
cionais. A predi¢do da teoria e os resultados da andlise rigorosa podem ser comparadas
com recentes nimeros altos de Reynolds analisados em fluxos turbulentos entre cilindros
concéntricos ([8], [9]), pelo menos no limite de relacdo de aspecto grande e uma abertura
estreita. (Um célculo semelhante a isso na sec. (7.2.3) pode ser levado em coordenadas
cilindricas apropriadas para a geometria do cilindro concéntrica, rendendo o mesmo limite
assintético como na Eq. (7.50) [1].) o ajuste para os dados experimentais de [9] também é
graficado na Fig. 7.5, mostrando que a lei de fric¢do logaritmica ajusta muito bem os dados
experimentais dentro da distncia R = 10*-10°. Isto conduz a conjetura razoavel que a lei de
fric¢do logaritmica empirica aproximada pode estar capturando o comportamento assintotico
quantitativamente. Se este € o caso, entdo a estimativa superior na Eq. (7.50) - pelo menos
tao distante a medida que a dependéncia do nimero de Reynolds é afetada - é agudo para
dentro de logaritmos.

Idealmente, o problema variacional para o melhor campo de fluxo de background no teo-
rema (7.2) serd resolvido exatamente, enquanto rendendo as melhores estimativas que este
método tem a oferecer. Na aplicacdo na Sec. (7.2.3), foram tomados dois cortes pequenos
para obter resultados explicitos. Primeiro foram provados perfis de teste de uma classe muito
restrita de funcdes, isto €, piecewise simples funcdes lineares de uma varidvel como na figura
(7.4). Isto era feito principalmente para conveniéncia analitica. Segundo, a condic¢ao espec-
tral no perfil ndo foi verificada explicitamente. Foram empregadas estimativas elementares e
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Figura 7.5: Arraste viscoso e nimero de Reynolds. Linhas sélidas sdo os limites superiores
e inferiores de Eq. (7.48).
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um pouco grosseiras para assegurar que a limitacao seja satisfeita. Em toda a probabilidade
a limitagdo acima € satisfeita resultando uma estimativa melhor do limite.

O que estd sendo negligenciado na verificacdo da limitagdo espectral para o piecewise

perfis lineares na Séc. (7.2.3) € a restri¢ao divergéncia-livre nas funcdes no dominio do oper-
ador nas Eqgs. (7.25) e (7.26) ou, equivalentemente, no dominio do funcional na Eq. (7.41).
Para optimilizac@o confira a limita¢do espectral para um determinado perfil de background
de teste, o problema de autovalores na Eqgs. (7.25) and (7.26) realmente deveria ser resolvido
exatamente, e 0s menores autovalores deveriam ser determinados como um funcional do per-
fil de background de teste ¢. No caso de piecewise linear ¢(z), o problema de autovalores
¢ um conjunto de equacdes diferenciais de coeficiente lineares, piecewise-constantes. Estas
equacdes foram resolvidas exatamente em duas dimensoes (1, = 0 = v,,d/dy = 0) para os
perfis lineares piecewise, rendendo o mesmo poder-lei de R2 limitada no arraste, mas com o
prefator reduzido mais que uma ordem de magnitude [4].
O préximo passo serd derivar o perfil optimal do principio variacional, a limitagao espectral
conduz a um tipo interessante de problema variacional para o fluxo de background optimal.
Um problema variacional mais simples com tal limitac¢do espectral (resultando um problema
de escalar do relaxamento da condicao divergéncia-livre no teste funciona para a condi¢io
espectral) foi resolvido recentemente exatamente [3], rendendo equacdes de Euler-Lagrange
da forma ndo-linear denomindada equacio de Schrodinger. A fungdo de perfil “optimal” foi
computada analiticamente, e o limite superior resultante tem escala igual a na Eq. (7.50)
com um prefactor ligeiramente melhorado. Queremos acentuar que o fluxo extremum do
problema variacional ndo serd, nem significa ser, um fluxo ruim no senso habitual de teoria
de turbuléncia estatistica. Rendendo as seguintes li¢des:

(1) obrigando a condi¢do divergéncia-livre na limitacao espectral exatamente para um per-
fil ndo-optimal, e

(i1) achando o perfil optimal enquanto relaxando a condi¢ado divergéncia-livre na limitagao
espectral, é que qualquer aproximacao rende o tipo Kolmogorov pesando na Eq. (7.50).
Isto indica melhoria qualitativa nos limites, na forma de corre¢des para escalamento,
requererd que resolvamos ambos os problemas simultaneamente.

As equagdes de Euler-Lagrange para o perfil optimal sdo ndo-lineares e ainda ndo solu-
cionado. Ilustramos a derivacdo agora considerando (por simplicidade) o exemplo de fluxos
de duas dimensdes no plano

x—z (u,=0=v, = 0).

0
Ay
Restringindo atenc¢do para fluxos de background com planos paralelos, o principio de varia-
cional do limite superior pode ser declarado,

lim su ! W||Vul?)r < inf U2+thc1>( V2dz/
— I/t — —_—
A LR S (7.51)

h
f D(z)dz = 0, 1p{D} > 0]
0
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onde ®(z) é a divergéncia do cisalhamento de background do perfil de Couette e 1y® € o
menor autovalor do problema de valor de fronteira,

P
M = —vAu+ a—’; +[U/h + D()w (7.52)
P
w = —vAw+ a—p + U/ + O()]u (7.53)
Z
ou Ou
0 = X 7.54
ox * 0z ( )

onde as componentes u(x,z) € w(x, z) desaparecem em z = 0 e z = h, e € periddico em x.
E ficil ver que o conjunto do quadrado-completo médio - o zero da funcio ®(z) satisfaz a
limitagdo espectral 1o{®} > 0 € convexo, assim ndo desaparecendo no extremo acontecerao
na fronteira deste conjunto.

Conseqiientemente a desigualdade pode ser substituida por uma igualdade, 4p{®} = 0, e
a limita¢do pode ser imposta pelo método dos multiplicadores de Lagrange. Quer dizer,
buscamos pontos criticos do funcional,

h h
F{®) = %f O(2)°dz + a/f D(z)dz + BAy{ D} (7.55)
0 0
onde a e b sd@o os multiplicadores de Lagrange. As equagdes de Euler-Lagrange sao
oF v 04
=—=2-0 — 7.
0 30 - 2% (Z)+a+ﬁ8® (7.56)

Embora o funcional 1o{®} ndo poca ser expresso de qualquer forma explicita, a variagdao que
aparece nas equacgdes de Euler-Lagrange € o resultado da teoria elementar de perturbacao
de primeira-ordem. Com um exp (ikx)x depende de u, w, e p, podemos substituir 9/0x
com ik, eliminando u e p, e podemos expressar tudo em termos de w(z) = exp (ikx)w(xz) e
w =dw/dz:
1 640 _ iw@'W (@) - ww' (@)
KOP@  [Mliw (@) + k2w 1dz

Conseqiientemente as equacdes de Euler-Lagrange em (7.56) expressam o perfil @ do cisal-
hamento em termos das autofun¢des de 4y = 0, e o problema se torna nao-linear de valor de

(7.57)

fronteira
& 2 L d U L [U dw
v [d_zz — 1w ik [(Z ; d)(z))w] + zk[z + d)(z)] T =0 (7.58)
a' = iw(@)W (@) = w@w' (2)'] = D) (7.59)

onde w(0) = 0 = w(h), w'(0) = 0 = w'(h), e &’ € ajustado de forma que @ tem significado
zero w € normalizado de acordo com

h
1= f iw)'w (z) = w)w'(2)*]dz (7.60)
0
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Este € um tipo de equagdo de Orr-Sommerfield ndo-linear (surge em estabilidade de hidrodinamica
linear; veja [6]) para qual uma aproximagao numérica foi desenvolvida [5], e que poderia ser
forcada prosperamente pelas ferramentas de anélise assintdtica quando R — oo.
Consideracdes técnicas aparte, uma pergunta que estd em aberto para o problema do fluxo
de cisalhamento é: podemos deduzir a forma funcional da lei de fric¢ao logaritmica, como
um limite superior, diretamente das Equacdes de Navier-Stokes incompressiveis?

Também permanece o desafio de desenvolver decomposi¢des semelhantes do fluxo de back-
ground e variacional do limite superior para sistemas abertos com grades gerando turbuléncia
ou para fluxo passando por um objeto solido. No caso de fluxo passando por uma esfera, a
solugdo das equacdes de Stokes para o limite inferior rende baixos nimeros de Reynolds
cldssica férmula para o *“ Stokes arrasto”

Foim = 6vUr (7.61)

onde r é o raio da esfera. F = U?r?, mas sem as corregdes logaritmicas aparentes que surgem
na parede limitada pelos fluxos de cisalhamento. Esta expectativa nao tem sido mostrada rig-
orosamente para as Equagoes de Navier-Stokes incompressiveis.

H4 varias complicagdes técnicas associadas com aplicacdo de Teorema 7.2 (principio varia-
cional do limite superior) para este problema. Primeiro, ndo € tdo simples construir cam-
pos de vetor divergéncia-livres continuos que satisfazem as condi¢des de fronteira de nao-
deslizamento na superficie da esfera e a limitacdo espectral. A Solucdo das equacdes de
Stokes sdo um campo, mas desde que nao seja uma solugdo exata das Equacoes de Navier-
Stokes a menos que R = 0, geralmente ndo pode produzir um limite superior. Também
sabemos que o relativamente simples campo irrotational do vetor divergéncia-livre que cor-
respondendo a uma solucdo estaciondria exata das equagdes de Euler para esta geometria,
i.e., as Equagdes de Navier-Stokes com R = oco. Mas o campo irrotational ndo satisfaz a
condig¢ao de fronteira de ndo-deslizamento e assim ndo pode ser usado para R finito. Um can-
didato apropriado para o campo de teste poderia ser fabricado por alguns meios, entretanto
resta o problema de conferir a limitagdo espectral em um dominio ilimitado onde o espectro
do operador nas Eqgs. (7.25) e (7.26) poderia ser continuo. Além disso, serd provéavel o caso
que U.VU nao é um gradiente assim o campo auxiliar V terd que ser computado e incluido
no limite. Estes problemas serdo o objeto de pesquisas futuras.

A limitagdo espectral conduz a consideragdo do conjunto completo de autofungdes do prob-
lema de autovalores associados. Quando o perfil de background estiver préximo do optimal,
esta aproximacao prové um modo moderno para gerar uma base que € adaptada a problemas
de fluxo turbulentos. Serd interessante olhar para a estrutura destes campos de fluxos, com a
esperancga que elementos da dinamica turbulenta podem ser esclarecidas nestas coordenadas.
Outra aproximacao variacional para limites em quantidades de fluxo, baseado em uma de-
composi¢dao em média e fluxo de flutuacdo, foram desenvolvidas neste século [7]. As predi¢o-
es daquele método [15], ambos o escalamento dos niimeros de Reynolds e as magnitudes do
prefator, sdo geralmente iguais as derivadas diretamente das Equagdes de Navier-Stokes.
Derivamos o principio variacional no Teorema (7.2) manipulando as equacdes de movimento
e solugdes sem levar em conta a existéncia ou regularidade das solucdes. Embora ndo é con-
hecido que solucdes unicas existam, solucdes fracas denominadas estdo disponiveis, que
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satisfazem versoes integradas da equacdo de evolucdo de energia na forma de uma desigual-
dade (veja, por exemplo, Ref [1]). E suficiente assegurar que a anélise é levada a cabo, assim
podemos afirmar que os limites variacionais superiores asseguram as solucoes fracas das
Equacdes de Navier-Stokes .

Uma observacao geral sobre o principio variacional para os limites superiores € que a limitag@o
espectral pode ser considerada uma condi¢ao da estabilidade nao-linear no campo de fluxo de
background. Quer dizer, U(x) satisfaz a limitacdo espectral se e somente se uma solugao esta-
ciondria estavel adequadamente ndo-linear das Equacdes de Navier-Stokes com as mesmas
condicoes de fronteira, meio viscoso, e um pouco de forca aplicada no corpo. Por “adequada-
mente” ndo-linear estdvel queremos dizer que a energia cinética em qualquer divergéncia se
deteriora a uma taxa uniforme na perturbacio inicial. Estamos assim esperancosos que, pela
aproximacao de fluxo de background, métodos e resultados desenvolvidos da teoria de es-
tabilidade nao-linear [6] podem ser assumidos em estudos mais gerais nao-estaciondrios e
luxos turbulentos.

O principio variacional do limite superior derivado neste artigo também pode ser reformu-
lado para fazer uma conexdao com um argumento antigo da teoria de turbuléncia, isto € uma
“hipétese de estabilidade” marginal. A idéia de Malkus’ trabalha em transmissao [13], sdo
aqueles fluxos turbulentos que se organizam em marginally configuragdes estaveis.

A hipdtese que um centro turbulento bem misturado € limitado por camadas de limite de
laminar ralas cujos thicknesses sao determinados pela condi¢do de estabilidade marginal,
conduz a predi¢des para as propriedades de transporte globais do fluxo. (Para a geometria
cilindrica de Couette, é a predi¢do de um arraste ~ R>/* dependendo do niimero de Reynolds
[14]). Isto é um principio heuristico, entretanto nunca foi derivado das equag¢des do movi-
mento. O coroldrio seguinte do principio variacional do limite superior € sugestivamente
semelhante em esséncia com a hipotese de estabilidade marginal.

Corolario 7.1. (principio de limite superior) Suponha U(x) é uma solucdo estaciondria das
equacoes de Euler [Eqs (7.12) e (7.13) com viscosidade desaparecendo] o qual (i) satisfaz
as condicoes de limite para o problema de Navier-Stokes, e (ii) é ndo-linearmente estdvel
como se fosse uma solucdo das equagcoes de Navier-Stokes. Entdo, v||VU ||§ é um limite
superior na maior taxa de dissipacdo de energia tempo-médio para solucoes das equacoes
de Navier-Stokes.

Demonstracdo. Quando U € uma solucdo das equagdes de Euler, U.VU € um gradiente.
Entdo o campo auxiliar V = 0 e a limitacdo espectral é precisamente U’s estabilidade
marginal, na linguagem do método de energia para estabilidade ndo-linear. m|
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Capitulo 8

Teoria da Camada Limite Bidimensional

8.1 Introducao

O conceito da camada limite foi introduzido por Ludwing Prandtl em 1904 (ver [19]) . A
camada limite se origina na condi¢do de fronteira que em fronteiras materiais ndo devera
existir velocidade tangencial relativa em adi¢do ao critério em que o componente relativo
de velocidade normal é zero. Prandtl argumenta que o fluxo pode ser dividido na regiao
proxima a superficie, onde as propriedades viscosas do fluido dominavam devido a condi¢cdo
de velocidade relativa zero e a regido mais distante onde o fluido podera ser considerado
ideal.

8.2 Equacoes da camada limite para fluxo ao longo da su-
perficie plana

Iniciamos estabelecendo as equagdes para um fluxo bidimensional de um fluido com pequena
viscosidade ao longo da superficie plana.
As equagdes do movimento e continuidade para fluxos bidimensionais sao:

%+u%+w% = _l@_erv @+@ (8.1)
ot ox 9z  pox oxr 0 '
ow  ow ow 10p w  w
Zrurws = gy 8.2
o “ox "o p6z+v(6x2+8z2) 8-2)
ou ow
—+— =0 8.3
o0x " 0z 8.3)

Onde el xz-plano é tomado como o plano do fluxo da camada limite com o eixo x ao longo
da parede plana e o eixo z perpendicular a ela; assim temos que # = w = 0 sobre z = 0.

A equacgdo de conservacao de massa (8.3) implica a existéncia de uma fun¢do de corrente
W(x, z,t) tal que

_ oy _ 9y

= &7 - 8.4
0z = T ox 84

u
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e uma equacdo da quarta ordem para i pode obter-se eliminando a pressdo p das equagdes
(8.1) e (8.2) e usando (8.4). Com

oy 0y
2 = — _
V= ox? " 07?
Isso pode ser escrita como
0 oy 0
V) + S (V) - S ) = ) 8.5)

Desde que a tnica componente de vorticidade é n = du/dz — Ow/0x = V>, (8.5) pode
também escrever-se na forma

On  Oyon _0yon
ot 0z0x O0xO0z

Para derivar a forma limite, uma forma adimensionalizada das equagdes € conveniente. Se [
€ uma longitude tipica, U uma velocidade tipica, e

= szn (8.6)

Re =1U/v

el correspondente nimero de Reynolds para o fluxo em sua totalidade, se faz a seguinte
escolha de varidveis

x=% g R, U
A R 8.7
u Re'?w p ®.7)
U=—, W= , P=—"_,
U U pU?
Equacoes (8.1), (8.2) e (8.3) se escrevem
ou ou ou 8P 1 U 0*U
—+U—+W— = 8.8
or "Vox """z T Tox "Reox: T oz ®:8)
1 aW + Ua_W Wa_W - _a_l-) + L_az + l_azw (8 9)
00X 0Z| ~ 0Z Re*0X> R 3Z? '
ou ow

Nas quais as quantidades denotadas por letras maitsculas sdo ndo dimensionais. Com as
hipdteses que todas as derivadas nessas equacdes sao del mesmo ordem de magnitude para
valores grandes de Re, na seu forma limite sdo

a_U+Ua_U+Wa_U — _a_P+82_U (811)
oT 0X 8z —  0X 97> '
oP
= —— 12
0 0z (8.12)
ou ow

=0 (8.13)
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As equacodes (8.11), (8.12) e (8.13) sdo as equacdes da camada limite na sua forma adimen-
sionalizada.

O método original de derivar as equacdes da camada limite, devido a Prandtl ([19]) e Blasius
([2]), esta baseado sobre a consideracio de aproximar ordem de magnitude. E menos preciso
que o argumento antes dado, mas pode ser fisicamente mas facil de entender. Suponhamos
que / é uma longitude tipica e U uma velocidade tipica, ao longo da camada limite; e que
0 € uma longitude tipica e W uma velocidade tipica, através da camada. Em algum sentido
0 € a espessura da camada limite. Entdo na equacao (8.3) os termos du/0x e 0w/dz s@o
respectivamente da ordem U/l e W/¢6. Conseqiientemente

W/U = O((6/1)

e o quociente ¢/ sdo supostos pequenos comparados com a unidade.

Na equacdo (8.1) os termos inerciais udu/dx e wou/0z sio agora da ordem U?/l. Dos dois
termos viscosos do lado direito, v6*u/8z*, sendo da ordem vU/§? é maior que vd?u/8x por
um factor (I/6)?, logo o ultimo termo pode ser negligenciado. Se o outro termo viscoso é
requerido para ter o mesmo ordem de magnitude como os termos de inércia, segue que (6/1)*
¢ da mesma ordem como v/U!, ou

0

7= O(Re™ /%) (8.14)
Sobre as hipéteses adicionais que du/dt ndo é maior que os outros temos, equagado (8.1) pode
simplificar-se como

ot Ox 9z  pox 92

(8.15)

e isto € formalmente equivalente a (8.11).

Na equagio (8.2), cada termo o qual involucra uma componente de velocidade €, compara-
ndo com os correspondentes termos da equacdo (8.1), da menor ordem por um factor 6//;
portanto dp/dz pode ser negligenciado em comparacdo com dp/dx. Isto significa que a
pressdo € quasi constante através da espessura da camada limite e seu valor em qualquer
ponto € portanto determinado por as correspondentes condi¢des da corrente principal. Se
U(x, t) denota a velocidade da corrente principal, de modo que

—p '0p/ox = 0U/dt + UAUdx,
a eliminagdo da pressao de (8.15) da

ou ou ou 0*u oUu oUu
_ - y— = ) = — U— 8.16
o o Ve Vam T D= UG (8.16)

Esta equacdo foi derivada por Karmén (ver [11]) buscando uma solucdo de (8.5) na forma

U= vl/z‘I’(x, v 2, 1).
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8.3 Equacoes da camada limite para um fluxo ao longo da
superficie curva

Quando a superficie na qual a forma da camada limite € curva, os métodos usados na sec¢ao
(8.2) devem ser modificados para tomar em consideracdo a curvatura. As equacdes gerais do
movimento bidimensionais de um fluido viscoso com respeito a um sistema de coordenadas
curvilineas ortogonais sao (ver [22]):

v, 1 0 (p 1, 1, viw
— = ——|=+= — e 8.17
ot V3w hy 0x; (p 2VI - ZV3 - hs 8X3 ( )
o0vs 1 0 (p 1, 1,1 vow
— - = ——|=+= V|- —— 8.18
or 12 s 93 (p 20T T b (8.18)
0 0
+—(hv)) + —(v3) =0 (8.19)
(9x1 8X3
onde . 5 5
=—<—(h ——(h 2
Wy Il {0x3( 1) axl( 3V3)} (8.20)

¢ a unica componente de vorticidade presente.
As coordenadas x, z da secdo (8.2) sdo agora definidas como distancias medidas ao longo

i w

——

&

Figura 8.1: Coordenadas para o fluxo da camada limite ao longo de uma superficie curva

da parede e em angulo recto a ela, de modo que estas formam um conjunto de coordenadas
curvilineas ortogonais. As correspondentes componentes de velocidade sdo entdo u, w re-
spectivamente. Estas coordenadas e componentes de velocidade se fazem adimensionais
como anteriormente introduzindo as variaveis X, Z, U, W. Quando X, Z sdo tomadas por as
variaveis xp, x3 usadas nas equagoes (8.17)-(8.20),

hy = I(1 + klRe™'?Z) = IH, hy = [Re™'? (8.21)
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onde « € a curvatura da parede, considerado positivo no caso da figura (8.1), no qual o centro
da curvatura esta no lado z < 0. Em temos destas varidveis adimensionais, equacdes (8.17) e
(8.19) ficam

Ha—U + Ua—U + Wi(HU) __9op + Hi li(HU)
oT 0X VY4 )¢ 0Z | HoZ
(8.22)
Lo
ReH 60X
c
1 fow UoW L OW) UOH _ 0P 1.9 (1 10W_
Re | 0T H 0X o7 H 0Z  0Z HOX |Re:H 6X 8.23)
1 8 '
ReHé?_Z(HU)}
e também
oU 9
ov.. 9 - 8.24
6X+6Z(HW) 0 (8.24)

De (8.21), quando v — 0, de modo que Re — oo, H tende a 1 e 0H/0X, 0H/JZ ambos
tendem a zero. Entdo as formas limite de (8.22)-(8.24) quando v — 0 podem verse que
sdo idénticas com as equacdes (8.11), (8.12), (8.13) obtidas no caso do fluxo sobre uma
superficie plana. Assim, quando Re € grande as equa¢des do movimento mudam as equacoes
da camada limite

ou  Ou ou 104 oUu  0u

- - - = = _ — 2
ot +u6x+waz ot +U(9x +V8z2 (8.25)
ou ow
—+— =0 8.26
ox M 0z ( )

as quais tem a mesma forma para o fluxo sobre uma superficie curva como para o fluxo sobre
uma parede plana. E necessirio que dH/dX e AH/AZ sejam pequenos comparados com 1, de
modo que 6 e dldk/dx devem ser pequenos, onde ¢ e uma medida da espessura da camada
limite vista anteriormente. O gradiente da pressdo através da camada estd dado por (8.23) e
(8.21) como aproximadamente

OP/dZ = klRe™'?U?

or 5
P _ o (8.27)
0z

Isto € so o gradiente de pressdo requerido para balancear o efeito centrifugo de fluxo ao redor

da superficie curva.
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8.4 Condicoes de fronteira para um fluxo estacionario

Se a superficie na qual a forma da camada limite é fixa e impermedvel as condicdes a ser
satisfeitas pela velocidade sao u = w = 0 em z = 0. Segue que as derivadas du/dx e Ow/dx
sdo zero na superficie como também é dw/0dz, o qual é proporcional a skin friction, ndo é em
geral zero exceto num ponto de separacdo. Se a superficie é permedvel pode haver sucgdo
normal ou “blowing”, nesse caso as condi¢des sao

u=0, w=Fwix) at z=0 (8.28)

onde w(x) € prescrito. Pode haver succdo obliqua ou “blowing”e entdo ni # ni w € zero na
superficie. A camada limite pode também ocorrer na forma de jato estreito ou um thin wake,
em tais casos a linha z = 0 € o eixo central e as condi¢gdes sdo du/dz = 0, w = 0 pela simetria
do fluxo.

No outro extremo, a camada limite deve unir-se suavemente ao fluxo principal. A forma das
solucdes para as equagdes da camada limite € tal que a corrente principal deve ser consider-
ado como sendo no infinito. Assim

u—>Ux) as z— (8.29)

para cada valor de x.

Finalmente, o perfil da velocidade u(z) deve ser especificado numa secdo inicial, digamos
em x = 0.

Notamos que ndo restri¢cdes explicitas sao colocadas sobre w ou em x = 0 ou em z = o0 como
seria necessdrio se uma solucdo de todas as equagdes viscosas fosse buscada. As soluciones
da camada limite no podem em efeito dar valores reais de w em pontos distantes da su-
perficie. A principal razdo é que as aproximagdes da camada limite reduzem as equagdes do
movimento da quarta ordem a terceira ordem, de modo que alguma redugao das condi¢des de
fronteira essenciais minima é inevitdvel. E possivel para solucdes de camada limite mostrar
o comportamento fisico correto em todos os limites. Ainda se as condi¢des colocadas ante-
riormente asseguram a existéncia de uma solucdo das equagdes da camada limite, elas ndo
podem garantir sua unicidade.

8.5 Dissipacao de energia, tensao e vorticidade em camadas
limite.

Num fluxo bidimensional existe somente uma componente de vorticidade que é a compo-
nente normal ao plano do fluxo e sua magnitude é dado em coordenadas cartesianas pela

equacdo:

ou ow
= — - — 8.30
=5 o (8.30)

A mesma expressao € aproximadamente verdadeira se x e z sdo coordenadas curvilineas or-
togonais (ver secao 8.3) sempre que k0 seja pequeno.
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Num ponto ordinério de uma camada limite, dw/dx se espera que seja da menor ordem que
Ou/dz por um factor Re™!, portanto é usual adotar pela vorticidade a férmula mais simplifi-
cada = du/dz. Quando du/dz é assim mesmo menor, como na imediata vizinhanga de um
ponto de separagdo, as derivadas dw/dx, du/dz podem ser da mesma ordem de magnitude, e
seria melhor reter a expressao exata (8.30).

As componentes normais da tensdo perpendicular e paralelas a superficie reta escritas na
forma nao dimensional sdo.

Prx _ p 21/014

_——+2—— 8.31
pU? pU? U? dx (8.31)
Pz p v Ow
pU2 = —pﬁ + 2ﬁa_z (832)

Os tltimos termos em cada uma destas equagdes é da ordem Re™! e assim € negligencidvel e
a aproximagao da camada limite é

Pxx = Pzz = —P

The shearing stress sobre superficies paralelas a parede é

ou ow
=gl =—+ = 8.33
Pxx = H ( PR 8x) (8.33)
e, como a vorticidade, isso € aproximadamente
ou
P = ﬂa— (8.34)
Z

exceto quando € menor. Deve notar-se que (8.33) e (8.34) sdo idénticos em pontos sobre uma
parede impermedvel fixa, onde w = 0 e Ow/0x = 0. Se a parede € curva, sujeita as mesmas
restricdo como antes, as férmulas (8.31)-(8.34) sao ainda validas.

A taxa de dissipacao da energia por unidade de volume por unidade de tempo em uma ca-
mada limite é, (ver [22]), aproximadamente igual a u(du/dz)* e isto tem um limite finito
quando Re — oo. A ordem da magnitude da espessura da camada limite pode ter sido deter-
minado colocando esta condi¢do.

8.6 Espessura da camada limite, energia de dissipacao e
skin friction

Na maioria de problemas fisicos as solucdes das equacdes da camada limite (8.25) e (8.25)
sdo tal que a componente da velocidade u obter seu valor da corrente principal U so na forma
assintética quando Re'/?z/] — co. A espessura da camada € portanto indefinida.

Na pratica a abordagem do limite € rdpido e um ponto é rapidamente obtido fora do qual a
influéncia da viscosidade € imperceptivel. Portanto seria possivel considerar a espessura da
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camada limite como a distancia ¢ da superficie fora do qual u/U > 0.99, por exemplo, mas
ndo € suficientemente preciso (desde que du/dz € pequeno ali) para trabalho experimental e
nao € de importancia na teoria.

A escala da espessura da camada limite pode ser especificada adequadamente mediante cer-
tas longitudes capazes da definicdo precisa, ambas para medida experimental e para estudo
na teoria. Estas medidas da espessura da camada limite sdo definidas como segue:

A espessura da quantidade do movimento 9,:

“u u
5y = —(1——)d 8.36
2 fo U U < ( )
A espessura da energia 05:
“u u?
03 = —(1-—=|d 8.37
3 L U( U2) < ( )

Na figura a continuagdo (8.2) podemos ver o significado das diversas espessuras anterior-
mente definidas.
O limite superior de integracdo é tomado como infinito devido a aproximagdo assintética

Z &
R =

Figura 8.2: As espessuras da camada limite em distribui¢do triangular
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de u/U para 1, mas na pratica o limite superior € o ponto fora do qual o integrando € negli-
gencidvel.

U6, € a diminuicao, devido a camada limite, do fluxo de volume através da normal a su-
perficie; as linhas de corrente do fluxo exterior sdo assim deslocados distante da superficie
por uma distancia ;. Similarmente, pU 25, é o fluxo do defeito of momentum e %pU 35560
fluxo do defeito da energia cinética.

Outras quantidades relacionadas a essas espessuras da camada limite sdao skin friction e a
integral de dissipacdo D. The skin friction 7,, se define como the shearing stress exercido
pelo fluido na superficie na qual o fluido fluir e € portanto o valor de p,, em z = 0, na qual
por (8.34) é:

0

S M(_”) (8.38)
0z z=0

A taxa na qual a energia é dissipada pela acdo da viscosidade é u(du/dz)* por unidade de

tempo por unidade de volume, e D € a integral de isto através da camada:

00 (81/{)2
D:f ul—| dz (8.39)
0 0z

Portanto D € a dissipagdo total num cilindro de se¢do transversal pequena com eixo normal
a camada por unidade de tempo por unidade de area da secdo transversal.

8.7 Equacoes de momento e da energia

A skin friction e a dissipacao s@o relacionados com a espessura da camada limite por meio
das equacdes as quais apresentam o balance de momento e da energia dentro de uma pequena
secdo da camada limite e sao devidas a Karmén e Leibenson (ver [11] e [14] respetivamente).
A equagdo da energia foi também derivada por Wieghardt (ver [28] e [29]).

A integral de momento:

O mais simples método para obté-la, como foi mostrado por Pohlhausen (ver [18]), € inte-
grando as equacdes (8.25) e (8.26). Estas podem ser escritas como:

Pu 0 ouU ou ou
= (U - U’ — y— — yp—
oz T gVt Ugr U Wy

ou ow
0=(U-u)—+U —-u)—
( u)ﬁx * “) 0z
onde (8.26) foi multiplicado por (U — u). Por adi¢do destes,

2
_v% = a%(U —u)+ %(Uu —u’)+ (U - u)aa—g + %(WU ~ wu)
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Integrando com respeito a z desde 0 até co temos, desde que du/dz e w(U — u) va a 0 quando

7 — 00
(0z) 6tf (U—u)dz+—f (Uu — u¥)dz+
oU (8.40)
—f (U —uw)ydz+w,U
8)( 0
onde w; = w(x) = —w(x,0) € a velocidade de succdo. Quando as integrais sao escritas em
termos da espessura da camada limite, temos
T, O 0 oUu
= = —(U8)) + —(U?6,) + U—6, + w,U 41
o 61‘( 1)+(9x( 2) + o TwW (8.41)
ou na forma adimensional
Ty 1 0 0 0] + 252 ou Wy
—=——(Ud) + —6, + —+ — 8.42
pU?  U? Gt( ) ox U 0x (8-42)

A derivacdo original devido a Karman foi baseado en consideracdes de momento. E mais
simples, mas, para interpretar a equagao (8.40), multiplicamos por pdx, como uma equagio
para a taxa de mudanca do momentum defect, p(U — u) por unidade de volume, para uma
pequena parte da camada limite entre os planos x e x + 6x. No lado direito de (8.40) o
primeiro termo representa a taxa de variagdo local deste momentum defect, o segundo € a
taxa de varacao devido a conveccao através dos planos x e x + dx e o dltimo termo representa
a conveccao através da superficie porosa z = 0. Desde que ndo existe conveccdo na borda
da camada, onde o momentum defect € zero, a taxa variacdo total € igual a forca de fric¢ao
oposta, o qual o termo do lado esquerdo, junto com dois termos as quais se cancelam fora da
camada limite. Uma desses € a for¢a de pressao oposta

op ou UaU

ox ( ot dx )
por unidade de volume e o outro € a taxa de variagdo do momento da corrente principal pU
associada com qualquer particula do fluido na camada limite, ou seja p(0U/dt + udU/dx). O

net effect desses dois € o termo
ou ™
- f (U —u)dz
X Jo

no lado esquerdo de (8.40), o qual aparece como o terceiro termo do lado direito com o sinal
trocado.
A integral da energia:
As equacdes (8.25) e (8.26), multiplicadas por 2u e (U? — u?) respectivamente, sdo
ou ou ,0 0
—2uvﬁ = 2u—(U —u)+ ZMUa— —2u a—z - ZMW(?_Z
ou 0
0= - + - )2
0x 0z
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e por adi¢do segue que

9 8 9 9
= (U= + U2 (1 - %) + (U= 1) + =0 = wid)

Desde que w(U? — u?) e du/dz tendem a 0 quando z — oo, integrando esta equagcio com
respeito a z de 0 a co temos

2D 0 0 0
7 = E’(Uzéz) + U28_[51 + EC(U363) + \’VSIJ2 (843)

Isto pode ser escrito na forma adimensional como

2D 14 26,00 1 8, W
L e L 40 e ——(U) + — 8.44
U3 Dol T T Uty 844

A integral da energia pode também considerar-se como uma equagdo para kinetic energia
defect 1p(U* — u?) por unidade de volume, ¢ dizer

1 0

0 | 1
(% f EP(UZ - u?)dz + o f E/O(U2 — 1 Judz + EPUZWS
0 X Jo (8.45)

ou ™
:D+p5f0 (U —u)dz

Nesta equacdo, o lado esquerdo representa a soma da taxa de variacdo convectiva local da
contribuicdo da energia cinética . Do lado direito o primeiro termo € a contribui¢do da
dissipacdo viscosa. O segundo termo € a adicao de

(1) A taxa da energia perdida devido as forcas de gradiente de pressado, o qual é

por unidade de volume

(11) A taxa de variacdo da energia cinética da corrente principal %p U? associado com uma
particula do fluido na camada limite, é dizer

1 1
0(§pU2)/(9t + ua(EpUz)/(?x

por unidade de volume.
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8.8 Separacao e formacao de vortice

A camada limite proximo de uma placa plana num fluxo paralelo e com incidéncia zero é
particularmente simple pois a pressao estatica € constante em todo o campo do fluxo. Desde
que fora da camada limite a velocidade fica constante, o mesmo se aplica a pressdo porque
em o fluxo sim fric¢do a equagdo de Bernoulli fica valida. Ademais a pressdo fica constante
sobre a largura da camada limite numa distancia dada x. Portanto a pressao sobre a largura
da camada limite tem igual magnitude como fora da camada limite na mesma distancia, € o
mesmo se aplica aos casos das formas arbitrarias de corpos quando a pressdo fora da camada
limite varia ao longo da parede com a longitude de arco. Este feito se expressa dizendo que a
pressao externa € impressed sobre a camada limite. Portanto no caso do movimento passando
por uma placa a pressao fica constante em toda a camada limite. O fendmeno da separacio da

Figura 8.3: Separacdo da camada limite e formacao de vortice num cilindro circular S=ponto
de separacdo.

camada limite mencionado previamente esta ligado com a distribui¢do da pressao na camada
limite. Na camada limite sobre uma placa nao acontece separa¢do quando ndo ocorre black-
flow. Para explicar o fenomeno da separagdao da camada limite consideremos o fluxo ao redor
de um blunt body, por exemplo, ao redor de um cilindro circular como se mostra na figura
(8.3). Num fluxo sem fric¢do, as particulas do fluido sao aceleradas na metade rio acima de
D até E e desaceleradas na metade rio embaixo de E até F. Portanto a pressdo decresce de
D até E e aumenta de E até F. Quando o fluxo se inicia encima do movimento no primeiro
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instante é quase sem fric¢@o, e permanece desse feito desde que a camada limite fica delgada.
Fora da camada limite existe uma transformacgao da pressao em energia Cinética ao longo
de DE, o reverso acontece ao longo de EF, de modo que uma particula chega a F com a
mesma velocidade que tinia em D. A particula de fluido que se move na vizinhanc¢a imediata
da parede na camada limite fica sob a influencia do mesmo campo de pressdo como aquele
fora, pois a pressdo externa esta impressed sobre a camada limite. Devido a grande forca
da fric¢do na fina camada limite tal particula consume tanto de sua energia Cinética em seu
caminho de D a E que o resto € demasiado pequeno para superar a “pressao da colina’de E
até F. Tal particula ndo pode mover-se distante na regido do aumento da pressao entre E e
F e seu movimento é ,eventualmente, detido. A pressdo externa o face entdo mover-se na
direcdo oposta. As fotografias na figura (8.4) ilustram a sucessao de eventos quando o fluxo
do fluido comega proximo do lado aguas abaixo de um corpo redondo. A pressao aumenta
ao longo do contorno do corpo de esquerda a direita. A camada limite pode ser facilmente
reconhecida como se mostrara na figura. Na figura (8.4a) tomada imediatamente depois
do inicio do movimento se mostra que 0 movimento reverso comecga aparecer. Na figura
(8.4b) o movimento reverso ha penetrado uma considerable distancia e a camada limite tem
uma apreciavel espessura. Na figura (8.4c) mostra como este movimento reverso origina
um vortice onde seu tamanho aumenta como na figura (8.4d). O vdrtice atinge a separar-
se depois e mover-se aguas abaixo no fluido. Essa circunstancia cambia completamente
o campo do fluxo na esteira e a distribui¢cdo da pressdo sofre um cambio radical, como
comparado com um fluxo sem friccdo. O estado final do movimento pode deduzir-se da
figura (8.5). Na regido de redemoinho atrds do cilindro existe uma considerdvel succ¢io.
Esta succdo causa uma gram resisténcia de pressao sobre o corpo. A uma grande distancia
do corpo € possivel distinguir um padrdo regular de vortices as quais movem-se em forma
alternada em sentido hordrio e anti-horério e o qual € conhecido como trajetoria do vortice
de Karmén ([10]), ver figura (8.6). Na figura (8.5) um vortice movendo-se em uma dire¢ao
horéria pode ser visto a ponto de separar-se do corpo. Karméan ([13]) provo que esses vortices
sdo geralmente instdveis com respeito a pequenas perturbagdes paralelas assim mesmas. O
unico arranjo o qual mostra equilibrio neutral é aquele com &/l = 0.281 (figura 8.7).
Separacdo € também importante para as propriedades de elevacdo de um aerofélio. Em
pequenos angulos de incidéncia (até aproximadamente 10 graus) o fluxo ndo se separa de
cada lado e aproxima de perto as condi¢des sem fric¢do (ver figura 8.8a). Com a incidéncia
aumentando existe perigo de separacdo sobre o lado de succdo do aerofdlio, pois a pressao
aumenta demais. Para um angulo dado de incidéncia, o qual é aproximadamente 15 graus,
separacdo finalmente ocorre. O ponto de separagdo esta situado bastante proximo detrds do
leading edge. The wake, figura (8.8b), mostra uma grande “dead-water” area.
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Figura 8.4: Separacdo da camada limite.

8.9 O teorema de transposicao de Prandtl

Prandtl ([20]) observou que desde qualquer solugdo u(x, z, f) , w(x, z, ) das equacdes da ca-
mada limite (8.25) e (8.26) solugdes adicionais podem derivar-se escrevendo

u'(x,z,1) = u(x,z + f(x),1) (8.46)
onde f(x) € arbitrario. A fun¢do de corrente € entdao

Yr(x 2,0 = Y(x, 2+ f(x),1) (8.47)

portanto
w'(x,z,1) = w(x,z+ f(x),1) = f'(Xu(x, z + f(x),1) (8.48)

Limitando nostra ateng¢do ao fluxo estaciondrio, por conveniéncia, as condicdes de fronteira
parauewem z = 0 podem transferir-se a z = — f(x) para u*, w* e a condi¢do no infinito (8.29)
se manter-se para 1" como também para u. Em particular, desde que y/(x,z)— Uz — =Ud(x)



8.9. O TEOREMA DE TRANSPOSICAO DE PRANDTL 157

Figura 8.5: Fluxo com completa separagdao da camada limite.

Figura 8.6: Trajet6ria de vortice de Karmén.
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Figura 8.7: Linhas de corrente num sistema de coordenadas movendo-se com a trajetdria do
vértice.

Figura 8.8: Fluxo ao redor de um aerofdlio: a)’sound’ flow, b) flux sem separacio



8.10. TRANSFORMACOES DAS EQUACOES DO MOVIMENTO ESTACIONARIO159

quando z — oo, a escolha f(x) = ¢;(x) nos conduce as condicdes

V'(x,z2)-Uz—>0 as z—o
.oy
v= 0z

=0 em z=-01(x) (8.49)

o qual pode-se utilizar para determinar ¢*(x, z) € d;(x).
Também, se u(x, z) representa 0 movimento com back flow, de modo que u(x,z) = 0 ambos
em z = 0 ez = f(x), a solugdo derivada satisfaz as condicdes

u' (x,0)=0, w(x,0) = w(x, f(x))

u — U quando 7 — oo

Assim, existe uma nova solucdo das equacdes da camada limite com uma certa distribuicao
de succdo ou blowing. Para uma generaliza¢do do problema a um fluxo em trés dimensiones,
com aplicagdes, ver Glauert ([4]).

8.10 Transformacoes das equacoes do movimento estacionario

As equacgdes do movimento para fluxo estaciondrio numa camada limite sdo

ou ou oU 0*u

o U= it
u6x+waz 0x +V6Z2

oY oy
u= 50 w = o (8.50)

Se z = 0 denota una parede impermedvel fixa, as condi¢des de fronteira associadas sdao
u=w=0ey =0. Quando z e ¥ tendem a oo, u — U(x).
Existem dos transformacdes destas equagdes as quais sao uteis. O primeiro destas transformagdes
( ver [16]) toma como varidveis independentes z € ¥ em vez de x e z e usa a varidvel inde-
pendente y = U? — u? em vez de u. O resultado, obtido por cdlculos de rotina é:

W _ v - 2X

dx o? (8.51)
=0, x=U% ¢y=co, x=0

A varidvel original z recupera-se da relagcdo

W W
o= [ L= [@wr-wa
o U 0

e as componentes da velocidade podem determinar-se de
Voo (1
u= U= )", w=f Uu— (—)dtﬁ

0 8x

u
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O shear stress € 7 = uu(du/oy) = —%u(a)(/&ﬁ) e o ponto de zero skin friction é portanto
caracterizado pela condi¢do dy /oy = 0 em ¢ = 0.

A equacdo (8.51) € um exemplo bastante simples de uma equacao diferencial parcial do tipo
parabolico em sua forma normal. Se y € dada como uma funcdo de y para qualquer valor
de x, equacdo (8.51) implica que dy/dx é automaticamente conhecido, e y(¢) para um valor
vizinho de x pode, em principio, ser calculado. Isto é equivalente a dizer que um perfil
de velocidade u(z) num certo valor de x, junto com um conhecimento completo de U(x),
a velocidade da corrente principal, € suficiente para determinar condi¢des rio abaixo, ate
onde a camada limite aderir-se na parede e fica laminar. Os célculos numéricos sobre este
principio sdo afetados pela singularidade possuido pela equagio (8.51) onde y = U2, ¢ dizer,
em qualquer ponto sobre a parede (ver [17]).

A quantidade y estd relacionada com the total head: assim

1 p 1, v, 1,
—x=—|—+zu|+|—+ZU
== (i3] (G

onde o segundo paréntese € constante. A equacgdo (8.51) pode portanto verse como uma
equacdo para a difusdo do total head.

A segunda transformacao € devida a Crocco (ver [3]), originalmente estudada para camada
limite compressivel. As equacdes do movimento se escrevem primeiro como

200 o o
p 0x 9z)  dx 0z

onde 7 € the shear stress. Entdao x e u se consideram como varidveis independentes, com 7
com uma variavel dependente. Assim

d
T=p/@fon) e z=p [ =
Depois de célculos diretos obtemos
o0 (1 ot dp o (1
—\-|+—=-u—=1-]=0 52
Ho%ox (‘r) T2 Hax Bu( ) 8.52)

No caso especial de uma corrente principal uniforme, dp/dx = 0 e (8.52) fica

poor 10

2 0x /:(')uz (8.53)

novamente mostra-se claramente o cardter parabdlico da equacao diferencial. As condi¢des
de fronteira associadas sdo

(97'_

u=0, 5—0; u=U, 7=0
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8.11 Analogia com a conduc¢ao do calor para a camada
limite estacionaria

Se mostro na secao previa que a equagao da camada limite estaciondria pode-se transformar
numa equagado similar a equacdo do conducgado do calor; a analogia nao € exata desde que
a equacdo da camada limite nao € linear. Ainda que, nas regides fora da camada limite a
equacdo (8.51) é aproximadamente linear e a teoria matemdtica da condugdo do calor pode
ser utilizada para dar uma solucao assintética apropriada para tal regido. Karman e Millikan
([12]) foram os primeiros a estudar esta analogia nesta maneira. Eles introduziram primeiro
um potencial de velocidade da corrente principal

¢:fU(x)dx
0

e aparte da diferencia de notagdo obtida (8.51) na forma

0 i 12 5
X _ LOX (1 - i) ox (8.54)
¢ U oy? Uz} oy?
onde y € pequeno, isto €, fora da camada, esta equagdo pode-se substituir pela aproximada
0 i
o _2x (8.55)
ap oy’
isto é equivalente exagerando o termo viscoso de (8.50) na propor¢ao U/u.
As condicdes de fronteira adotadas por Kdrmén e Millikan foram
=0, x=U% =c0, xy=0 (¢>0
¥ X =00, x (¢>0) (8.56)

¢=0, x=0 >0

de modo que existe uma analogia com a conducao do calor numa barra semi-infinita inicial-
mente com temperatura zero € com uma thermometric conductivity igual a v.

A seguinte objecdo pode surgir sobre as condi¢des de fronteira (8.56). A equagdo aproximada
(8.55) deve aplicar-se somente as regioes fora da camada limite, portanto nao ¢ formalmente
necessario que = 0 represente a parede o que o valor de y em = 0 seja igual a U?.
Com efeito, a ado¢do da primeira condi¢ao de fronteira (8.56) introduz um erro na solugao
o qual particularmente contra-balanca a vantagem de ter linearizado a equagdo diferencial.
Um procedimento melhor , adotado por Tollmien ([24]), € aplicar uma condi¢do de fronteira
Y =0, y = Fo(¢), onde F € uma funcdo ndo conhecida, a menos que seja determinado pelo
uso de uma ““solucdo interna”. Tollmien escreveu a solucao de (8.55) na forma

Wl )
d 8.57
XG.0) = N)f Fu6) s oxp | s e (8.57)

e fiz um cambio da variavel 6 = %:ﬁ/ V(@ — &). A equacdo (8.57) fica

X = = f ) Fol{1 — (@*/6")}¢] exp (-6°)d6 (8.58)
ﬁ 0



162 CAPITULO 8. TEORIA DA CAMADA LIMITE BIDIMENSIONAL

onde |
a= Elﬁ/ V() (8.59)

Por integragOes parciais, assumindo a existéncia de F, e Fj, Tollmien deduziu os seguintes
resultados

() Se Fo(0)#0, x~(1/aVmPFo0)exp(~a*) (8.60)
(i) Se Fo0)=0, x~(1/aVoOFy0)pexp(-a’) (8.61)

Caso (i) corresponde com a existéncia de uma singularidade num leading edge, como num
fluxo numa placa plana; no caso (ii) o ponto ¢ = ¢ = 0 € um ponto de estagnacao como por
exemplo no fluxo passando por um obstéaculo cilindrico. Os resultados podem generalizar-se
da seguinte maneira.

Assuma Fy(¢) = ¢"g(¢), onde m > 0 e g'(¢) é limitado e seja

I(x) = f (1 = X/ exp (=1*)dt
m—1 1 2 1
= 2"+ 1)exp (-5 UQm + 5,x\/i)
onde U(a, x) é a funcdo de Weber (ver apéndice de [22]). Portanto
1
L(x) ~ EF(m + Dx 2" lexp(—x?)

quando x — oo.
De (8.58)) com uma integracao por partes, temos

e
Sl 2o (-3
e U2 omefa -

Dos dois termos do lado direito, o primeiro predomina (sempre que g’ seja limitado). Assim,

X

X~ %Mg(O)Im(a) ~ %nm + Dg(0)¢"a " exp (=a”) (8.62)
quando a — oo. Os casos especiais m = 0,1 podem corresponder com os resultados de
Tollmiens (8.60) e (8.61). Ver também Betz ([1]).

As propriedades fundamentais das camadas limites podem deduzir-se de (8.59) e (8.62), a
saber que a vorticidade € exponencialmente pequena para grandes z. Isto € porque a vorti-
cidade é proporcional a dy/0y e, para dados x e grandes z as varidveis a, ¥ e z sdo assim
mesmos proporcionais.
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8.12 Fluxo numa placa plana de zero incidéncia numa cor-
rente uniforme

Uma placa fina plana se imersa com zero incidéncia numa corrente uniforme, o qual flui com
velocidade U, e se assume ndo ser afetado pela presenca do prato, exceto na camada limite.
O fluido se suponha ilimitado e o origem de coordenadas se toma em the leading edge com
x medido rio abaixo ao longo da placa e z perpendicular a ela. Em auséncia de gradiente de
pressao, as equagdes do movimento estaciondrio na camada limite se reduzem a

ou  Ou  u

Lta + Wa—Z = Va—zz (8.63)
_ oy _ oy

u= 52 w= o (8.64)

e as condicdes de fronteira aproximadas sdo

z =0, x>0: u=w=0
z = oo, Vx: u="U,
z = 0: u="U,

O fato que estas condi¢des demandam um gradiente infinito em velocidade em the leading
edge x = z = 0 implica uma singularidade na solucao matemaética ali. A solucdao de Blasius
para a func¢ao de corrente € da forma

¥ = vUox)"?f(n) (8.65)
onde
n = (Uo/2vx)'"z (8.66)

Por diferenciaciao as componentes de velocidade sdao

u=Upf (),  w=U/20)"*nf () - fF()}

e equacao (8.63) se reduze a
J"+f=0 (8.67)

As condi¢des de fronteira chegam a ser f(0) = f’(0) = 0;  f’(c0) = 1. A shear stress é
dado por

T = u(Us [ 2vx)' 2 £ () (8.68)

A equagdo (8.67) € ndo linear, e as condicdes de fronteira sdo dadas em mas de um ponto.
A existéncia da solucdo desejada ndo estd portanto garantida e seu tabulagao numérica nao
seria direta exceto pela circunstancia especial que f(0) = 0. Se F(n) € qualquer solugdo de
(8.67), também € f = aF(an) com a uma arbitraria “constante de homologia”. Entao

lim f'(n) = a* lim F'(an) = a* lim F'(n)
n—o n—oo n—oo
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e assim, se f’(c0) = 1 a constante a pode ser determinada pela relacao

-1/2
a= {lim F'(n)}
7]—700

Se ademais F(0) = F’(0) = 0, todas as condi¢des de fronteira sdo satisfeitas tomando f =
aF(an) com a solucdo.
Finalmente, desde que f”(0) = a®*F”(0) é conveniente prescrever F”'(0) = 1 e obter a relacdo

£7(0) = {F'(c0)} /2 (8.69)

Um célculo numérico da solucdo de Blasius pode portanto realizar-se . A tabela (8.1) da f,
f’, f” e algumas quantidades associadas. Anteriores trabalhos numéricos foram publicados
por Blasius ([2]), Topfer ([25]), Golstein ([5]) e Howarth ([8]). O valor de f”(0) € necessério
para obter o shearing stress na superficie da placa o qual por (8.68) é

7 = p(Up/2v0)' 2 7(0) = pUg(2Re, )™ £ (0) (8.70)



8.12. FLUXO NUMA PLACA PLANA DE ZERO INCIDENCIA NUMA CORRENTE UNIFORMEI165

n f f f
0.0 [ 0.0000 000 | 0.0000 00 | 0.4696 00
0.1 | 0.0023 480 | 0.0469 59 | 0.4695 63
0.2 | 0.0093 914 | 0.0939 05 | 0.4693 06
0.3 | 0.0211 275 | 0.1408 06 | 0.4686 09
0.4 | 0.0375492 | 0.1876 05 | 0.4372 54
0.5 | 0.0586 427 | 0.2342 27 | 0.4650 30
0.6 | 0.0843 856 | 0.2805 75 | 0.4617 34
0.7 | 0.1147 447 | 0.3265 32 | 0.4571 77
0.8 | 0.1496 745 | 0.3719 63 | 0.4511 90
0.9 | 0.1891 148 | 0.4167 18 | 0.4436 28
1.0 | 0.2329 900 | 0.4606 32 | 0.4343 79
1.1 | 0.2812075 | 0.5035 35 | 0.4233 68
1.2 | 0.3336 572 | 0.5452 46 | 0.4105 65
1.3 [ 0.3902 111 | 0.5855 88 | 0.3959 84
1.4 | 0.4507 234 | 0.6243 86 | 0.3796 92
1.5 | 0.5150 312 | 0.6614 73 | 0.3618 04
1.6 | 0.5829 560 | 0.6966 99 | 0.3424 87
1.7 | 0.6543 045 | 0.7299 30 | 0.3219 50
1.8 | 0.7288 718 | 0.7610 57 | 0.3004 45
1.9 | 0.8064 429 | 0.7899 96 | 0.2782 51
2.0 | 0.8867 962 | 0.8166 94 | 0.2556 69
2.2 | 1.0549 463 | 0.8633 03 | 0.2105 80
2.4 | 02315267 | 0.9010 65 | 0.1675 61
2.6 | 0.4148 231 | 0.9306 01 | 0.1286 13
2.8 | 0.6032 823 | 0.9528 75 | 0.0951 14
3.0 | 0.7955 666 | 0.9690 54 | 0.0677 11
3.2 | 1.9905 796 | 0.9803 65 | 0.0463 70
3.4 | 2.1874 658 | 0.9879 70 | 0.0305 35
3.6 | 0.3855 888 | 0.9928 88 | 0.0193 29
3.8 | 0.5844 972 | 0.9959 44 | 0.0117 59
4.0 | 2.7838 848 | 0.9977 70 | 0.0068 74
42 | 2.9835535 | 0.9988 18 | 0.0038 61
4.4 | 3.1833 808 | 0.9993 96 | 0.0020 84
4.6 | 0.3832941 | 0.9997 03 | 0.0010 81
4.8 | 0.5832520 | 0.9998 59 | 0.0005 39
5.0 | 0.7832 324 | 0.9999 36 | 0.0002 58
5.2 | 3.9832236 | 0.9999 71 | 0.0001 19
5.4 | 4.1832197 | 0.9999 88 | 0.0000 52
5.6 | 0.3832 181 | 0.9999 95 | 0.0000 22
5.8 | 0.5832 173 | 0.9999 98 | 0.0000 09
6.0 | 4.7832 170 | 0.9999 99 | 0.0000 03

Tabela 8.1: solugdo da equagdo (8.67)
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onde Re, = xUy/v. Numericamente, ,,/pU; = 0.33206(v/Uyx)'/?. O arraste num lado
da placa de longitude / e unidade de largura é entdo

/ [
1
D= f T,dx = ,o(ing)”2 17(0) f x2dx = 22pUGLf7(0).(Uol/v)™?
0 0
e o coeficiente de arraste é
1
Cp = D/(ElpUg) =232 f"(0)Re™'/? = 1.3282Re™'/? (8.71)

onde Re = [Uy/v.
A espessura do deslocamento €, sem aproximagao,

0 u
0 :f (1—-)6[2
1 0 Uy

v/ UV f (= £
0
Q2xv/U)'* lim(n - f)
n—oo
1.7208(xv/Uy)'? (8.72)

Entdo se Re, = xUy/v e Res = 6,Uy/v segue que Res = 1.7208Rl/ 20 qual é uma verificacdo
exata de uma relagdo cuja forma é facilmente encontrada por mas simples, porém menos
precisos, métodos (Prandtl [21]).Também, a espessura do momento é

8, = 2xv/Uy) 2 £7(0) = 0.6641(xvU,)'? (8.73)

que foi derivado de (8.41) e (8.70).
O valor de n correspondente com z = ¢; € igual para todo x, e de (8.60) e (8.72) é

m =1.2168 (8.74)

A varidvel n é, em efeito, uma coordenada apropriada ndo dimensional para distancias
através da camada limite.

Queda considerar a forma aproximada de f(r7) para pequenos e grandes valores de i respec-
tivamente. A serie de poténcia de i é

fap = Y (~1'Cp™ (8.75)
0

onde (Weyl [26])

n—1

Bn+2)3n+ 1)3nC, = 2(31' +2)3i+ 1)CiCy1-; (8.76)
0

e Cy = % f”(0). Os primeiros coeficientes na serie sao

Ci = (1/51)(2Co)*, Cy = (11/81)(2Co)*, C5 = (375/111)(2Cy)",
C, = (27897/141)(2C,)°, Cs = (3817137/171)(2Cy)°
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Esta serie € util em comecgar uma integracao numérica desde n7 = 0.

Como Weyl indico, o radio de convergéncia da serie € finita e portanto sera usado so para
valores pequenos de 7. Para o caso no qual f”/(0) = 1, Shanks ([23]) afirmou haver mostrado
que o radio de convergéncia € 3.12735. Para a solucdo de Blasius actual ele também obteve
um resultado equivalente a

f(0) = 0.469600

Uma férmula assintética valida para grandes valores de n pode achar-se como segue: na
equacao (8.67), substituir f(n7) = n — B + ¢(n), onde ¢(n) € pequeno. Se o produto ¢pgp” é
negligenciado, uma equacdo linear aproximada para ¢(n) € obtida:

¢"+m—-p)” =0 (8.77)

Portanto, escrevendo £ = i — 3, segue que ¢” ~ A exp (—%( %) e que

1
¢ ~ AL exp (=5 (8.78)
A constante S foi usada, na férmula para a espessura do deslocamento (8.72), onde

B =Ilim(n - f)=121678 (8.79)
]7—)00
e de (8.74), B = n;. Assim, uma férmula aproximada para f(77), valida para grandes n, é

1
fa) ~n—m+A@q-m)~ CXP{—E(U—m)Z} (8.80)

Uma imediata conseqiiéncia deste resultado é que a componente da velocidade transversal w
¢ dado pela férmula assintética

w
7 mQ2Rey)™? (8.81)
0

Assim, w ndo tende para zero e isto é uma das caracteristicas especiais das solugdes da
camada limite.

8.13 Fluxo estacionario na camada limite ao longo do cilindro
proximo de um ponto frontal de estagnacao

Consideremos um fluxo bidimensional ao redor de um obstaculo cilindrico com uma camada
limite ampliada desde o ponto frontal de estagnagdao em ambas dire¢des ao redor do cilindro.
Nao existe curvatura grande da superficie e assim as equagdes (8.50) sdo validas, com x
tomada ao longo da superficie desde o ponto de estagnacdo, e z normal a superficie. Sufi-
cientemente préximo de x = 0, a velocidade U fora da camada limite pode representar-se
por a formula U = U,x/l, e uma serie mas prolongada para U ter esta como seu primer
termo. Este problema foi também estudado por Blasius ([2]). Fisicamente, € complemento
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do prévio problema: a placa plana representa o caso extremo de um corpo delgado num fluxo
bidimensional, a vizinhanca de um ponto de estagnacdo o caso extremo de um bluff body.
Em efeito, a solu¢do da camada limite agora a estudar-se tem a mesma forma como para o
fluxo viscoso bidimensional mantido perpendicularmente em seu dire¢do original.

As condi¢des de fronteira necessarias sao:

z=0, u=w=0; x=0, u=0; z=o00, u=Ux/l

N3ao hé razdo para introduzir uma singularidade em x = 0, como foi feito para a placa plana,
e a apropriada solugdo, escrita em termos da varidvel

n = (U, /v)"?z = Re'*(z/1)

[N

v = U/DPxf(n)
'+ ff7 =f*+1=0 (8.82)
fO)= f©0) =0, f(o)=1
u=Ux/Df ) = Ufm, w=-Uw/D"*fn)

A equacdo (8.82) foi discutida por Hiemenz ([6]), Howarth ([7]). Na tabela (8.2) apresenta-
mos os resultados da solug@o para a equacao (8.82)
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f

f/

fl/

0.0
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
1.0
1.1
1.2
1.3
1.4
1.5
1.6
1.7
1.8
1.9
2.0
2.2
24
2.6
2.8
3.0
3.2
3.4
3.6
3.8
4.0
4.2
4.4
4.6
4.8
5.0

0.0000 0000
0.0059 9640
0.0233 2226
0.0509 9480
0.0880 5659
0.1335 8522
0.1867 0100
0.2465 7292
0.3124 2302
0.3835 2925
0.4592 2702
0.5389 0971
0.6220 2803
0.7080 8860
0.7966 5179
0.8873 2900
0.9797 7949
1.0737 0688
0.1688 5548
0.2650 0648
1.3619 7417
0.5577 6033
0.7552 5389
1.9538 0683
2.1529 9652
2.3525 5669
0.5523 2542
0.7522 0768
2.9521 4968
3.15212205
3.3521 0931
0.5521 0365
0.7521 0121
3.9521 0020
4.1520 9979
4.3520 9964

0.0000 000
0.1182 649
0.2266 124
0.3252 411
0.4144 561
0.4946 493
0.5662 805
0.6298 609
0.6859 375
0.7350 793
0.7778 653
0.8148 734
0.8466 711
0.8738 080
0.8968 086
0.9161 682
0.9323 482
0.9457 741
0.9568 338
0.9658 772
0.9732 167
0.9838 534
0.9905 494
0.9946 336
0.9970 457
0.9984 242
0.9991 861
0.9995 931
0.9998 032
0.9999 080
0.9999 584
0.9999 819
0.9999 923
0.9999 969
0.9998 988
0.9999 995

1.2325 88
0.1328 31
1.0344 54
0.9386 31
0.8463 25
0.7583 07
0.6751 71
0.5973 50
0.5251 31
0.4586 72
0.3980 13
0.3430 96
0.2937 76
0.2498 36
0.2110 03
0.1769 58
0.1473 51
0.1218 13
0.0999 64
0.0814 25
0.0658 25
0.0420 40
0.0260 20
0.0155 97
0.0090 49
0.0050 78
0.0027 55
0.0014 44
0.0007 31
0.0003 57
0.0001 69
0.0000 77
0.0000 34
0.0000 14
0.0000 06
0.0000 02

Tabela 8.2: soluc¢ao da equacao (8.82)
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A importancia desta solucdo aumenta devido ao fato que satisfaz as equacoes exatas de
o fluxo viscoso em duas dimensiones e nao so a aproximacgao da camada limite, quando x e
z sdo interpretadas como coordenadas Cartesianas. Neste caso o fluxo contra uma superficie
plana representada por z = 0, e a direcdo original do fluxo € ao longo das linhas xz =
constant.

8.14 A importancia do sistema de coordenadas na teoria da
camada limite

Para condi¢des de fronteira dadas, a solu¢c@o aproximada derivada da teoria de camada limite
depende sobre o sistema de coordenadas, e o sistema Cartesiano convencional ndo é neces-
sariamente o melhor. Por exemplo a solu¢dao de Blasius para um fluxo numa placa plana é
invalidada por uma singularidade ao longo da linha x = 0, o qual n2o sucede se a solu¢do da
camada limite € derivada em coordenadas parabdlicas (ver section 8.13). O ultimo suposto é
mais apropriado para aquele problema. A importancia da escolha das coordenadas depende
sobre o uso para o qual a teoria da camada limite é usada. Por exemplo, se so the skin
friction se necessita, diferentes sistemas de coordenadas dan o mesmo resultado, como se
mostrara. Porém se as solu¢gdes da camada limite formam parte do calculo de todo o campo
do fluxo, sua dependéncia sobre o sistema de coordenadas pode ser explorada, como Kaplun
([9]) mostrou.

E usual dividir o campo de fluxo, aparte do wake, em duas regides; num destes, as equagdes
Eulerianas do movimento inviscoso sao usadas para obter um fluxo externo, a qual pode ser
corrigido por efeito do deslocamento da camada limite, a qual ocupa a regido interna. A
linha divisdria entre as dois regides € entdo, em principio, encontrada por a unido suave das
duas solugdes, porém desde que a solu¢cdo da camada limite em coordenadas inadequadas se
comporta incorretamente distante da parede s6lida (por exemplo, ao longo de x = 0 no caso
de um placa plana), este processo de “matching”’pode ser dificil. Se, um certo sistema de
coordenadas 6timo € escolhido para a solu¢do da camada limite o problema € facilitado, e
ainda eliminado, desde que a solucao interna nesse caso pode-se arranjar para conter o fluxo
externo.

As anteriores consideragdes foram estudadas por Kaplun ([9]) em um estudo sistemadtico da
relacdo entre solugdes em diferentes coordenadas para fluxos bidimensionais estaciondrios
incompressivels sem separacdo. Ele denotou por { = (£,7) um conjunto de coordenadas
curvilineas arbitrarias, e por y = (p, 0) outro conjunto, onde requerido. As componentes da
velocidade sao derivadas da fun¢do da corrente y pelas relacdes

o 4
U=— v=——
an 0&
As coordenadas ndo siao necessariamente ortogonais, a unica restri¢ao sobre elas € que -0,

ou o = 0, corresponde com a fronteira sélida onde u = v = 0. A teoria também depende
sobre um pequeno parametro € definido de modo que

ling(v/ €?) = constant # 0
€—>
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Seguindo Weyl ([27]) e outros, Kaplun introduziu dois processos de limite:

(1) Seja f(£,v) uma fungao de posicao e viscosidade. No primer processo, £ € 7 manter-se
fixos enquanto v tende a zero: o resultado € denotado por lim; f({, v). Se este processo
¢ aplicado numa solucdo exata ¢ das equacdes de fluxo viscoso, a fungdo resultante ¢,
satisfaz as equacgdes Eulerianas e representam um fluxo externo.

(i1) No segundo processo ¢ permanece fixo, mas n varia de modo que a relagcdo n/e €
constante quando € — 0. Este limite depende sobre o sistema de coordenadas também
como sobre a fung¢do f, e o resultado € denotado por lim; f or f:(£,m/€). Se este
processo se aplica as equagdes de fluxo viscosos das equacdes da camada limite para
o sistema de coordenadas {. A funcdo de corrente e componentes da velocidade na
correspondente solucdo da camada limite sdao

Y = elign(w/e), U = lign u, V= eli}n(v/e)

e as equagoes sdo definidas se as ¢ coordenadas sdao definidas, de modo que o campo
de fluxo esta dado formalmente pela regido fora da camada limite.

Desde que n = 0 em a parede, o primeiro e segundo processo do limite sdo idénticos ali
e os valores do limite obtidos por um ou outro processo nao depende sobre o sistema de
coordenadas particular usado. Assim, o skin friction pela teoria da camada limite € inde-
pendente da escolha das coordenadas. Kaplun incorporou seus resultados em dois teoremas,
o primeiro dos quais trata com duas aproximagdes da camada limite para a mesma solucao
exata, baseadas sobre { e y respectivamente:

Teorema 8.1. Se Y, = €f(&,n/€) é dado, como representando uma solugdo, a outra pode-se
encontrar mediante as substituicoes

w/\,/ = Ef(é:,\(a 77,\(/6)
& = limé=£p.0)
me = elim(n/e) = o(0n/60)o-

Assim, as duas solugdes sdo idénticas se e so se os sistemas ¢ e y sdo relacionados por

g(p’ O-) = ‘f(pa O)’ 77(/0’ O-) = 0'(677/80')0:0

as quais sdo equivalentes as equacoes mais simples

&= filp), n=0fp)

onde fi,f> sdo funcdes arbitrarias.

O segundo teorema relaciona a aproximacdo da camada limite para qualquer sistema de
coordenadas, especificadas por ¢, para o fluxo externo dado por ¢, € mostra que com uma
escolha conveniente de £ o primeiro pode conter o ultimo. O fluxo externo, ainda que, ten que
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primeiro corrigir-se pela presenca da camada limite, adicionando uma pequena perturbacio
ey; isto pode formalmente derivar-se pelo primer processo do limite € lim; (¢ — ¢.)/€, onde
¥ imagine-se conhecido e ¥, = lim; . Se 0 mesmo processo do limite e agora aplicado a
aproximagao da camada limite, temos ,, = lim; ¢, junto com uma perturbacao

EWZ; = elilm(:,bg —Yg)/€

A solucdo da camada limite portanto contem o fluxo externo (corrigido pela espessura do
deslocamento) se

Ve, =V Wy =W

e o sistema de coordenadas produzindo este resultado é chamado 6timo.
Teorema 8.2. Afirmamos que { = (¢£,n) é um sistema otimo particular se
E=vp. n=4v.
e que qualquer outro sistema y = (p, 0) € otimo se e so se estd relacionado com { por

p=h&), o= /fEn

O campo do fluxo dado pela aproximag¢ao da camada limite € 0 mesmo para todo sistema
6timo mas diferente para qualquer outro.
Como exemplos da aplicacdo destas idéias, Kaplan discutiu trés problemas especiais.
Exemplo 1. Fluxo frontal numa placa plana. A solucio exata do fluxo viscoso nesse caso
foi dado em se¢do (8.14), quando ¢ = (wU,/D)'?*xf(n), onde n = (U, /vl)'?>z. Desde que
f(n) ~ n para grandes valores de 7,

ve = limy = (U/Dxz

escolhendo o parametro € igual a (v/IU;)'/?, o segundo processo do limite involucra e — 0
com x e i constantes. Assim, la aproximacdo da camada limite é

Yy eligl(w/E) = elign Uixf(n) = eUxf(n)

= U/D'"xf(m)

sendo assim idéntico com toda a solug¢do. Sem calculo adicional pode portanto verse que as
coordenadas x, z sdo 6timos e um célculo de ¢, = lim, (¥ — )/ € confirma isto.

Exemplo 2. O fluxo de Oseen passando uma placa plana semi-infinita. Neste exemplo as
equacdes de Oseen lineares sdo consideradas como as equagdes “exatas’do fluxo. A solugdo
das equagdes de Oseen para este problema é conhecido ( ver [15] e [22]) e o ponto de inter-
esse € que a aproximagdo da camada limite, escritas em coordenadas parabdlicas (as quais
sdo 6timas nesse caso), € idéntico com a solucao “exata”. Por outro lado, se as coordenadas
cartesianas usuais x, z sdo empregadas, a aproximacao da camada limite demonstra todas as
anomalias da solucao de Blasius.
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Exemplo 3. Flow against a wedge. O starting-point nesse caso deve ser o fluxo potencial
com v = 0, o qual é dado como um potencial complexo w = ¢ + iy. A parte imaginaria é
entdo ¥,. Também, a solu¢do da camada limite é conhecida. As coordenadas 6timas demon-
stram ser ¢ = Rw'’?, n = Lw'’? as quais sdo conformes e chamadas “linhas de corrente
parabdlica” por Kaplun. As coordenadas 6timas nos exemplos 1 e 2 s@o casos especiais de
esses, quando o angulo da wedge € 180° or 0, mas € somente no primeiro caso que a solu¢ao
da camada limite 6tima acontece ser uma solucio exata das equacdes de Navier-Stokes.
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Capitulo 9

A formulacao analitica do problema de
Stokes

Neste capitulo fazemos um abordagem em termos de analise funcional do problema de
Stokes utilizando conseqiientemente ferramentas matemdticas relativamente mais sofisti-
cadas que nos capitulos anteriores

9.1 Introducao

O movimento de um fluido viscoso, homogéneo e incompressivel € descrito pelas equagdes
de Navier-Stokes [4]. Neste trabalho, estudaremos essas equagdes no caso de um fluxo
estaciondrio com pequeno nimero de Reynolds. Ou seja, trataremos do problema de Stokes:
determinar a velocidade u = (uy, ..., u,) € a pressdo p, num dominio Q C R”, tais que

—-vwWu+Vp=f em Q,
divu=0 em Q, 9.1)
ur=g em T.

Aqui I' € o contorno de €. Detalhes sobre a lineariza¢do das equagdes e consideragdes
fisicas sobre o problema podem ser vistos no Capitulo 2.

O estudo de propriedades de solucdes para o problema de Stokes tem um papel essen-
cial na teoria matemaética de fluxos viscosos governados pelas equacdes de Navier-Stokes.
Questdes relativas a existéncia, unicidade e estimativas a priori em espacos de Sobolev
para esse problema sdo fundamentais em toda discussao bdsica relacionada as equacdes de
Navier-Stokes, tais como existéncia, regularidade e comportamento assintotico no tempo
([26], [15], [10]). Isso explica a extensa literatura tratando de questdes analiticas e numéricas
relativa ao problema. De fato, as dificuldades associadas as predi¢des tedricas de fluxos com
Re — 0 vem sendo pesquisadas desde o tempo de Stokes [36]. Nesse limite, expansdes em
poténcias de Re nao mais envolvem perturbacdes singulares; o termo nao linear de convecc¢ao
u.Vu nio € o de mais alta ordem, e ¢ matematicamente razoavel desconsidera-lo [5].

177
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Isso foi feito por Stokes, que assim definiu uma nova classe de fluxos ideais agora comu-
mente chamados creeping flows. Stokes deduziu, dessa aproximacao, a formula D = 6ucv
para a resisténcia encontrada por um esfera sélida de raio ¢, movendo-se suavemente com
velocidade v através de um fluido com viscosidade u. A dedugdo faz uso, essencialmente,
da hipétese de simetria axial do fluxo e a féormula € confirmada experimentalmente para
Re < 0.2 (ver [20]). Nesse contexto seria razoavel aplicar o mesmo método para cilindros
circulares, entretanto isso constitui o Paradoxo de Stokes: Nenhum “creeping flowpassando
por um cilindro circular € possivel (a demonstraciao pode ser vista no Capitulo 4). Mais pre-
cisamente, sob hipdteses adequadas sobre o comportamento do campo de velocidades no
infinito, ndo ha nenhum fluxo viscoso incompressivel bidimensional estacionério passando
por um obstaculo, no qual os componentes da velocidade sdo infinitesimais de primeira or-
dem. Por outro lado, fluxos desse tipo em trés dimensdes sdo explicitamente conhecidas (ver
[26], [13], [17], [7], [3D).

Segundo Finn [14] uma explicacdo para a discrepancia nos resultados é que no fluxo
passando por uma esfera a hipdtese sobre a razdo entre forgas viscosas e inerciais a qual é
usada para derivar as equagdes de movimento € violada numa vizinhanca do infinito. Este
fendmeno implica em sérias questdes de valida¢do de resultados conhecidos nos sentidos
fisico e matemdtico e € imperativo investigar em qual sentido o problema de contorno €
corretamente colocado (ver [22], [23], [8], [13]).

Nesse contexto abordaremos questdes relativas a existéncia e unicidade de solucdes para
o problema de Stokes nos casos em que o dominio € € limitado (problema interior) e nao
limitado (problema exterior). No ultimo caso consideraremos também o caso bidimen-
sional. Para Q limitado seguiremos o argumento variacional dado em [19], cuja restri¢ao
com relacdo ao contorno I' de Q é que este seja Lipschitz. Com relacdo ao problema exterior
restringimos I a ser de classe C?, conforme trabalho de Galdi e Simader [17] que faz uso de
teoria potencial para estabelecer existéncia e unicidade de solugdes.

Denotaremos por L4(Q), H*4(Q), Hg’q(Q), C*(Q),... os espagos usuais de funcdes para
1 < g < oo,k =1,2,.. Resultados padroes de espacos de Sobolev, como por exemplo,
teoremas de trago, extensdo e imersao serao utilizados ([1], [39]).

9.2 As equacoes de Stokes e aspectos fisicos

Consideremos as equacdes de Navier-Stokes que descrevem o movimento n-dimensional de
um fluido viscoso incompressivel

Bul Z": Ou; = doy; 90 _
o L Yox | i Ox; fo (9.2)
diva =0,

1 <i < n. Onde, o;; = —Pé;j +2uD;j(n),1 <i,j<neD;u) = (1/2)(6“’ + 3"’) Nessas
equagdes, u = (uy,...u,) € a velocidade do fluido, p sua densidade (assumlda constante),
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i > 0 € sua viscosidade (também assumida constante) e P € sua pressao; (o;) € o tensor de
tensoes e f = (fi, ..., f,) representa uma densidade de forcas externas por unidade de massa.
Colocando p = P/p, v = u/p, pode ser escrita como

Hu,- = 8u, aDz (u) 8]?
- —— —2v - — = fi
ot Z u’@x Z dx; i f (9.3)

divu =0,

1 <i < ne,utilizando a identidade

3 L 128,

= 6)6]'
obtemos
0 - 0
—u+ uj—u—vAu+Vp:f,
or Lo 0x; (9.4)

diva = 0.

O seguinte argumento de scaling é padrao: Para um dado problema, seja L um com-
primento caracteristico e U uma velocidade caracteristica. Isso determina um tempo carac-
teristico T = L/U. Entdo, introduzindo as variaveis adimensionais x’ = x/L, u’ = u/U,
t' =t/T, as equacdes de Navier-Stokes tornam-se

o & L0
4 o VY NV = F,
J=1

or fc? " LU
diveuw’ = 0.

Através da definicdo de nimero de Reynolds Re = LU/v obtemos as equagdes de Navier-
Stokes na sua forma adimensionalizada

ou v ou 1
Yt~ AutVp = f,

(9t — Jan
divu = 0.
Considerando somente o caso estacionario, isto €&, 61‘ = 0 e o caso em que u € suficien-
temente pequeno tal que podemos ignorar o termo convectivo ndo linear u ,-%, obtemos as
’ J

equacgoes de Stokes

—-vAu+Vp =f ©.5)
divu = 0. )

As simplificagdes introduzidas acima sao razoaveis se considerarmos processos bioldgicos
e industriais ([33], [9], [32]) que envolvam fluxos nos quais a viscosidade € grande e/ou o
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tamanho das particulas envolvidas é pequeno. O nimero de Reynolds é um importante indi-
cador de fluxos desse tipo, pois € a razao entre forcas inerciais e viscosas. Assim fluxos com
viscosidade ndo desprezivel, constituidos de movimentos suaves ou compreendido de peque-
nas particulas terdo pequeno nimero de Reynolds. Evidentemente, o nimero de Reynolds
nunca pode se anular, ou equivalentemente as forcas inerciais nunca sao nulas, mas pode se
mostrar que a aproximagdo Re ~ 0 produz uma representacdo apurada do campo de fluxo
na vizinhanca de pequenas particulas [4] . Esses regimes de fluxo, chamados de fluxos de
Stokes tém algumas caracteristicas fisicas que os distinguem significativamente dos demais:

e Para fluxos estaciondrios, pressao e forcas friccionais estdo em equilibrio a cada ins-
tante. Assim o movimento do fluido ndo depende de sua histdria temporal mas sim €
induzido e sustentado através de condi¢des de contorno. Isto €, 0 movimento de uma
particula depende sobre as forgas as quais estd sujeita em cada instante; na auséncia
dessas forcas o movimento cessard quase imediatamente ([29], [32], [21]). Essa auséncia
de inércia faz com que o fluxo seja laminar, e configuracdes complexas como tur-
buléncia e fluxos secundérios nao ocorrem.

e Fluxos de Stokes sdo completamente reversiveis e isto pode levar a identificacdo de
simetrias.

e Devido ao fato que as forcas friccionais sao dominantes, € razodvel esperarmos que
qualquer perturbacio cause efeitos nao despreziveis e o fluxo € influenciado pelas
interacoes entre particulas. Implementa¢des numéricas devem levar isso em consideracao
([331, [311], [301, [L1]).

9.3 Problema Interior

O problema interior de Stokes corresponde ao problema (9.1) no caso em que  C R” € um
dominio limitado. Esse problema tem sido extensivamente estudado (ver [26], [17]).

Em especial, no paper de Cattabriga [7] um tratamento completo € dado no espago de
Sobolev W, [ > —1,1 < g < para o caso de dimensdo n = 3. O resultado de Cattabriga
estabelece, essencialmente, que se Q é um dominio limitado em R® de classe C™, m =
max(l +2,2), [ > —1, entdo dado f € WH(Q)3, g € WIt1a9(")3 1 < g < oo, existe uma
e somente uma solucdo v € W*24(Q)3, p € W*14(Q) para (9.1). Além do mais tal solucdo
satisfaz a estimativa

1¥]l/42,9 + }(Ielﬂgnp + kllis1,g < c(fllg + 118ll+2-1/4.0)-

Para n > 2 arbitrario Kozono e Sohr [25] tem demonstrado um resultado geral para
dominios com contorno C**, 1 < u < co com estimativas a priori-L", 1 < r < oo através
da teoria de Giga [18] de poténcias fracionais de espacos de Sobolev. No trabalho de Galdi
e Simader [17] o resultado de Cattabriga € estendido ao caso n > 2 sem qualquer hipétese
adicional sobre I', por meio da Teoria de Calderén-Zygmund.
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Um resultado de existéncia e unicidade bem como de regularidade da solug¢dao do prob-
lema de Stokes num poligono convexo no R? pode ser visto em [24]. Brown e Shen [6]
estabeleceram através dos resultados de Verchota (em especial [12]) que o dominio do oper-
ador de Stokes A = —PA est4 contido em W(;’p () N W322(Q) quando Q c R? é um dominio
Lipschitz. Certas estimativas L™ sdo também estabelecidas nesse trabalho. Estimativas L
Otimas para a solu¢do em dominios Lipschitz em trés dimensdes podem ser vistas em [34].

Seguiremos aqui o argumento em [19] para estabelecer existéncia e unicidade de solugdes
para o caso em que 2 € Lipschitz .

Seja Q € R" um subconjunto limitado com contorno I Lipschitz. Iniciamos introduzindo

os seguintes espacos de fungdes livres de divergéncia: V = {u € D(Q)";diva =0}, V ={ve
1/2
H)(Q)"; div v = 0}. Consideraremos H} ()" equipado com a norma |u|; o = (Z?zl |”i|%,9) !

a qual € equivalente 4 norma ||ul|; o = (Z?:l ||u,-||%’9)1/2, pela desigualdade de Poincaré.

Como V é um subespago fechado de H}(€2)", temos a decomposi¢do H)(Q)" = V & V*,
onde V+ denota o complemento ortogonal de V em Hé ()" com relacdo ao produto escalar
(Vu, Vv) associado a |.|; .

Lema 9.1. Se f € H™'(Q)" satisfaz
<f,v>=0, VYveV, (9.6)

entdo existe p € L*(Q) tal que £ = Vp. Quando Q é conexo, p é iinico a menos de uma
constante.

Demonstracio: Primeiro observamos que —V € B(L*(Q); H~'(Q)") é o operador dual de
div € B(Hy(Q)"; L*(Q)). Entdo, como R(V) é um subespago fechado de H™'(Q)", podemos
aplicar o Teorema da Imagem Fechada de Banach (ver, por exemplo, [39]):

R(V) = (N(div))’ =V,
onde V° denota o conjunto polar de V:
VO={ye H'(Q)";<y,u>=0,Yue V). 9.7)
Isso fornece o resultado. m|

A seguinte definicdo € ttil para uma caracterizagio de V*

Defini¢sio 9.1. Definimos (—A)™' € B(H™'(Q)"; Hy(Q)") como o operador de Green rela-
cionado ao problema de Dirichlet homogéneo para —A em R", isto é, u = (=A)"'f se e 56 se
u é a solugdo de:

-Au = f emQ,
u = 0 emI.

Corolario 9.1. V* = {(-A)"'Vg; q € L*(Q)}.
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Demonstraciio: E ficil ver que (~A™")Vg € V* para todo ¢ € L*(Q). Por outro lado,
tomamos u € V= e consideramos o funcional linear / definido em H(‘)(Q)" por < [,v >=
(Vu, Vv). [ pertence a H~'(Q)" e se anula em V. Assim, pelo Lema 9.1, existe p € L*(Q) tal
que:

<1,v>=(Vu,Vv) =< Vp,v >, Vv € H)(Q)".

Portanto u tem a expressdo: u = (-A~)Vp. |
O préximo corolério estabelece que R(div) = L%(Q)
Corolario 9.2. Seja Q conexo. Entdo:
(i) o operador V é um isomorfismo sobrejetor de L%(Q) em V°.
(ii) o operador div é um isomorfismo sobrejetor de V* em L(Z)(Q).

Demonstracao: (i) Sabemos que V € B(L%(Q); V9. Além disso o Lema 9.1| assegura que
que esta aplicacdo é uma bijecdo. Como V' e L(%(Q) sao ambos espacos de Banach, segue
que V € um isomorfismo.

(i) Em virtude de (i), e desde que div € o operador dual de —V, temos que div € um
isomorfismo sobrejetor de (V°)’ em (Lg(Q))’. Agora, é suficiente provar que V° pode ser
identificado com (V+)'. Seja g qualquer elemento de (V)" e vamos estender g a Hé(Q)"
colocando:

<gv>=<gv-> VveHyQ)",

onde v* denota a projecio ortogonal de v sobre V*. Claramente, g € V° e a aplicagio linear
sobrejetiva g — g aplica isometricamente (V+)" em V°. Isso permite identificar (V+)' e
Vo, m

No préximo lema n denota a normal exterior unitaria a I

Lema 9.2. Seja Q conexo. Para cada g € H : (I')* satisfazendo frg -n ds = 0 existe uma
funcdo u € H'(Q)N, que é iinica a menos de uma fungdo aditiva de V, tal que

dvu=0 em Q, u=g em 1T.

Além do mais,
influ+vlio<Cllgllir (9.8)
veV 2

onde a constante C > (0 é independente de u e de g

Demonstracio: Obviamente tal funcio u ser tnica em [H'(€)"]/V. Verificaremos sua ex-
isténcia. Seja w qualquer funcdo de H'(Q)" que satisfaz w = g em I'. Entdo a férmula de

Green fornece
fdiv wdx = fg.nds =0.
Q r

Assim div w € L%(Q) e pelo Corolario (9.2)(ii) ha um tdnico w em V* tal que

divv=divw,
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[Vl < Cilldiv wlloq.

Claramente, u = w — v € a funcdo requerida. Resta checar (9.8). Primeiro, observamos que
llalli .o < CallWll10

com C, > 0 e independente de w e u. Tomando o infimo em ambos os lados dessa inequacao
e usando a norma em H'/?(T") obtemos (9.8). o

A seguir construiremos uma formulagdo abstrata bem adaptada a solu¢do de uma var-
iedade de problemas de valor de fronteira com restricdes, como o problema de Stokes.

Sejam X e M dois espacos de Hilbert reais com normas ||.||x € ||.||; respectivamente.
Sejam X’ e M’ seus respectivos duais com normas ||.||x- € ||.||s. Introduzimos duas formas
bilineares continuas:

a(,): XxX—->R, b(.,):XXM->R,

cCOom normas
a(u,v) b(u,v)
llall = sup ————, ||bll= sup

uexuzo [ullxIVIlx” vexguem 020 [V ILllkell e

Vamos considerar o seguinte problema variacional, o qual denominaremos Problema (Q):
Dados [ € X" e ¢ € M’, encontrar um par (1, 1) € X X M tal que

a(u,v) + b(v,A) = <Lv>, VYveX 9.9)
b(u,p) = <xy,u> VueM. (9.10)

Associamos as formas a(., .) e b(.,.) os operadores A € B(X; X’) e B € B(X; M") definidos
por

a(u,v) = <au,v>, VYu,velX 9.11)
b(u,u) = <Bv,u> VYveX VueM. 9.12)

Seja B’ € B(M; X") o operador dual de B, isto é
< B'u,v>=<u,Bv>=b(v,u),Yv e X,Yu e M. (9.13)
Pode-se verificar facilmente que
IAllsx:xy = llall, — [1Bllsocury = 11D 9.14)

Com esses operadores, o Problema (Q) pode ser escrito equivalentemente na forma:
Encontrar (u, 1) € X X M satisfazendo

Au+BA1 =1 emX

Bu x em M.
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Introduzimos o operador ® € B(X X M; X’ X M") definido por:
®(v,u) = (Av + B'u, Bv).

Dizemos que o Problema (Q) € bem-posto se ® é um isomorfismo sobrejetor de X X M em
X’ x M’. Vamos derivar condi¢Oes necessdrias e suficientes para que o Problema (Q) seja
bem-posto.

Colocamos V = N(B), e mais geralmente, para cada y € M’, definimos a variedade afim
V(1) = {v € X; Bv = x}. Equivalentemente, temos:

Vi) ={veX;b(v,u) =< x,u> Yu € M},

9.15
V =V(0). ©.15)
Além disso, como B € continuo, V é um subespaco fechado de X.
Associamos ao Problema (Q) o Problema (P):
Encontrar u € V(y) tal que
alu,v) =<l,v>, VYveV (9.16)

E evidente que, se (u, ) € X X M é uma solug@o do Problema (Q), entdo u € V(y) e
u € uma solucdo de (9.16), isto €, u € uma solucdo do Problema (P). Queremos encontrar
condicdes para que essa afirmacdo se verifique no sentido oposto. Para isso, definimos o
conjunto polar VOde Vaser V' = {ge X;<g,v>=0 Vve V]

Lema 9.3. As seguintes trés propriedades sdo equivalentes:

(i) hd uma constante 3 > 0 tal que

supM > B, (9.17)

ueMuepr |VIxlleellpe —

(ii) o operador B’ é um isomorfismo sobrejetor de M em V° e
1B ullx = Bllpllv, Y € M; (9.18)

(iii) o operador B é um isomorfismo sobrejetor de V- em M’ e

1BVl = Blvllx, YveV (9.19)

Demonstracao: Inicialmente mostramos que as propriedades (i) e (ii) sdo equivalentes. Por
(9.13), (i) significa que

<Buv>

IB'ullx = sup > Bllully - Ve M,

veX,v#0 ”V”X

logo (9.17) € equivalente a (9.18). Portanto (ii) implica (7). Para provar que (i) implica (ii),
resta mostrar somente que, sob a condicao (9.18), B’ € um isomorfismo sobrejetor de M em
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V0. Claramente, segue-se de (9.18) que B’ é um operador 1-1 que aplica M na sua imagem
R(B’) com inverso continuo. Portanto B’ € um isomorfismo sobrejetor de M em R(B’) tal
que R(B’) é um subespago fechado de X’. Assim, temos somente de provar que R(B’) = V°.
Para isso, aplicamos o Teorema da Imagem Fechada de Banach ([39]) o qual assegura que

R(B') = (N(B))" = V°.

Isso prova a primeira parte.

Mostraremos agora que as propriedades (ii) e (iii) sdo equivalentes. Primeiro, observa-
mos que V° pode ser isometricamente identificado com (V+). De fato, para v € X, seja
v+ denotando a projecdo ortogonal sobrejetiva de v em V*. Entdo, para cada g € (V')
associamos um elemento g € X’ definido por

<gv>=<gvt> VYrelX

Obviamente, g € V? e € facil checar que a correspondéncia g — g € uma bijecdo isométrica
sobrejetiva de (V+)" em V°. Assim podemos identificar (V+) e V°.
Como uma conseqiiéncia, temos que B é um isomorfismo sobrejetor de V+ em M’ com

1 1
1B~ llpprvey < B

se e somente se B’ é um isomorfismo sobrejetor de M em (V1) = VY com

1B vy < B
Assim propriedades (ii) e (iii) sdo equivalentes. O
Para estabelecer o resultado principal, introduzimos o operador 7 € B(X’; V) por
<nf,v>=<f,v> VYfeX, VYveV
Claramente, temos || f]ly: < ||f]lx-
Teorema 9.1. O Problema (Q) é bem-posto se e so se as seguintes condicoes se verificam:
(i) o operador A é um isomorfismo sobrejetor de V. em V';
(ii) a forma bilinear b(.,.) satisfaz a condi¢cdo inf-sup (9.17).

Demonstracao: (i) e (ii) sdo suficientes. De fato, de (9.17) e Lema 9.3, ha um unico ele-
mento uy € V* tal que

Buy = x,
luollx < (1/Blxllar-

Assim o Problema (P) pode ser estabelecido equivalentemente na seguinte forma:
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Encontrar w = u — uy € V satisfazendo
aw,v) =< 1l,v > —a(uy,v) vevV

ou satisfazendo
mTAw = (I — Auy).

Desde que 7A € um isomorfismo sobrejetor de V em V’, o Problema (P) tem uma tnica
solucdo u = uy + w € V(y) e assim

Iwllx < Cilla(l = Aug)lly: < Cilll = Auollx,

llullx < Co(lllllxr + hllar)-

Agora, [ — Au € V°. Assim, de acordo com o Lema 9.3 hd um tnico 1 € M tal que
B'A=1-Aucom
Al < (/BN = Aully < C3(lllllxr + hllar)-

Portanto o Problema (Q) tem uma tnica soluc¢ao (u, A) e a aplicacao (/, y) — (u, A) é continua
e sobrejetiva de X’ X M’ em X X M. Isso significa que @ é um isomorfismo sobrejetor de
X' XM emXXM.

Provaremos agora a necessidade das condi¢des (i) e (if). Paraisso, assumimos que ® é um
isomorfismo sobrejetor de X X M em X’ X M’. Verifiquemos que a condi¢do (9.17) se verifica.
Seja y € M’ e coloca (u, 1) = ®~1(0, y). Temos Bu = y logo R(B) = M’. Portanto B é uma
aplicagdo 1-1, sobrejetiva e continua de V*+ em M’, e assim um isomorfismo sobrejetivo de
V+em M’. Assim, em virtude do Lema 9.3| a condicdo (9.17) se verifica.

Vamos provar que 1A é um isomorfismo sobrejetivo de V em V’. Primeiro provaremoe
que o operador 7A € injetivo em V. De fato, seja u € V satisfazendo nAu = 0, ou Au € V°.
Desde que a condi¢do (9.17) se verifica, segue-se do Lema 9.3/ que B’ € um isomorfismo
sobrejetivo de M em V°. Portanto hd um tnico A € M tal que B’A = —Au. Assim, n6s temos
O(u, ) = (0,0) e assim, u = 0.

Agora, mostraremos que A € sobrejetivo. Seja g € V’. Pelo teorema de Hahn-Banach,
existe pelo menos um elemento / € X’ tal que g = nl. Colocamos (u, 1) = ®~!(1,0). Clara-
mente,u € Ve

Au+B'A=1
Desde que paratodov € V
<aB'A,v>=< B'A,v>=<A,By >=0,
temos 7B’A = 0, ou tAu = nl = g.

Portanto, 7A € uma aplicacdo linear, 1-1, continua e sobrejetiva de V em V’ e assim um
isomorfismo sobrejetivo de V em V. O
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Corolario 9.3. Assuma que a forma bilinear a(.,.) é V-eliptica, isto é, hd uma constante
a > 0 tal que
a(v,v) < alvlly VYvevV (9.20)

Entdo o Problema (Q) é bem-posto se e s6 se a forma bilinear b(.,.) satisfaz a condi¢cdo
(9.17).

Demonstracao: Sejal e V’. Como a(.,.) € V-eliptica, podemos aplicar o Teorema de Lax-
Milgram para garantir a existéncia de um tnico u € V tal que

alu,v) =<lLv> wveYy,

ou equivalentemente mAu = [. Além disso, a aplicagdo [ — u € continua de V' em V.
Portanto, mA € um isomorfismo sobrejetivo de V em V’ e o resultado segue do Teorema
9.1. m]

No contexto da formulacdo acima estabeleceremos que o problema interior de Stokes
constitui um problema bem-posto.

Teorema 9.2. Seja Q C R” limitado, conexo e com contorno I Lipschitz. Dados £ € H™(Q)"
e g e H'*(Q) tal que

fg.nds =0, (9.21)
r
existe um tinico par (u, p) € H'(Q)" x L%(Q) solucdo das equagoes

—vAu+Vp=£f emQ
diva=0 emQ (9.22)
u=g eml.

Demonstracio: Em virtude de (9.21) e Lema 9.2, ha uma fungio uy € H'(Q)" tal que
divuy=0 emQ,ug=g eml.

Colocaremos o Problema (9.22) na formulagdo discutida anteriormente. Para isso, sejam
X = Hy(Q)", M = L§(Q) com normas ||.llx = [.l10. [l = ll-llog.

= (Ou; Ov;
a(u,v) =v (—’ —’) = y(Vu, Vv), (9.23)
i,,Z:; ﬁxj (')xj
b(v,q) = —(q,div v),
<lLv>=<f,v>-a(u,v), x=0.

Entao
V = {v e HyQ)";divv =0}
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Devemos checar que a forma af(.,.) é V-eliptica a forma b(., .) satisfaz a condi¢ao (9.17). A
propriedade de elipticidade € 6bvia, ja que

2
a(v,v) = vvli .

Por outro lado, a condi¢do (9.17) diz que

(g, div v)
sup ~LEY VS Bllglloas Vg € L2(Q). (9.24)

veH(l)(Q)" |V|1,Q
Seja g € Lg(Q); em virtude do Corolario 9.2, existe uma tnica fungio v € V* tal que
divv=gq, |Vlia<Cllglba-

Portanto
(g, divv) ||Q||(2),Q
IVl IVl
Escolhendo 8 = 1/C obtemos (9.24).

Podemos agora aplicar o Coroldrio 9.3: existe um tnico par de fungdes (w, p) € Hj(€)"X
L3(Q) tais que

> (1/0)l|qllo.q-

a(w,v)+b(v,p) = <lLv> VveHyQ)"
b(w,q) = 0 VgeL}Q).

Equivalentemente (u = uy + w, p) € [uy + Hé ()" x L(z)(Q) € a solucgdo das equacoes

v(Vu,Vv) — (p,divv) = <f,v> Vve HyQ)
(¢g.divu) = 0 VYqeL}Q).

Aplicando novamente o Corolario 9.2, essa ultima equagdo é equivalente a divu = 0.
Além disso, u € ugy + Hy(Q)" se e s6 se

ue H'(Q)", u =g

Portanto, eiste um dnico par (u, p) € H'(Q)" x Lj(Q) tal que

v(Vu, Vv) — (p, div v) <f,v> VveHyQ),
divv = 0,
ur = g

Agora usando argumentos cldssicos € facil mostrar que este problema € equivalente ao
Problema (9.22)). d
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9.4 Problema Exterior

z

Nessa secdo estudaremos o problema (9.1) no caso em que Q2 C R" é um dominio exterior,
ou seja, Q¢ € um subconjunto compacto do R”.

Como observado na introdugdo desse trabalho, a imposicao de condi¢des de contorno
inadequadas pode levar a situagdes matematicas ndo compativeis com a experiéncia, como
por exemplo, o Paradoxo de Stokes. Nesse contexto, hd uma vasta literatura versando sobre
questdes de existéncia, unicidade e estimativas a priori para diversas situacdes envolvendo o
problema exterior. Destacamos os trabalhos pioneiros de Finn e Noll [14], Finn [13] e Chang
e Finn ([8]], [13]). Em particular, o resultado sob condi¢des para a unicidade de solugdes es-
tabelecido em [8] para fluxos bidimensionais passando por obstadculos com contorno suaves.

A discussao de tais questdoes em dominios exteriores com contornos mais gerais incluem
modificacOes significativas quando se reduzem as hipdteses de regularidade sobre I'. Re-
sultados de unicidade podem ser violados, como é destacado no trabalho de Heywood [23].
Solugdes explicitas via teoria potencial para o caso em que Q = R’ podem ser vistas no
trabalho de Ukai [37]. Tais solucdes sdo rediscutidas no extenso trabalho de Simader [35].
A relevéncia desses casos vem do fato de que as estimativas a priori resultantes constituem
uma base para derivar correspondentes resultados no caso em que € € limitado ou € um
dominio exterior com caracteristicas especiais, como por exemplo, cilindros com contorno
suficientemente suave ([23], [37], [35]).

Resultados de regularidade, existéncia e unicidade de solucdes para o caso em que Q é
de classe C***, 0 < u < 1 aparecem em [25], no caso de n = 3. Galdi e Simader [17] tem
estendido os resultados de Cattabriga [7] para o caso de dominios exteriores de classe C,
para n > 2. Essa abordagem seguiremos nesse capitulo.

Resultados mais técnicos em dominios exteriores Lipschitz podem ser vistos em [28],
onde sdo estabelecidos, através do uso de técnicas de teoria potencial e espacos de Besov,
resultados de regularidade para o problema de Stokes, os quais sdo extensodes dos resulta-
dos em [15]. Em particular, solucdes explicitas em termos de Potenciais Newtonianos sao
obtidas.

Classicamente existem numerosas solucdes exatas para o problema exterior de Stokes
em trés dimensdes sem forgas externas, isto €, para o caso em que f = 0. Elas podem ser
encontradas, em detalhes em [21] e [27]. Conforme [10] essas solu¢des podem ser utilizadas
para testar a precisao de métodos numéricos. Citamos alguns exemplos, retirados de [10].
Em coordenadas polares (r, 8) o fluxo axissimétrico em torno de uma esfera de raio a em
translacdo uniforme U € dada por

v = 14U sin® 9[(‘—’)3 -3 (9)] .

r r
A pressdo (para uma dada pressao p.,) torna-se

N 3 UcosH
= P + =1a .
pP=p 277 2

A solucao exata para o fluxo numa regido € entre duas esferas concéntricas com raios a € b,
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a esfera de raio a em repouso e a de raio b se movendo com velocidade U, é dada por

15 3 1 5 9
— - 2 5 3 5 3 5).2
l//—a’USIIl Q[E(ﬂ —/l);—z(l—/l)ar-f-;(l-i-z/l—Z/l)i’-i-
1 a’
S -HL
4( )r
onde 1
a 9 5 9 -
- = 1: =11=2 93 _ 735 6 .
A b<,a ( 4/1+2/l 4/1+/l)

As seguintes solucdes também podem ser encontradas em [27] ou [21]:
e Fluxo uniforme em torno de um elipséide de revolugao;

e Fluxo uniforme em torno de cilindros muito longos perpendiculares ou paralelos aos
€ixo0s;

e Fluxo uniforme em torno de objetos quase esféricos;
e Fluxo uniforme em torno de duas esferas...

Solugdes explicitas para geometrias mais gerais ndo sio inteiramante conhecidas, no
entanto muitos métodos numéricos tém sido desenvolvidos, especialmente utilizando ele-
mentos finitos. Referenciamos o trabalho de Girault e Raviart [19] para uma discussao de-
talhada do assunto. Métodos que utilizam equagdes integrais e que, em certo sentido sdo
semi-analiticos, sdo extensivamente discutidos em [11], [38]], [10], [33], [29], [31], [30].

Iniciamos nossa discussao analitica fornecendo uma prova para o caso de um dominio
suave por partes, do Paradoxo de Stokes, conforme discussdao em [14]

Teorema 9.3. Para um dominio Q2 com contorno I suave por partes, a vinica solucdo suave
limitada em Q° para o problema de Stokes (9.1) comf =0eg=0év = 0.

Demonstracao: Resultados elementares de teoria potencial mostram que
w=rotv=0@G"), p=00"" (9.25)

onde r € a distdncia de I" a Q°.
Também,

f (rot v)*dA = f [pv - n — rot v(v X n)]ds, (9.26)
U, fol

onde U,, é aregido entre Q e o circulo C, de raio r suficientemente grande. A partir de (9.25)
e da limitagdo de v podemos concluir somente que a integral

I= f (rot v)*dA = f w?dA (9.27)
Uu Uu



9.4. PROBLEMA EXTERIOR 191

sobre o exterior U de Q é convergente. Além disso, sabemos que w € harmdnica em U e
que w = O(r!). Portanto, w é da forma

w=w(Q +re) = r 'sye) + O(r~?) (9.28)

€ portanto
w? =125t + 0. (9.29)

Aqui e é um vetor unitario, Q € a origem e sy € um harmonico esférico de ordem 0.
Seja U,,, a drea entre os dois circulos C,, e C, ambos exteriores a €, tais que U, , estd
contido em U. No6s temos de (9.29)

f w?dA = log— f sdw + f O(r)dA (9.30)
(L(rgr

ro r

Isto tende para um limite finito quando r — oo, pois a integral (9.27) converge. O se-
gundo termo do lado direito certamente converge e portanto, desde que log ;- ndo € limitado
quando r — oo, nés concluimos que fw sgdw = 0 e portanto sy = 0.

Portanto, por (9.29), w = O 2),..... p = w = O@?) segue. Voltando para a equagio
(9.26) nds vemos que a integral a direita tende para zero quando r — oo e portanto rot v,
divv=0eAv=0emU. Assimv é harmonica em uma vizinhanga do infinito. Desde
que, v é também limitado segue que para n = 2, v € harmdnica em co e portanto uniforme
no infinito. Entretanto, para alguma escolha de coordenadas cartesianas, nds temos v, —
vo, vy — 0, onde v, e v, sdo as componentes de v. O principio do maximo para fungdes

harmdnicas implica que v, = 0. Assim, rot v = %‘ =0,divv = %Vx = 0, e portanto
v, = const. Mas, desde que v, = 0 em Q, nds temos v, = 0 em todo lugar. O

Agora analisaremos a existéncia, unicidade e a validade de estimativas nos espagos
Hé’q(Q) para solucdes de (9.1) para o caso em que g = 0, Q c R" € um dominio exte-
rior de classe C?, n > 2ef e H_l’q(Q)”. Aqui Hé’q(Q), g > 1, € o completamento de C7(£2)
na norma |u|, , = (fQ IVul‘f)

O interesse nesses espagos reside essencialmente no caso em que € € ndo limitado, ja
que, se Q € limitado pelo menos em uma direcdo, em vista da desigualdade de Poincaré,
HY(Q) = Wé’q(Q). Apresentamos abaixo resultados de caracterizagcdo desses espacos que,
precisamente, fornecem condi¢des para que uma fungdo u € L! (Q) com Vu € LI(Q)"

pertence a Hé’q(Q). Estudos detalhados podem ser vistos em [17], [16].

Lema 9.4. Seja Q um dominio exterior, ou Q = R", e seja u € L?OC(Q) com Vu € L, (Q)",
1 < g < n. Entdo existe um unicamente determinado u, € R tal que

f (x) — tol? < " f Vu)ldy,
S [yI=]x|

onde S, éa supe;ffzcze da bola unitdria e ¢ = c(q,n). Além do mais, se Q é Lipschitz, entdo
Uu—uy € Lo q>(Q) e
e = woll 22 <l .

ondey = y(n,q).



192 CAPITULO 9. A FORMULACAO ANALITICA DO PROBLEMA DE STOKES

Teorema 9.4. Seja Q C R", n > 2, um dominio exterior Lipschitz, ou Q = R". Seja u €
LfOC(Q), Vu e L1(Q)", 1 < g < oo. Paral < goo, u € Hé’q(Q) se e soseuézeroeml e
uy = 0, onde uy é a constante do Lema (9.4)). Paran < g < oo, u € Hé’q(Q) se e sO se u tem

trago zero em OS.

Teorema 9.5. Seja QO C R", n > 2, um dominio exterior Lipschitz, ou Q@ = R". Entdo
para | € C3(Q), funcionais da forma (f,u) para u € H L4(Q)y que satisfazem (f,1) = 0
quando n < ¢’ < o0 e Q = R” sdo limitados em H" (Q)y, 1 < ¢’ < co. Além do mais seu
completamento na norma H="4(Q) é isomdfico e isométrico a H"4(Q) para 1 < g < .

Voltamos agora ao tratamento do problema (9.1). E conveniente introduzirmos o seguinte
espaco de fungdes D(l)’q(Q) = {u € H(l)’q(Q)” : div u = 0}. Mostraremos quese 1 < g <n
(1 < g <nsen = 2),entdo a unica solugdo de (9.1) de classe D(l)’q(Q) é v = 0. Entretanto, se
g > n (g > nse n = 2) hd n solugoes linearmente independentes h® € D(l)’q(Q), i=1,2,..,n,
tal que qualquer outra solugio v € D, () é uma combinagdo linear dos h”.

Iniciamos com a prova de existéncia e unicidade e estimativas-L? para o problema de
Stokes em R”

Teorema 9.6. Dado f € H " (R")", g € LI(R"), 1 < g < oo, existe uma e somente uma
solucdo distribucional v € H*(R")", p € LY(R") ao seguinte problema em R"

Av=Vp+f, Vwv=g (9.31)
Essa solugdo satisfaz
Wig +llplly < c(fl-14 + llgllg) (9.32)
com c = c(n,q).
Demonstracio: E suficiente provar o teorema para f;, g € Cy(R"). O caso geral segue por
densidade com a ajuda de (9.32) e do Teorema 9.5. Assim, para f e g suaves, uma solucao

pode ser da forma
v=vi+va+h, p=p+p;

onde h = V(E * @),
vi = Uxf, v,=UxAh
p = —qx*f, & =-q*Ah

Aqui Ee U = Uj;, q = g; sdo solucdes fundamentais das equagdes de Laplace e de
Stokes, respectivamente,

| amIxF" sen =3,
o= { Linjx—y sen=2, (9.33)
U;i(x) = c(n) [5ij|x|2_n +(n— 2)%] sen >3, 034)
ij ﬁ[éijln|x—y|—%] sen =2, .
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) = { C3(n)|f—|"n sen >3,
i - 1 X —
wiE sen= 2.

O uso repetido do Teorema de Calderon-Zygmund sobre integrais singulares fornece
1AVa]lg + llARll; +[|p2ll; < cllgllgs (9.35)

com ¢ = c¢(n,q). Por outro lado, conforme [7], para uma bola aberta B, de raio p e w €
LY (B,)" nos temos (estendendo w a ser nulo em Bf,)

Vv, w
IVvillgs, < sup AR
ospers B,y Wiy

/0|, e s
= sup .

0#£weL? (B,)" ”W”q

(9.36)

Colocando W = VUxw, {W} — 0 com |x| — oo e, novamente pelo Teorema de Calderén-
Zygmund,

IVWIlg zn < cllWllg 5, (9.37)

onde ¢ € independente de p. Portanto W € Hé’q/ (R")", 1 < ¢’ < co. As desigualdades (9.36)
e (9.37) implicam no limite p — oo que

IVvilly < clfl-14- (9.38)

Analogamente,
lipilly < clfl-14- (9.39)
Portanto, de (9.35), (9.38) e (9.39) deduzimos (9.32). A unicidade segue de uma aplicagcao
simples do teorema do valor médio para fungdes harmonicas. O

Consideraremos o problema homogéneo

-Av+Vp=0 em Q,
divv=0 em Q, (9.40)

v=0 em T,

como base para obtencdo do rsultado geral, conforme [17]. Definimos

ow:  dw,
T(W, ) = {Ty/(W, ¢) = {—soé,;,» + (a—jfj ¥ %)} (9.41)

como o tensor de tensdes associado com w, ¢. Também denotamos ) o exterior de uma bola
aberta de raio Ry contendo Q°. Com essa defini¢do obtemos o seguinte lema de representagao
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Lema 9.5. Seja v, p uma solugcdao C* de (9.1) no dominio Q, correspondendo a f € Cg"(ﬁ)".
Entdo, se Vv € L‘I(Q)"zpam algum 1 < g < oo, existem um vetor e constante escalar vy, po
tais que

v(x) = vo + .U(x) + 0(x),

(9.42)
p(x) + po = 1.9(x) + n(x)

onde U, q é a solugdo fundamental (9.34),

T= (f f—f T(v, p).n) (9.43)
Q Pl

ID"a(x)l = O(Ix'™"™), D™ n(x)l = O(Ix™" ") (9.44)

e o(x) e n(x) satisfazem

com |x| — oo para todo |m| > 0.

O caso 2 < g < oo é demonstrado em [8] e o caso 1 < g < 2 em [16]. Uma conseqiiéncia
imediata desse lema é que se v € Dé’q(Q) € uma solugdo para o problema (9.40) com 1 < g <
n(l <g<nparan=2),entiov = 0.

Voltamos agora a aten¢do ao caso g > n (g > n para n = 2). Consideremos, inicialmente,
ocason >3

Lema 9.6. Seja Q c R" um dominio exterior, n > 3, de classe C?. Para qualquer {vV}, € R"
existe uma e somente uma solucdo {v} € D(I)’q(ﬂ), p € L1(Q), g > n, para o problema (9.40)
tal que |llim = Veo.

Demonstracao: Sejaé € C*(Q) a qual € igual a 1 proxima de I" e zero em pontos suficient-
mente distantes de I'. Seja b = (1/2)Veo(x3, X3, ..., Xz, X1) € colocamos

a =V, — A(Db) + V[div (éb)]. (9.45)

Obviamente, a € [CT(Q)]", a = v, a grandes distancias de I' e div a = 0. Procuramos
uma solugdo de (9.40) da forma v = w + a. Como Aa € [C™(€)]", argumentos padrdes
(detalhes em [26]) podem ser usados para mostrar que tal solucao existe com w € D(l)’q(Q)
e p € L*(Q). Além disso, do Lema 9.4/ segue-se que fs w(x)| = O(Ix>*™"). Assimve p

obedecem (9.42) com vy = v, € po = 0, e, assim Vv € Lq(QR)”Z, p € LYQR) para todo
q > n/(n—1). Por outro lado, do resultado de existéncia e unicidade para o problema interior
¢ facil ver que Vv € Lq(QR)”Z, p € L1(CQg) eentdo Vv € L4 (Q)”z, p € L1(Q). Como v se anula
na fronteira, pelo Teorema 9.4/ concluimos que v € D(l)’q(Q), q > n, e a existéncia € assim
estabelecida. Notamos que v ¢ D(l)’q(Q) parag € (n/(n—1),n), mesmo se Vv € L‘I(Q)”z, para
tais valores de g. Com relag@o a unicidade, denotamos por u a diferenca de duas solucdes.
Entdo lim u(x) = 0 e consequentemente, por bem conhecidos argumentos (como pode ser

|x| >0

visto em [8]), deduzimos que u = 0. |
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O préximo passo € mostrar que o subespaco D, de Dé’q(Q), q > n, consistindo de
solugdes de (9.40), tem dimensdo n. Para esse intento, denotamos por h?, 70 i = 1,2, ..., n,
as solucdes construidas no Lema 9.6 correspondendo ao dado no infinito hg,) = ¢, ¢; sendo
o vetor unitario na dire¢do x;. Se v € D(l)’q(Q), q > n, € qualquer solucdo de (9.40) (que
nao se anula identicamente) correspondendo ao campo de pressdo p, entdo pelo Lema 9.5
v obedece a representagdo assintética (9.42) para algum vetor vy # 0. Como conseqiiéncia,
existem ndmeros V' € R, i = 1,2,...,n, nem todos nulos, tais que vy = > vie,. Assim,
w=v->" vh® satisfaz (9.40) e, além do mais, lim w(x) = 0. Novamente pelo re-

|x|—>00

sultado de unicidade em [8], inferimos que v(x) = Y., vh?”(x) para todo x € Q e que

p(x) = YL, vixi(x) para o campo de pressdo correspondente. Concluimos que 0s espagos

D, C D(l)’q(Q) e L, C L1(Q) de fungoes v, p satisfazendo (9.40) tem dimensdonse g > n > 3.
Consideremos agora o caso n = 2. Iniciamos mostrando a existéncia de duas solucdes

independentes para o problema (9.40) no espaco Dé’q(Q), q > n = 2. Para isso, colocamos

| !
u? = (U, Up), ™ =¢q
and
2 2
u® = (Uip, Up), =0,

onde U, q € a solucdo fundamental. Procuramos solucdes para (9.40) da forma
h? = a@ + V(i)’ a0 =70 4 p(i), (9.46)

onde
AVY = Vp(i) em Q,

divv?? =0 emQ, (9.47)

@)

v = —u® emT.

Podemos estender —u” em I' a um campo vetorial vW e C*(Q) o qual é solenoidal e
tem suporte compacto em Q. A existéncia de v\ pode ser facilmente estabelecida (ver [26]).
Assim procuramos por uma solucao para (9.40) do tipo

VO = W 4y,
ou entao
AWY = VpD +vD  em Q
divw? =0 emQ
w? = —u? emT.
Solugdes w?” € D*(Q), p® € L*(Q) podem ser agora construidas pelo método em [26].
Como v € D(l)’2(Q), pelo Lema 9.5 inferimos que para |x| — oo
v = v 4 7 Ux) + @ (x)

i i i (9.48)
p? = 19.q(x) + n(x),
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onde
D" P(x) = Ok, D"y (x) = O~ (9.49)

para todo |m| > 0. Além disso,

== f AvY + f v, p?).n.
Qo I'o

Entretanto, desde que v € D} e p¥ € L2(Q), é facil ver de (9.48) e (9.49) que 7 = 0,
i = 1,2. Assim, de (9.46)-(9.49) deduzimos a seguinte representagdo de solugdes h”, 7@,
i=1,2:
h® = v + €. Ux) + c”(x)

,. L. (9.50)
P = e.q(x) + (%),

onde o, € Q.(x) satisfazem estimativas andlogas a (9.49). As solucdes (9.46) sdao indepen-

dentes, como € facil ver. De fato, assuma que h(x) = ah®(x) para algum @ € R e todo
x € Q. Em vista de (9.50) deveriamos entdo obter para um vetor constante vy que

(e — @e,).U(x) = vo + O(Ix ™),

0 que nos leva a uma contradig¢ao.
Pelo Teorema 9.4 obtemos h® € D;(Q) para todo ¢ > 2. Finalmente, toda outra solugio

Ve D(l)’q(Q), p € L1(Q) para (9.40) com g > 2 pode ser expressado como uma combinagao
linear de h®”) e 7', respectivamente. De fato, pelo Lema (9.5 temos

V=V, +t.U+0o(x), p=po+7.q+n(x).

Por outro lado, 7 = a;e; + a,e, para algum a;, @, € R. Assim, como no caso n > 3
e relembrando que qaulquer solucio suave limitada de (9.40) em Q C R? é identicamente
nula [8], concluimos que v = oA"Y + a,h®, p = a7V + a,n®. Isso prova a requerida
dependéncia linear.

Enunciamos os resultados provados acima no seguinte teorema

Teorema 9.7. Seja Q C R", n > 2, um dominio exterior de classe C*. Denotamos por D, e
L, os subespagos de Dé’q(Q) e L1(Q), respectivamente, consistindo de solugoes v (€ D), p
(€ L;)a(9.40). Sel <q<n(l <qg<nparan=2) entdo D, = L, =0, enquanto se q > n
(q > n para n = 2), entdo dim D,=dim L, = n.

Consideraremos agora o caso geral, ou seja, a existéncia de solu¢des para o problema
(9.1) nos espacos D(l)’q(Q) quando g > n/(n—1) (g > n/(n — 1) para n = 2). Denotamos por
55"’(9) e Zq(Q) 0s espagos quocientes D(l)’q(Q) /D, e L] L, respectivamente, onde D, e L,
sao definidos como no Teorema 9.7. Introduzimos em 5(1)’4(9) e LY () as normas

Y = inf|lv—-h “=infl|lp-n
Vit = inf v =Bl lIpl; = infllp =7l

e denotamos por S, o espago dos pares (h, ) € D, x L, satisfazendo (9.1).
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Teorema 9.8. Seja Q C R", n > 2, um dominio exterior de classe C*. Entdo, para todo
fe HQ)" n/(n—-1) < q < 00 (n/(n— 1) < g < oo para n = 2) existe uma e somente uma
solugdo distribucional v € D Q) pe LY(Q). Essa solugdo satisfaz a estimativa

Vg +llplly < inf{lv —hiyg +[lp = 7llg} < clfl-14. 9.51)

Demonstracdo: E suficiente demonstrar o resultado para f € Cy(Q)", o caso geral pode ser
obtido por argumentos padroes de densidade do Teorema 9.4/e (9.51). Para f suave podemos
construir uma solugdo v € D(l)’q(Q), p € L*(Q) pelo método utilizado em [26]. Essa solug¢io
satisfaz a estimativa

[vli2 + llpll < clfli 2,

0 que, em particular, prova o teorema no caso especial g =
problema interior estabelecem que

~, n = 2. Estimativas para o

v ECT(Q)" N WH(Qp)", peC(Q)N LIQ) (9.52)

para todo R suficientemente grande e ¢ > 1. Além disso, podemos aplicar o Lema 9.5 para

obter .
Vv e LYQF?y" p e LIQR?) (9.53)

para todo ¢ > n/(n — 1). Para esses valores de ¢, (9.52) e (9.53) implicam que v € D(])"’(Q),
p € L1(Q).
Seja g uma fungdo cutt — of f a qual € 1 em Qg» € 0 em Qg/4. Colocando u = yYgv,
T = Ygp obtemos
Au=Vr+F, diva=g (9.54)

onde
F = lpr + T(V, p)Vgl/R + le(Vl//R ®V+VR V!,[/R), g = VlﬁR.V. (955)

Considerando (9.54) em todo R”, do Teorema 9.6/ deduzimos que
IVllg. 02 + IPllg.0r < (Wit + TV, p).VYg|-14 + IVYRlIVII)- (9.56)

Agora, para todo ¢ € H Ld'(R™y", q' < n, facilmente pode-se mostrar, via a desigualdade
de Poincaré que

Wk, )] < g Watliy < clfl gl (9.57)

Da mesma forma, levando em consideragdo que (Djr)¢; € WS”’(Q)R) temos de (9.41)

I(T(v, p). Vg, $)l < (D), (Diyr)$))
+ [(Dyvi, (Difr)d )| + [(pbij, (Dikr)d ;)|
< clVllgar, + 1Pl-1,6.00:)1¢h.q - (9.58)

Assim, (9.56)-(9.58) implicam que

IVVllg.0n + IPllg0r, < cUfl-1g + IVllg.ar, + 1P-14.00)- (9.59)
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Além disso, resultados em [7]] fornecem

VIl g.0q + IPllg0r < c(fl-1q + [IVllg.r + IPl=1.0.00 + I¥Il1=(1/9).q00))5 (9.60)

onde o = {x € Q : |x| = R} e onde temos usado a inequacdo |f||-; , o, < If|-1,. Utilizando o
teorema de traco deduzimos que

IVIh.g0e + IPllgar < cUfl-1g + [IVllgq + 1PI-1.6.00 + IV VIlg0p.)- (9.61)

Conseqiientemente, de (9.59), (9.61) segue-se que

IVVlig +11plly < c(fl-1g + IVIlg0p + PI-1.0.00)- (9.62)

E evidente que a relacdo (9.62) permanece inalterada se subtrairmos de v qualquer funcéo
h € D, e de p o correspondente campo de pressdo m € L,. Assim, (9.62) implica

IVlig +1Iplly < c(fl-1q + Inf{[lv = hllaq +lIp = 7ll-1000)- (9.63)

Agora asseguramos a existéncia de uma constante ¢, dependendo somente sobre n, g €
Qg, tal que
(ilgf){llv —hllgo, + llp = 7ll-1g0.D) < clfl-14. (9.64)

De fato, (9.64) segue de um argumento cldssico, como pode ser visto em [2] e, pelas
imersdes compactas Hé’q(Q) — LI(Q'), LI(Q) — H"9(Q) (com Q' um subconjunto limi-
tado de Q), desde que a unicidade se verifica na classe de solucdes v € 5(1)’q(Q), pE L4 Q).
Isso € equivalente ao fato que (9.40) admite somente solugcdes h € D, e 7 € L, o que ja
haviamos estabelecido no Teorema 9.7. Concluimos assim que (9.64) € valido, completando
a prova do teorema. O
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Capitulo 10

O limite de Navier-Stokes da equacao de
Boltzmann

10.1 Introducao

Os modelos hidrodinamicos tais como as equagdes de Navier-Stokes ou Euler foram primeiro
estabelecidos aplicando a segunda lei de Newton do movimento para elementos de volume
infinitesimal do fluido em consideracdo. Todas as equacdes da dindmica de fluidos podemos
obter deste modo (ver [18]). Nao obstante este método ndo funciona ao relacionar equacoes
de estado (expressando por exemplo a pressdo em termos da densidade e temperatura) o
coeficientes de transporte (conducgdo de calor o viscosidade) para dados microscépicos (tais
como as leis governando as interacdes moleculares). No caso particular da dinamica de gases
a teoria cinética permite expressar funcdes termodinamicas e coeficientes de transporte para
gases perfeitos em termos de puramente dados mecanicos sobre colisdes entre moléculas de
gas.

O trabalho de Boltzmann sobre os principios da mecanica sugere o problema de desenvolver
matematicamente os processos de limite os quais conduzem da vista atomistic as leis do
movimento (ver [16]).

Em [14] um resultado parcial deste problema foi obtido, i.e., o processo de limite desde a
equacdo de Boltzmann de a teoria cinética cldssica de gases para as equacOes de Navier-
Stokes de fluidos incompressivel. Este limite foi primeiro discutido por Y. Sone em [28] no
caso estaciondrio baseando-se em expansoes assintoticas formais e depois por C. Bardos, F.
Golse and C.D. Levermore em [5], [6] no caso dependente do tempo por um método sis-
tematico de moment-closure. A primeira prova matematica completa deste limite foi dado
por C. Bardos e S. Ukai [7] no caso dos dados iniciais pequenos que conduzem para solugoes
suaves; K. Asano [1] estudou independentemente o mesmo limite para curtos tempos. Uma
justificacao completa da expansao de Hilbert para o limite de Navier-Stokes incompressivel
como em [28]] foi dado por A. DeMasi, R. Esposito e J. Lebowitz em [11]. No entanto esses
métodos no conseguem incluir a generalidade de todos os dados fisicos iniciais aceitdveis
para as equacdes de Boltzmann ou Navier-Stokes, pelo menos desde que continua descon-
hecido se inicialmente soluciones suaves para estas equagdes podem ter singularidades num
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tempo finito. O erro na prova em [11] (pelo menos em seu presente formulagcdo) é que nos
conduce a solugdes da equacdo de Boltzmann que ndo sdo quasi sempre nao negativo, o
qual € incompativel com el significado fisico original das solu¢des da equagao de Boltzmann
como densidades do espago fase.

No presente os Unicos teoremas conhecidos sobre a existéncia global das solucdes para
ambas equagdes no dominio R? para todos os dados iniciais fisicamente aceitdveis foi dado
por J. Leray [20] no caso das equacdes de Navier-Stokes e de R. Diperna e P. L. Lions [12]
no caso da equagdo de Boltzmann. Ambos resultados nos conduzem a solugdes fracas para
os quais os métodos de [7] ou [17] ndo podem aplicar-se.

Por essa razao, um programa sobre a derivacao das solucdes de Leray (fraca) das equacdes
de Navier-Stokes desde as solucdes renormalizadas de DiPerna-Lions da equacgdo de Boltz-
mann foi estudada por C. Bardos, F. Golse e C.D. Levermore em [2]. Ali, a derivagdo é
discutida rigorosamente no caso do tempo discretizado sob dois condi¢cdes na seqii€éncia de
solucdes renormalizadas consideradas. Este método foi extendeu-se por P.-L. Lions e N.
Masmoudi para o caso de dependente do tempo em [22], sob as mesma dois condi¢des.
A verificacdo dessas condi¢Oes ndo esta garantida pela equagdo de Boltzmann na presente
afirmacdo de modo que as derivagdes em [2] e [22] ficam incompletas. Em [29] pode-se
encontrar uma recente pesquisa destas questoes.

Em [14] se mostra como evitar a necessidade para que ambas hipoteses ndo se verifiquem
em [2] ou [22], portanto provando o limite de Navier-Stokes da equacao de Boltzmann (in-
cluindo a equacgao de convecc¢ao-difusdo para o campo de temperatura) para todos os dados
iniciais fisicamente aceitaveis. Francois estuda o caso de nucleos de colisdes limitados.

Um método alternativo, proposto por J. Quastel e H.-T. Yau em [27] consiste em derivar
as equacdes de Navier-Stokes de stochastic lattice gas. Alguns métodos em [27] podem
eventualmente provar utilidade no contexto de limites hidrodindmicos. Nao obstante este
resultado esta distante da sexta questdo original de Hilbert [16]: a verdade o modelo mi-
croscopico em [27] ndo é um principio fundamental da fisica ni uma conseqiiéncia de esta.
Tudo o contrario, a equacdo de Boltzmann é ampliamente aceitado e usada como um modelo
microscopico legitimo. De fato, esta foi rigorosamente derivada por O. Lanford da dindmica
Newtoniana de um numero grande de esferas inter-atuando por colisdes eldsticas [19]-ver
também [9].

10.2 A equacao de Boltzmann

Na teoria cinética, um gas € descrito por uma funcdo F' = F(¢, x,v) > 0 medindo a densidade
de moléculas de gas as quais no tempo ¢ € R, sdo localizadas em x € R? e tem velocidade
instantinea v € R3. Esta funcdo, chamada usualmente “funcio de distribui¢do”, é governada
por a equacdo de Boltzmann.

0F +v V.F = B(F,F) (10.1)
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onde B(F, F) é a integral de colisdo de Boltzmann. Esta integral de colisao atua somente sob
v de F e esta expressado como

B(F,F)(t,x,v) = f (F'F{ = FF)b(v — vy, w)|cos(v — vy, w)ldwdv, (10.2)
R3xS2
onde as notagdes F, F’ e F| designam respectivamente os valores F(z, x,v,), F(t,x,v') e

F(t, x,v)), com v’ e v| dados em termos de v; € RiewesS3 por as formulas

VvV =v-(-v)ow (10.3)

/ —
v =v - (Vv —-v))ow
Essas formulas dan todas as solu¢des possiveis para o sistema com v’ e v/| desconhecidos

VU = v+

712

10.4
WP+ [P =+ o (10

em termos dos dados v e v; e de um vetor unitdrio arbitrario w. As relacdes (10.4) sdo a
conservacao de momento e energia cinética para cada colisao binaria entre moléculas de gas.
A notacio dw designa a medida uniforme sobre a esfera S 2 normalizada assim, temos

f dw =2, oqueimplica f |cos(z, w)ldw =1 VYzeR? (10.5)
s? 52

onde usamos a notacio
doy,, (w) =|cos(v — vy, w)|ldw (10.6)

Observe que (ver [14])
Aoy, (@) = dory, () (10.7)

Desde que o fungdo (v, v;) »> (v/,v}) é uma isometria linear de R* x R? para cada w € S?,
temos

dwdvdv, = dwdv'dv

10.8
Ao (@)dudv, = dory y (@)dV' d, (10.8)

O nucleo colisdo b = b(z, w) é em geral uma funcdo quasi sempre positiva definida sobre
R x §2 e que satisfaz

b(v — vy, w) = b(v, —v,w) = bV — v}, w) (10.9)

para quase sempre (v, vy, w) € R? X R? x §2. Também assume-se que satisfaz a condigfio
(1 + [v)) f f b(v - vy, w)do,,, (W)dv, — 0 as || = +o0 (10.10)
lvui|<R JS2

para todo R > 0. Esta estimativa € valida para todos os potenciais fisicamente relevantes
satisfazendo a hip6teses de cutoff angular de Grad ( ver [15] e [8] para mais detalhes). Essas
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propriedades do ntcleo colisdo b especialmente a simétrica (10.8) e (10.9), implica que a
relacdo

f f (P f1 = F 0,01, Ubw = 11, @)y (@) dus
- f f P f1 = F IO 00 VbW = v1, @)y @)dindy (10.11)
= ff (f' fi = fOPW, vy, V'v)b(U — vy, w)do,,, (w)dv,du

com

1 .7 ’ 7’
E(SD(U, v, vv)) + (v, v, v, 0'))

¢(U’ Ui, U/9 UI])

1 7’ ’ ’ 7
Z((,o(v, v, U, U) + (U, v, U, Y)

-V, v}, v,v1) — V), V', vy, v))

q)(U, Uy, U/v UI])

sdo validas sempre que as integrais tiveram sentido, por exemplo se
feCuR) ese ¢eCR xR>xRxR?).

O estado de equilibrio para a integral de colis@o de Boltzmann em outras palavras E = E(v)
tal que B(E, E) = 0 sao o Maxwelliams, i.e. as funcdes distribuicdo da forma

p _ |U7u\2

My.6(v) = o2t (10.12)

para algum p > 0, 6 > 0 e u € R?. Usaremos a notagdo M para designar My o).

Estamos interessados com solucdes da equagdo de Boltzmann os quais convergem para
algum estado Maxwelliam quando |x| — +oco sem perder geralidade podemos assumir que
este Maxwelliam € M(M = M, ,1)). Consideremos a seguinte variante escalada de (10.1)

1
€d,F.+vV,F.=-B(F.,F), t>0, xveR’
€

F.(t,x,v) > M(v), as |x|—> +oo (10.13)

F0,x,v) = Fé"(x, v), x,ueR’
onde € > 0 designa o order comum da magnitude do numero de Knudsen e Mach (ver

introdugdo em [2] para um estudo detalhado sob scalings), e onde F™ > 0 quase sempre, é
uma familia de fun¢des mensuraveis tal que

1ff F™ Fe F"+ M
S:iopez e log| = ¢

Para qualquer par de fungdes mensurdveis f e g definido quase sempre sobre R® x R? e
satisfazendo f > 0 e g > 0 quase sempre, usamos a notacao seguinte para a entropia seguinte

o= [ [ [flog(g) frg

dvudx < 400 (10.14)

dudx € [0, +00] (10.15)
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Uma solucdo renormalizada relativa a M de (10.13) € uma funcdo ndo negativa F, que per-
tence a C(R,; L! (R*; L'(R?))), satisfaz

+> lac

( )B(FE,F ye Ll (Ry xR*xR?) (10.16)

loc

paratodo I' € C'(R,) tal que
I'o)=0 e z— {1 +2I'(z) elimitado sobre R,, (10.17)
tem entropia finita relativa para todos os tempos relativos:
H(F(t,-,)IM) < 400, t>0 (10.18)

e finalmente satisfaz

f wff (8,)(+ IUVX)() Mduvdxdt
. f f r(—) (0, x, v)Mduvdx (10.19)

+00
ff F’ B(FE, Foydvdxdt =0

para cada fungio teste y € CZ(R, x R® x RY).
Os métodos de R. DiPerna e P.-L.Lions [12]-e seu extensdo por P.-L.Lions [25]-conduzem
ao seguinte resultado de existéncia global.

Teorema 10.1. Sea € > 0 e F" = F"(x,v) uma fungdo quase sempre néo negativa medible
definida sobre R® x R? tal que H(F™|M) < +oo. Entdo existe uma solucdo renormalizada de
(10.13) relativo a M o qual satisfaz

e A conservagdo local de massa no sentido de distribuicoes

1
0, f Fedv+V,.— f vFdv=0, t>0, xeR’ (10.20)
€
e ¢ a desigualdade da entropia relativa

1
H(FAt,-,)M) + éfffD(Fe)dvdxds < H(F"\M) (10.21)
0

para todo t > 0, onde o termo de dissipacdo D(f) é definido para todas as funcées
mensurdveis positivas f = f(v) por

1 4 4
D(f) = 2 ff(f/f]’ — fflog (%) b(v — vy, w)do,,, (w)dv. (10.22)
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Que a conservagao local de momento
1
0, vaedv +V,.— fv QuF.dv=0 (10.23)
€

se verifica no sentido de distribui¢des sobre R* x R* é ainda desconhecido, a menos que F
¢ uma solucdo classica da equagao de Boltzmann. (P.-L. Lions e N. Masmoudi fizeram uma
interessante observagao adicional sobre o item dado em [23]). Isto € uma das dificuldades
em derivar rigorosamente os modelos hidrodinamicos da equacio de Boltzmann.

Da mesma maneira, é ainda desconhecido se (10.21) é uma igualdade a menos que F, é uma
solucdo cléssica; a relacdo (10.21) com o sinal da igualdade € uma das mais importantes
propriedades formais da equagao de Boltzmann conhecida como teorema H de Boltzmann.

Observacao 10.1. A nogdo de solug¢do renormalizada relativa a M da equagdo de Boltzmann
(10.13) ligeiramente difere da nocdo original de solucdo renormalizada definida em [12],
[25]]. Um argumento elemental mostra que as solugcées renormalizadas no usual sentido con-
struido em [25] sdo solugcoes renormalizadas relativas a M como definidas anteriormente.

10.3 As equacoes de Navier-Stokes

As equacdes de Navier-Stokes governam o campo de velocidade
u = u(t,x) e R?

de um fluido incompressivel. Ellos sdo

V.u=0, t>0, xeR’

3 (10.24)
ou+uVeu+Vep=vAu, t>0, xeR

donde v > 0 é a viscosidade cinematica do fluido. A primeira igualdade expressa que o

movimento do fluido preserva o volume e chamada como a condi¢do de incompresibilidade;

a segunda igualdade expressa a segunda lei de Newtom de movimento para qualquer volume

infinitesimal del fluido.

Considere os espacos de funcdes

H={ue PRR)V,.u=0}, V=HnH®R;R
Em particular H é o espaco dos campos de velocidades incompressiveis en trés dimensdes

con energia cinética finita % f lu>dx.
Sea u™ € H, e considere o problema de Cauchy para com dado inicial.

u(0, x) = u™(x), xeR>. (10.25)
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Uma solugdo fraca para o problema de Cauchy (10.24)-(10.25) € um elemento u € C(R,; w—
H) N L*(R,; V) que satisfaz a relagdo.

+00 +00
f f u(t, x) - O,x(t, x)dxdt + f f u®(t, x) : Vo (t, x)dxdt
0 0

+00
+ fui” -x(0, x) = vf fou(s, x) : Vox(s, x)dxds
0

para cada campo de vetores teste com divergéncia livre y € C®(R, XR*; R?). Lembremos que
o Unico teorema de existéncia global conhecido vélido para o problema de Cauchy (10.24)-
(10.25) sem restricao sobre o tamanho do dado inicial na classe H do campo de velocidades
trés dimensionais com divergéncia libre e um energia cinética finita libre é o seguinte

(10.26)

Teorema 10.2 (J. Leray ). Para cada u™ € H, existe pelo menos uma solucdo fraca de
(10.24)-(10.25) satisfazendo a desigualdade da energia

1 o0 1 .
Eflu(t,x)lzdx+vf fIqu(s,x)lzdxdss Eflu”’(x)lzdx (10.27)
0

para tudo t > 0

A solugdo fraca de (10.24)-(10.25) que satisfaz ademais a desigualdade de energia (10.24)

para todo ¢ > 0 chama-se uma solu¢do de Leray. Ainda é desconhecido se existe uma Unica
soluc¢do de Leray de (10.24)-(10.25). Nao obstante se o sistema (10.24)-(10.25) tem uma
solucdo classica com x-derivadas limitadas, esta solugdo € unica entre a clase das solucoes
de Leray de (10.24)-(10.25). Nao se provo ainda a igualdade para (10.27), a menos que u é
uma solugao classica de (10.24)-(10.25). Também € desconhecido a verificagdo da igualdade
de (10.21) a menos que F, é uma solugdo cldssica de (10.13).
A desigualdade da energia de Leray (10.27) e a desigualdade da entropia de DiPerma-Lions
(10.21) sao similares. Mais precisamente, foi provado por C. Bardos, F. Golse e C.D. Lever-
more em [2] que a desigualdade da energia de Leray (10.27) € a forma limite da desigualdade
da entropia de DiPerna-Lions (10.21). Isto confirma a opinido expressada por P.-L. Lions
(ver [24], p.432): “[...] o resultado da existéncia global das [renormalizadas] solugdes [...]
podem serem vistas como o andlogo para a equacdo de Boltzmann pelo trabalho sobre as
equacoes de Navier-Stokes por J. Leray™.

10.4 O sistema Navier-Stokes-Fourier.

O sistema de Navier-Stokes-Fourier € uma extensao das equacgdes de Navier-Stokes que mod-
elam o campo de velocidade u = u(z,x) € R* e o campo de (flutuacdo de) temperatura
0 = 0(t, x) € R em um fluido incompressivel. O sistema de Navier-Stokes-Fourier é
V.u=0, t>0, xeR’
Ou+uVyu+Vep=vAu, t>0 xeR? (10.28)
00 +uvV,0=xA0, t>0, xeR’
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onde « > 0 € o coeficiente de condugdo de calor.
Considere o problema de Cauchy para (10.28) com dado inicial

u(0, x) = u™(x), 6(0,x) = 6"(x), xeR? (10.29)

onde u™ € H e 6™ € L*(R*). Uma solugdo fraca do problema de Cauchy (10.28)-(10.29) é
um par onde u é uma solugdo fraca da equacdo de Navier-Stokes e 8 uma solucao no sentido
de distribui¢des do problema de Cauchy drift-diffusion

9,0 + V. (ud) = kA0, t>0, xeR’

‘ 3 (10.30)

0(0,x) =0"(x), xeR
Teorema 10.3. Para cada u™ € H e 8" € L*(R?), existe pelo menos uma solugdo fraca (u, 6)
de (10.28)-(10.29) que satisfaz a desigualdade de energia

l 2 § 2
2jV(Iu(t,x)l +29(t,x) )dx

! 5
+ f f (v|vxu(s,x)|2+§K|vx0(s,x)|2)dxds (10.31)
0

1 in 2 é in N2
< 2f(lu (x)] +20 (%) )dx

para todo t > 0

Uma solucao fraca de (10.28)-(10.29) que também satisfaz (10.31) € também referida
como uma solucao de Leray.
Nio obstante, existe uma certa arbitrariedade em considerar o funcional de Liapunov

! f (lu(r, Xl + ée(t, x)*|dx (10.32)
2 2

em na desigualdade de energia (10.31). Um teorema de existéncia similar € vdlido com
o coeficiente 5/2 multiplicando a temperatura substituindo por qualquer numero positivo.
A razdo para usar especificamente o coeficiente 5/2 no teorema arriba é que a quantidade
(10.32) € a ordem principal da entropia relativa (10.18) em o limite de Navier-Stokes quando
€ — 0 no espaco de dimension 3. A pesar do fato que este funcional de Liapunov se reduce
a energia cinética no caso # = 0 ndo coincide com a energia total no caso geral: ver [26] para
uma descri¢do detalhada de modelos com a temperatura em fluidos incompressiveis.

10.5 Principais resultados.

O limite de Navier-Stokes(ou Navier-Stokes-Fourier) da equacdo de Boltzmann considera
flutuacdes da densidade do numero proximo num Maxwellian absoluto. De [2] pegamos as
seguintes notacdes para tais flutuacgoes.
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10.5.1 A equacio de Boltzmann préximo ao Maxwelliam uniforme.

Primeiro, a densidade do numero relativo e as flutuagdes da densidade do numero sdo deno-
tadas por

F Fo-M
Ge=—, ge=— 10.33
M 5T T Me (10.33)
mientras o integrando de colisdo scaled é
1 ’ ’
de = _Z(GEGel - GeGel) (1034)
€
A integral para a medida unitdria Mdv é denotada
(g) = f gM)dv, Vge L'(Mdv) (10.35)
Sem perder geralidade podemos assumir que a medida
du(v, vy, w) = b(v — vy, w)do,,,,(W)M,dv,Mdv (10.36)
também € uma medida unitdria; a integral para esta medida unitaria é denotada por
(g = fff q, vy, w)du, vy, w), Vg€ L'(dp). (10.37)
Precisaremos o operador de colisdo linearizado
£6)= [ [+ e1-¢ - bt - vi. Mo, @M, (1038)

como também a Hessiam da integral de colisao no Maxwellian M a qual é denotada por

Qg.8) = f f (88 — 881)b( — vi, w)do,, (WM dvy. (10.39)
Assumamos que o nucleo de colisdo de Boltzmann b satisfaz a hipdtese

1
5 S b(z,w) < be, z€R) weS? paraalgum b, >0...(H1).
As principais propriedades do operador de colisdo linearizado £ foi provado por H. Grad
[15] e lembraremos abaixo.

Proposicao 10.1. Para qualquer niicleo de colisdo b satisfazendo (H1), L é um operador
Fredholm auto-adjunto ndo negativo limitado sobre L*(Mdv) com espago nulo

kerL = span{1,vy,v,,vs, [U*} (10.40)



212CAPITULO 10. O LIMITE DE NAVIER-STOKES DA EQUACAO DE BOLTZMANN

Como cada entrada do tensor v® — 1[v*I e do vetor 1u(Ju|* —5) & ortogonal a ker L, existe
um unico tensor A e um unico vetor B tal que

LA= - l|u|21, A € (kerL)* c L*(Mdv)
. 3 (10.41)
LB = 5u(|v|2 —35), Be (kerf)* c LA(Mdv).

As principais propriedades do operador bilinear Q sdo mostradas na seguinte proposicao

Proposicao 10.2. Para qualquer niicleo de colisdo b satisfazendo (H1) e todo p € [1, 0],
Q define por polarizacdo um operador bilinear simétrico continuo (denotado por Q) de
LP(Mdv) x LP(Mdv) x LP(Mdv). Ademais,

1
Qg,3) = Ezj(gz), Vg € KerL (10.42)

Entre a classe de nicleos de colisao satisfazendo (H1), nos limitaremos aqueles para os
quais

A(v)| + |B
AN+ B o para algun p20...(H2)
1+ |vp

A classe de nucleos de colisdo satisfazendo (H1) e (H2) ndo e vazia desde que contem al
menos todos os niucleos colisdo da forma b(z, w) = b(| cos(z, w)|) satisfazendo (H1). Estos
nucleos de colisdo correspondem a moléculas Maxwellian cutoff e satisfazem (H2) com

p = 3 (ver [8]).

10.5.2 Os teoremas limite.

Denotemos por P a projecao de Leray, i.e., a projecdo ortogonal sobre o espago de campos
de vetores de divergéncia libre em L*(R?) -em particular, para qualquer p € H'(R?), temos
P(V,.p) = 0. O operador P assim definido coincide com um operador pseudo-diferencial
classico de ordem 0 sobre R?, e portanto tem uma extensdo natural a distribuicdes temperadas
sobre R

Teorema 10.4 (Limite de Navier-Stokes-Fourier fraco). Seja b satisfazendo (H1)-(H2), e
seja F™ uma familia de fungcdes mensurdveis ndo negativas quase sempre sobre R? x R3
satisfazendo

H(F"\M) < C™"e (10.43)

para algum C™ > 0 e todo € > 0, também como as propriedades da convergéncia
1 in in 23
P{- | vFldv|—>u" w-L"R) as e€—0.

€

1 1 (10.44)
- f(§|v|2 - 1)(F2" —M)dv - 6" in w-L*R? as e€—0.
€
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Seja F. uma familia de solucdes renormalizadas de (10.13). Entdo a familia

1 1 1
(—jvaEdv,—f(—lvl2 - l)FEdv)
€ € 3

é relativamente compacta em w—L}OC(dtdx) e cada um de seus pontos limites quando € — 0
e uma solucdo fraca de (10.28)-(10.29) com viscosidade e coeficiente de difusdo calor dado
por as formulas

1

= T A (LAMdv, «

v B - (LB)Mdv. (10.45)

15
Para dados iniciais bem postos, o anterior resultado de compacidade fraca nos conduce

a solugdes de Leray em vez da solucdes fracas. Primeiro recordemos de [2] a seguinte

defini¢ao

Definicdo 10.1. A familia g. = g.(x,v) de L} (Mduvdx) converge a

loc
g = g(x,v) entropicamente quando € — 0 se

e Paracada e, 1 + €g. > 0 quase sempre sobre R? x R?,
e g. dgemw— L}Oc(Mdvdx) quando € — 0,

e and . |
—SHM(1 + ego)lM) — f (g°)dx
€ 2

quando € — 0.

Esta nocdo de convergéncia é a convergéncia natural no contexto do limite de Navier-
Stokes(-Fourier) da equacao de Boltzmann, como foi mostrado em [2].
Especificamente, esta referencia provo que a desigualdade da energia de Leray (10.31) é a
forma limite da desigualdade da entropia de DiPerna-Lions (10.21)) estabelecendo a desigual-
dade lembrada em apéndice B de [14]. Usando esta desigualdade junto com teorema (10.4),
obtemos a seguinte afirmacdo de convergéncia relacionado as solu¢des de DiPerna-Lions de
Boltzmann com as solucdes de Leray do sistema de Navier-Stokes-Fourier

Corolario 10.1 (dados bem postos). Com as mesmas hipoteses como em teorema (10.4),

assuma que _
1 Fl'(x,v) - M , o1
— (XA;)(U) @, i+ ¢ ()5 (Il - 5)
entropicamente at rate € quando € — 0, onde u™ € H. Entdo todos os pontos limites da
familia
1 1 I
— | vFydv,— | (=|v]" = 1)Fdv (10.46)
€ € 3

quando € — 0 sdo solucoes de Leray de (10.28)-(10.29) com viscosidade e coeficientes de
difusdo calor dados por a formula (10.45).
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Ademais, se o dado inicial limite ™ ¢ suave e tal que (10.28)-(10.29) tem uma tnica
solugdo suave u, o anterior resultado de compacidade fraca pode extender-se num resultado
de convergéncia forte no seguinte teorema

Teorema 10.5 (O limite de Navier-Stokes-Fourier forte ). Com as mesmas hipoteses como
em teorema (10.4) assuma que

1 Fé"(x, v) — M(v)
€ M(v)

— u"(x).v+ Hi”(x)%(lvlz -5) (10.47)

entropicamente quando € — 0, onde u™ é um campo de vetores com divergéncia libre tal
que as equacoes de Navier-Stokes (10.24)-(10.25) com v como em (10.45) tem uma solucdo
forte u (ver [10]). Seja 0 a solugdo da equagdo de drift-diffusion (10.30) com k como em
(10.45). Entdo, para todo t > 0,

1 F"(x,v) — M(v)
€ M(v)

— u(t, x).v + 0(t, x)%(lvl2 -5) (10.48)

entropicamente € quando € — Q.

Teorema 10.5 € uma conseqiiéncia direta do teorema 10.4 e um resumido argumento
baseado no fato que a desigualdade (10.31) fica na igualdade no caso das solucdes fortes.

10.5.3 O limite Navier-Stokes.

Os unicos resultados existentes sobre o limite de Navier-Stokes (sem restricdes no tamanho
ou regularidade dos dados inicias, i.e., comecar desde solucdes renormalizadas da equagao
de Boltzmann) sdo devidos a C. Bardos, F. Golse e D. Levermore [2] para o problema esta-
ciondrio e por P.-L. Lions e N. Masmoudi [22] para o problema dependente do tempo. Ambos
sdo baseados em as hipéteses seguintes

e Primeiro, a familia das solucdes renormalizadas F. de (10.13) consideradas no limite
quando € — 0 a conservagao local do momento,i.e.

€0, f vF.dv+V,. f v?F.dv=0... (Al)

no sentido das distribui¢des sobre R’ X R3:
e ademais, a familia F € tal que

(1 + PP)(Fe = M)?
EM(F.+ M)
w — L, (dtdx; L'(Mdv)). .. (A2)

e relativamente compacto em
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Como foi mencionado antes, se as solugdes renormalizadas da equacdo de Boltzmann sat-
isfazem (A1) fica um problema aberto importante. Assim mesmo, a conservagao global da
energia nao esta garantida pela teoria de DiPerna-Lions em seu estado atual; so a desigual-

dade : .
ffilvleE(t,x,v)dxdvsffilvleZ’(x,v)dxdv (10.49)

€ conhecido ser vdlido para todo ¢ > 0 no caso de dominios limitados. Por esta razao so
as equagoes de Navier-Stokes (e ndo o sistema de Navier-Stokes-Fourier) foi derivado em
ambas referencias [2] e [22] com hipéteses (Al) e (A2).

Por outro lado, se a hipdtese (A2) € satisfeita por as solu¢des renormalizadas da equacdo
de Boltzmann (10.13) em o Navier-Stokes scaling também fica desconhecido. Foi provado
por C. Bardos, F. Golse e C. D. Levermore (ver [2]) que a quantidade em (A2) € de or-
dem O(|logel) em Lf"(Ll(Mdvdx)). Tal controle basta para estabelecer todos os limites
hidrodindmicos que conduzem aos modelos macroscopicos linearizados tales como o limite
acustico em [3]], [4] e [13], o limite de Stokes em [2],[3] e [23] ou o limite de Stokes-Fourier
em [13]. Contudo, este control ndo e suficiente para obter o limite de Navier-Stokes.

Foi destacado por a primeira vez em ([3], [4]) que as leis de conservacao local de momento e
energia podem estabelecer-ce no limite quando € — 0 usando o estimativa O(|loge|) provada
em [2] para a quantidade que aparece em A2 e em o Stokes scaling. O método usado em
nestes trabalhos aplicou-se somente a nudcleos de colisdo limitados; contudo estes papers
deixaram claro que as leis de conservagao local necesitam estabelecer-se no limite somente.
Issto foi feito a primeira vez por F. Golse e C.D. Levermore em [13], para nuicleos de co-
lisao geral (incluindo cutoff potenciais e moléculas de Maxwell), usando as simetrias (v, v;),
(v',v)) da integral de colisdo de Boltzmann (1.8) e (1.9) com a desigualdade de Young e
alguns de seus variantes descritos em apéndice A em [14]. Mais recentemente, C.D. Lev-
ermore € N. Masmoudi [21] anunciaram uma prova destes leis de conserva¢do no limite
hidrodinamico e para Navier-Stokes scaling, esta vez com hipoteses o qual, embora ligeira-
mente mais fraco do que (A2), também fica sem verificar.

Portanto, verificando (A2) fica a principal obstru¢do em derivar as equacdes de Navier-Stokes
de a equagdo de Boltzmann.
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