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1.1 Cinemática dos Movimentos dos Fluidos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
1.2 Linhas de Corrente . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
1.3 Derivada Material . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
1.4 Leis de Conservação no Fluido . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

1.4.1 Conservação de massa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
1.4.2 Conservação do Movimento . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
1.4.3 Equação de Estado . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
1.4.4 Teorema de Transporte de Reynolds . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
1.4.5 Circulação e Teorema de Kelvin . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
1.4.6 Conservação de Energia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

1.5 Fluidos ideais: conseqüências não-fı́sicas. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
1.5.1 O paradoxo de d´Alembert . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
1.5.2 Viscosidade em Gás . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
1.5.3 Fluxo simples laminar (Lei de Pouseuville) . . . . . . . . . . . . . 23

Bibliografia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

2 Fluxos ideais bidimencionais 27
2.1 Função de corrente do Stokes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

2.1.1 Movimentos axissimétricos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
2.1.2 Função de corrente de Stokes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
2.1.3 Fonte simples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
2.1.4 Explosão submarina . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
2.1.5 Corrente uniforme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
2.1.6 Fonte em uma corrente uniforme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

2.2 Tensores em fluı́dos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
2.2.1 Condições de fronteira para as equações de Navier - Stokes . . . . . 49

Bibliografia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

3 Teoria de Jatos 53
3.1 O método do hodógrafo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53
3.2 Jato dentro de um bocal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55
3.3 Jatos sobre placas planas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

III



IV CONTEÚDO
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7.1 Fluido é cisalhado entre placas paralelas.A diferença de velocidade é man-
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Capı́tulo 1

Introdução à Dinâmica dos Fluidos

1.1 Cinemática dos Movimentos dos Fluidos
Suponha um fluido contido em uma região D com fronteira ∂D. Classicamente existem duas
abordagens ao seu estudo:

1. Descrição de Euler: Consiste em fixar um ponto do espaço e equacionar os campos
de velocidade sobre ele. Sobre o ponto P = (x, y, z) especificam-se:

u(x, y, z, t): campo de velocidades.
ρ(x, y, z, t): densidade (massa especı́fica) do fluido no ponto.
f (x, y, z, t): resultante das forças externas que atuam sobre o fluido.
τi j(u): tensão no interior do fluido.

2. Descrição de Lagrange: Consiste em determinar um elemento de fluido e equacionar
seu movimento. Sobre esse elemento de fluido, especificam-se:

Y(x, y, z, t): caminho percorrido.
Y(0) = (x0, y0, z0, z0): posição inicial.

A partir desses dados, chega-se ao seguinte sistema evolutivo de equações diferenciais
ordinárias não-lineares:

dY
dt

= u(Y, t)

Y(0) = (x0, y0, z0, t0)

Garante-se a existência e unicidade (local) de soluções sob condições de Lipschitz,
isto é, se para uma região Ω ⊂ D, existe M > 0 tal que

|u(r′, t) − u(r, t)| ≤ M|r′ − r|, para todo r′, r ∈ Ω.

Note que, para descrever uma propriedade H do fluido, podemos usar qualquer uma
das duas descrições, pois

H(x, y, z, t) = H(Y(x, y, z, t), t)

3
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1.2 Linhas de Corrente
Considere a descrição material - a do movimento -, isto é, a descrição Lagrangiana. Logo, o
vetor posição da partı́cula x será dado por x(Y, t). Derivando disto o campo vetorial u, dado
por

u =
dx
dt

= u(x, y, z, t)

Este campo é denominado campo de velocidades e suas trajetórias, soluções das três equações
simultâneas dx/ds = u, onde ds denota o elemento de comprimento, são as linhas de
corrente. O parâmetro s não pode ser confundido com o tempo, pois, nas equações para
obtenção das linhas de corrente, o tempo é mantido fixo, de forma que as curvas resultantes
são as linhas de corrente no instante t. Elas podem variar de instante para instante e, em
geral, não coincidem com o caminho da partı́cula, já que

dx
dt

=
dx
ds

ds
dt

o caminho coincide com as linhas de corrente apenas se x = s.

1.3 Derivada Material
A partir da descrição lagrangiana de um fluido, definimos

d
dt
≡

(
∂

∂t

)

Y

(derivação com respeito ao tempo mantendo o caminho Y constante). Então a derivada ma-
terial deve ser interpretada como a taxa de variação de uma propriedade observada ao acom-
panhar seu deslocamento sobre o caminho. Em particular, a derivada material da posição da
partı́cula é sua velocidade. A relação da derivada material com a derivada parcial tradicional
∂/∂t idêntica à derivada com respeito ao tempo que mantém a posição é:

dH
dt

=
dH(Y, t)

dt
=
∂H(x(Y, t), t)

∂t
=
∂H
∂xi

∂xi

∂t
+
∂H
∂t

= ui
∂H
∂xi

+
∂H
∂t

=
DH
dt

Finalmente,
DH
dt

= u.∇H +
∂H
∂t

a aceleração do fluido é dada, por exemplo, por

a(x, y, z, t) =
Du
dt

= u.∇u +
∂u
dt

Em fluidos, para que se obtenha a variação de uma certa propriedade, utiliza-se a derivada
material. Da análise vetorial, temos a identidade

∇(a.b) = a.∇b + b.∇a + a ∧ (∇ ∧ b) + b ∧ (∇ ∧ a)
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Assim, a pode ser reescrita, com

a =
Du
dt

= u.∇u +
∂u
∂t

=
∇(u2) − 2u ∧ (∇ ∧ u)

2
+
∂u
∂t

Logo, definindo o vetor w = ∇ ∧ u, a vorticidade, temos

a =
Du
dt

=
∂u
∂t

+
∇(u2)

2
− u ∧ w

1.4 Leis de Conservação no Fluido

1.4.1 Conservação de massa

A dinâmica dos fluidos se preocupa com o estudo do movimento de fluidos. Como os
fenômenos considerados em dinâmica dos fluidos são macroscópicos, o fluido é visto como
um meio contı́nuo. Isso significa que qualquer pequeno elemento de volume no fluido é tão
grande que ainda contém um grande número de moléculas. Portanto, as expressões “partı́cula
de fluido”e “ponto em um fluido”devem ser compreendidas como fisicamente pequenas, mas
isso não significa que, quando falamos em ponto, referimo-nos a uma única molécula.
Agora, entraremos na conservação de massa propriamente dita. Inicialmente, consideramos
um volume do espaço Vo. A massa de fluido nesse volume será

∫∫∫

Vo

ρdv,

onde ρ é a densidade do fluido. Seja S a superfı́cie de fronteira do Vo e considere ds um
pequeno elemento dessa superfı́cie. A massa de fluido que atravessa esse elemento de área
por unidade de tempo é ∫∫

ρu.nds.

Note que n é o vetor unitário normal exterior à superfı́cie no ponto. Essa expressão pode ser
reescrita como ∫∫

ρu.ds,

só que com ds como vetor. A massa total que flui através da superfı́cie de Vo é então ò
∫∫

ρu.ds

Finalmente, a queda, por unidade de tempo, da massa de fluido em Vo pode ser escrita como

− ∂
∂t

∫∫∫
ρdv
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Mas a perda de massa sem que haja uma fonte no interior de Vo se dá unicamente pela entrada
ou saı́da de fluido devido a seu fluxo. Logo,

∫∫
ρu.ds = − ∂

∂t

∫∫∫
ρdv = −

∫∫∫
∂ρ

∂t
dv

Por outro lado, devido ao teorema de Gauss,
∫∫

ρu.ds =

∫∫∫
div(ρu)dv,

de forma que ∫∫∫ [
∂ρ

∂t
+ div(ρu)

]
dv = 0

Então,
(∂ρ/∂t) + div(ρu) = 0.

Expandindo div(ρu) , chegamos a

∂ρ

∂t
+ div(ρu) + u.∇ρ = 0

ou seja,
Dρ
dt

+ ρdiv(ρu) = 0

chamada Equação da Conservação de Massa ou Equação da Continuidade. Note que:

(i) No caso em que há uma fonte no interior de Vo, temos:

Dρ
dt

+ ρdiv u = 4πτρ

(ii) O Fluido é dito Incompressı́vel se

Dρ
dt

= 0.

1.4.2 Conservação do Movimento
Continuamos considerando um volume Vo do espaço limitado por uma superfı́cie S . Em um
ponto dessa superfı́cie, agirá uma força d f = pds, onde p é a pressão no ponto. A força total
agindo no volume será

−
∫∫

p.ds = −
∫∫
∇p.dx

Mas, pela Segunda Lei de Newton, temos

F = m.a = m
du
dt
.
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Em nosso caso, dm = ρdx, de forma que

F =

∫∫∫
ρ

du
dt

dx = −
∫∫∫

∇pdx de onde vem ρ
du
dt

= −∇p

Agora,
du
dt

=
∂u
∂x

dx
dt

+
∂u
∂y

dy
dt

+
∂u
∂z

dz
dt

= (∇u).u = u∇u

Assim,
du
dt

+ u.∇u = −1
ρ
∇p

logo
Du
dt

= −1
ρ
∇p (Equação de Euler)

Observe que:

(i) Se houver uma força adicional, como em um campo gravitacional, por exemplo, a
equação de Euler toma a forma

Du
dt

=
F
ρ
− 1
ρ
∇p

onde F é a força determinada pelo campo.

(ii) Ao derivar essas equações de movimento, não se levou em conta qualquer processo
de dissipação de energia causado pela fricção interna (causada pela viscosidade) ou
mesmo pelas trocas de calor no fluido.

(iii) A ausência de trocas de calor entre o fluido e os corpos ao seu redor e mesmo no
interior do próprio fluido indica que o movimento é adiabático no fluido. Podemos
expressar esse fato matematicamente com ds/dt = 0, onde s é a entropia no fluido.
Essa condição também pode ser expressa como

∂s
∂t

+ u.∇s = 0

(iv) Lembrando que
Du
dt

=
∂u
∂t

+ u.∇u =
∂u
∂t

+
1
2
∇u2 + ω ∧ u

onde w = ∇ ∧ u temos que, se a forma do corpo é conservada, isto é, existe K tal que
F = −∇K (equivalentemente, há um campo de forças), chegamos

∂u
∂t

+
1
2
∇u2 + ω ∧ u = −∇K

ρ
− 1
ρ
∇p (1.1)
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1.4.3 Equação de Estado
As equações da dinâmica dos fluidos são muito simplificadas no caso de fluxos regulares. Por
fluxos regulares, referimo-nos aos fluxos cuja velocidade é constante ( independentemente
do instante ) em cada ponto do fluido.
Descrevemos agora a obtenção da equação de Bernoulli para um caso mais geral e depois
particularizaremos. Seja o movimento do fluxo irrotacional, isto é, ω = ∇∧u = 0 e considere
a região D que involucra o fluido simplesmente conexo. Logo, existe φ tal que u = −∇φ.
Tomando certas condições de regularidade, temos

∂u
∂t

= −∇∂φ
∂t

Obtemos conseqüentemente de (1.1)

∇
(
−∂φ
∂t

+
u2

2
+ K

)
+

1
ρ
∇p = 0

Finalmente, ∫

C

[
∇

(
−∂φ
∂t

+
u2

2
+ K

)
+

1
ρ
∇p

]
dr = Ψ(t)

onde C é o caminho percorrido. Então,

−∂φ
dt

+
u2

2
+ K +

∫
1
ρ

dp = Ψ(t)

chamada Equação de Estado ou Equação de Bernoulli.
Observe que:

(i) Considere o caso em que ρ é constante e o movimento é estacionário (fluxo estável).
Então,

∂φ

∂t
= 0

e a equação torna-se
u2

2
+ K +

p
ρ

= Ψ

(ii) Considere um movimento de um fluxo estável incompressı́vel. Para aplicarnos a in-
compressibilidade, é necessário voltar a

∇
(
−∂φ
∂t

+
u2

2
+ K

)
+

1
ρ
∇p = 0

Tomando o produto interno dessa equação com u, obtém-se

u
∇u2

2
+ u∇K +

1
ρ

u∇p = 0
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então
D
∂t

(
u2

2
+ K +

p
ρ

)
= 0

Integrando sob uma linha de corrente, chegamos a

u2

2
+ K +

p
ρ

= Ψ

com Ψ constante na linha de corrente

1.4.4 Teorema de Transporte de Reynolds
Seja D uma região simplesmente conexa que contém uma região de volume V sob a ação de
uma força F(x, t). A força total agindo sobre este volume é

F(t) =

∫∫∫

V(t)
f (x, t)dv

pois as partı́culas que formam V se deslocam com o tempo. Podemos referir essa expressão
ao elemento fixo ∫∫∫

V
f (Y(t), t)Jdv

onde Y(t) é o caminho percorrido pelas partı́culas e J é o jacobiano

J =



∂Y1
∂x

∂Y2
∂x

∂Y3
∂x

∂Y1
∂y

∂Y2
∂y

∂Y3
∂y

∂Y1
∂z

∂Y2
∂z

∂Y3
∂z



Assim,
d
dt

F(t) =
d
dt

∫∫∫

V
f (x, t)Jdv =

∫∫∫ (
d f
dt

J + f
dJ
dt

)
dv

Note que
dJ
dt

= (∇.u)J

de forma que
d
dt

F(t) =

∫∫∫

V
(
d f
dt

+ f∇u)Jdv =

∫∫∫

V
(
d f
dt

+ f∇u)dv

Observe que
d f
dt

=
D f
dt

=
∂ f
∂t

+ u∇ f

Assim,
d
dt

f (t) =

∫∫∫
(
d f
dt

+ u∇ f + f .div u)dv
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ou seja,
d
dt

f (t) =

∫∫∫ (
∂ f
∂t

+ div( f .u)
)

dv =

∫∫∫
∂ f
∂t

dv +

∫∫
f .u.nds

pelo teorema de Gauss, onde S é la superfı́cie que delimita V . Assim,

d
dt

(∫∫∫
f (x, t)dv

)
=

∫∫∫
∂ f
∂t

dv +

∫∫
f .u.nds

1.4.5 Circulação e Teorema de Kelvin
A integral Γ =

∫
udl , tomada ao redor de um contorno fechado, é chamada de velocidade

de circulação ao redor deste contorno. Consideremos um contorno fechado em um fluido.
Supomos que o contorno seja formado por partı́culas de fluido. Ao longo do tempo, essas
partı́culas movem-se, alterando a superfı́cie de contorno. Analisaremos agora a variação da
velocidade de circulação com o tempo:

dΓ

dt
=

d
dt

(
∫

udl)

Escrevemos aqui a derivação total com relação ao tempo, já que buscamos a variação da
circulação em um contorno de fluido enquanto ele se move, não em uma região fixa do
espaço. Mais precisamente, considere um contorno fechado C descrito por

s = s(τ), 0 ≤ τ ≤ 1, s(0) = s(1),

s(t) retificável e sua imagem c(t) = γ(s(t), t). A circulação

Γ(t) =

∫
uds =

∫
u(γ(s(t), t))dγ(s(t), t)

Segue-se que
d
dt

Γ(t) =

∫
d
dt

u(γ, t)dγ + u(γ, t)d(
dγ
dt

(s(t), t))

Mas por definição, dγ/dt = u(γ, t) e segue que

d
dt

Γ(t) =

∫
d
dt

u(γ, t)dγ + u(γ, t)dγ(s(t), t)

=

∫
d
dt

u(γ, t)dγ + d(u2(γ))

=

∫
d
dt

u(γ, t)dγ(s(t), t)

Suponha que o fluido seja ideal e barotrópico com forças externas conservativas, neste caso,

d
dt

Γ(t) = −
∫
−∇(V + P)dγ(s(t), t)) = 0 com P =

∫
dp/p

Sob as condições enunciadas acima é válido o Teorema de Kelvin. A circulação de uma
curva fechada retificável movimentando-se com o fluido é constante. Como corolário deste
resultado podemos afirmar:
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Corolário 1.1. Se o movimento é inicialmente irrotacional , então a circulação é zero para
cada circuito fechado, permanecendo zero sobre circuitos que movimentam-se com o fluido.

Corolário 1.2. Os tubos de vorticidade e linhas de vorticidade movem-se com o fluido.

EXEMPLO: (utilizando a equação de Bernoulli - explosões submarinas)
Lembre que se m é uma fonte de velocidade e vr é a velocidade radial, então

4πr2vr = 4πm, ou vr =
m
r2

e se φ é o potencial de velocidade e Ψ de corrente, temos

vr =
m
r2 = −∂ϕ

∂r
= − 1

r sin θ
1
r
∂Ψ

∂θ

Segue-se que
φ =

m
r

e Ψ = m cos θ =
mx
r
.

Agora considere uma cavidade esférica submarina de raio R0 contendo gás em pressão p0 que
começa a expandir-se rapidamente no lı́quido infinito a sua volta. Suponha que R seja o raio
da cavidade em tempo t, p a pressão do gás (supostamente expandindo-se adiabaticamente).
Negligenciamos a energia do gás. Assim,

p = Kργ e
p1

p2
=

R3γ
0

R3γ

Ignorando a força da gravidade e supondo que o movimento é radial e a velocidade da fron-
teira da cavidade satisfaz

dR
dt

= R′ = vr

Suponha que exista um potencial φ. É natural tentar uma fonte de força m. Assim,

φ
m
r

e − ∂φ
∂r

=
m
r2

Em r = R
m
R2 = R′ e φ =

R2R′

r
e

∂φ

∂t
=

R2R′′ + 2RR′2

r
Aplicando a equação da Pressão de Bernoulli temos

P
ρ

+
1
2

[
R2R′

r2

]2

− R2R′′ + 2RR′2

r
= F(t)
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Se a pressão no infinito é negligenciável, F(t) = 0 (r = ∞, p = 0).
Pondo

r = R, p = p e p = p0

(
R3

0

R3

)γ

Segue-se que

RR′′ +
3
2

R′2 =
R3γ

0 p0

R3γρ

Multiplicando por 2R2R′ e pondo c2 = p0/ρ temos

d
dt

(R3R′2) = 2c2 R3γ
0 R′

R3γ−2

e integrando, lembrando que R′ = 0 em R = R0

R′2

c2 =
2

3(γ − 1)

[(R0

R

)3

−
(R0

R

)3γ]

No caso que γ = 4/3, escrevendo R = (1 + n)R0,

ct
R0

=

(
1 +

2n
3

+
2n2

2

) √
2n

Por exemplo, no caso que p0 = 1000 atmosferas e R0 = 50cm, temos que

c = 3.16 × 104 cm
sec

e o raio da cavidade dobra seu tamanho em 4 × 10−3 segundos e a aceleração inicial do raio
é 2 × 107cm/sec2. Reabordamos este problema utilizando a teoria de choques a seguir.

1.4.6 Conservação de Energia
Até este momento nossa descrição de um fluido é dada em termos de u, p e ρ e temos
ignorado considerações termodinâmicas no fluido. Uma descrição mais completa de um
sistema uni-fase que observamos é dada em termos de variáveis de estado tais como ρ, p a
energia interna U e a entropia S

ρ⇐⇒ V volume, S ⇐⇒ T temperatura

As várias relações existentes entre essas variáveis são conhecidas como as equações de es-
tado. A formulação de Gibbs expressa U como,

U = U(S ,V)

p = −∂U
∂V

e

T = −∂U
∂S
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Claramente,
dU = TdS − pdV =⇒ TdS = dU + pdV

Se a fase muda reversivelmente com o tempo a quantidade de calor fornecida ao sistema Q(t)
é dada por dQ = dU + pdV . Definimos as capacidades calorı́ficas como

cV =

(
dQ
dT

)

V
, cp =

(
dQ
dT

)

p

cv = T
(
dS
dT

)

V
, cp =

(
dS
dT

)

p

É possı́vel demonstrar que
(
dU
dV

)

T
= T

(
dp
dT

)

V
− p e

cp − cV = T
(

dp
dT

)

V

(
dV
dT

)

p

Para um gás ideal,

pV = RT(
dU
dV

)

T
= 0

cp − cV = R

S =

∫
cV

dT
T

+ R log V

No caso em que cV = constante, temos

S = cV log T + (cp − cV) log V
= cV log(T/V) + cp log V
= cV log(T/V) + cV log Vγ

= cV log(pVγ) + constante ou
p = exp (S/cV)V−γ, γ > 1.

Para sistemas com mais de uma fase, indexados por α = 1, 2, 4...m, com variáveis correspon-
dentes Vα,Tα, S α,Uα, pα,

S =
∑

α

S α, V =
∑

α

Vα, U =
∑

α

Uα.

Suponha que o sistema muda de um estado ao outro com gasto total de trabalho pelo sis-
tema W e com fornecimento Qe

α à fase de fontes externas ao sistema. Pela primeira lei da
termodinâmica que diz

Qe =
∑

Qe
α = ∆U + W
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Levando à formulação diferencial,

dQe = dU + dW

A segunda lei da termodinâmica afirma que em geral,

dS ≥
∑

α

dQe
α

Tα

Seja F a energia cinética de um volume material V :

F =
1
2

∫

V
ρu2dx.

Segue-se que

dF
dt

=
1
2

∫

V
ρ

du2

dt
dx

=

∫
ρu

du
dt

dx

=

∫

V
ρ f .udx +

∫

V
ρu.div Tdx

=

∫

V
ρ f .udx +

∫

S
f .uds −

∫

V
ei j.τi jdx

ei j =
1
2

(
∂ui

∂x j
+
∂u j

∂xi

)

utilizando as simetrias de T , fluido não-polar. Postulamos então, a equação de conservação
de energia,

d
dt

(F + U) =

∫

V
ρ f .udx +

∫

S
t.vds+

−
∫

S
q.nds + (energia/area unitaria por unidade de tempo MT−3)

Comparando esta equação com a equação anterior, observamos que

ρ
dU
dt

= τi jei j − div q,

um resultado atribuı́do por Truesdell [12]. Por analogia, a segunda lei da termodinâmica
pode ser postulada na forma

d
dt

∫

V
ρS dx ≥ −

∫

S

q.n

T
ds
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Para fluidos perfeitos, T = −pI, e em geral, T = −pI + V

ρ
dU
dt

+ ρdiv u = vi j.ei j − div q

e utilizando TdS = dU + pd(1/ρ) e dρ
dt + div uρ = 0, obtemos que

∫

V

ρ

T
du
dt

+
ρdiv u

T
=

∫

V

Vi jei j

T
− div q

T
d
dt

∫

V
ρS dx =

∫

V


Vi jei j

T
−

q.∇T

T 2

 dx −
∫

S

q.n

T
ds

Isto é consistente com a segunda lei da termodinâmica se

vi jei j −
q.∇T

T
≥ 0

Obviamente satisfeita se
vi jei j ≥ 0 e

q.∇
T
≤ 0

O Gás Perfeito

Aqui temos que

dρ
dt

+ ρdiv u = 0 e

ρ
du
dt

= ρ f − ∇p

Aqui é plausı́vel supor que q = 0 onde

dS
dt

= 0 e p = p(ρ, S )

No caso em que o fluido é um gás ideal com cp, cV constantes, temos

p = eS/c0ργ, γ = constante > 1

Ondas de Choque em Fluidos Perfeitos

É conhecido experimentalmente que mudanças abruptas de pressão e massa especı́fica po-
dem acontecer através de superfı́cies em fluxos de gases. Matematicamente, uma onda de
choque Σ(t) é uma região no fluxo no qual uma ou mais das variáveis u, ρ, p, S sofrem uma
descontinuidade de salto. Alocamos os ı́ndices 1 e 2 a cada lado da superfı́cie. Suponha que
n é a normal da superfı́cie de choque, direcionado ao lado 2 e G a velocidade da superfı́cie
naquela direção. Ponha

V = u.n −G
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a velocidade normal relativa a Σ(t), indicada por [ ] um salto de variável.
Conservação de massa, momento, energia e a segunda lei da termodinâmica leva-nos às
relações

[
ρV

]
= 0[

ρVu + pn
]

= 0
[
ρV

(
1
2

n2 + U
)

+ pu.n
]

= 0
[
ρVS

] ≥ 0

A base destes resultados é a seguinte forma de um resultado conhecido:

d
dt

∫

V
f dx =

∫

V

(
d f
dt

+ f div u
)

dx +

∫

Σ

[
f V

]
ds

d
dt

∫

V
ρdx = 0

Suponha que V1 > 0 , V2 > 0. As equações acima podem ser reduzidas à forma

[
ρV

]
= 0[

ρV2 + p
]

= 0, [ut] = 0
[
1
2

V2 + I
]

= 0, onde I = U +

(
p
ρ

)
a entalpia especifica

[S ] ≥ 0

Introduz o fluxo de massa m através do choque m = ρ1V1 = ρ2V2 . Então,

p2 − p1 = ρ1V2
1 − ρ2V2

2

= m(V1 − V2)

= m2(τ1 − τ2), τi =
1
ρ
, i = 1, 2, . . .

= V1V2(ρ2 − ρ1),

Segue-se que

(p2 − p1).(τ2 + τ1) = (V2
1 − V2

2 )
p2 − p1
τ2 − τ1

= −m2

p2 − p1
ρ2 − ρ1

= V1V2

(p2 − p1)(τ2 + τ1) = 2(I2 − I1) (devido a Hugoniot [6] e Rankine [13])
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Relações de Choque Para um Gás Ideal

Neste caso, temos

I =
c2

γ − 1
=

γ

γ − 1
pτ

E da relação de Hugoniot obtemos que
(
p2 +

γ − 1
γ + 1

p1

) (
τ2 − γ − 1

γ + 1
τ1

)
=

4γ
(γ + 1)2 p1τ1

Esta equação determina os estados que podem ser atingidos do estado inicial (p1, τ1). Intro-
duzindo os números de Mach

M1 =
V1

c1
, M2 =

V2

c2

as relações tomam a forma

V2 − V1

V1
=

τ2 − τ1

τ1
=

2
γ − 1

(1 − M2
1)

M2
1

p1 − p2

p2
=

2
γ − 1

(M2
1 − 1)

T2 − T1

T1
=

2(γ − 1)
(γ + 1)2

(γM2
1 + 1)(M2

1 − 1)
M2

1

1 − M2
2 =

M2
1 − 1

1 +
2γ
γ+1 (M2

1 − 1)

Das relações
p2 − p1

τ2 − τ1
= −m2 e m = ρ1V1 = ρ2V2

temos
p2 − p1 = m2(τ2 − τ1) = γp1M2

1(1 − τ2

τ1
)

É fácil eliminar (p1/p2)−1 entre esta equação e a forma de relação de Hugoniot obtida acima
para conseguir a primeira relação anterior. Agora lembre que a fórmula

p = exp (S/c0)ργ

pode ser reescrita como
S = c0 log(pτγ)

Segue que

S 2 − S 1

cV
= log

(
p2

p1

(
τ2

τ1

)γ)
S 2 ≥ S 1

=⇒ p2τ
γ
2 ≥ p1τ

γ
1
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Pela relação p2 − p1 = m2(τ2 − τ1)

p2 < p1 ⇒ τ2 > τ1 e
p2τ

γ
1 > p2τ

γ
1 = p1τ

γ
2 ou τ1 > τ2 uma contradição

Segue-se que p2 ≥ p1 e τ2 ≤ τ1. Pela relação de Hugoniot

τ2 ≥ γ−1
γ+1τ1 e

(γ−1)
γ+1 τ1 ≤ τ2 ≤ τ1 ou ρ1 ≤ ρ2 ≤ (γ+1)

γ−1 ρ1

Mas
V2 − V1

V1
=
τ2 − τ1

τ1
, V2 , V1,

chame
τi = τ

γ−1
1 e p2 = p1

e assim
p2 > p1 e p1 < p2 <

γ + 1
γ − 1

p1

De τ2 < τ1,
τ2 − τ1

τ1
=

2
γ + 1

(1 − M2
1)

M2
1

⇒ M1 > 1⇒ V1 > c1

Isto equivale a dizer que a velocidade normal relativa do fluxo na frente de um choque é
supersônica. Inversamente, M2 < 1 e a velocidade normal relativa atrás da frente de choque
é subsônica.

A Influência da Viscosidade

Vamos voltar ao fluxo unidimensional estacionário. As equações de Navier-Stokes tomam a
forma em termos do tensor de tensões:

d
dx

(ρu) = 0

ρu
du
dx

=
dTxx

dx

ρu
dU
dx

= Txx
dn
dx
− dq

dx

Txx = −p + (λ + 2µ)
du
dx

q = −x
dT
dx

Integrando estas equações,

ρu = m

(λ + 2µ)
du
dx

= p + m(u − a)

x
dT
dx

= m
(
U − 1

2
(u − a2) + b

)
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onde
p = f (ρ,T ) e U = U(ρ,T )

são conhecidos. Uma solução
u = u(x), T = T (x)

é chamada uma camada de choque se

(u,T )→ (u1,T1), x→ −∞
(u,T )→ (u2,T2), x→ +∞
com u2 < u1

Para que isto aconteça, é necessário que .

ρ1u1 = ρ2u2 = m
p1 + mu1 = p2 + mu2 = am

U1 − 1
2 (u1 − a)2 = U2 − 1

2 (u2 − a)2 = b

Condições equivalentes as condições de Rankene-Hugoniot. Isto é dizer que uma camada de
choque vinculada (u1,T1), (u2,T2) pode acontecer somente se (u1,T1) e (u2,T2) são estados
iniciais e finais de um choque normal de um fluido ideal tendo as mesmas equações de es-
tado como o fluido correspondente se (u1,T1) e (u2,T2) satisfazem as condições de Rankene
- Hugoniot. Para encontrar a camada de choque ligando (u1,T1) e (u2,T2) é necessário re-
solver as equações diferenciais acima com a, b e m determinados das equações de Rankene-
Hogoniot.

1.5 Fluidos ideais: conseqüências não-fı́sicas.
Lembre-se cinematicamente se V(t) acompanha o fluı́do e F é expressa em termos Lan-
grangiana

d
dt

∫

V(t)
Fdx =

∫

V(t)

(
dF
dt

+ Fdiv υ
)

dx =

∫

V(t)

(
∂F
∂t

+ div(Fυ)
)

dx

e pelo teorema da divergência

d
dt

∫

V(t)
Fdx =

∫

V(t)

∂F
∂t

dx +

∫

S (t)
Fv.ndσ (1.2)

No fluido perfeito (ideal)
t = −pδi j p é a pressão.

A lei de conservação de momento

d
dt

∫

V(t)
ρvdx =

∫

V(t)
ρ f dx +

∫

S (t)
−ρndσ (1.3)
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onde f é a força externa, o que leva à equação

ρ
dv
dt

= ρ f − ∇p

junto com a equação de conservação

∂ρ

∂t
+ div(ρv) =

dρ
dt

+ (div v)ρ = 0

De (1.3) ∫

V(t)

{
∂(ρv)
∂t

+ div(ρv)
}

dx =

∫

V(t)
ρ f dx +

∫

S (t)
−pndσ

Se não há forças externas f = 0 e se o momento é estacionario ∂(ρv)
∂t = 0 ou

∫

S (t)
(−pn − ρv(v.n)) dσ = 0

(pelo teorema de divergência).
Considere um fluido no exterior de um obstáculo, superfı́cie σ e toma α dentro de uma
superfı́cie maior Σ.
No obstáculo σ, v.n = 0 e portanto a força excedida pela pressão no σ é

F = −
∫

σ

−pn1dS =

∫

Σ

(−pn2 − ρvv1n2)dS

ou
F =

∫

σ

pn1dS 1 =

∫

Σ

(−pn2 + ρv v1n2)dS 2 (1.4)

Considere agora fluidos potenciais e incompressı́veis v = ∇φ e div v = 0, então ∆φ = 0 no
exterior de σ. Suponha também neste caso a velocidade v do fluido ao infinito lim|x|→∞ v = U
em duas dimensões e o circulação Γ =

∫
C

v.dS , C com σ é dada.
É possı́vel demonstrar que

φ = Uλ + C +
Γ

2π
θ + O(r−1) e

v = U +
Γ

2πr2 (−y, x) + O(r−2)
(1.5)

Em três dimensões

φ = U.λ + C + O(r−2) e

v = U + O(r−3)
(1.6)

Considere o caso U = 0.
Isto se segue da representação de Poisson (para mais detalhes ver [8])

v(x) =

∫

|y|=R
v(y)

|x|2 − R2

ψπ|x − y|3 dS (y) |x| > R.
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Desta representação e o fato que div v = 0, segue-se que v = O(r−2) e a integração estabelece
que ϕ − c = O(r−1).
Observe-se que div v = 0

∫

σ

v.n1 +

∫

|x|=R
v.n2 =

∫

V
div vdx, v.n1 = 0 logo

∫

|x|=R
v.n2 = 0

utilizando o fato que

v = O(r−2)⇒
∫

|x|=R

∂φ

∂n
dS = Λ = 0.

φ também tem uma representação de Poisson e

φ(x) − c =
Λ

4rπ
+ O(r−2) = O(r−2).

Agora diferencie a representação de Poisson de φ e estabeleça o resultado para v. É mais
fácil demonstrar (1.5) utilizando métodos de variáveis complexas.

1.5.1 O paradoxo de d´Alembert
Considere a força agindo em um corpo sólido σ movimentando-se com velocidade uniforme
em um fluı́do ao resto ao infinito ou equivalentemente a ação de um fluxo uniforme em um
corpo sólido fixo imerso no fluı́do. Se U seja a velocidade do fluxo uniforme temos

v = U + O(r−3)

Pelo teorema de Bernoulli

p = p∞ +
1

2p
(U2 − V2) = p∞ + O(r−3),

(supondo nenhuma força potencial).

F =

∫

σ

pn1dS 1 = −
∫

Σ

(pn2 + ρv v1.n2)dS 2

= −
∫

Σ

(p0n2 + ρU U.n)dS 2 + O(R−1)

= 1 + O(R−1)

Mas I é zero, utilizando o teorema de divergência.
No plano, ponha U = (U, 0) temos

p = p∞ + ρU(u − U) + O(r−2).
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A força na direção X é dada por

X = −
∫

Σ

(p cos(θ) + ρuv.n)dS

X = ρ

∫

Σ

{
ρ(u − U) cos(θ) − (u − U)v.n − Uv.n

}
+ O(R−1)

v.n = n cos(θ) + v sin(θ)

sendo

(I) ρ(u − U) cos θ

(II) −(u − U)v n

(III) −Uv. n

(I) + (II) = O(R−2), (III) representa um fluxo igual a zero.

Um cálculo para γ, leva a γ = ρΓU obtido por Kutta e Joukowski.

1.5.2 Viscosidade em Gás
Efeitos devido à viscosidade acontecem quando diferentes partes do fluido estão em movi-
mento relativo.“Shearing Stress”φ no plano no fluido experimentalmente satisfaz uma relação
da forma

φ = η
∂u
∂z

F = ηS
∂u
∂z

Consideremos um gás em movimento paralelo ao eixo x de tal maneira que todas as moléculas
em uma dada camada tem a mesma velocidade u. Vamos supor um gradiente de velocidade
∂u
∂z no eixo z.
A força F para duas áreas de superfı́cie em cotato no plano z = 0 é dada acima. Queremos
dar um cálculo para η baseada na teoria cinética de gases. A segunda lei de Newtom diz
que a força que a camada superior exerce na camada inferior é igual à taxa de mudança de
momento da última.
Propusemos calcular esta mudança de momentum na base de mecânica estatı́stica. Devido
à agitação termal as moléculas individuais passam da camada superior onde o fluxo de ve-
locidade é maior que a inferior. Estas moléculas possuem momentum paralelo ao eixo-x
correspondente aquele existente na camada onde elas experimentam seu último impacto. Na
mesma maneira moléculas diferem de camada inferior a camada superior causa um decresci-
mento no momentum paralelo ao eixo-x.
Seja c a velocidade média do gás e λ a trajetória media livre.
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Supomos que as moléculas que contribuem vem de sua última colisão isto é dizer uma
distância em média λ.
O número de moléculas que cruzam uma área unitária em um segundo na direção fazendo o
ângulo θ com o eixo z é

(nc cos θ) × 2π sin θdθ
4π

=
1
2

nc cos θ sin θdθ

sendo
2π sin θdθ

4π
o elemento do ângulo sólido.

Elas transportam momentum

m
(
u0 + λ cos θ

du
dz

)
através do plano z0

O total de momentum levado de acima por baixo em unidade de tempo por unidade de área
do plano é

m
(
u0 + λ cos θ

du
dz

)
n
2

c cos θ sin θdθ entre 0 ≤ θ ≤ π.
e

I =
mλn

2
du
dz

∫ π

0
cos2 θ(−d cos θ) =

mnλ
2

du
dz

[− cos3 θ

3

]π

0
= −mnλ

3
du
dz

Integrando obtemos

mnλc
3

du
dz

∣∣∣∣∣
z0

= φ = η
du
dz

∣∣∣∣∣
z0

ou η =
1
3

mnλc. (1.7)

Para mas detalhes veja [7] ou [14].

1.5.3 Fluxo simples laminar (Lei de Pouseuville)
O termo laminar descreve um fluxo no qual o fluido pode ser dividido em camadas paralelas
que passam um ao outro com velocidades diferentes. Com o resultado de fricionamento in-
terno (viscosidade) a camada mais rápida tende a alastrar a mais lenta junto e assim causando
aceleração. Reciprocamente a mais lenta tende a retardar a mais rápida.
Considere um fluido viscoso fluindo lentamente em um tubo cilı́ndrico circular. Sabemos
que o fluido adhere as paredes assim a velocidade deveria aumentar indo ao centro do tubo e
dv/dr é negativo.
Suponha que v = v(r)

r → F1 = −2πηlr
dv
dr

r + dr → F2 = −2πηl(r + dr)
(
dv
dr

+
d2v
dr2 dr

)
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Força devida pressões 2πrdr(p1 − p0). No estado estacionário, balanço de forças significa
que

2πηlr
dv
dr

+ 2πηlr
d2v
dr2 = 2πηlr

d
dr

(
r

dv
dr

)
= −2πr(p1 − p2)

(primeira ordem de aproximação).
Integrando

dv
dr

= − (p1 − p0)r
2ηl

+
C
r

e

v = − (p1 − p0)
2ηl

r2

2
+ C log r + D

v deverá ser finito em r = 0 ou C = 0.

v = 0 em r = a e D =
(p1 − p0)a2

4ηl
.

A solução, portanto é

v =
(p1 − p0)

4ηl
(a2 − r2).

O fluxo total w por segundo

w =

∫ a

0

(p1 − p0)
4ηl

(a2 − r2)2πrdr =
π(p1 − p0)

8ηl
a4.



Bibliografia

[1] Acheson, D.J.: Elementary Fluid Dynamics. Clarendon Press. Oxford, 1990.

[2] Batchelor, G. K.: An Introduction to Fluid Dynamics. Cambridge Univ. Press, 1967.

[3] Courant, R., and K. O. Friedrichs.: Supersonic Flow and Shock Waves. New York 1948.

[4] Chorin, A.J., Marsden, J.E.: A Mathematical Introduction to Fluid Mechanics .
Springer-Verlag, 1980.

[5] Goldstein, S.: Lectures on Fluid Mechanics. American Mathematical Society. Provi-
dence, 1960.

[6] Hugoniot, H.: Sur la propagation du mouvement dans les corps et spécialement dans
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Capı́tulo 2

Fluxos ideais bidimencionais

Consideraremos fluxos de fluidos ideais (i.e. não-viscosos e incompressı́veis) bidimension-
ais. Suponha que estes fluxos são irrotacionais e que não há fontes e sumidouros. Seja

q := q(x, y) := (q1(x, y), q2(x, y))

o vetor velocidade do fluxo num ponto (x, y). A hipótese de que não há fontes e sumidouros
significa que

div q = 0 o
∂q1

∂x
+
∂q2

∂y
= 0 (2.1)

A hipótese que o fluxo é irrotacional significa que

rot q = 0 o
∂q2

∂x
− ∂q1

∂y
= 0 (2.2)

A última relação implica que a diferencial

q1(x, y)dx + q2(x, y)dy

é exata. Por um resultado básico de análise vetorial isto significa que em todo domı́nio
simplesmente conexo existe uma função φ : (x, y)→ φ(x, y) tal que

q = grad φ

o equivalentemente

q1 =
∂φ

∂x
, q2 =

∂φ

∂y
.

(2.1) implica que
∂2φ

∂x2 +
∂2φ

∂y2 = 0

é dizer o potencial φ é uma função harmônica.
Sob as hipóteses estabelecidas a determinação de um fluxo numa região D pode reduzir-se à
determinação de uma só função escalar, o fluxo de potencial φ. A função φ esta sujeita às
seguintes condições:

27
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(1) No interior de D satisfaz a equação de Laplace

∆φ = 0 (2.3)

(2) Na fronteira Γ (assumindo que não há absorção de fluido pelas paredes) o fluxo cir-
cula numa direção tangencial. Se n é um vetor perpendicular à parede, temos que
n · grad φ = 0 ou

∂φ

∂n
= 0 (2.4)

(3) Além disso, em problemas de fluxos, existe usualmente algumas condições no infinito;
por exemplo, se o problema é determinar o fluxo em presença de um obstáculo, o fluxo
deve ser homogêneo no infinito

Condições (1) e (2) são convenientes para o seguinte método que a seguir descrevemos e
que Henrici ([3]) chama o método de “trasplantation”conforme. Suponhamos que f aplica
D sobre uma região modelo E e seja

ψ : w→ φ( f −1(w))

a função “transplante”φ. Então ψ satisfaz a equação de Laplace; de fato se a aplicação é
também conforme sobre a fronteira de D, a direção perpendicular a Γ corresponde à direção
perpendicular a ao fronteira de E e (2.4) é equivalente a

∂ψ

∂n
= 0 (2.5)

onde ψ é a função de corrente que discutiremos mais detalhadamente em capitulo 2.1.
O problema do fluxo pode reduzir-se a um problema em análise complexa, como segue.
Denominaremos por Gz a região do fluxo limitado pelos segmentos sólidos Γk e as linhas de
corrente livre Γ±. Desde que o fluxo é irrotacional e incompressı́vel, υ(z) e o gradiente de um
potencial de velocidade real φ(z) definido em Gz que satisfaz ∇2φ = 0. Pensemos em υ(z)
como um escalar complexo, e seja ζ sua conjugada complexa, a variável hodógrafo,

ζ(z) = υ(z) (2.6)

Então ζ e a derivada complexa de um potencial de velocidade complexo w(z) = φ(z) + iψ(z),

ζ(z) =
dw(z)

dz
, (2.7)

onde a função de corrente ψ e a conjugada harmônica de φ.
Naturalmente escolhemos a região modelo de tal maneira que a solução do problema modelo
seja simples. Ilustraremos o método por vários exemplos.

• EXEMPLO 1 Fluxo através de um canal de seção transversal variável
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Figura 2.1: Fluxo por um canal

A região modelo apropriada é claramente uma faixa paralela, digamos, ao eixo u (ver
figura 2.1). Um fluxo irrotacional por um canal de longo constante é claramente homogêneo.
Portanto a solução do problema no domı́nio modelo é ψ(u, v) = const. · u.
• EXEMPLO 2 Fluxo em presença de um obstáculo

Seja C (o complemento de D) um conjunto compacto simplesmente conexo que repre-
senta a seção transversal de um obstáculo cilı́ndrico colocado em um fluxo originalmente
homogêneo que enche todo o espaço. Os geradores do cilı́ndro se assumem ser perpendicu-
lares à direção do fluxo (ver fig.2.2). O fluxo potencial φ, alem de (2.3) e (2.4) deve satisfazer
a seguinte condição no infinito:

lim
z→∞

grd φ(z) = v0 (2.8)

onde grd é a funçaõ complexa definida por

grd φ : (x, y)→ ∂φ

∂x
(x, y) + i

∂φ

∂y
(x, y)

Uma situação modelo na qual a solução do problema é trivial ocorre quando o obstáculo
consiste de uma lâmina fina infinita paralela ao eixo real. A solução é ψ(u, v) = v0u. Segun
do teoria, devemos aplicar D sobre o domı́nio exterior a uma fenda horizontal no w-plano.
O fluxo padrão não se perturba no infinito se a aplicação f é tal que f (∞) = ∞, f ′(z) → 1
quando z→ ∞. Se tal f existe o fluxo potencial no plano fı́sico é

φ(z) = v0Re f (z) (2.9)

então a velocidade complexa q := q1 + iq2 no ponto z é

q(z) = v0 f ′(z) (2.10)
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Figura 2.2: Fluxo ao redor de um obstáculo

De interesse em problemas de fluxos são as linhas de corrente . Estas são as curvas que
em todo ponto z têm a direção do vetor velocidade q em z. As linhas de corrente no plano
modelo são as linhas retas v = const.. As linhas de corrente são aplicadas sobre linhas de
corrente, as linhas de corrente no plano fı́sico são as curvas

Im f (z) = const. (2.11)

Enfatizamos que as três fórmulas (2.9), (2.10) e (2.11) são validos só na situação especial no
qual o fluxo no domı́nio modelo é um fluxo homogêneo correndo na direção do eixo u.
Para considerar um caso especı́fico, seja o disco circular |z| ≤ a a seçao transversal do
obstáculo no plano fı́sico. Encontramos que a função

f : z→ z +
a2

z

(obviamente relacionado com a função de Joukowski) aplica D, o exterior do obstáculo,
sobre o corte do w-plane entre w = ±2a. Obviamente deixa o ponto no infinito fixo e satisfaz
f ′(z)→ 1 quando z→ ∞. Potanto denotando o potencial no plano fı́sico por φ0 temos

φ0(z) = v0Re
(
z +

a2

z

)
= v0Re

(
r +

a2

r

)
cos θ (z = reiθ) (2.12)

A equação das linhas de corrente é

Im
(
z +

a2

z

)
= const. o

(
r − a2

r

)
sin θ = const.,

e por (2.10) para a velocidade complexa q = q1 + iq2 encontramos que

q(z) = v0

(
1 − a2

z2

)
= v0

(
1 − a2e2iθ

r2

)
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Figura 2.3: Fluxo ao redor de um cilı́ndro circular, sem circulação

Nos pontos z = ±a a velocidade é igual a zero; estes são os pontos de estagnação do fluxo.
Nos pontos z = ±ia temos que q(±ia) = 2v0; estes são os pontos nos quais o valor absoluto do
vetor velocidade atinge sua máximo (ver figura 2.3). Resulta que o fluxo definido por (2.12)
não é o único fluxo em presença de um cilı́ndro que é fisicamente possı́vel, nem representa a
única solução para o problema matemático definido por (2.1), (2.2), (2.4) e (2.8), a condição
de fronteira no infinito. Da equação de Laplace em coordenadas polares segue que

φ1(x, y) := Kθ (z = reiθ, K real)

é uma solução em qualquer região na qual o argumento θ pode definir-se como uma função
único-avaliada. De fato, como a componente radial de grad φ1 é zero, φ1 satisfaz as condicões
de fronteira requeridas sobre |z| = a. Finalmente, grad φ1(z)→ 0 para z→ ∞. Assim temos
o gradiente da função

φ(z) := φ0(z) + φ1(z) = v0

(
r +

a2

r

)
cos θ + Kθ (2.13)

de aqui obtemos, para qualquer valor de K, uma solução para o problema que satisfaz todas
as condições estabelecidas. Como o argumento θ não é único-avaliado, o potencial φ não é
único-avaliado. Em verdade não deberiamos esperar que o seja pois o domı́nio de definição
não é simplesmente conexo; grad φ, não obstante, esta unicamente definido. Este satisfaz
(2.8) porque

grd φ(z) = v0

(
1 − a2

z2

)
+

iK
z

(2.14)

O termino Kθ em (2.13) tem uma interpretação fisica. Seja C (a seção transversal do cilı́ndro
obstáculo ) arbitrário, seja Γ0 a curva de Jordan positivamente orientada encerrando C e seja
q qualquer campo vetorial bidimensional tal que rot q = 0. Então segue do teorema de
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Stokes que

c :=
∫

Γ0

q · dr

não depende da escolha de Γ0. O valor da constante da integral é a circulação do campo q
ao redor do obstáculo C.
Para o fluxo definido por (2.13), tendo escolhido para Γ0 um cı́rculo de rádio r > 0, encon-
tramos que a circulação tem o valor

c = 2πK (2.15)

De (2.14) inferimos que os pontos z nos quais q(z) = 0 são as soluções da equação

1 − a2

z2 −
iK
v0z

= 0

As soluções são

z =
iK
2v0
±

(
a2 − K2

4v0

)1/2

(2.16)

Se −2zv0 < K < 2av0, existem dois pontos de estagnação diferentes na superfı́cie do cilı́ndro,
localizados em

z = aeiα e z = aei(π−α) (2.17)

(ver figura 2.4), onde

α := arcsin
K

2v0a
(2.18)

Para |K| > 2av0 não existe pontos de estagnação na superfı́cie do cilı́ndro. Em verdade

Figura 2.4: Fluxo ao redor de um cilı́ndro con circulação fraca(0 < K < 2av0)

existe um ponto dentro do fluxo no qual a velocidade é zero (ver figuras 2.5 e 2.6).
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Como isso permite um simples tratamento de circulação, é conveniente usar o fluxo ao redor
de um cilı́ndro circular como um problema modelo para fluxos ao redor de obstáculos cilin-
dricos com seção transversal C arbitrária. Também é usualmente mas simples aplicar D, o
exterior de C, sobre o exterior de um cı́rculo que sobre o exterior de uma fenda horizontal.
Assim seja C arbitrário e a função

f : z→ w = f (z)

aplica o exterior D de C sobre a região E : |w| > a (ver figura 2.7 ) de tal maneira que

Figura 2.5: K = 2av0

f (z) = z + O(1), z→ ∞ (2.19)

Das fórmulas (2.13) e (2.14) segue que o potencial multivalorado

φ(z) := v0ReF(z) (2.20)

onde

F(z) := f (z) +
a2

f (z)
− iK log f (z)

v0
(2.21)

define um fluxo em presença de C com velocidade complexa

q(z) =

v0

1 −
a2

f (z)
2

 +
iK

f (z)

 f ′(z)

o
q(z) = v0F′(z) (2.22)
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Figura 2.6: Fluxo ao redor de um cilı́ndro com circulação forte

Calculamos a circulação deste fluxo. Se q = grad φ, então

q · dr =
∂φ

∂x
dx +

∂φ

∂y
dy = Re grd ψ dz,

mas se ψ é a conformal transplant de φ sob w = f (z) então

grd φ dz = grd ψ f ′(z) dz = grd ψ dw

e se Γ∗0 é a imagem de Γ

c =

∫

Γ0

q · dr = Re
∫

Γ0

grd φ dz = Re
∫

Γ∗0

grd ψ dw

Assim a circulação é igual à circulação c = 2πK no plano modelo e representa outra quan-
tidade invariante sob transformação conforme.
Os pontos de estagnação do fluxo são as pre-imagens dos pontos de estagnação no plano
modelo. Se |K|v0a, os pontos são

w = aeiα w = aei(π−α) (2.23)

onde α esta definido por (2.18). Matemáticamente, todas as localizações dos pontos de
estagnação são igualmente possı́veis. Quais deveriam escolher?. Num caso de importância
prática esta questão é respondida por uma hipótese famosa devido a Joukowski. Seja um
obstáculo em forma de perfil de aerofólio, i.e., seja a fronteira Γ de C suave exceto para
uma esquina da figura no borde de saı́da (trailing edge). A hipótese de Joukowski estabelece
que a circulação do fluxo ao redor de um aerofólio propriamente projetado sempre se ajustar
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Figura 2.7: Fluxo ao redor de um obstáculo

asi mesmo de maneira que a velocidade no borde de saı́da é finito. Matematicamente isto
implica que no plano modelo um ponto de estagnação coincide com o ponto imagem do
borde de saı́da (ver figura 2.8). Assim se w0 := aeiβ é este ponto imagem, então α = β, o
qual por (2.18) implica que K = 2v0a sin β. A circulação então se converte em

c = 4πv0a sin β (2.24)

Longe de ser uma mera moléstia, é precisamente a presença de uma (negativa) circulação
que possibilita a uma nave aérea voar. Calculemos a força total (por unidade de longitude)
exercida pelo fluxo sobre um obstáculo. A força exercida sobre o elemento de superfı́cie ds
de Γ é pnds, onde p é a pressão e n é o vetor unidade normal dirigido para o exterior de
D. Desejamos representar o vetor força como um número complexo. Se dz := dx + idy é
o elemento linha, o vector nds esta representado por idz. Asi o elemento força complexo
é ipdz. Pela lei de Bernoulli, sem considerar a gravidade, a pressão esta dada por p =

p0 − 1
2ρ|q|2, onde ρ é a densidade e p0, a pressão constante na velocidade zero. Claramente,

o termino constante p0 exerce uma força resultante zero sobre o corpo. Assim temos que a
força total complexa R

R = −i
ρ

2

∫

Γ

|q|2dz

o dado que q(z) = v0F′(z),

R = −iv2
0
ρ

2

∫

Γ

F′(z)F′(z)dz
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Figura 2.8: Fluxo ao redor de um aerofólio com e sem circulação

A integral de linha tem um integrando não analı́tico, mas pode avaliar-se por meio da seguinte
observação: sobre Γ a velocidade complexa q(z) = v0F′(z) tem a direção de Γ. Segue-se que

arg F′(z) = − arg dz + λπ

onde λ é um inteiro. Comparando argumentos encontramos que

F′(z)F′(z)dz = |F′(z)|2dz

Portanto

R = −i
v2

0

2

∫

Γ

|F′(z)|2dz (2.25)

Como F′ é analı́tico em D, podemos avaliar a integral ao longo de qualquer curva de Jordan
positivamente orientada Γ cercando o obstáculo. Selecionamos como nosso caminho de
integração a imagem de um grande cı́rculo Γ∗ sob a transformação w → z = g(w), onde
g := f −1. Em vista de

F′(z) =

{
1 − a2

f (z)2 −
iK

v0 f (z)

}
f ′(z)

obtemos, introduzindo w como uma variável de integração,

∫

Γ

[F′(z)]2dz =

∫

Γ∗

(
1 − a2

w2 −
iK
v0w

)2 1
g′(w)

dw

Pelo teoreme de resı́duos só o termo em w−1 contribuye ao valor da integral. Desde que
[g′(w)]−1 = 1 + Ou(w−2), a integral tem o valor

2iπ
(
−2iK

v0

)
=

4πK
v0
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Usando este resultado em (2.25) e expressando K em termos da circulação c, obtemos a
fórmula de Blasius:

R = −iρv0c (2.26)

Assim a força age na direção perpendicular à velocidade e para acima se a circulação é
negativa.
Para examinar um exemplo especı́fico consideremos o fluxo de Joukowski ao redor de um
aerofólio da forma de uma fina lamina de longitude 2d inclinado um ângulo 2δ contra a
direção do fluxo. Por meio de uma aplicação auxiliar

z = e−iδdz1, z1 =
1
2

(
z2 +

1
z2

)
, z2 =

2eiδw
d

(ver figura 2.9) encontramos que a aplicação f definida por

w→ z = f −1(w) := w +
d2e−2iδ

4w
(2.27)

aplica |w| > d/2 sobre o exterior da lámina. Obviamente satisfaz a condição requerida no

Figura 2.9: Auxiliar aplicação para construir (2.27)

infinito. A imagem do trailing edge z = de−iδ é

w =
de−iδ

2

Assim β = −δ e pela circulação de Joukowski (2.24) temos que c = −2πv0d sin δ. Por (2.26)
a força de elevação é R = 2iπρv2

0d sin δ
• EXEMPLO 3 Fluxo através de perfis em cascatas

Outros problemas de fluxos onde se aplicam as transformações conformes inclui fluxos
através de cascatas rectas o circulares de lâminas, quando eles ocorrem em turbinas. Para
estes os problemas modelo são os correspondientes fluxos através de grids de raios delgados
infinitos ou lâminas paralelas (ver figura 2.10).
Se nós fazemos a hipóteses que o fluido emana de um sumidouro na origem, estes fluxos
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Figura 2.10: Fluxo por um canal

podem gerar-se por uma composição de transformações elementares com a aplicação de
Joukowski.

• EXEMPLO 4 Problemas de fronteira livre

Considere um recipiente cilı́ndrico enchido cuja seção transversal é

Re z < 0, Im z > 0.

Se o recipiente tem uma abertura, representada, digamos, pelo segmento 0 < y < a do eixo
imaginário, o fluido emanasse do recipiente segum um padrão indicado na figura 2.11. O
problema de determinar o fluxo potencial φ do fluxo resultante é diferente de qualquer dos
problemas tipos considerados previamente, ainda o domı́nio definição de φ não é conhecido
apriori. A localização da fronteira livre Γ1 é determinado pela condição de que a pressão
é constante ao longo de Γ1. Pela lei de Bernoulli isto significa que |q| é constante. Para
solucionar estes problemas em vez de considerar o plano modelo devemos trabalhar com o
plano hodógrafo, i.e., com a imagem de D sob a aplicação z → q(z), onde q é a velocidade
complexa. Isto é estudo do um capı́tulo posterior, mais antes é desejavel discutir a noção
fı́sica de corrente.

2.1 Função de corrente do Stokes

2.1.1 Movimentos axissimétricos
No estudo do movimento em três dimensões não é possı́vel usar ao potencial complexo. O
caso mas simples é aquele em que o movimento é mesmo em todos os planos que acontecem
através de uma determinada linha reta, chamada eixo.Tais os movimentos acontecem, para
o exemplo, quando um sólido de revolução se desplaza no sentido de su eixo dentro de um
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Figura 2.11: Um problema de fronteira livre

lı́quido que esta inicialmente no reposo.
Este tipo de movimento que é descrito como o axissimétrico tem determinados analogias
com o caso bidimensional; em particular pode se definir uma função do corrente, e quando
o movimento for irritacional, existe sempre, um potencial da velocidade.
Suponha que o eixo do simetria é o eixo x. As coordenadas aconselháveis para a discussão
destes movimentos são as polares esféricas (r, θ, ω) ou, os cilı́ndricas (x,Ω, u).

2.1.2 Função de corrente de Stokes
Consideremos um ponto fixo A do eixo de
simetria e um ponto arbitrário P. Unimos
P com A por das curvas AQ1P e AQ2P,
situadas no plano que passa pelo eixo,
e que chamaremos por conveniência um
plano meridiano. A posição de um ponto
de dito plano se pode definir mediante as
coordenadas cilı́ndricas (x, u). Se fazemos
girar as curvas meridianas AQ1P e AQ2P
ao redor do eixo de simetria, formasse-se
uma superfı́cie fechada, na qual a quanti-
dade de lı́quido que entra de direita a es-
querda através da superfı́cie engendrada por AQ2P é igual à quantidade de lı́quido que sai
no mesmo tempo através da superfı́cie engendrada por AQ1P, supondo que que não exista
criação nem destruição de lı́quido no interior da superfı́cie.

Designando por 2πψ o fluxo através de uma qualquer destas superfı́cies a função ψ é a
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função de corrente de Stokes . Se conservamos AQ1P fixa e substituir AQ2P por outra curva
meridiana qualquer que une A com P, é fácil ver que o valor de ψ permanece invariável. A
função de corrente ψ depende, pois, da posição de P e possivelmente, do ponto A.

Se tomamos outro ponto fixo B do
eixo e traçamos a curva BQ3P, o fluxo
através da superfı́cie gerada por BQ3P sera
o mesmo que o fluxo através de AQ1P, já
que por simetria não existe fluxo através
de AB. Disto se deduz que o valor ψ não
depende do ponto particular fixo que se es-
colha para a definição, com tal que se ache
situado no eixo. Por consequência, o valor
da função de corrente em P depende so-
mente da posição de P, e quando este se
acha situado no eixo, ψ = 0.
Se ψP e ψP′ denotam os valores da função
de corrente em P e P′, o fluxo de direita a
esquerda que atravessa a superfı́cie engen-
drada pela rotação ao redor do eixo de uma
linha qualquer que une P com P

′
, tem por valor 2πψP′ − 2πψP. Supondo que P e P′ são sep-

arados por uma distancia infinitesimal δs, a velocidade normal de direita a esquerda através
de P′ se deduz da igualdade

2πuδsqn = 2π(ψP′ − ψP),

da que resulta, tomando limites:

qn =
1
u
∂ψ

∂s
,

Como aplicações particulares deste importante resultado se tem, fazendo ds sucessivamente
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igual a du, dx, rdθ, dr:

qx = −1
u
∂ψ

∂u
, qx = −1

u
∂ψ

∂u
,

qr = − 1
r sin θ

∂ψ

r∂θ
, qθ = − 1

r sin θ
∂ψ

∂r

as quais dão as componentes da velocidade em coordenadas cilı́ndricas e polares esfericas.
Não existe componente normal ao plano meridiano. As linhas de corrente vêm dadas pela
equação ψ = const. já que através de ditas linhas não existe fluxo algum. As dimensões de
ψ são L3T−1; mas as dimensões do potencial de velocidade φ são L2T−1. Deve-se observar
que ψ existe em virtude da continuidade do movimento; e por consiguinte a equação de
continuidade fica automaticamente satisfeita. Dos valores anteriores para as componentes da
velocidade se deduz

∂(uqx)
∂x

+
∂(uqu)
∂u

= 0,

que constitui outra forma da equação de continuidade.
A função de corrente se definiu com referência a um ponto básico situado no eixo. A escolha
de outro ponto basico qualquer faz mudar a ψ meramente numa constante (ver [8] pag. 106).
Por só intervir as diferenças e as derivadas de ψ podriamos considerar que ψ contém uma
constante arbitrária.

2.1.3 Fonte simples
Um fonte simples é um ponto de emisão radial. Se o fonte emite o volume 4πm na unidade
de tempo, m é a intensidade do fonte.
Um sumidouro é um ponto de absorção radial. Se existe um fonte de intensidade m na
origem, o fluxo através de uma superfı́cie esferica de rádio r, cujo centro esta no fonte, está
dado em temos da velocidade radial pela igualdade 4mπ = 4r2πqr; e assim

qr = −∂φ
∂r

= − 1
r sin θ

∂ψ

r∂θ
=

m
r2 ,

e conseqüentemente

φ =
m
r
, ψ = m cos θ =

mx
r
,

A função de corrente também se pode obter diretamente da definição, considerando o fluxo
através da casca esférica determinada pelo plano que passa por P e é perpendicular a Ox
Se o fonte se acha no ponto A do eixo no lugar da origem, obtemos, figura 2.12:

φ =
m
AP

=
m√

r2 + c2 − 2cr cos θ
, ψ = m cos θ1 =

m(r cos θ − c)√
r2 + c2 − 2cr cos θ

,

Em função de x y u se tem

φ =
m√

(x − c)2 + u2
, ψ =

m(x − c)√
(x − c)2 + u2

,
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Figura 2.12: Fluxo através da casca esférica

Observe que estas funções contêm a x e a c somente na forma (x − c). Por consequência:

∂φ

∂c
= −∂φ

∂x
,

∂ψ

∂c
= −∂ψ

∂x

2.1.4 Explosão submarina
Se uma cavidade esférica de rádio R0, que contém gás à pressão p0, começa a expandir-se
rapidamente no lı́quido ilimitado que o rodeia, se encontra em uma situação que se assemelha
ao de uma explosão submarina. Seja R o rádio da cavidade no instante t; p1, a pressão do
gás, que suporemos expandir-se adiabaticamente, e desprezemos a inércia do gás. Assim,
em virtude da lei das expansões adiabaticas:

p1

p0
=

(
R3

0

R3

)γ
.

Desprezando a gravidade, o movimento do lı́quido será radial, e a velocidade no contorno da
cavidade vem dada por dR/dt = R′.
O movimento se assemelha, por conseguinte, ao produzido por um fonte podendo escrever-se

φ =
m
r
,

∂φ

∂r
=

m
r2 .

Portanto, quando r = R, m/R2 = R
′
. de aqui:

φ =
R2R′

r
,

∂φ

∂t
=

R2R′′ + 2R(R′)2

r
.

A equação da pressão da então:

p
ρ

+
1
2

(
R2R′

r2

)2

− R2R′′ + 2R(R′)2

r
= F(t).
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Se a pressão no infinito é despressı́vel, vê-se que F(t) é igual a zero, já que o primeiro
membro adquire dito valor para r = ∞. Fazendo r = R, tem-se p = p1; depois

RR′′ +
3
2

(R′)2 =
R3γ

0

R3γ

p0

ρ
.

Multiplicando por 2R2R′ e fazendo c2 = p0/ρ, obtém-se

d
dt

(
R3R′2

)
=

2c2R3γ
0

R3γ−2 R′.

Integrando, e tendo em conta que R′ = 0 quando R = R0, obtém-se:

R′2

c2 =
2

3(γ − 1)

[(R0

R

)3

−
(R0

R

)3γ]
.

Quando γ = 4/3, a solução se pode completar fazendo R = (1 + n)R0, com o que

ct
R0

= (1 +
2
3

n +
1
5

n2)
√

2n.

2.1.5 Corrente uniforme
No caso de uma corrente uniforme U, paralela a Ox, calcularemos o fluxo de direita a es-
querda através do cı́rculo de rádio u, cujo centro esta em Ox e cujo plano lhe é perpendicular,
temos 2πψ = −πou2Ou; depois

ψ = −1
2

u2U = −1
2

Ur2 sin2 θ (2.28)

Este resultado também se tivesse podido obter por integração da equação

−1
u
∂ψ

∂u
= U

O potencial de velocidade é evidentemente

φ = −Ux = −Ur cos θ (2.29)

2.1.6 Fonte em uma corrente uniforme
Combinando um fonte e uma corrente uniforme, obtém-se

ψ = −1
2

Ur2 sin2 θ + m cos θ (2.30)

O ponto de estagnação é tal que qr = 0 qθ = 0, é dizer

U cos θ +
m
r2 = 0, −U sin θ = 0,
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Figura 2.13: Fluxo através do cı́rculo de rádio u

Figura 2.14: Movimento de corrente em presença de um corpo cilı́ndrico
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as quais dão θ = π, r2 = m/Ou = a2 por exemplo.
A linha de corrente que passa pelo ponto de estagnação é, portanto

−1
2

Ur2 sin2 θ + m cos θ = −Ua2.

Esta é a linha de corrente divisória, cuja equação se pode escrever na forma

u2 = 2a2(1 + cos θ);

depois quando θ → 0, ou→ 2a, o que dá as assintotas.
A linha divisória se mostra na figura 2.14 e se pode traçar facilmente pelo metodo de Rankine
ou partindo da equação

r = a csc
θ

2
A equação (2.30) dá, portanto, o movimento de corrente em presença de um corpo cilı́ndrico,
com uma proa achatada, cujo diâmetro é no limite igual 4a.
A equação da pressão dá

p
ρ

+
1
2

U2(1 +
2a2

r2 cos θ +
a4

r4 ) =
Π

ρ
+

1
2

U2 (2.31)

que mostra que p→ Π à medida que r aumenta
Este resultado se pode empregar para calibrar um tubo de Pitot para diferentes posições das
aberturas laterais; a abertura da proa mede Π + 1

2ρOu2, enquanto a lateral mede p.
A equação (2.31) também se pode empregar para calcular a distribução da pressão nas prox-
imidades da proa de um dirigivel ou de um tubo de Pitot.

2.2 Tensores em fluı́dos
Consideramos um meio contı́nuo sujeito a forças externas ou de corpo e forças internas ou de
contato. Seja n a normal externa num ponto da superfı́cie S e tn a força por unidade de área
exercida pelo material fora de S . Então a força total interna exercida no volume limitado por
S é ∫∫

S
tndS .

Seja f a força externa por unidade de massa; assim a força externa total será

∫∫∫

V
ρ f dx

Pelo princı́pio da conservação do momento linear diz que

d
dt

∫∫∫

V
ρvdx =

∫∫∫

V
ρ f dx +

∫∫

S
tndS (2.32)
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Conservação do momento angular, se aplicável, diz que

d
dt

∫∫∫

V
ρr ∧ vdx =

∫∫∫

V
ρr ∧ f dx +

∫∫

S
r ∧ tndS (2.33)

(2.33) é válido com muitos fluı́dos, mas não todos.
Suponha que diam(V) ∼ d ∼ 0. Então, (2.32) implica que

lim
d→0

d−2
∫∫

S
tndS = 0 (2.34)

Isto é dizer que as tensões estão em equilı́brio local (observe que aqui existem algumas
questões analı́ticas escondidas que não perseguimos). Agora considere um tetraedro pe-
queno com três de suas faces paralelas aos planos de coordenadas passando em P e a quarta
com normal n. Seja dA a área da face inclinada de tal maneira que as áreas das faces perpen-
diculares ao eixo P j é dA j = n jdA. As normais externas a aquelas faces pi j − t j, j = 1, 2, 3 e
as tensões sobre estas faces t j. Então o principio do equilı́brio local afirma que

d−2tndA − t1dA1 − t2dA2 − t3dA3 = (tn − t1n1 − t2n2 − t3n3)dA/d2 ∼ 0

Isto implica que (tn)i = T jin j, onde T ji é o i-ésimo componente de t j e é (tn)i o i-ésimo
componente de tn ou

tn = T jin j (2.35)

Pela lei do quociente segue-se que (T ji) é um tensor.
Utilizando (2.35) em (2.33) obtemos que

d
dt

∫∫∫

V
ρvidx =

∫∫∫

V
ρ

dvi

dt
dx =

∫∫∫

V
ρ fidx +

∫∫

S
T jin jdS

e pelo Teorema de Green obtemos que.

d
dt

∫∫∫

V
ρvidx =

∫∫∫

V
(ρ fi + T ji, j)dx (2.36)

Suponha um adequado grau de regularidade obtemos que de (2.36) a seguinte equação pon-
tual é válida .

ρ
dvi

dt
= ρ fi + T ji, j (2.37)

Observe que (2.37) em um sistema de referência retangular segue da aplicação do Teorema de
Green clássico e que a equação tensorial plena com T ji, j, interpretada com a diferenciação co-
variante neste caso coincide com a diferenciação parcial comum. Conseqüentemente, (2.37)
é válido em geral.
Consideramos fluidos para qual o momento angular é conservado. Do fato que

v ∧ v = 0,
d
dt

r ∧ v = r ∧ a
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Calculamos

d
dt

∫∫∫

V
ρr ∧ vdx =

∫∫∫

V
ρr ∧ adx =

∫∫

V
ρr ∧ f dx +

∫∫

S
r ∧ tndS (2.38)

Também,
∫∫∫

S
εi jkx jTkpnpdS =

∫∫∫

V
εi jk(x jTpk),pdx

=

∫∫∫

V
(εi jkx jTpk),p + εi jkT jk)dx

(2.39)

pelo Teorema de Green.
Defina T̂ por T̂ = (εi jkT jk) . Então de (2.38) e (2.39) obtemos que

∫∫∫

V
r ∧ (ρa − ρ f − ∇.T )dx =

∫∫∫

V
T̂ dx

e, assim que ∫∫∫

V
T̂ dx = 0

por (2.37).
Novamente sob adequada regularidade a validade de (2.37) por V geralmente implica que
T̂ = 0.
Mas T̂ tem componentes (T23 − T32,T31 − T13,T12 − T21) e Ti j = T ji ou T é simétrico.
Serrin [10] apresentou as idéias essenciais de Sir George Stokes com respeito as equações
constitutivas de um fluido não-elástico .
Uma grande classe de fluidos satisfazem as hipóteses de Stokes:

(1) O tensor de tensões Ti j é uma função contı́nua do tensor de deformação ei j e o estudo
termodinâmico local, mas é independente das outras hipóteses cinemáticas.

(2) O fluido é homogêneo e isotrópico.

(3) Quando não existe deformação ei j = 0, a tensão é hidrostática es dizer
Ti j = −pρi j.

Para fluidos compressı́veis p pode ser identificado como a pressão da termodinâmica clássica.
Para fluidos incompressı́veis p deverá ser encarado como sendo um multiplicador de La-
grange a ser determinado das equações dinâmicas.
A deformação do fluido no tempo dt é dada pelo vetor de deslocamento ξrvrdt e os compo-
nentes de deslocamento são

ers = 1/2(vr,s + vs,rdt (2.40)

Seja

e′rs =
1
2

(vr,s + vs,r) (2.41)
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O tensor de tensões sempre pode ser escrito na forma

Ti j = −pδi j + T ′i j (2.42)

Dinâmica de fluidos clássica é estabelecida sob a hipótese que T ′i j é uma função linear de e′rs

T ′rs = γmn
rs e′mn (2.43)

Pela lei do quociente γmn
rs é um tensor e, de fato, um tensor isotrópico e homogêneo e por

conseqüência
γmn

rs = λδmnδrs + µ(δmrδns + δnrδms)

em sistemas de coordenadas retangulares.
Conseqüentemente (2.37) vira

∂p
∂xr − (γ + µ)

∂div v
∂xr − µδstvr,st = ρ( fr − ar) (2.44)

∂p
∂t

+ (ρvr),r = 0 (2.45)

Obviamente, (2.44) tem a forma tensorial em sistema de coordenadas gerais

∂p
∂xr − (λ + µ)

∂div v
∂xr − µgstvr,st = ρ( fr − ar) = ρ( fr − dvr

dt
) (2.46)

(2.46) tem de ser complementado pelas condições de fronteira apropriadas e relações ter-
modinâmicas no caso de fluxos compressı́veis (equação de estado p = φ(ρ,T ), T é a temper-
atura).
Definindo, v = µ/ρ λ′ = λ/ρ e supondo o que o fluido é incompressı́vel div v = 0.
Finalmente, observamos que as equações de Navier-Stokes são válidas na forma:

dv
dt

= f − 1
ρ
∇p + v∆v, em Ω, t > 0,

div v = 0 em Ω

v(0) = v0,

v|∂Ω = 0 (veja as observações a seguir sobre esta questão).

Vale a pena olhar o livro de Aris (capı́tulo 6) para um breve resumo da idéias envolvidas
aqui.

Observação 2.1. O sistema dinâmico de mecânica dos fluidos tem sido obtido sob a hipótese
implı́cita que a formulação macroscópica é bem definida e globalmente definida no tempo.
Desde o trabalho de Leray sobre os fundamentos analı́ticos das equações de Navier-Stokes
tais questões de existência têm deixado em aberto a questão da unicidade e existência global
no tempo em 4 dimensões de espaço-tempo (veja o trabalho de Thompson [13]).
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2.2.1 Condições de fronteira para as equações de Navier - Stokes
Em uma superfı́cie livre ou uma interface entre dois fluı́dos é geralmente aceito que o vetor
de tensões deverá ser contı́nuo.
Em uma fronteira material Stokes argumenta que o fluido tem de ser aderente ao sólido .
O resultado de Poiseuville fornece evidências para isto para fluidos sob condições normais.
Em grandes altitudes a condição não é válida. Sugestões alternativas têm sido oferecidas por
diversos pesquisadores como por exemplo Bateman [1], Truesdell [12] e Paterson [9].
Em geral tomamos como uma hipótese que a velocidade do fluido relativo na fronteira ma-
terial é zero. As equações clássicas de um fluido incompressı́vel viscoso têm a forma com
forças externas potenciais:

div v = 0

ρ
dv
dt

= −ρ∇p − ρ∇Ω + µ∆v

Lembrando

v∇v = w ∧ v +
1
2
∇v2

w = ∇ ∧ v
∇ ∧ w = ∇ ∧ ∇v = −∆v

obtemos que
∂v
∂t

+ w ∧ v = −∇H − v∇ ∧ w (2.47)

com
H =

1
2

v2 +
p
ρ

+ Ω, v = µ/ρ.

Sir Geoffrey Taylor investigou o efeito da viscosidade sobre circulação em um trabalho pub-
licado em 1918.
Tomando o curl de (2.47) obtemos que

dw
dt

= w.∇v + v∆w (2.48)

Vamos examinar a circulação
∫

c
v.dx.

Evidentemente a uma dependência sobre a viscosidade, de fato, utilizando a equação de
Navier-Stokes calculamos que

d
dt

∫

C(t)
v.dx =

∫

C(t)
v.dx = v

∫

S (t)
∆v.dS .

com S (t) uma superfı́cie no fluido com fronteira C(t). Para examinar mais detalhadamente o
que acontece considere um protótipo da geração de viscosidade.
Movimento em cı́rculos concêntricos em volta de um eixo -0z, no caso que v2 é uma função



50 CAPÍTULO 2. FLUXOS IDEAIS BIDIMENCIONAIS

da distância radial daquele eixo.
A fórmula para o curl em coordenadas polares diz que

wr =
1
r

+
∂vz

∂θ
− ∂vθ
∂z
, wθ =

∂vr

∂z
− ∂vz

∂r
, wz =

∂vθ
∂r
− 1

r
∂vr

∂θ
+

vθ
r

Dada que vz = vr = 0 obtemos que

w = wz =
1
r
∂(vq)
∂r

, q = rθ. (2.49)

E obtemos de (2.48)
∂w
∂t

= v
(
∂2w
∂r2 +

1
r
∂w
∂r

)
(2.50)

(equação do calor, é um coeficiente constante e linear) e

w =
A exp (−r2/4vt)

4vtπ
=

1
r

d
dr

(vq) (2.51)

Resolvendo para q obtemos que

q =
A

2rπ
(1 − exp (−r2/4vt)) +

f (t)
r

Omitimos f (t)/r para manter q finito em r = 0. Claramente, o momento tem circulação
inicial A em volta do eixo z e vorticidade total constante. Por outro lado a energia cinemática,
o momentum angular e a dissipação podem ser calculados para ser infinitos, portando não
fı́sicos e o momento não é fisicamente realizável em uma região não limitada.
Derivando (2.51) obtemos

A
2vπt2

(
1 − r2

4vt

)
exp (−r2/4vt)

e consideramos um possı́vel fluxo com esta expressão como a distribuição de vorticidade w.
Neste caso

q =
rA

4vt2π
exp (−r2/4vt)

e a circulação é zero em t = 0, mas a energia total e dissipação de energia e o momentum
angular constante ∫

2πρrqdr = ρA

Em t > 0, q = 0 em r = 0 e r = ∞ e tem um valor máximo
A
2π

(2vt3)1/2 em r = (2vt)1/2.

O valor r0 = (2vt0)1/2 é chamado por Taylor o raio do redemoinho em tempo t0. Dado que a
velocidade máxima do redemoinho decresce conforme t−3/2 o tempo para o redemoinho de
raio r0 e velocidade q0 decai a um redemoinho de velocidade máxima 1/2

q0
é

t − t0 = (22/3 − 1)t0 = 0.296
r2

0

v
Taylor [2] adapta este como a media da taxa de decaimento do redemoinho .
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Capı́tulo 3

Teoria de Jatos

3.1 O método do hodógrafo
Recordemos da teoria matemática que fluxos planares ideais envolvem três quantidades com-
plexas: a posição z = x + iy, o potencial complexo W = U + iV , e a conjugada ς = ξ + iη da
velocidade complexa ς∗ = ξ + iη. Também recordemos que

dW
dz

= ς logo z =

∫
ς−1dW (3.1)

O hodógrafo de tal fluxo é simplesmente o fluxo geométrico dos valores de ς. Em [3] há
um extenso estudo de fluxos acotados por flat placas e linhas de corrente livres. Em tais
casos a fronteira hodógrafo consiste de segmentos radiais e arcos circulares, centrados em
ς = 0. Assim, ς tem direção constante ao longo de qualquer placa e magnitude constante
sobre qualquer linha de corrente livre.

Figura 3.1: Cavidade detrás de um berço

Tı́picos exemplos de tais fluxos são proporcionados pela cavidade detrás de um berço
(wedge) (Fig. 3.1a), e o jato desde um bocal (Fig. 3.1b). Assumimos-se que há ao mas
um ponto do estagnação, segue que a fronteira é transformada sobre a fronteira de um setor

53
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circular no plano hodógrafo. Podemos assumir que este setor é (depois de uma mudança de
unidades e eixos coordenados)

Γ : 0 ≤ |ς| ≤ 1 0 ≤ arg(ς) ≤ π

n
(3.2)

Para alguma n positiva, como em (Fig. 3.1c). Suporemos esta normalização em todas nossas
fórmulas.

Efetivamente assumiremos que (i) o hodógrafo e simplesmente coberto (i.e., dado ς em
Γ, existe só um ponto z onde a velocidade é ς∗).

Definindo o W−diagrama de um fluxo de Euler como o lugar geométrico de todos os
W(Z), faremos a hipótese habitual (ii) o W diagrama é simplesmente conexo e simplesmente
coberto. Em tais casos, o fluxo pode ser determinado usando transformações conformes,
pela seguinte técnica.

A função t = ςn transforma Γ sobre um semicı́rculo, o qual é transformado por T̃ =

−1
2 (t + t−1) sobre o semi-plano superior

∆ : Im{T̃ } ≥ 0 (3.3)

É claro que para qualquer número real a, b, c, d com ad > bc, T = (aT̃ + b)/(cT̃ + d) é uma
transformação simples injetiva conforme de ∆ sobre se mesma. Estes fatos são facilmente
demonstrados por métodos elementares. O teorema fundamental de unicidade das aplicações
conformes, ver [2], afirma que estas são as únicas transformações simples de ∆ sobre se
mesma. Segue-se que

Teorema 3.1. A mais general transformação simples de Γ sobre ∆ é dada por

T =
a(ς2n + 1) + 2bςn

c(ς2n + 1) + 2dςn (3.4)

donde a, b, c, d são reais e ad < bc.

Seguidamente notamos que qualquer fluxo completo é limitado por linhas de corrente,
de maneira que sua W−diagrama é limitado por cortes paralelos ao eixo real. Isto é um caso
especial da teoria de transformações de Schwarz-Christoffel [6] que:

Teorema 3.2. Se o W−diagrama de um fluxo completo é simplesmente conexo então há uma
transformação simples de ∆ sobre o W−diagrama, da forma

dW = f (T )dT = C
Π(T − Ai)
Π(T − Bk)

dT, (3.5)

onde os Ai, Bk são reais, de maneira que f (T ) é uma função racional com coeficientes reais.

Por exemplo no caso do jato desde um bocal, o W−diagrama é uma infinita faixa e
W = k ln T , portanto f (T ) = k/T .

Corolário 3.1. Sob as precedentes hipóteses, z é a integral de uma função racional de ςn em
ς.

Assim, T dada em (3.4) é uma função racional de ςn, e

z =

∫
ς−1 f (T )dT (3.6)
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3.2 Jato dentro de um bocal
Um dos mas simples jatos com linhas de corrente livre é dado pelo jato de um bocal como
se ilustra nas (Fig. 3.2a) e (Fig. 3.2c)

Figura 3.2: Jatos com linhas de corrente livre

O estudo matemático foi fato primeiro por Helmholtz [5]. Coeficientes de contração para
jatos lı́quidos são preditos com bastante exatidão pela teoria como mostramos na tabela 3.1.
A tabela 3.1 esta baseada sobre cálculos realizados por von Mises [9].

Tabela 3.1: Jato dentro de um bocal, ângulo meio β

β = π/n 22.5◦ 45◦ 67.5◦ 90◦ 112.5◦ 135◦ 157.5◦ 180◦

Cc(teoria) .855 .745 .666 .611 .568 .537 .516 .500
Cc(exper.) .882 .753 .684 .632 .606 .577 .546 .541

Neste caso, W−diagrama é evidentemente uma infinita tira, com um ponto do stagnação
em W = −∞. Por escolha apropriada de unidades temos que 0 ≤ V ≤ π. Portanto a variável
W, definida por

T = eW , o W = Ln(T ), (3.7)

cobre simplesmente a metade do plano. Se o hodógrafo é um setor circular, o qual parece
muito possı́vel, teremos (3.7) e (3.4). Também o ponto do stagnação em W = −∞, T = 0,
faz a = 0 em (3.4). Finalmente desde que uma traslação W → W + k o qual corresponde a
T → ekT , não tem significado fı́sico, um pode supor b = c = 1. Portanto

W = n ln ς − ln(ς2n − 2Cςn + 1)

= n ln ς − ln(ςn − eiπα) − ln(ςn − e−inα)
(3.8)

Aqui C = cos nα e S = sin nα onde −α é a direção do jato no infinito. No caso n = 1 do jato
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desde uma ranhura, um pode facilmente integrar dz = ς−1dW em forma fechada obtendo

z = −1
ς

+ C(ln ς + W) + iS Ln
ς − eiα

ς − e−iα (3.9)

Tabela 3.2: Parâmetros geométricos para jatos desde um “slot”

α 0◦ 18.4◦ 37.0◦ 56.2◦ 76.7◦ 91.8◦ 180◦

Cc .611 .609 .602 .588 .562 .532 0
γ 90◦ 75◦ 60◦ 45◦ 30◦ 20◦ 0◦

Na Tabela 3.2, tabulamos o coeficiente de contração Cc, e o ângulo γ entre as paredes
da ranhura e a linha unindo os bordes da ranhura, como funções de α, para 0 < α ≤ 90◦.
O ultimo é π/(2 + π) = 0.61 se α = 90◦; neste caso a fronteira livre é uma ”tractrix”. Em
general, as fronteiras livres podem ser expressadas paramêtricamente como segue. Sobre a
linha de corrente livre esquerda, onde ς = eiφ [0 < φ < α],

z = − cos φ + i sin φ + iCφ −C ln[2(cos φ − cosα)]

−S (α + π) +
1
2

iS ln
1 − cos(φ − α)
1 − cos(φ + α)

(3.10)

Similarmente, sobre o lado direito da linha de corrente livre, onde α < φ < π,

z = − cos φ + i sin φ + iC(φ + π) −C ln[2(cos φ − cosα)]

−Sα +
1
2

iS ln
1 − cos(φ − α)
1 − cos(φ + α)

(3.11)

O mais interessante caso é o caso simétrico [4]. Neste caso a metade do fluxo outra vez
representa ao jato desde um bocal, dos quais um lado (o eixo de simetria) estende-se ao
infinito. Com a precedente escolha dos eixos de coordenadas, os eixos de simetria fazem
um ângulo α = β/2 = π/2n com a horizontal, de maneira que C = 0 e S = 1 em (3.8).
Conseqüentemente, temos

W = n ln ς − ln(ς2n + 1) (3.12)

z =

∫
ς−1dW = −n

ς
− 2n

∫
ς2n−2

ς2n + 1
dς (3.13)

Desde o qual a abertura da boca h do bocal é facilmente calculado em termos da derivada
logarı́tmica ψ(x) = Γ

′
(x)/Γ(x) da Γ−função,

h = sin
π

2n
{2n + ψ(1 − 1

4n
) − ψ(

1
2
− 1

4n
)} (3.14)

Um caso particularmente interessante é a boquilha de Borda, quando n = 0.5. Neste caso as
linhas livres estão dadas explicitamente ([7]) por

z = 2 sin2(θ/2) − 2 log sec(θ/2), y = θ − sin θ (3.15)
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3.3 Jatos sobre placas planas
O caso de um jato convergente sobre uma infinita placa plana (ver [8]) (Fig. 3.3a) tem um
W−diagrama mas complicado (Fig. 3.3b); o hodógrafo é semicircular (Fig. 3.3c). Normali-
zamos para o caso em que o placa é horizontal, enquanto o jato tem espessura π.

Figura 3.3: a) Jato convergente sobre uma infinita placa plana, b) com um W−diagrama mas
complicado e c) Hodógrafo é semicircular

Lema 3.1. Se o ponto divisor é transformado sobre T = 0, então o W−diagrama corres-
ponde à metade do T−plano por

W = − ln(T − T1) + h2 ln(T − T2) + h3 ln(T − T3) (3.16)

onde T1, T2, T3 correspondem a os pontos no infinito sobre o jato concorrente e seus dois
ramos respectivamente, e h2 + h3 = 1.

Demonstração. Pela teoria geral de transformações de Schwarz-Christoffel podemos colocar
em (3.5)

f (T ) =
T

(T − T1)(T − T2)(T − T3)
. (3.17)

Usando frações parciais podemos escrever

f (T ) =
∑ hi

T − Ti
(3.18)

para constantes convenientes h1, h2, h3. Integrando (3.5), conseguimos

W =
∑

hi ln(T − Ti) (3.19)

onde os hiπ são os saltos em V nos Ti. Por nossa normalização,

h1 = −1
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pela conservação de massa (“uniformemente” no sentido da teoria de variáveis complexas),
h2 + h3 = 1. Podemos conseguir fórmulas inteiramente especı́ficas. Se colocamos

T =
2ς

ς2 + 1
, (3.20)

o hodógrafo é transformado sobre o plano metade ∆ por Teorema 3.1, com n = b = c = 1,
a = d = 0; também, no ponto divisor ς = 0, portanto T = 0 e as condições do lema 3.1 são
válidas. �

Substituindo ς = eiα, ς = 1, ς = −1 em (3.20), deduzimos

T3 = −1, T2 = 1, T1 = 2eiα/(e2iα + 1).

Também pela conservação horizontal, h2 − h3 = C, onde C = cosα, α é o ângulo que se
forma com o eixo x pelo jato concorrente. Combinando com h2 + h3 = 1, conseguimos

2h2 = 1 + C e 2h3 = 1 −C (3.21)

Substituindo f (T ) =
∑

hi/(T − Ti) em (3.6), e integrando, conseguimos

z = z0 + C ln(ς2 − 2Cς + 1) − iS ln
ς − eiα

ς − e−iα

−(1 + C) ln(ς − 1) + (1 −C) ln(ς + 1)
(3.22)

A correspondente equação para as correntes livres ς = eiφ é

z = z1 + C ln
∣∣∣∣∣
C − cos φ

sin φ

∣∣∣∣∣ + ln
(
cot

φ

2

)

+
1
2

iS ln
(
1 − cos(φ + α)
1 − cos(φ + α)

) (3.23)

onde

z1 = (1 + C)
iπ
2

+ S (π − α) i f φ < α

z1 = (1 −C)
iπ
2
− Sα i f φ > α

(3.24)

Se refletimos o fluxo assim obtido no placa, conseguimos uma completa descrição do fluxo
ideal devido a dois jatos simétricamente convergentes ver (Fig. 3.4)

3.4 Jatos convergentes

3.4.1 Fluxos simples; princı́pio de reflexão
Primeiro, para o conceito de um “fluxo simples”será dado uma precisa definição técnica.
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Figura 3.4: Jatos simétricamente convergentes

Definição 3.1. Um campo de velocidade complexo ς(z), definido sobre um domı́nio aberto
R com fecho R, será chamado um “fluxo simples”se e somente se

(i) R é simplesmente localmente coberta

(ii) R e simplesmente conexo

(iii) ς(z) é limitado e contı́nuo em R e analı́tica em R

(iv) A fronteira R − R de R consiste de um número finito de linhas de corrente rectificáveis
girando um ângulo total finito.

Observação 3.1. Observamos que o “potencial complexo” W =
∫
ςdz de qualquer fluxo

satisfazendo (iii) é claramente definido e contı́nuo sobre R, analı́tico em R, e limitado exceto
onde z chega a ser infinito.

Por uma “linha de corrente”, queremos dizer uma curva ao longo do qual V = Im(W) é
constante. Por uma curva rectificável , queremos dizer uma curva tal que o segmento unindo
qualquer dois pontos tem variação total finita.

Lema 3.2. Existe uma função simples z(T ) transformando a metade superior do T−plano
conformalmente e um a um qualquer fluxo simples; além ς(T ) e W(T ) são funções analı́ticas
complexas.

Demonstração. A primeira afirmação é uma conseqüência imediata do teorema fundamental
de aplicações conformes [2]; a analiticidade de

ς(T ) = ς(z(T ))

e W(T ) são corolários. �
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Muitas importantes propriedades de fluxos simples podem ser demonstradas aplicando o
Princı́pio de Reflexão de Schwarz (ver [2]) o qual o estabeleceremos sem demonstração.

Princı́pio dá Reflexão.

Figura 3.5: Domı́nio parcialmente limitado

Seja f (t) uma função complexa analı́tica,
regular e única-avaliada dentro de um
domı́nio D parcialmente limitado (como
Fig. 3.5) por um segmento AB do eixo
real, e tendendo continuamente a valores
reais sobre AB. Então a relação f (t∗) =

f ∗(t) continua f (t) analiticamente através
de AB para a imagem refletida D∗ de D,
de maneira que f (t) é analı́tica no domı́nio
D ∪ D∗ ∪ AB.

Muitos úteis corolários deste princı́pio podem ser estabelecidos por transformações con-
formes elementares.

Corolário 3.2. Seja f (t) analı́tica e único-avaliada num domı́nio D parcialmente limitado
por um arco ÂB de um cı́rculo de raio r com centro t = 0, exceto para um número finito
de zeros e pólos. Seja também f (t) contı́nua sobre o domı́nio fechado D, exceto em pólos,
e transforma ÂB sobre um arco de um cı́rculo de rádio R e centro 0. Então a relação
f (r2/t∗) = R2/ f ∗(t) continua f (t) analiticamente para a imagem refletida de D sob inversão
no cı́rculo |t| = r, trocando zeros e pólos.

3.4.2 W-diagramas de fluxos simples

Usando as idéias anteriores não é difı́cil dar uma clasificação local das singularidades de
W(T ) no lema 3.2

Teorema 3.3. Cerca de qualquer singularidade T = T0 no finito T−plane, W pode escrever-
se

W = c(T − T0)−2 + d(T − T0)−1 + h ln(T − T0) + r(T ) (3.25)

onde T0, h, c e d são reais e r(T ) é regular (i.e.,uma série de potência convergente em
(T − T0)).

Demonstração. Pela observação 3.1, qualquer tal singularidade T0 deve ser sobre a fronteira
i.e., T0 deve ser real. Desde que a fronteira consiste de linhas de corrente, V é constante por
partes sobre elas. Portanto para constantes convenientes V0 e πh (o salto em V a traves de T0

sobre a fronteira), temos
W = h ln(T − T0) + V0 + W1(T ), (3.26)
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onde W1(T ) e real perto de T0 quando T e real. Por observação 3.1, W(T ) e W1(T ) são
limitados e contı́nuos exceto em um número finito de pontos; portanto T0 é uma singulari-
dade isolada. O princı́pio de reflexão então mostra que W1(T ) pode estendida a uma função
analı́tica única-avaliada, definida numa vizinhança inteira de T0. Fica discutir a singulari-
dade de W1(T ) em T0. Em [3] se demonstra que uma singularidade essencial é impossı́vel.
Por tanto W1(T ) tem um pólo em T = T0. Devemos agora determinar a limitação sobre sua
ordem n. Mas se n > 2 então como ς , ∞ e dz = ς−1dW, a imagem no plano z do setor
0 < arc(T − T0) < π no T−plano terá um ângulo nπ > 2π. Portanto o z−plane será coberta
multiplemente, ainda localmente, contrariamente à afirmação. �

Definição 3.2. Se ς , 0 uma vizinhança de um ponto no infinito no z−plano correspondente
a T = T0 será chamada uma corrente infinita, um oceano ou jato conforme como o primeiro
coeficiente não zero em (3.25) é c, d ou h.(Se a fronteira não é uma linha de corrente livre,
usamos a palavra tubo em vês de jato).

Observação 3.2. Os casos são facilmente distinguı́veis no plano fı́sico, desde que o fluxo no
infinito tem um ângulo 2π, um ângulo π, ou cheia uma tira de grosso |hπ/ς| nos três casos. O
caso ς = 0 de pontos do estagnação no infinito requer uma mas elaborada (ver capitulo 3.5
secção 3.5.1) discução

Em outras aplicações, é conveniente transformar “simples”fluxos sobre vários domı́nios
B no t−plane (parâmetro-plano). Para tais aplicações, o seguinte corolário é útil.

Corolário 3.3. Seja t0 qualquer ponto na fronteira de um domı́nio B, onde a curva fronteira
é analı́tica. Então o Teorema 3.3 é válido com t substituindo a T .

Por [2] existe uma função analı́tica local da metade do plano superior sobre o interior de
B. O comportamento global de W pode ser deduzido muito facilmente do Teorema 3.3.

Teorema 3.4. O potencial complexo de qualquer “simples” fluxo tem a descomposição adi-
tiva

W =

n∑

k=1

[
ck

(T − Tk)2 +
dk

(T − Tk)
+ hk ln(T − Tk)] + cT 2 + dT (3.27)

Sua derivada tem a descomposição muçtiplicativa

dW/dT = R(T ) = C
∏

i

(T − Ai)(T − A∗i )
∏

i

(T − B j)/
∏

k

(T − Tk) (3.28)

Todos os coeficientes em (3.27) são reais; também são todos os B j em (3.28).

Demonstração. Primeiro consideremos o caso onde T = ∞ é transformado sobre um ponto
onde W é finito. Então, por Teorema 3.3, somando sobre todas a singularidades locais, a
diferença h(T ) entre os dois lados de (3.27) (com c = d = 0) é analı́tico e único-avaliada,
real sobre o eixo real e sem singularidades na metade do plano superior. Pelo princı́pio
de reflexão de Schwarz, h(T ) pode continuar-se para uma função regular em todo o finito
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T−plano. Além disso W(∞) sendo finito, h(T ) é também limitado. Portanto pelo teorema
de Liouville [2], h(T ) será uma constante. Desde que W esta definido somente até uma
constante aditiva, (3.27) é demonstrado com

c = d = 0.

Se W tem uma singularidade em T = ∞, podemos transformar a metade superior do T−plano
em se mesmo por uma inversão, utilize o resultado justo obtido para finito W(∞), então trans-
forme de novo para o original T . Isto produz os termos adicionais cT 2 + dT por inversão de
uma singularidade finita (3.25). Finalmente, diferenciando (3.27), conseguimos uma função
real racional com denominador comum

∏
(T − Tk) (alguns fatores podem repetir-se). Fac-

torizando o polinômio real do numerador em fatores lineares conseguimos (3.28). �

Observação 3.3. Ainda que (3.27) parece complicado, todos os casos podem obter-se pas-
sando ao limite na fórmula geral W =

∑
hk ln(T − Tk). Oceanos pode considerar-se como

um caso limite de dois jatos unindose, e correntes infinitas de três.

Observação 3.4. Só quando os Tk podem identificar-se com correntes infinitas, oceanos ou
jatos, segum como o primeiro coeficiente não zero na correspondente expresão (3.25) é c, d
ou h, assim os Ai e B j têm simples interpretações fı́sicas. Desde que ς = (dW/dT )/(dz/dT ), e
dz/dT , 0 no interior os zeros complexos Ai correspondem aos pontos do estagnação, onde
ς = 0. Num ponto divisor sobre a fronteira, onde o fluxo muda de direção, o W−diagram
deve cobrir um ângulo 2π ao menos, de maneira que dW/dT = 0 (e ao inverso ). Por tanto
zeros reais B j correspondem a pontos divisores (ou pontos do estagnação).

Observação 3.5. Casos, como jatos convergentes, onde o fluxo cover o exterior completo de
algum suficientemente grande cı́rculo, pode também tratar-se mediante uma ligeira modificação
do teorema 3.4. O ponto z = ∞ deve ser então considerada como uma singularidade isolada
interior T∞ do fluxo. Desde que a correspondência T 
 z é simples, podemos escrever
z = c/(T − T∞) + ..., e assim dz/dT tem um pólo de segundo ordem em T = T∞. Portanto,
ς sendo limitado dW/dt = ςdz/dt tem no máximo um pólo de segundo ordem. Portanto
dW/dT tem um pólo de segundo ordem em T∞ e outro (por reflexão) em T ∗∞. Isto significa
que (3.27) deve ser em geral suplementado por uma expresão da forma

d/(T − Tk) + d∗/(T − T ∗k ) + h ln(T − Tk) + h∗ ln(T − T ∗k ) (3.29)

Na forma multiplicativa (3.28) há um correspondente fator extra

(T − Tk)2(T − T ∗k )2 no denominador.

3.4.3 Jatos convergentes
Considere agora o fluxo definido por dois jatos convergentes J1, J2, ver [8], e dois jatos
salientes J2, J4 (Fig. 3.6a). Denominaremos por αk o ângulo do eixo x a Jk, e πhk o ı́ndice
de tempo de afluência de area de Jk. Por conservação de massa, claramente

h1 + h2 + h3 + h4 = 0 (3.30)
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Assumimos que todas as quatro velocidades das linhas de corrente livres são iguais, o que
é a única possibilidade se os jatos têm longitude infinita, com a condição que assumamos
continuidade no infinito. Portanto a fronteira de um hodógrafo é um cı́rculo. Por seleção
apropriada da unidade, chega a ser o cı́rculo unitário, de maneira que |hkπ| é a largura
do jato assintótico de Jk. Em realidade o hodógrafo é um simples cı́rculo coberta como
demonstraremos abaixo. Primeiro transformamos o fluxo sobre o cı́rculo unidade Γ, e nota-

Figura 3.6: Fluxo sobre o cı́rculo unidade

mos que o potencial complexo tem singularidades logarı́tmicas em J1, J2, J3, J4 ver
(Fig. 3.6b), e é regular em outra parte porque a reflexão de Schwarz destas singularidades
em Γ não produz novas singularidades. Assim nós escrevemos (ver corolário 3.3 do Teorema
3.3)

W = f (t) =

4∑

k=1

hk ln(t − tk), tk = eiαk (3.31)

Lema 3.3. O hodograf é um cı́rculo e podemos assumir t = ς em (3.31)

Demonstração. Por inspeção da figura 2a, arg ς muda por 2π ao redor da fronteira do fluxo.
Desde que ς(z) é limitada e analı́tica dentro do fluxo, a mudança é igual a 2πns, onde ns

é o número dos pontos do estagnação interior (multiplicidade sendo contada) onde ς = 0.
Portanto ns = 1. Colocando o ponto do estagnação em t = 0, fazemos ln |ς/t| harmônico e
limitado em Γ, e identicamente zero sobre a fronteira. Segue que desaparece identicamente,
portanto ς = eiγt; rodando, conseguimos ς = t �

Lema 3.4. Nós temos a identidade

4∑

k=1

hk

ςk
= 0 o

4∑

k=1

Ckhk =

4∑

k=1

S khk (3.32)

onde Ck = cosαk, S k = sinαk, e ςk = Ck + iS k
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Demonstração. Fórmula (3.32) é equivalente à conservação do momento. Alternativamente,
podemos demonstrarlo analiticamente. Por (3.31), podemos escrever z =

∫
ς−1dW como

z =

4∑

k=1

hk

ςk
ln(ς − ςk) −

4∑

k=1

hk

ςk
ln ς (3.33)

Mas desde que z(t) = z(ς) é único-avaliada perto de ς = 0, (3.32) segue �

Se z0 é o ponto de estagnação, temos que

z = z0 +

4∑

k=1

hk

ςk
ln(1 − ς

ςk
), [

1
ςk

= Ck − iS k] (3.34)

Ao inverso, se (3.30) e (3.32) valem e se os jatos não se “recross”, então (3.34) define um
fluxo admissı́vel correspondente ao jato concorrente. Claramente z0 e arbitrário.
Indeterminância. O eixo do jato Jk pode definir-se como a linha reta o qual é assintótica no
infinito à curva dada em termos de um parâmetro real r por

z(rςk) =
hk

ςk
ln(1 − r) + z0 +

∑

j,k

h j

ς j
ln(1 − ςk

ς j
) + ◦(1 − r) (3.35)

A metade de linha é paralela a ς∗k (i.e., ς−1
k hk), de maneira que seu equação cartesiana é

S kx + Cke + mk = 0 onde mk é o momento, ao redor de z0, do vetor unidade ς∗k = Ck − iS k,
atuando ao longo de linha metade. Isto é

−S kx −Cky = −Imςkz,

onde z = x + iy é qualquer ponto da linha metade. Portanto por (3.35) passando ao limite

mk = −I{ςkz0 +
∑

j,k

h j
ςk

ς j
ln(1 − ςk

ς j
)} (3.36)

Fisicamente, é natural supor que se os jatos ingressantes J1, J3 estão dados (i.e., que h1, h3,
α1, α3 e as metades das linhas de J1 e J3 estão dados), então o fluxo resultante esta determi-
nado. Não obstante, pode mostrar-se que, contrariamente ao esperado, o fluxo resultante é
efetivamente indeterminado, exceto no caso α3 = α1 +π de jatos convergentes paralelos. Em
verdade, exceto neste caso, (3.30), (3.32) e (3.36) com k = 1, 3 dá cinco equações entre as
seis variáveis desconhecidas h2, h4, α2, α4, x0, e0 (z0 = x0 + iy0). Estes têm uma familia de
soluções de um parâmetro o qual pode facilmente ser obtida graficamente.

3.5 Jatos bifurcados

3.5.1 Clasificação geométrica de fluxos simples
É interessante fazer uma clasificação topologica de singularides em termos da configuração
de linhas de corrente. Considere o incremento ao redor de um contorno B consistindo da
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fronteira do fluxo com pequenos desvios ao redor de pontos do estagnação e divisores, na
função multiplo-avaliada

n(z) =
1
π

arg dW =
1
π

arg ς + arg dz (3.37)

=
1
π

[arg dW/dt + arg dt] (3.38)

para qualquer função não singular t = f (z) do fluxo num auxiliar t−plano (e.g., sob um
cı́rculo ou hemi plano ). Isto é um inteiro par ou ı́mpar de acordo que o fluxo é à esquerda
ou direita. De fato, aumenta no infinito por um através de um jato (fonte ou sumidouro, ver

Figura 3.7: Fluxo num auxiliar t−plano

Fig. 3.7a), por dois através de um oceano (Fig. 3.7b), e por três ao redor de uma corrente
infinita (Fig. 3.7c); estes fatos são fáceis de verificar analiticamente. Em um simples ponto
divisor (Fig. 3.7d), n(t) decresce por um.
Claramente, arg dz aumenta por 2π ao redor de B (”simples”fluxo sendo simplesmente conexo),
enquanto

∮
d(arg ς) = 2nsπ, onde ns é o número de pontos do estagnação interiores (ver Fig.

3.7e), contanto multiplicidades. Portanto nós temos o seguinte resultado

n0 + 2n1 + 3n2 = 2 + nd + 2ns, (3.39)

onde n0 é o número de jatos e tubos, n1 de oceanos, n2 de correntes infinitas, e nd de pontos
de divisão sobre a fronteira.

Observação 3.6. Observemos que os pontos de estagnação no infinito (tubos de stagnação )
deve-se contar sobre ambos os lados de (3.39), isto é, como jatos, oceanos ou infinitas linhas
de corrente ao lado esquerdo, e como pontos do estagnação estancados (pontos divisores) à
direita. Por exemplo um jato de uma ranhura surge de um “stagnant ocean”, e um deveria
colocar em (3.39): n0 = 1,n1 = 1, n2 = 0, nd = 1, ns = 0. As regras gerais em tais
casos para substituir em (3.39) são complicados. Pontos interiores no infinito ( seção 3.4.2
observação (3.5) ) dá uma contribução 4 ao lado esquerdo de (3.39); assim, com o fluxo de
jato reentrance (ver [3]), (3.39) chega a ser 4 + 1 + 0 + 0 = 2 + 1 + 2.
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Com o anterior, temos esboçado uma demonstração de

Teorema 3.5. A equação (3.39) é valida em qualquer fluxo simples, sempre que nd e ns são
contados de acordo com sua multiplicidade

Por exemplo, (Fig. 3.8) representa um ponto de estagnação interno duplo (ns = 2).

Figura 3.8: Ponto de estagnação interno duplo

A não ser que o plano seja coberta multiplamente no infinito, também sabemos que 2n1+n2 ≤
2.

3.5.2 Jatos bifurcados
O caso de um jato dividido por uma placa horizontal (Fig. 3.9a) pode tratar-se muito cuida-
dosamnente refletindo suas singularidades, e usando os resultados topológicos anteriores.

Nós transformamos o fluxo sobre o semicı́rculo unidade Γ (Fig. 3.9b) no t−plano de-
modo que a correspondente semicircunferência corresponde às fronteiras livres, o diâmetro
ao plano, e t = 0 no ponto divisor. Primeiro demonstramos a fórmula ς = t. Seguindo a
notação anterior n0 = 3, n1 = n2 = 0. Portanto, por (3.39) nd = 1 e ns = 0; isto é também
intuitivamente óbvio. Segue que ς/t é limitado em Γ, real sobre o diâmetro, e de modulo um
sobre |t| = 1. Pelo princı́pio de reflexão ambos no diâmetro e em |t| = 1, vemos que ς/t é
limitado em todas partes. Por tanto pelo teorema de Liouville, ς/t é uma constante. Desde
que ς/t é real sobre o diâmetro e de modulo um, temos que ς = ±t. Com o jato entrante na
metade do plano superior, como na Fig. 3.9a, claramente ς = t.
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Figura 3.9: Jato dividido por uma placa horizontal

Agora consideremos W(t) = W(ς) similarmente. A reflexão das singularidades no eixo real
dá três singularidades logarı́tmicas conjugadas de igual força, em e−iα1 , e−iα2 , e−iα3 . Reflexão
na parte circular de Γ não dá novas singularidades
(ver Fig. 3.9b).Assim, obtemos que

W =

3∑

j=1

h j ln(ς − eiα j)(ς − e−iα j), (3.40)

Portanto

z =

∫ ∑
h j[

C j − iS j

ς − eiα j
+

C j + iS j

ς − e−iα j
− 2C j

ς
]dς, (3.41)

Mantendo z finito em ς = 0, claramente
∑

h jC j = 0; isto também corresponde à conservação
do momento da x−componente. Portanto

z = z0 −
∑

h j{C j ln(ς2 − 2C jς + 1) − iS j ln
ς − eiα j

ς − eiα j
} (3.42)

Por outro lado, dado que
∑

h jC j = 0 e (por conservação de massa)

∑
h j = 0,

devemos ter

h2 =
C3 −C1

C2 −C3
, h3 =

C1 −C2

C2 −C3
h1 (3.43)

Então, dado h1, α1, o jato dividido depende de dois parâmetros independentes, como também
esperariamos fisicamente.
Usando as leis de conservação de momento , podemos calcular a força Y e o torque M sobre
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o placa, como

Y = ρ

3∑

j=1

h jS j (3.44)

M = ρ

3∑

i, j=1

hih j

[
S iS j(

π

2
− α j) + sin(αi + α j) ln sin

1
2

(αi − α j)
]
. (3.45)

Sobre o placa, ς = υ é real, junto com

i ln
ς − eiα j

ς − e−iα j
= −2 arctan

[
S j

(υ −C j)

]
(3.46)

Portanto, também é z − z0. Para colocar a origem no ponto de estagnação, nós devemos pôr

z0 = x0 = −2
3∑

j=1

h jS j(π − α j) (3.47)

se fazemos isto, conseguimos a seguinte expressão simetrica para x

x = −
3∑

j=1

h jF(α j; υ), (3.48)

onde

F(α j, υ) =2S j(π − α j) + C j ln(υ2 − 2C jυ + 1)

− 2S j arctan
[

S j

(υ −C j)

]
.

(3.49)

Em particular os pontos finais x(−1) = x1 e x(1) = x2 do placa satisfazem as equações

x2 = −
3∑

j=1

h j

[
S j(π − α j) + 2C j ln sin

α j

2

]
(3.50)

x1 = −
3∑

j=1

h j

[
−S jα j + 2C j ln cos

α j

2

]
(3.51)

Enquanto ao longo da placa p satisfaz

p = −
3∑

j=1

h j

[
πS j + 2C j ln tan

α j

2

]
(3.52)

A equação das linhas de corrente ς = eiφ é

z = −
3∑

j=1

h j

[
S j(π − α j) + C j ln | cos φ −C j|

+
1
2

S j ln
1 − cos(φ + α j)
1 − cos(φ − α j)

]
+ const.

(3.53)
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3.6 Apêndice

3.6.1 Teorema da aplicação do Riemann
Desejamos definir uma relação de equivalência entre regiões em C. Depois de fazer isto
mostraremos que todas as regiões próprias simplesmente conexas em C são equivalentes ao
disco aberto D = {z : |z| < 1} e portanto são equivalentes entre si.

Definição 3.3. Uma região G1 é conformalmente equivalente a G2 se existe uma função
analı́tica f : G1 → C tal que f é injetiva e f (G1) = G2. Claramente, isto é uma relação de
equivalência.

É imediato que C não é equivalente a qualquer região limitada pelo teorema de Lioville.
Também é fácil mostrar das definições que se G1 é simplesmente conexa e G1 é equivalente
a G2 então G2 deve ser simplesmente conexa Se f é o ramo principal da raiz quadrada então
f é injetiva e mostra que C − {z : z ≤ 0} é equivalente à hemi-plano direito.

Teorema 3.6. Seja G uma região simplesmente conexa o qual não é todo o plano complexo
e seja a ∈ G. Então existe uma única função analı́tica f : G → C com as propriedades

(a) f (a) = 0 and f ′(a) > 0

(b) f é injetiva

(c) f (G) = {z : |z| < 1}
Recordemos que uma função analı́tica não constante é aberta. Assim a função f propor-

cionada pelo teorema de Riemann é um homeomorfismo. Ainda mais, uma função analı́tica
injetiva tem derivada diferente de zero e assim tem inversa analı́tica.
Recordemos também que uma função analı́tica com derivada diferente de zero preserva
ângulos e seu orientação de maneira que f é conforme. Ao inverso uma função conforme
diferenciavel (preservando ângulos inclusive orientação) é analı́tica. Assim o teorema da
aplição do Riemann é a vezes chamada o teorema da aplicação conforme.
A demonstração que a função f é única é algo fácil. Efetivamente, se g também tem as pro-
priedades de f em D = {z : |z| < 1} então f ◦ g−1 : D → D é analı́tica, injetiva e sobrejetiva.
Também f ◦ g−1(0) = f (a) = 0 assim por uma conseqüência do lema de Schwarz temos que
existe uma constante c com |c| = 1 e f ◦ g−1(z) = cz para todo z. Mas então f (z) = cg(z)
muesta que 0 < f ′(a) = cg′(a); dado que g′(a) > 0 segue que c = 1, ou f = g.
Para motivar a demonstração da existência de f , considere a famı́lia F de todas as funções
analı́ticas f tendo propriedades (a) e (b) e satisfazendo | f (z)| < 1 para z ∈ G. A idéia é
escolher um elemento de F tendo a propriedade (c). Suponhamos que {Kn} é uma sequência
de subconjuntos compactos de G tal que

⋃∞
n=1 Kn = G e a ∈ Kn para cada n. Então { f (Kn)} é

uma sequência de subconjuntos compactos de D = {z : |z| < 1}. Também, quando n cresce
f (Kn) cresce e enche o disco D. Escolhendo uma função f em F com a maior derivada
em a, escolhemos a função o qual “começa o mas rápido” em z = a .Assim tem a melhor
possibilidade de finalizar primeiro; isto é, de ter

⋃∞
n=1 f (Kn) = D.
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Antes de realizar esta demonstração, é necessário indicar que a única propriedade de uma
região simplesmente conexa o qual usaremos é o fato que toda função analı́tica diferente
de zero tem uma raiz quadrada analı́tica. Assim o teorema da aplicação do Riemann sera
completamente demonstração se demonstramos o seguinte

Lema 3.5. Seja G uma região o qual não é todo o plano complexo e tal que toda função
analı́tica diferente de zero sobre G tem uma raiz quadrada analı́tica. Se a ∈ G então há uma
função analı́tica f sobre G tal que:

(a) f (a) = 0 and f ′(a) > 0;

(b) f es injetiva;

(c) f (G) = D = {z : |z| < 1}.
Demonstração. Definamos F por

F = { f ∈ H(G) : f es in jetiva, f (a) = 0, f ′(a) > 0, f (G) ⊂ D} (3.54)

Dado que f (G) ⊂ D, sup{| f (z)| : z ∈ G} ≤ 1 para f ∈ F ; pelo teorema de Montel F é normal
se não é vazio. De maneira que o primeiro fato a ser demonstrado é

F , ∅ (3.55)

Também será mostrado que
F − = F ∪ {0} (3.56)

Uma vez que estes fatos sejam conhecidos a demonstração pode completar-se. Suponhamos
que (3.55) e (3.56) sejam verdadeiros e consideremos a função f → f ′(a) de H(G) → C.
Isto é uma função contı́nua e dado que F −1 é compacto, há um f em F com f ′(a) ≥ g′(a)
para todo g ∈ F . Como F , ∅, (3.56) implica que f ∈ F . Resta mostrar que f (G) = D.
Suponhamos que w ∈ D tal que w < f (G). Então a função

f (z) − w
1 − f (z)w

(3.57)

é analı́tica em G e nunca zero. Por hipótese existe uma função analı́tica h : G → C tal que

[h(z)]2 =
f (z) − w

1 − f (z)w
(3.58)

Dado que a transformação de Mobius

Tζ =
ζ − w

1 − ζw
(3.59)

aplica D sobre D, h(G) ⊂ D. Define g : G → C por

g(z) =
|h′(a)|
h′(a)

h(z) − h(a)

1 − h(z)h(a)
(3.60)
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Então g(G) ⊂ D, g(a) = 0 e g é injetiva. Também

g′(a) =
|h′(a)|
h′(a)

h′(a)[1 − |h(a)|2]
[1 − |h(a)|2]2 (3.61)

=
|h′(a)|

1 − |h(a)|2 (3.62)

Mas |h(a)|2 = | − w| = |w| e diferenciando (3.58) temos (desde que f (a) = 0) que

2h(a)h′(a) = f ′(a)(1 − |w|2) (3.63)

Portanto

g′(a) =
f ′(a)(1 − |w|2)

2
√|w|

1
1 − |w| (3.64)

= f ′(a)
(
1 + |w|
2
√|w|

)
(3.65)

> f ′(a) (3.66)

Depois temos que g ∈ F e isto contradiz a escolha de f . Assim temos que f (G) = D
Agora mostraremos (3.55) e (3.56). Dado que G , C, seja b ∈ C − G e seja g uma função
analı́tica sobre G tal que [g(z)]2 = z − b. Se z1 e z2 são pontos em G e g(z1) = ±g(z2) então
segue que z1 = z2. Em particular, g é injetiva. Pelo teorema da aplicação aberta existe um
número r > 0 tal que

g(G) ⊃ B(g(a); r) (3.67)

Assim se existe um ponto z em G tal que g(z) ∈ B(−g(a); r) então r > |g(z) + g(a)| =

| − g(z) − g(a)|. Segun (3.67) existe um w em G com g(w) = −g(z); mas pelas notas que
precedem (3.67) mostram que w = z o qual dá g(z) = 0. Então z − b = [g(z)]2 = 0 implica
que b ∈ G uma contradição. Por tanto

g(G) ∩ {ζ : |ζ + g(a)| < r} = ∅. (3.68)

Seja U o disco {ζ : |ζ + g(a)|} = B(−g(a); r). Existe uma transformação de Mobius T tal que
T (C∞ − U−) = D. Seja g1 = T ◦ g; então g1 é analı́tico e g1(G) ⊂ D. Se α = g1(a) então
g2(z) = ϕα ◦ g1(z) assim teremos que g2(G) ⊂ D e g2 é analı́tico, mas também temos que
g2(a) = 0. Agora é fácil encontrar um número complexo c, |c| = 1, tal que g3(z) = cg2(z) tem
derivada positiva em z = a e esta por tanto em F . Isto demonstra (3.55).
Suponhamos que { fn} é uma sequência em F e fn → f em H(G). Claramente f (a) = 0 e
dado que f ′n(a)→ f ′(a) segue que

f ′(a) ≥ 0 (3.69)

Seja z1 um elemento arbitrário de G e coloquemos ζ = f (z1); seja ζn = fn(z1). Por outro lado
seja z2 ∈ G, z1 , z2 e seja K um disco fechado centrado em z2 tal que z1 < K. Então fn(z)− ζn

nunca é zero sobre K dado que fn é injetiva. Mas fn(z)− ζn → f (z)− ζ uniformemente sobre
K, assim pelo teorema de Hurwitz temos que f (z) − ζ nunca é zero sobre K o f (z) ≡ ζ. Se
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f (z) ≡ ζ sobre K então f é a função constante ζ em todo G; dado que f (a) = 0 temos que
f (z) ≡ 0. Caso contrário obtemos f (z2) , f (z1) para z2 , z1; isto é f é injetiva. Mas se f é
injetiva então f ′ nunca pode ser zero; assim (3.69) implica que f ′(a) > 0 e f esta em F . Isto
demonstra (3.56) e a demostração do teorema esta completa. �
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Capı́tulo 4

Soluções analı́ticas explı́citas para fluxos
ideais

Fluxos compressı́veis em fluidos ideais irrotacionais bidimensionais não-isotrópico (p =

p(ρ), c2 = dp/dρ).

∇(ρu) = 0 (4.1)
∇(φ) = u

p
g

+ k +
u2

2
= cte.(Bernoulli)

Número de Mach M =
|∇φ|2

c2

(
1 − φ

2
x

c2

)
φxx +

1 −
φ2

y

c2

 φyy − 2
φxφy

c2 φxy = 0 (4.2)

Para a função de corrente ψ

1 −
ψ2

y

c2ρ2

ψxx +

(
1 − ψ2

x

c2 p2

)
ψyy + 2

ψxψy

c2ρ2 ψxy = 0 (4.3)

Lembre-se que ∂φ/∂n = 0 em corpos materiais tendo lado ψ satisfaz ψ = cte em corpos
materiais (primero problema de Neumann, segundo problema de Dirichlet).
Às vezes pode-se mais facilmente utilizar (4.1) que (4.2) ou (4.3) .
Exemplo: Fluxo de Prandtl-Meyer (ver [20]) : fluxo supersônico em volta de uma esquina
com p = ργ. Considere um fluxo supersônico na região

(x, y) = (r, θ), −δ < θ < π.

O fluxo é uniforme no infinito paralelo ao eixo x.
Tentamos uma solução u que depende somente sobre o ângulo θ e não sobre r e o mesmo
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devera ser válido para ρ na equação de Bernoulli.
Ponha φ(r, θ) = rΦ(θ) e calcule

u =
x
r
Φ(θ) − y

r
Φ′(θ) = cos θΦ(θ) − sin θΦ′(θ) e

v =
y
r
Φ(θ) +

x
r
Φ′(θ) = sin θΦ(θ) + cos θΦ′(θ)

(4.1) tome a forma em coordenadas polares

− sin θ
d
dθ

(ρΦ cos θ − ρΦ′ sin θ) + cos θ
d
dθ

(ρΦ sin θ + ρΦ′ cos θ) = 0

ou

(ρΦ′)′ + ρΦ = 0
ρ = ρ(Φ2 + Φ′2)

e é possı́vel reduzir a última equação a forma

(Φ′′ + Φ)(1 − Φ′2

c2 ) = 0 e Φ = θ sin(θ + β)

ou
Φ′2 = c2 = γ − γ − 1

x
u2 = γ − γ − 1

2
(Φ2 + Φ′2)

que tem a solução:

Φ(θ) = |u|max sin



√
γ − 1
γ + 1

θ + β

 , |u|max =

√
2γ
γ − 1

∂φ

∂r
= Φ =

√
u2 − Φ2 =

√
u2 − c2 = |u|

√
1 − c2

|u|2
∂φ

∂r
= |u| cos(r, u) e sin(r, u) = ±c

q

Longe da fronteira φ1 = u◦x ≡ a sin(θ+β) e queremos ligar esta solução a solução φ2 = rΦ(θ)
do segundo tipo.
Se esta é possı́vel na linha θ = θ0 , observe que

φr = Φ(θ) e
1
r
φθ = Φ′(θ)

representa os componentes radial e angular da velocidade e

ur = u0 cos(θ0), uθ = −u0 sin(θ0) primeiro fluxo
ur = Φ(θ0), uθ = Φ′(θ0) segundo fluxo

Φ′(θ0)2 = c2
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Segue-se que

sin(θ0) =
1
u0

Φ(θ0) = ±c(u0)
u0

e

u0 cos(θ0) = |u|max sin



√
γ − 1
γ + 1

+ β

 dado β

Agora tentamos conectar esta solução continuamente com a seguinte solução

φ3 = u(x cos δ − y cos δ),

fluxo na forma paralela segunda parede na linha θ = θ1. Então

φ2 = |u|max sin



√
γ − 1
γ + 1

θ

 cos(β) + cos



√
γ − 1
γ + 1

θ

 sin(β)

∂φ2

∂x
= u cos(δ),

∂φ2

∂y
= −u sin(δ)

(φ2)r = φ1(
1
r
φ2)θ = Φ′(θ1)

u cos(δ) = Φ(θ1) sin(θ1) + Φ′(θ1) cos(θ1)
−u sin(δ) = Φ(θ1) cos(θ1) − Φ′(θ1) sin(θ1)

− tan(δ) =
Φ(θ1) − Φ′(θ1)t
tΦ(θ1) + Φ′(θ1)

, e

u2 = Φ(θ1)2 + Φ′(θ1)2.

4.1 Linearização das equações não lineares o método do
Hodógrafo

(A) A transformação de Legendre para o potencial de velocidade.

(B) A transformação de Chaplygin-Molenbroek (ver [4] e [21]) para a função corrente.

A) TRANSFORMAÇÃO DE LEGENDRE.

Em (A), considere a transformação de variáveis independentes

x→ u = φx

y→ v = φy e
φ→ φ̃ = ux + vy − φ na variável dependente.

Se
∂(u, v)
∂(x, y)

≡
[
φxx φxy

φxy φyy

]
, 0
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x = x(u, v), y = y(u, v).
Observe que

dφ̃ = φ̃udu + φ̃vdv
= xdu + ydv + udx + vdy − φxdx − φxdy
= xdu + ydv

ou φ̃u = x, φ̃v = y.
Agora de

du = φxudu + φxvdv
dv = φyudu + φyvdv e
φ̃u = x, φ̃v = y

obtemos que

φxxφ̃uu + φxyφ̃uv = 1
φxvφ̃uu + φxxφ̃uv = 0
φxxφ̃uv + φxyφ̃vv = 0
φxyφ̃uv + φxxφ̃vu = 1

ou [
φxx φxy

φxy φyy

]
.

[
φ̃uu φ̃uv

φ̃vu φ̃vv

]
=

[
1 0
0 1

]

Segue-se que podemos transformar (4.2) a forma

(c2 − u2)φ̃uv + (c2 − v2)φ̃uv + 2uvφ̃uu = 0.

Pondo
q2 = u2 =

√
u2 + v2 e θ = tan−1(

v
u

)

obtemos que
c2q2φ̃qq + q(c2 − q2)φ̃q + (c2 − q2)φ̃θθ = 0

Tente soluções da forma

φ̃n(q, θ) = An(q)
{

cos(nθ)
sin(nθ)

obtendo
c2q2A′′n (q) + q(c2 − q2)A′n(q) − n2(c2 − q2)An(q) = 0

No caso
φ̃0 = A0(q), c2q2A′′0 (q) + q(c2 − q2)A′0(q) = 0
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dando

x = φ̃u = A′0(q)u/q, y = φ̃v = A′0(q)v/q e r2 = x2 + y2 = A′0(q)2

Pela equação de Bernoulli

1
2

q2 +

∫
dp
ρ

,
1
2

q2 + c2
∫

dρ
ρ

= cte.

qdq
c2 = −dρ

ρ
d

dq
(qA′0) = − q

c2 qA′0 = −ρ
′(q)
ρ(q)

(qA′0)

e integrado.

qρA′0 = qrρ = cte.
d

dq
tan r = q

(
1
c2 −

1
q2

)
⇒ r

{ ↓ q < c
↑ q > c

Existe um valor mı́nimo r0 para r e o fluxo é definido somente fora do cı́rculo de raio r0 no
plano (x, y).

B) PARA A FUNÇÃO DE CORRENTE ψ .

u = φx =
1
ρ
ψy, v = φy = −1

ρ
ψx

No plano fı́sico ψ não satisfaz uma equação diferencial fixa. Mais precisamente, não pode-
mos determinar a equação diferencial de segunda ordem satisfeita por ψ em um domı́nio do
plano z, a menos que seja conhecido que, neste domı́nio, o fluxo é completamente subsônico
ou completamente supersônico. Porém, se as componentes da velocidade φx e φy , ou algu-
mas funções fixas das componentes da velocidade, são introduzidas como novas variáveis
independentes, então φ e ψ se tornam soluções das equações diferenciais parciais lineares
fixas.
Observe que

dφ = udx + vdy
dψ
ρ

= −vdx + udy

dx =
u
q2 dψ − v

q2ρ
dψ

dy =
v
q2 dψ +

u
q2ρ

dψ
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em termos de (q, θ)

dx =

(
cos θ

q
φq − sin θ

qρ
ψq

)
dq +

(
cos θ

q
φθ − sin θ

qρ
ψθ

)
dθ

dy =

(
sin θ

q
φq − cos θ

qρ
ψq

)
dq +

(
sin θ

q
φθ − cos θ

qρ
ψθ

)
dθ

dφ + i
dψ
ρ

= (udx + vdy) + i(−vdx + udy) = (u − iv)(dx + idy)

= qe−izdz, z = x + iy

zq = eiθ

(
φq

q
+ i

ψq

qρ

)
, zθ = eiθ

(
φθ
q

+ i
ψθ
qρ

)

temos zqθ = zθq após cancelamentos e

−ψq

qρ
+ i

φq

q
= −φθ

q2 + iψθ
d

dq

(
1

qρ

)

φq = −1 − M2

qρ
ψθ

φθ =
q
ρ
ψq

Introduzindo q→ λ(q) obtemos

λ′(q)
∂φ

∂λ
= −1 − M2

qρ
∂ψ

∂θ

∂ψ

∂θ
=

q
ρ
λ′(q)

∂ψ

∂λ

Escolha

λ′(q)2 =
1 − M2

q2 , λ(q) = −
∫ σ

q

√
1 − M2

q2 dq e σ(λ) =

√
1 − M2

ρ

O sistema de equações torna-se

∂φ

∂λ
= −σ(λ)

∂ψ

∂θ
,

∂φ

∂θ
= σ(λ)

∂ψ

∂λ

Eliminando
∂2ψ

∂θ2 +
1

σ(λ)
∂

∂λ

(
σ(λ)

∂ψ

∂λ

)
= 0.

Ponha ψ∗ =
√
σψ,

ψ = 0→ ψ∗ = 0 e
∂2ψ∗

∂λ2 +
∂2ψ∗

∂θ2 = f (λ)ψ∗,
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sendo

f (λ) =

d2(
√
σ)

dλ2√
σ

A transformação λ→ λ(q) é real somente se M < 1 (o caso subsônico).
No caso supersônico introduzimos λ1(q) por

λ1(q)2 =
(M2 − 1)

q2 e σ(λ1) =

√
(M2 − 1)

ρ
e ψ∗1 =

√
σψ(λ1, θ)

Neste caso obtemos que
∂2ψ∗1
∂λ2

1

− ∂
2ψ∗1
∂θ2 = f1(λ1)ψ∗1,

sendo

f1(λ1) =

d2(
√
σ1)

dλ2
1√
σ1

Ponha p = aργ, γ > 1 e c2 = aγργ−1

q2

σ
+

1
γ − 1

c2 =
q2

1

c2 ,

facendo m = M2 temos

q2
(
σ

γ − 1
+ m

)
= q2

1m

dq
dm

=
1

γ − 1
q2

q2
1m

;

λ(q) = −
∫ L

n

√
1 − m

m(σ + (γ − 1)M)
dm

=
1

kσ
tan−1(k

√
1 − m) − 1

σ
tan−1(

√
1 − m), k =

√
γ − 1
γ + 1

f (λ) =
γ + 1

16
m2(1 − m)−3(16 − ψ(3 − 2γ)m − (3γ − 1)m2).

Ponha

σ =
q2

q2
1

, ρ = ρ0(1 − σ)1/γ−1 e ρ0 =

(
γ − 1
2γq

q2
1

)1/γ−1

logo
∂φ

∂θ
= A(σ)

∂ψ

∂σ

∂ψ

∂θ
= B(σ)

∂φ

∂σ
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onde

A(σ) =
2σ
ρ0

(1 − σ)−1/γ−1 B(σ) =
2ρ0σ(γ − 1)(1 − σ)

1
γ−1

(γ + 1)σ − (γ − 1)
Elimando φ

∂2ψ

∂θ2 = B(σ)
∂

∂σ

(
A(σ)

∂ψ

∂σ

)

A forma desta equação sugere a construção de soluções pelo método de separação de variáveis

ψ(σ, θ) = σvFv(σ)e2ivθ

e assim,

σ(1 − σ)F′′v (σ) +

[
2v + 1 − (2v − 1

γ − 1
+ 1)σ

]
F′v(σ) +

(2v + 1)v
γ − 1

Fv(σ) = 0

o que um caso da equação diferencial hipergeométrica F(a, b, c, σ). Assim

σ(1 − σ)F′′ + (c − (a + b + 1)σ)F′ − abF = 0

com
a + b = 2v − 1

γ − 1
ab = − (2v + 1)v

γ − 1
e c = 2v + 1.

Resolvido por

F(a, b, c, σ) = 1 +

∞∑

1

a(a + 1)...(a + k − 1)b(b + 1)...(b + k − 1)
1.2...k.c(c + 1)...(c + k − 1)

σk

Temos
ψ(σ, θ) = σvF(av, bv, 2v + 1, σ)e2ivθ

O grande problema com o método é: Qual é a região não variável (q, θ) ou (λ, θ) ou (σ, θ) em
qual a equação diferencial é definida.
Mais fácil é a situação quando o fluxo ocorre em uma região cuja borda consiste de linhas
retas (paredes) e linhas de corrente livres.
Nas paredes a direção do fluxo é constante, portanto θ = constante. As linhas livres de
corrente satisfazem a condição que a pressão é constante e pela equação de Bernoulli q é
constante o que implica que λ é constante e por conseqüência que σ é constante.
Exemplo:
No caso de fluxo incompressı́vel (x, y)→plano hodográfico é uma aplicação conforme é

ψ(u, v) = 2c sin
(
log

ξπ/2α

1 − ξπ/α
)
, ξ =

1
q0

(u − iv)

resolve o problema

ψ = −c


π

α
θ + 2

∞∑

1

1
n

(
q
q0

)nπ/α

sin
(nπθ
α

)
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Chaplygin observou que o problema correspondente para fluxo compressı́vel adiabático é
resolvido substituindo

q2v sin(2vθ)→ cvσ
vF(av, bv, 2v + 1, σ) sin(2vθ), e

ψ = −c


π

α
θ + 2

∞∑

1

cv

n
σvF(av, bv, 2v + 1, σ) sin(2vθ)


com n = 2vα/π.
Para θ = ±α, ψ(σ,±α) = ±cπ sin(2vθ) = 0 com

cv = σv
0(F(av, bv, 2v + 1, σ0))−1

ψ(σ0, θ) = −c


π

α
θ + 2

∞∑

1

1
n

sin
(nπ
α
θ
) ou

q = q0

Podemos demonstrar convergência da série dado que σ < σ0 no caso que σ0 é subsônico.

4.2 Fluxos Transônicos

4.2.1 Apresentação e modelagem do problema
A construção de um modelo matemático

Podemos descrever o fluxo de um gás ao redor de um obstáculo com um certo grau de
precisão pela teoria clássica de fluidos incompressı́veis, contanto que as velocidades sejam
suficientemente pequenas. Para valores mais altos da velocidade, deve ser levada em conta
a compressibilidade. Experiências mostram, entretanto, que, desde que a velocidade do gás
não exceda em nenhuma parte a velocidade do som, os efeitos da compressibilidade são
somente quantitativos. Isto é completamente confirmado pela teoria matemática, como nós
mostraremos em uma seção subseqüente. Quando são alcançadas velocidades supersônicas,
o caráter do fluxo pode mudar e choques podem aparecer. Somente nos preocupamos aqui
com fluxos sem choque, e em particular, com a possibilidade de explicar o colapso do fluxo
potencial sem choque dentro da estrutura que não considera a viscosidade.

Mais precisamente, no problema anterior, descreve-se o fluxo de potencial fixo em duas
dimensões de um fluido compressı́vel perfeito completamente ao redor de um determinado
obstáculo, com a direção e a velocidade (subsônica) do fluido prescritas no infinito. É
desnecessário dizer que os adjetivos “fixo”,“potencial”, “bidimensional” e “perfeito” im-
plicam idealizações da realidade fı́sica. Uma vez que o modelo idealizado apresenta as car-
acterı́sticas adequadas, porém, é objetivo do matemático obter tanta informação dele quanto
possı́vel. Vale ainda frisar que o matemático aplicado deve estar sempre atento ao fato de
possuir apenas uma idealização da realidade.
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Experiências mostram isso, pois, na maioria dos casos, não se pode avaliar o valor de
um modelo idealizado a priori. Só depois que a matemática do modelo for explorada sufi-
cientemente, levando em conta as circunstâncias particulares, verificar-se-á se o modelo é
uma descrição satisfatória da realidade fı́sica e em que casos que falha. O fracasso de um
modelo idealizado pode ser descoberto de dois modos bastante diferentes. O modelo pode
fornecer previsões incoerentes ou até mesmo contraditórias com os dados experimentais, ou
o modelo pode se mostrar intrinsecamente incompatı́vel. Esta inconsistência se manifestará,
em geral, no fato de o problema em análise não ser bem posto. O termo “bem posto”é usado
aqui no sentido técnico formulado por Hadamard. Um problema constituı́do de uma equação
diferencial parcial com valores de contorno é dito bem posto se há uma solução, ela é única,
e depende continuamente de determinados dados. Em todo caso concreto, a pessoa deve
especificar em que classe de funções ela procura uma solução, e que significado preciso ela
dá à exigência de dependência contı́nua dos dados.

Às vezes é discutido se provas de existência e unicidade é de interesse para o matemático
aplicado “realista”, e, em muitos casos, ignorá-las não acarreta problemas. No problema
em consideração, porém, muitas das dificuldades principais se originam precisamente em
questões não resolvidas de existência e unicidade de soluções, e muitas investigações con-
duzidas ignoraram estas dificuldades, de forma que foram tiradas conclusões bastante errôneas.

Por outro lado, matemáticos puros às vezes têm dúvidas quanto à real contribuição da
mecânica à matemática. Novamente, acreditamos que o problema em consideração pode
servir como um contra exemplo. Os resultados positivos alcançados envolveram algumas
técnicas muito refinadas e modernas de análise. As questões levantadas estimularam o inter-
esse no campo praticamente inexplorado de equações diferenciais parciais do tipo misto.

Deverı́amos dizer que o problema que relataremos está longe de ser resolvido completa-
mente. Mas progresso significativo foi alcançado e uma gama de perguntas em aberto talvez
sejam formuladas hoje com mais precisão do que eram um tempo atrás.

A formulação do problema

Nós nos preocuparemos com a equação diferencial parcial não linear

(ρφx)x + (ρφy)y = 0, onde (4.4)
ρ = ρ(q) (q2 = φ2

x + φ2
y) é uma função dada (4.5)

Aqui, x, y são as coordenadas do plano de fluxo (plano fisico), φ(x, y) é o potencial de
velocidade, q a velocidade, e ρ a densidade. A relação entre densidade e velociadade (4.5) é
obtida da lei de Bernouli e da equação de estado. Se esta última é da forma

pρ−γ = const.

onde p é a pressão e γ > 1 a relação constante entre os calores especı́ficos então a relação
entre ρ e q é da forma

ρ = (1 − (γ − 1/2)q2)1/(γ−1) (4.6)
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contanto que as unidades sejam corretamente escolhidas. Neste caso, a velocidade c é deter-
minada por

c2 =

(
2

γ − 1

)
− φ2

x − φ2
y

e a equação (4.4) pode ser escrita na forma

(c2 − φ2
x)φxx − 2φxφyφxy + (c2 − φ2

y)φyy = 0 (4.7)

O descriminante desta equação é

c4(1 − M2) onde M =
q
c

é denominado o numero de Mach local. A equação (4.7) é elı́ptica para fluxo subsônico
(M < 1), quer dizer, contanto que a velocidade q não exceda a velocidade critica

qcr =

√
2

γ − 1

Para fluxo supersônico (M > 1, q > qcr) a equação é hiperbólica. Para a maioria das
considerações a seguir, a forma precisa da relação entre densidade e velocidade é de pouca
importância. Alguns autores preferem usar uma relação entre p e q ligeiramente diferente
para facilitar cálculos computacionais. Enquanto as caracterı́sticas essenciais da relação (4.6)
são preservadas, não pode haver objeções a este procedimento. De fato, ele pode ser justifi-
cado rigorosamente para fluxos puramente subsônicos.

No caso de uma relação geral entre densidade e velocidade, o fluxo é subsônico ou su-
persônico conforme a derivada

d[qρ(q)]
dq

é positiva ou negativa. Estudando fluxos puramente subsônicos, as vezes é conveniente sub-
stituir (4.6) por uma relação entre densidade e velocidade que conduza a uma equação difer-
encial permanentemente elı́ptica e não imponha nenhuma restrição ao valor de q. Assim,
Chaplygin [4] propôs a relação entre p e q da forma abaixo

ρ2(1 − q2) = 1

Isto transforma (4.4) na equação clássica de superfı́cies mı́nimas, que pode ser investi-
gada pelas ferramentas da teoria de funções complexas. Como observação, note que esta
aproximação de Chaplygin foi extensivamente utilizada em problemas de aerodinâmica.
Outro dispositivo consiste em substituir (4.6) pela relação (4.5), que coincide com (4.6) para
valores de q em um intervalo

0 ≤ q ≤ qcr − ε
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onde ε é um número fixo arbitrariamente pequeno, e colocando (4.4) na equação de Euler-
Lagrange para um problema variacional regular. Esta “regularização”da equação tem uma
vantagem importante: uma solução da equação regularizada para qual

φ2
x + φ2

y < (qcr − ε)2

é ao mesmo tempo uma solução da “equação exata” (4.7).
Seja P uma curva fechada simples no plano z (z = x + iy). Assumimos que P tem uma
tangente variando continuamente e uma curvatura mudando continuamente, exceto talvez
em um ponto, a extremidade, que pode apresentar um canto ou uma cúspide.
Uma solução de (4.4) definida no domı́nio exterior P e tendo derivadas φx, φy com valor único
representa um fluxo passando por P, se as derivadas forem contı́nuas em P e satisfizerem a
condição

∂φ

∂n
= 0

onde ∂/∂n denota a diferenciação na direção normal. Além disso, exigimos que

(i) as derivadas devem ser Hölder-contı́nuas em P,

(ii) as derivadas devem desaparecer na extremidade, exceto se zT é o vértice de um canto
ou cúspide (Condição de Kutta-Joukowski ) e que

(iii) φx → q∞, φy → 0 como z→ ∞ onde 0 < q∞ < qcr é um dado número.

Não requeremos que seja univocamente avaliada e não prescrevemos o valor da circulação

Γ =

∮

P
dφ

Uma função que satisfizer estas condições será chamada solução do Problema Π(P, q∞), ou
um fluxo passando por P com velocidade de fluxo livre q∞ . Para toda solução, fixamos

qmax = max
√

(φ2
x + φ2

y)

O fluxo é chamado subsônico se qmax < qcr, transônico se qmax > qcr.

4.2.2 Soluções para o Problema
Soluções aproximadas

O problema de valores de contorno formulado acima apresenta três dificuldades: A equação
é não linear. O valor da circulação será determinado a partir da condição de Kutta-Joukowski.
Finalmente, e esta é a barreira mais séria, a equação é de tipo misto.
Normalmente confrontado com um problema deste tipo o matemático aplicado recorre a
um dos três métodos tradicionais para o tratamento de problemas aparentemente intratáveis:
perturbação de soluções conhecidas, diferenças finitas e a construção de exemplos tı́picos.
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Todos os três métodos foram aplicados ao Problema Π com aparente sucesso prático. A
solução do Problema Π é bem conhecida no caso limite, quando q∞ = 0 caso em que o
problema se reduz à determinação de um fluxo incompressı́vel passando por P. O método
de perturbação aplicado a esta solução consiste em assumir como solução uma expansão da
forma

φ(x, y) = φ0(x, y) + τφ1(x, y) + τ2φ2(x, y) + ... (4.8)

Aqui, φ0 é a solução do problema incompressı́vel e τ um parâmetro que caracteriza a magni-
tude de q∞, ou, mais especificamente, o quadrado do número de Mach do fluxo livre. Os co-
eficientes φi(x, y) podem ser determinados sucessivamente resolvendo problemas de valores
de contorno elı́pticos lineares. Este método, conhecido como o método de Rayleigh-Janzen,
foi assunto de inumeráveis artigos. Enquanto só alguns termos de (4.8) foram computados
em casos práticos, acredita-se que, em geral, o método não converge para valores de τ que
conduziriam a fluxos transônicos. Se há problemas de convergência até mesmo para valores
menores de τ, é ainda uma questão aberta. Frankl e Keldysh [7] provaram, entretanto, que o
método converge para valores suficientemente pequenos de τ . A magnitude de “suficiente-
mente pequeno”é dependente, evidentemente, de cada problema particular tratado.
Outra “solução”conhecida de Π é o fluxo uniforme que corresponde ao caso quando P se
degenera em um segmento reto. O método de perturbação aplicado a esta solução leva-nos
a assumir uma expansão da forma (4.8), onde φ0 é uma constante multiplicada por x, e τ
denota o parâmetro que caracteriza o desvio do fluxo do caso uniforme, isto é, uma clara de-
pendência da geometria do obstáculo (o primeiro termo da expansão (4.8) é conhecido como
a aproximação de Prandtl-Glauert). Apesar de não haver provas de convergência para este
método, simulações numéricas não indicaram qualquer dificuldade e vários autores produzi-
ram padrões de fluxos passando por obstáculos delgados e ao longo de paredes ligeiramente
curvas que exibem regiões supersônicas relativamente grandes, mas limitadas, em meio a um
fluxo predominantemente subsônico.
Fluxos deste caráter também foram obtidos por Taylor [2] no caso de um bico simétrico.
Taylor assumiu para φ uma expansão em séries de potências de (x, y) da qual foram utiliza-
dos só alguns termos nas computações.
O método de diferenças finitas consiste, como é bem conhecido, da substituição das derivadas
parciais da equação diferencial pelos quocientes de diferença correspondentes, e da pos-
terior resolução do sistema de equações algébricas resultantes para um número finito de
variáveis. No caso da equação (4.4), obtém-se um sistema de equações algébricas não lin-
eares. Aparentemente, ninguém investigou se este sistema tem soluções, e se estas soluções,
se existem, são aproximações adequadas das da equação diferencial. Porém, se a equação
diferencial é resolvida numericamente pelo assim denominado “Método de Relaxamento”,
não há, em geral, grandes distorções em relação aos resultados esperados. Também por este
método, foram obtidos padrões de fluxo com regiões supersônicas limitadas, por exemplo,
por Emmons [5].
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Soluções rigorosas: A linha limite

A utilidade de métodos indiretos para obtenção de soluções em Matemática Aplicada foi
mostrada nas mais diversas situações. Se um problema de valores de contorno não pode
ser resolvido rigorosamente ou de forma suficientemente explı́cita para uma determinada
geometria (e poucos problemas o são), tenta-se achar soluções para formas que são determi-
nadas a posteriori, na esperança de que estas soluções sejam tı́picas. No caso de um problema
bem posto, exemplos simples de soluções fornecem informações confiáveis sobre a estrutura
da solução. A dificuldade é que exemplos de soluções rigorosas nunca podem ser usados
para demonstrar que o problema é bem posto.
No caso do problema Π, a construção de um único exemplo já apresenta dificuldades con-
sideráveis, que podem, felizmente, ser superadas de diferentes modos. Nós discutiremos
somente os métodos que estão diretamente relacionados ao trabalho pioneiro de Chaplygin
[4]. O método de Bergman é descrito completamente no artigo [2], de sua autoria. Aparente-
mente, nunca foi aplicado a fluxos transônicos. Outro método, proposto independente-
mente por Christianovitch e por Bers [1] é limitado, em princı́pio, para fluxos puramente
subsônicos. Todos estes métodos para construir soluções estão baseados na transformação
hodográfica.
A equação (4.8) implica a existência de uma função de corrente ψ(x, y) tal que

ρφx = ψy, ρφy = −ψx (4.9)

No plano fı́sico, ψ não satisfaz uma equação diferencial fixa. Mais precisamente, não pode-
mos determinar a equação diferencial de segunda ordem satisfeita por ψ em um domı́nio
contido no plano z, a menos que seja conhecido que, neste dominio, o fluxo é completa-
mente subsônico o completamente supersônico. Porém, se as componentes da velocidade φx

e φy ou algumas funções fixas das componentes de velocidade, são introduzidas como novas
variáveis independentes, então φ e ψ se tornam soluções de equações diferencias parciais
lineares fixas.
É habitual realizar esta transformação, a transformação hodográfica, introduzindo como
variáveis independentes a inclinação do vetor velocidade,

θ = arctan(φy/φx)

e uma função fixa da velocidade:

σ =

∫ qcr

q

ρdq
q

(4.10)

Como função de (θ, σ), a função de corrente satisfaz a equação de Chaplygin

K(σ)ψθθ + ψσσ = 0 (4.11)

onde

K(σ) =
1 − M2

ρ2 (4.12)
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Note que

σ→ +∞ para q→ 0,
σ = 0 para q = qcr,

K(0) = 0, K′(σ) > 0
(4.13)

A equação de Chaplygin é, portanto, elı́ptica no semiplano subsônico, ou seja, com σ > 0, e
hiperbólica no semiplano supersônico, com σ < 0.
Agora, considere ψ uma solução de (4.11) definida em um ∆ do σ, plano-θ, e defina

x + iy =

∫
eiθ

q

{(
ψσ +

i
ρ
ψθ

)
dθ +

(
−Kψθ +

i
ρ
ψσ

)
dθ

}

Se esta correspondência leva ∆ a um domı́nio simplesmente coberto do plano z, então ψ é,
neste domı́nio, a função de corrente de um fluxo potencial compressı́vel, enquanto que o
potencial de velocidade satisfaz (4.9).
A transformação do plano hodográfico para o plano fı́sico é certamente impossı́vel, se existe
um arco Γ em ∆ ao longo do qual

xθyσ − xσyθ = 0 (4.14)

Isto nunca ocorrerá no semiplano subsônico, mas é bem possı́vel que ocorra na região su-
persônica. A imagem C de Γ no plano fı́sico é uma fronteira natural do fluxo, local onde as
linhas de corrente formam cúspides. Por isso, C e Γ são chamados de linhas limite (o exem-
plo mais simples de uma linha limite é fornecido pelo fluxo familiar com linhas de corrente
radiais).
Há várias maneiras de construir sistemas completos de soluções particulares de (4.11). O
sistema mais útil parece ser o usado por Chaplygin, consistindo das funções

θ, fα(σ), fα(σ) sinαθ (4.15)

onde fα são soluções das equações diferenciais ordinárias apropriadas. Estas soluções corre-
spondem às funções harmônicas

θ, qα(σ) cosαθ, qα(σ) sinαθ (4.16)

das variáveis q cos θ, q sin θ. A questão importante é encontrar uma combinação das soluções
(4.15) que, quando transferida para o plano fı́sico, origina um fluxo com as propriedades
desejadas, isto é, um fluxo de comportamento semelhante ao de um fluxo incompressı́vel. A
técnica de Chaplygin para fazer esta escolha consiste basicamente em expressar a função de
corrente ψ̃ do fluxo incompressı́vel dado, que é uma função harmônica de

(q cos θ, q sin θ)

como uma série de soluções (4.16), e então formar com os mesmos coeficientes uma série
de soluções correspondentes (4.15). Esta técnica apresenta bons resultados para exemplos
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como o de um jato fluindo de um recipiente formado por duas paredes paralelas e um fluxo
em esteira passando por um segmento reto. Mas, se ψ̃ é escolhida como a função de cor-
rente de um fluxo incompressı́vel passando por um anteparo, a série formada pela prescrição
de Chaplygin só pode representar a solução desejada em uma parte do domı́nio. Torna-
se necessário recorrer à sua complementação analı́tica, e ocorre que uma solução com as
propriedades desejadas pode ser obtida com pequenas modificações na receita simples de-
senvolvida por Chaplygin. Para uma análise aprofundada dos métodos engenhosos através
dos quais essas modificações são realizadas, consultar Lighthill [13], Goldstein, Lighthill e
Craggs [10]. Aqui, utilizaremos apenas o resultado final.
E possı́vel achar uma famı́lia de soluções ψ(θ, σ; t) da equação de Chaplygin que depende de
um parâmetro t, 0 < t < t∗ e tendo as seguintes propriedades:

(i) Para cada t no intervalo, ψ(t) é uma solução de (4.11) definida em um domı́nio Q que
depende de t. No contorno de Ω , a solução ψ(t) e suas derivadas parciais de ordem 2
com respeito a θ, σ são funções contı́nuas de t.

(ii) Existe um t1, 0 < t1 < t∗, tal que, para cada t, 0 < t < t1 a solução ψ(t) , quando
transferida do plano fı́sico representa o potencial de um gás fluindo ao redor de um
anteparo P(t) , isto é, cuja forma depende de t. A velocidade deste fluxo no infinito,
q∞(t) , é subsônica e função monótona de t. Em outras palavras: para 0 < t < t1, ψ(t)
é, no plano fı́sico, uma solução de Π(P(t), q∞(t)) . Para t → 0, o fluxo se aproxima de
um fluxo incompressı́vel ao redor de um determinado anteparo P(0).

(iii) Existe um t2, 0 < t2 < t1 tal que para t < t2 o fluxo representado por ψ(t) é pura-
mente subsônico, enquanto que, para t2 < t < t1 este fluxo é transônico, com regiões
supersônicas limitadas.

(iv) Para t < t1 a solução ψ(t) não pode ser transferida para o plano fı́sico devido ao surgi-
mento de linhas limite.

Observamos que, em todos os casos citados, a dependência de ψ(t) em t é analı́tica.
Assim, os resultados derivados pelo método hodográfico parecem confirmar os resultados
obtidos pelos métodos não rigorosos descritos na seção precedente.
E natural assumir que os fluxos computados são exemplos tı́picos e o fluxo transônico obtido,
com regiões supersônicas suficientemente pequenas, é possı́vel para anteparos arbitrários.
Na realidade, vários especialistas em aerodinâmica concluı́ram que, para um determinado
obstáculo fixo, sempre existe uma familia de fluxos que satisfazem as propriedades (i)-(iv), e
que o colapso final de um fluxo potencial transônico é causado pelo aparecimento de linhas
limite no plano hodográfico.
Porém, mostrou-se que a hipótese atraente e elegante das linhas limite era intrinsicamente
falsa. Em 1948, Friedrichs provou que uma famı́lia de soluções da equação de Chaplygin
que satisfazem as propriedades (iv) e para um obstáculo fixo P não podem obedecer à pro-
priedade (iv). O mesmo é verdade se P(t) não é constante, mas tem uma curvatura limitada.
Um resultado parcial nesta direção foi previamente obtido por Nikolski e Taganov [15]. A
prova de Friedrichs era bastante complicada, fazendo uso de um lema algébrico provado por
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Flanders e da suposição de que ψ é uma função analı́tica de (σ, θ). Posteriormente, Kolod-
ner e Cathleen Morawetz [12], usando uma transformação de variáveis, deram uma prova
bastante sucinta do resultado de Friedrichs, sem precisar assumir a analiticidade da função.
Assim, a hipótese de linha limite pode ser considerada como definitivamente refutada.
Uma vez reconhecido que as soluções obtidas pela aplicação do método hodográfico não são
tı́picas, pelo menos quanto ao colapso do fluxo potencial, é natural verificar se elas não são
peculiares também em outros sentidos. Realmente, de maneira totalmente independente das
considerações sobre linha limite, vários autores começaram a expressar dúvidas quanto à ex-
atidão do problema de valores de contorno para fluxos transônicos. O ponto de partida nesta
direção “crı́tica” se deu em 1930, com o artigo publicado por Taylor [2]. Taylor aplicou o
método de perturbação ao fluxo circulatório puramente transônico ao redor de um cı́rculo,
com velocidade nula no infinito. Ele mostrou, de maneira não muito rigorosa, mas com o
auxı́lio da técnica padrão de pequenas perturbações que o problema de valores de contorno
não é bem posto para uma leve mudança da forma circular. Depois, Nikolsky e Taganov
[15] descobriram, a partir de considerações geométricas bastante simples, que, em um fluxo
transônico suave que contém uma região supersônica limitada por uma parede fixa e por
uma linha sobre a qual M = 1, uma desigualdade definida que relaciona a taxa de variação
de q com a curvatura do anteparo. Em particular, um fluxo deste tipo é matematicamente
impossı́vel se o seu anteparo contiver um segmento reto arbitrariamente pequeno. Cathleen
Morawetz, por sua vez, mostrou que a condição de segmento reto pode ser substituida pela
exigência de que a curvatura do anteparo desapareça em algum ponto. Os argumentos mais
gerais contra a possibilidade de resolver um problema de valores de contorno transônicos no
caso geral, porém, foram formulados por Frankl [7], Busemann [3] e Guderley [11].

Teorema de existência e unicidade para fluxos subsônicos

Um exame crı́tico do problema de valores de contorno Π tem que ser iniciado pelo caso mais
simples, o de um fluxo puramente subsônico. Felizmente neste caso uma resposta completa
está disponı́vel.

Teorema 4.1 (Teorema de existência e unicidade). Para um determinado anteparo P,existe
um número q̂ ≤ qcr tal que para todo valor de q∞, 0 < q∞ < q̂, o problema de valores
de contorno Π(P, q∞) tem uma única solução φ = φ(q∞)(x, y). Esta solução qmax ≤ qcr e as
derivadas φx, φy são funções continuas de q∞. Como q∞ varia no intervalo 0 < q∞ < q̂, qmax

assume todos os valores no intervalo 0 < q∞ < q̂. (Já que q∞ → 0, φ(q∞) converge para zero
e φ(q∞)/q∞ converge ao potencial φ(0) de um fluxo incompressı́vel passando por P).

O primeiro passo para a prova deste teorema foi dado por Frankl e Keldysh, que provaram
a solvência de Π para valores suficientemente pequenos de q∞. Isto ainda não estabeleceu a
existência de soluções para problemas com valores subsônicos arbitrariamente de velocidade
máxima local. Bers provou a existência de tal fluxo para o caso especial da equação de
superfı́cies mı́nimas, considerando uma modificação do problema Π, em que q∞ é dado, ao
invés de q∞. Por um método completamente diferente Shiffman [17] tratou com uma forma
modificada de problema Π, assumindo o anteparo suave e prescrevendo o valor da circulação.
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Finalmente, Bers estendeu o método usado para o caso de superfı́cies mı́nimas para obter o
teorema enunciado acima.
As provas de existência são demasiadamenete técnicas para serem descritas aqui. A prova de
Schiffman [17] faz uso dos métodos diretos do cálculo de variação. Ele começa observando
que é suficiente provar o teorema correspondente para a equação regularizada ver seção
(4.2.2) para o qual,

q̂ = q̂cr = ∞.
A existência de uma “solução” segue de teoremas gerais do cálculo de variações, se a pes-
soa permite que a solução resida em um clase suficientemente basta de funções. Portanto,
a dificultade é transferida para a demonstração de que a solução generalizada satisfaz as
exigências de suavidade, que as derivadas parciais são contı́nuas na fronteira, e que elas de-
pendem continuamente de q∞. Schiffman supera estas dificultades por um método muito
engenhoso, que também é aplicável a outros problemas.
Esta prova (que também funciona com a equação regularizada) é moldada segundo o método
da aplicação conforme para solução de problemas de fluxo incompressı́vel. Assumimos que
a solução φ é conhecida. Então, pode-se associar o domı́nio exterior a P em um domı́nio
|ξ| > 1 em um plano-ξ auxiliar, em conformidade com a métrica de Riemann.

(c2 − φ2
y)dx2 + 2φxφydxdy + (c2 − φ2

x)dy2 (4.17)

definida pelas soluções. Mostra-se que a solução pode ser reconstruida uma vez que se con-
hece a função f , uma função de uma variável que faz a correspondência entre pontos de
|ξ| = 1 e os de P. Na realidade, a solução φ pode ser obtida de f por dois modos diferentes.
Isto conduz a uma equação funcional não-linear para f que possui uma solução, fato que
pode ser demonstrado por meio do método de Schauder-Leray. O passo mais importante da
prova envolve a descoberta de limites a priori para f . Aqui, a teoria de aplicações quase
conformes e a teoria de funções pseudo-analı́ticos têm um papel decisivo.
Nesta prova, a dependência contı́nua da solução em q∞ sai quase que automaticamente.
Também é fácil concluir que a solução depende continuamente da geometria do anteparo
e da relação entre velocidade e densidade.
Uma pergunta aberta importante é a seguinte: qmax é uma função monótona de q∞? Podemos
responder esta pergunta afirmativamente sob a suposição de que P é simétrico com respeito
ao eixo x.
É natural conjecturar que

q̂ ≤ qcr (4.18)

mas a prova não é óbvia. Porém, uma prova foi determinada por Schiffmann. Uma vez que a
desigualdade (4.18) é estabelecida, não é difı́cil mostrar que, como q∞ → q̂, φ(q∞) aproxima
uma solução de (4.9) definida no domı́nio exterior a P. A continuidade das derivadas dessas
funções não foi, ainda, demonstrada, de forma que a existência de um fluxo crı́tico (fluxo
com qmax = qcr ) passando por um anteparo dado permanece uma questão em aberto.
As condições da suavidade no anteparo assumidas na seção (4.2.2) podem ser relaxadas sem
perjudicar a validade da prova de existência. Por exemplo, pode-se aceitar que ele apresente
cantos.
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A diferença entre os problemas de valores de contorno subsônicos e transônicos podem ser
explicadas melhor a partir da discussão que acompanha a prova da unicidade.
Seja φ(x, y) uma determinada solução subsônica de Π(P, q∞), e seja φ̃(x, y) uma segunda
solução, que sabemos ser subsônica ou possuir derivadas contı́nuas na fronteira. Nós temos
que mostrar que a função

w(x, y) = φ(x, y) − φ̃(x, y) (4.19)

é constante. Mas, w satisfaz a equação linear

(c2 − φ2
y)wxx + 2φxφywxy + (c2 − φ2

x)wyy + Awx + Bwy = 0 (4.20)

onde c é a velocidade do som determinada pela solução φ, onde A, B são certas funções de
(x, y). Além disso,

∂w
∂n

= 0 em P, w2
x + w2

y = 0 em zT , (4.21)

e
w2

x + w2
y → 0 quando z→ ∞. (4.22)

(Assumimos, por simplicidade, que z não é uma cúspide). O domı́nio exterior a P é mapeado
em |ξ| > 1 por uma transformação conforme com respeito a métrica (4.17), tomando z→ ∞
em ξ = ∞, e z = zr em ξ = 1. no plano-ξ, w satisfaz a equação

wζζ + wηη + α(ζ, η) + β(ζ, η) = 0. (4.23)

onde ξ = ζ + iη, e as condições de fronteira são

∂w
∂η

= 0 em |ξ| = 1, wζ − iwη = 0 em z = zr, z = ∞. (4.24)

A função W = wζ − iwη satisfaz a equação

Wζ + iWη = −1
2

(α − iβ)W − 1
2

(α + iβ)W (4.25)

e por isso é uma função pseudo-analı́tica. Do principio de semelhança para funções pseudo-
analı́ticas, concluimos que W deve ser da forma

W = es(ξ) f (ξ) (4.26)

onde s(ξ) é uniformemente limitada, contı́nua em ξ = 1 e assume valores reais neste cı́rculo,
considerando que f (ξ) é analı́tica regular. É fácil mostrar que f ≡ 0 e, conseqüentemente,
também W ≡ 0; (para poder aplicar o princı́pio de semelhança, é necessário saber que os coe-
ficientes α, β em (4.23) desaparecem no infinito para ordem maior do que um e são limitados
por constante multiplicando |ξ − 1|ε−1, ε > 0, próximo a |ξ| = 1. Verificar estas condições
levaria muito tempo; somente afirmamos que isto pode ser feito).
Este argumento, mostra que a condição de Kutta-Joukowski determina o valor da circulação,
é necessário já que w não é dada. Se nós supusermos que a circulação é determinada, um
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argumento padrão pode ser usado. De acordo com (4.20), w é uma solução de uma equação
diferencial parcial elı́ptica linera homogênea, sem termos de ordem zero, cuja derivada nor-
mal desaparece na fronteira. Se o domı́nio em questão for limitado, nós poderı́amos concluir
imediatamente que w = const.. Em nosso caso o comportamento de w no infinito deve ser
investigado. Pode-se assumir que o comportamento de w(x, y) no infinito é tal que o teorema
de unicidade padrão vale (como feito por Schiffman, que prova o teorema da unicidade para
uma classe de funções para as quais uma certa integral converge), ou se pode provar que,
utilizando, por exemplo, a teoria de funções pseudo-analı́ticas, que é este caso. De qualquer
modo, o teorema de unicidade para fluxos subsônicos é uma conseqüência direta do fato que
para uma equação linear elı́ptica da forma (4.20), o segundo problema de valores de contorno
possui no máximo uma solução, a menos de adição de uma constante.

Teoremas de unicidade para equações de tipo misto

Tentando estender a prova de unicidade, esboçada na seção precedente para o caso de um
fluxo transônico, somos conduzidos a um problema de valores de contorno para uma equação
linear de tipo misto elı́ptico-hiperbólico. Precisamos, para tanto, introduzir uma breve dis-
cussão de tais problemas. A teoria de equações de tipo misto foi originada por Tricomi em
1923. Em um estudo célebre, Tricomi [19] estudou a equação

yψxx + ψyy = 0 (4.27)

que é elı́ptica para y > 0 e hiperbólica para y < 0. Note que a equação de Chaplygin (4.11)
é de uma forma semelhante. Para velores de q próximos à velocidade crı́tica qcr, isto é, pára
valores de q perto de zero, a equação de Chaplygin(depois de um alongamento simples na
direção-σ) pode ser aproximada por pela equação de Tricomi. Também é possı́vel achar uma
relação de pressão e densidade (4.9) para a qual a equação de Chaplygin será precisamente a
equação (4.27). Finalmente, notamos que a equação aproximada para o potencial de um fluxo
de transônico quase uniforme proposta por von Karman pode ser transformada na equação
de Tricomi.
A equação (4.27) é uma equação tı́pica do tipo misto no seguinte sentido. Seja

A11(x, y)ψxx + 2A12(x, y)ψxy + A22(x, y)ψyy + A1(x, y)ψx+

A2(x, y)ψy + A0(x, y)ψ = 0
(4.28)

uma equação de tipo misto, tal que seu discriminante

A11(x, y)A22(x, y) − A12(x, y)2 (4.29)

é positivo em um lado de uma curva suficientemente suave C e negativo no outro lado.
Se é assumido que o discriminante (4.29) desaparece em C na primeira ordem, e se são
feitas suposições de suavidade suficientemente fortes sobre os coeficientes, então, como foi
observado por Tricomi, podemos introduzir novas variáveis independentes de tal modo que
a equação (4.28) toma a forma

yψxx + ψyy + a(x, y)ψx + b(x, y)ψy + c(x, y)ψ = 0 (4.30)
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Em particular, a equação de Chaplygin (4.11) pode ser transformada para esta forma.
Deveria ser notado, entretanto, que o fato de que só as condicões de ordem mais alta estão
presentes nas equações (4.11) e (4.27) é de grande importância para teoria destas equações.
Isto pode ser visto melhor considerando o problema de Cauchy no qual os valores da função
e de suas derivadas são dadas ao longo da linha parabólica y = 0, e com solução necessari-
amente no semiplano hiperbólico . Frankl [6] mostrou que este problema é posto correta-
mente para equação (4.30). Isto implica a mesma caracterı́stica para uma equação da forma
de Chaplygin

K(y)ψxx + ψyy = 0, yK(y) > 0, y , 0 (4.31)

contanto que se assuma
K′(0) > 0 (4.32)

Por outro lado, Bers mostrou que o comportamento do problema de Cauchy para equação
(4.31) é independente do comportamento de K(y) próximo a y = 0. Este resultado pode ser
destruı́do pela presença de termos de primeira ordem, de acordo com o teorema de Berezin,
que afirma que o teorema de Cauchy para a equação

yαψxx + ψyy + ψx = 0,

não é bem posto se α > 2.
A posibilidade de resolver o problema de Cauchy para a equação de Chaplygin implica, a
propósito, que sob certas restrições, bastantes moderadas, um fluxo de gás subsônico que se
torna sônico ao longo de um arco pode sempre ser continuado ao longo desta linha.
São prescritos os valores da função ao longo de C0 e ao longo S T . Gellerstedt [8] estendeu
este resultado para o caso da equação (4.31) com K(y) = yn. Ele também fez a observação im-
portante de que o problema de Tricomi pode ser enunciado de um modo mais geral. Podemos
considerar um domı́nio D limitado por um arco elı́ptico e através de quatro caracterı́sticas
S 1T1, RT2, S 2T2 e prescreve os valores da função ao longo de C0, e ao longo das carac-
terı́sticas S 1T1, S 2T2.
Uma generalização do problema de Tricomi foi proposta por Frankl em conexão com alguns
problemas de fluxos transônicos. Frankl substituiu a S T caracterı́stica por um arco C1, que
pode coincidir em parte com uma caracterı́stica, e que cruza no máximo uma vez cada carac-
terı́stica da famı́lia contendo RT . Uma forma mais geral do problema de Frankl é enunciado
como segue: o domı́nio D é limitado por um arco elı́ptico C0, por duas caracterı́sticas RT1

e RT2, por duas curvas, não necessariamente, caracterı́sticas C1 e C2, sujeitas às mesmas
restrições anteriores.
São prescritos os valores da função ao longo do arco aberto C1 + C0 + C2. A importância
deste problema à dinâmica dos gases foi enfatizada por Busemann [3] e Guderley [11], que
também propuseram considerar um caso limite do problema de Frankl: os valores da função
são prescritos ao longo de todo o contorno, que consiste de um arco elı́ptico e um hiperbólico,
mas é permitido que a função tenha uma unicidade não especificada em um dos pontos de
intersecção R entre a fronteira e o eixo x.
Deveria ser notado que, em todos os casos, a solução será determinada em todo triângulo
caracterı́stico adjacente ao “segmento” parabólico, mesmo que o domı́nio só se estenda em
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uma parte deste triângulo. Isto segue de propriedades simples de equações hiperbólicas.
A prova de unicidade de Tricomi era bastante complicada e fez uso de propriedades especiais
da equação (4.27). Ela poderia ser estendida ao caso considerado por Gellerstedt (equação
(4.31) com K(y) = y′′), mas não para a equação mais geral (4.31). A primeira prova de
unicidade para o problema de Tricomi para uma equação da forma (4.31) foi determinado
por Frankl. Esta prova é valida desde que

3K′2 ≥ 2KK′′ (4.33)

no domı́nio considerado. Esta condição sempre será satisfeita para K = y
(a equação de Tricomi) ou para K = y′′ (a equação de Gellerstedt), mas para uma equação
geral (4.28), que, de agora em diante, satisfará automaticamente a condição (4.32), (4.33) só
será satisfeita se o domı́nio não se estende demais no semi-plano hiperbólico. Em partı́cular,
a condição de Frankl não é sempre satisfeita pela equação de Chaplygin (4.11).
Friedrichs observou que a prova de Frankl pode ser reformulada como um argumento de
energia-integral. Seja ψ(x, y) uma solução de (4.31) que desaparece ao longo da fronteira de
D, ao longo da qual se quer prescrever dados. Para toda escolha de funções a(x, y), b(x, y),
c(x, y) temos ∫ ∫

D
(aψ + bψx + cψy)(Kψxx + ψyy)dxdy = 0 (4.34)

Agora, tentamos escolher as funções a, b, c de tal modo que a integral em (4.34) após ser
transformada, através do teorema Green, e depois que as condições de fronteira tenham sido
consideradas, torne-se positiva definida. Se isto de fato ocorrer, podemos concluir que ψ ≡ 0.
Usando este método Protter [16] teve sucesso em obter uma nova prova de unicidade para
o problema de Tricomi na forma (4.31). Ele assume que, nenhuma restrição é posta sobre a
parte elı́ptica do domı́nio, caso que exige que a parte hiperbólica não deve se estender muito,
ou que nenhuma restrição é posta sobre a parte hiperbólica, de forma que a parte elı́ptica não
pode se estender demais na direção x.
Uma nova aproximação para o problema de unicidade foi determinada por Germain e Bader
[9]. Eles provaram o seguinte princı́pio de máximo para a equação de Tricomi: se uma
solução de (4.27) definida no domı́nio desaparece ao longo da S T caracterı́stica, então o
máximo de |ψ| é atingido na fronteira elı́ptica C0.
Mais recentemente, mostrou-se que este resultado é um caso especial de um princı́pio de
máximo geral que vale para uma amplia classe de equações de tipos hiperbólicos misto,
mas de forma alguma para todas essas equações. No caso da equação (4.31) o princı́pio do
máximo na forma de Germain-Bader é válida (no domı́nio considerado, para y < 0) se

5K′2 ≥ 4KK′′ (4.35)

Esta condição é, infelizmente, mais forte que a condição de Frankl (4.33).
Para o problema de Frankl uma prova de unicidade foi deduzida por Guderley para a equação
especial (4.27), obedecendo a suposições no domı́nio que são complicadas para serem declaradas
aqui. A sua prova é bastante difı́cil e faz uso de uma transformação para coordenadas espe-
ciais. Porém, é natural aplicar o método de energia-integral ao problema de Frankl. Assim
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Protter observou que escolhendo a = 0 e b, c como constantes apropriadas, obtém-se uma
prova de unicidade para o problema de Frankl, no caso em que o declive do arco elı́ptico
não exceda o mı́nimo dos declives das curvas de fronteira não caracterı́sticas no domı́nio
hiperbólico.
O resultado mais esperançoso para o problema de Frankl é devido a Cathleen Morawetz [14].
Segundo ela, ele possui no máximo uma solução se a curva de fronteira elı́ptica for simet-
ricamente radial com respeito ao ponto R. Este resultado é alcançado pela escolha simples
a = 0, b = x, c = y.
Resumindo, deve ser admitido que a teoria do Tricomi e problemas de Frankl ainda estão em
um estado bastante insatisfatório. Para problema de Tricomi, por exemplo, existem três resul-
tados de unicidade diferentes (Frankl, Protter, Morawetz). Os três resultados estão baseados
em suposições que são mutuamente independentes. Mas, nenhum exemplo de multiplicidade
é conhecido, e parece provável que existe um teorema de unicidade mais geral. Aparente-
mente, novos métodos serão necessários para resolver este problema, como também prob-
lemas mais complicados que transpassam os problemas de valores de contorno para fluxos
transônicos passando por anteparos.

4.2.3 Teoremas de inexistência de soluções e fluxos transônicos
Voltamos agora ao problema de valores de contorno Π(P,∞) para tentar estender a prova de
unicidade esboçada para o caso em que o fluxo descrito pelo potencial φ é transônico.
Para simplificar, assumimos de agora em diante que o anteparo é suave e simétrico com re-
speito aos eixos x e y, e que todos os fluxos considerados tenham as mesmas propriedades de
simetria (como eles realmente devem ser se o teorema de unicidade for válido). Neste caso,
bastará considerar somente a metade superior do domı́nio do fluxo que denotamos por D.
Nós também assumimos que o fluxo é subsônico com exceção de uma região Σ limitada por
um arco S 1S 2 do anteparo e por uma arco simples Λ, ao longo do qual M = 1. Em Σ, o
fluxo é suposto supersônico. Todos os fluxos transônicos obtidos pelos métodos descritos
aqui são desta natureza. Não é difı́cil verificar que toda linha Mach do fluxo, ou seja, toda
caracterı́stica da equação (4.9), φ sendo o potencial considerado, que tem origem na linha
sônica, que intercepta o arco S 1S 2 em exatamente um ponto. Será conveniente para o que
segue selecionar um ponto fixo, mas arbitrário, R em Λ. As duas caracterı́sticas que saem
de R encontram P nos pontos T1 e T2; chamamos o arco T1T2 de P de arco crı́tico (com
respeito ao fluxo transônico considerado, e com respeito ao ponto escolhido R), e o triângulo
curvilı́neo T1RT2 de triângulo critico. Por D0 denotaremos o domı́nio obtido de D que re-
move o triângulo crı́tico.
Agora seja φ̃ outra solução de Π(P,∞) e fixe, como antes, w = φ − φ̃. A função w(x, y)
também satifaz as condicões

w2
x + w2

y → 0 z→ ∞, (4.36)
∂w
∂n = 0 no limite de D (4.37)

Para estabelecer o teorema de unicidade, terı́amos que concluir que w é constante. Mas a
equação (4.20) é agora do tipo misto, sendo hiperbólica em Σ e elı́ptica fora de Σ. Ao longo
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de Λ o discriminante de (4.20) se anula.
Além disso, as caracterı́sticas desta equação são precisamente as linhas de Mach do fluxo
φ. Pelos teoremas de unicidade discutidos anteriormente, podemos esperar que o fato de
w ser constante poderia ser estabelecida sem usar a condição (4.37), mas só a exigência
aparentemente mais fraca

∂w
∂n

= 0 no limite de D exeto, talvez, ao longo do arco crı́tico. (4.38)

Realmente, assumamos que o teorema de unicidade para o problema de Frankl pode ser
estendido a este caso quando:

(i) a equação não é da forma especial (4.31) mas a equação linear geral (4.28) é de tipo
misto, sem um termo de ordem zero e com o discriminante se anulando ao longo da
linha de transição entre as regiões hiperbólicas e elı́pticas.

(ii) o domı́nio na parte elı́ptica é extensı́vel para o infinito, caso em que as derivadas da
solução devem se anular no infinito.

(iii) não são prescritos os valores da função, mas os valores de sua derivada normal ao
longo de um arco na fronteira do domı́nio, escolhidos como no caso do problema de
Frankl.

Aplicando este teorema de unicidade conjecturado para a função w, podemos concluir que
ele é constante em D0. Mas a equação (4.20) é hiperbólica no triângulo crı́tico, e, já que se
sabe que w é constante ao longo das duas caracterı́sticas, ela deve ser constante em todo o
domı́nio. Conseqüentemente, φ̃ = φ + const. de forma que existe um único fluxo transônico
passando por P com velocidade de fluxo livre q∞.
Observe a seguir, que esta prova de unicidade (condicional), a condição de fronteira imposta
ao longo do arco crı́tico não foi usada. Conseqüentemente se P̃ é um anteparo que coincide
com P, exceto ao longo dos arcos crı́ticos, e φ̃ é um asolução de Π(P̃,∞), podemos repetir
o argumento que mostra literalmente que w = const.. Mas como o arco de P̃ é determinado
pela condição que, ao longo dele, ∂φ̃/∂n = 0, os anteparos P e P̃ têm que coincidir em todos
os lugares. Assim nós somos conduzidos ao seguinte.

Teorema 4.2 (Teorema de inexistência A). Seja um fluxo transônico passando por um obstáculo
P com q∞ sendo sua velocidade no infinito. P̃ um obstáculo que coincide com P, exceto ao
longo dos arcos crı́ticos. Então, não existe nenhum fluxo potencial passando por P̃ com o
mesmo valor de velocidade no infinito.

O significado deste teorema está no fato que P̃ pode estar arbitrariamente próximo de P,
e tem seu declive, curvatura, etc.,tão próximos de P quanto se queira. Conseqüentemente
implica que o problema de valores de contorno Π(P̃, q∞) não é bem posto, pelo menos no
que diz respeito a fluxos transônicos.
Esta formulaçao do argumento de Frankl-Busemann-Guderley (que era determinado por
O.S.Gardner) tem a ventagem de não fazer uso de quaisquer considerações que envolvem
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fluxos infinitamente próximos, e de não envolver estimativas de ordens de magnitude de
quantidades desconhecidas. Por outro lado, depende de um teorema de unicidade muito
forte para equações lineares. Note que, nesta colocação, não há modo de contornar a dificul-
tade devido à condição de contorno de segundo tipo usando a função de corrente em vez do
potencial. Na realidade, a diferença de duas funções de corrente não vai, em geral, satisfazer
uma equação linear simples, já que, a equação não linear satisfeita para cada função de cor-
rente depende, no local, da linha sônica correspondente.
Uma indicação até mais forte da incorreção de problema Π(P̃, q∞) para fluxos transônicos
seria o que segue abaixo:

Teorema 4.3 (Teorema de inexistência B). Sob as mesmas hipóteses de A, não existe nenhum
fluxo potencial passando por P com uma velocidade de fluxo livre q distinta, mas suficiente-
mente próximo de q∞.

Neste caso, porém, até onde se sabe, não é possı́vel formular um teorema de unicidade
razoável para equações lineares de tipo misto que implicaria este teorema de inexistência.
Vale a pena então formular algo mais fraco.
Assumimos que o fluxo transônico descrito por φ é tal que a parte superior do domı́nio de
fluxo D é associado a uma função injetora ao plano hodográfico. Esta suposição não é muito
restritiva, pois os fluxos com simetria computados pelo método hodográfico terão esta pro-
priedade em geral, e já que Nikolski e Taganov [15] provaram que a região supersônica Σ

sempre tem um hodográfico simplesmente coberto.

Seja P̃ novamente um obstáculo que coincide com P, exceto junto ao arco crı́tico e muito
proximo de P. Podemos tentar achar uma aproximação da solução φ̃ de Π(P̃,∞) pelo método
clássico de pequena perturbações. Ele consiste em fixar φ̃ = φ − w onde w(x, y) será consid-
erada

(i) tão pequena que as potências de w e suas derivadas podem ser negligenciadas, e

(ii) uma função definida no domı́nio exterior a P̃. Do modo habitual, obtemos para w a
equação diferencial linear

(c2 − φ2
y)wxx + 2φxφywxy + (c2 − φ2

x)wyy + 2(2φxφxx+

φyφxy + φxφxy)wx − 2(2φyφxx + φyφxy + φyφxy)wy = 0
(4.39)

e as condições (4.36) e (4.38) e

∂w
∂n

= X no arco crı́tico, (4.40)

onde X é uma função determinada pelas formas de P e P̃, que não serão identicamente zero
(o caso P = P̃ é obviamente excluı́do). Nos chamamos o problema de valores de con-
torno (4.39), (4.36), (4.38), (4.40) de problema de perturbação associado a φ. Tal problema
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também pode ser formulado no caso em que o fluxo descrito por φ é puramente subsônico
. Neste caso, o problema de perturbação seria um problema elı́ptico linear corretamente
fixado.

Teorema 4.4 (Teorema de inexistência C). O problema de perturbação associado a um fluxo
transônico não é bem posto.

Este teorema implica que, mesmo se o problema Π(P̃,∞) possa ser resolvido para uma
famı́lia de obstáculos P que varia continuamente, à dependência da solução na geometria do
anteparo não é tão suave como se poderia supor para um problema bem posto. Considerando
w como uma função de w(φx, φy). Se novas variáveis independentes θ e σ̂ onde

σ̂ = σ̂(q) =

∫ qcr

p
exp

{∫ q

qcr

M2 dq
q

}
dq
q

são introduzidas, a equação, para w, torna-se

K̂(σ̂)wθθ + wσ̂σ̂ = 0

onde

K̂(σ̂) = (1 − M2) exp
{∫ q

qcr

M2 dq
q

}

Esta equação é da mesma forma que a equação de Chaplygin, e as caracterı́sticas desta
equação são as imagens das linhas de Mach do fluxo φ. Ao longo das linhas de fronteira
correspondentes ao contorno de D0 formado pelo obstáculo, tem-se

K̂wθdσ̂ + wσ̂dθ = 0

Ao longo da linha de fronteira vertical, que corresponde à parte do contorno de D formada
pelo eixo x, wθ = 0.
O comportamento de w em σ̂ = ∞ (que corresponde ao ponto de stagnação no plano z) e se
aproxima da fenda vertical (correspondendo ao ponto z = ∞) também poderia ser descrito
sem dificultades, a pesar de não fazermos isto aqui. A analogia da situção presente com a do
problema de Frankl é óbvia. O teorema C é provado monstrando que as condições enunci-
adas acima implicam que w é constante ou uma combinação linear de um número finito de
autofunções.
A diferença entre este problema e o problema de Frankl consiste, principalmente, da natureza
das condições de froteira. Pode-se tentar recuperar as condições mais simples do problema
de Frankl, considerando a função de corrente em vez do potencial. Mas isto conduz a uma
unicidade na equação diferencial.
As considerações desta seção, que indicam que há boa razões para acreditar nos exemplos
existentes de fluxos transônicos, é não tı́pico, como antes se esperava, também se aplicam
a outros tipos de fluxo, mais precisamente, a fluxos subsônicos com regiões limitadas su-
persônicas em seu interior. Elas definitivamente não aplicam a casos em que a regiâo su-
persônica se estende para o infinito, ou é limitada por ondas de choque, como, por exemplo,
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os fluxos de bico estudados por Frankl [7].
Deveria ser notado que Busemann [3] e Guderley [11] descrevem os argumentos como
provas da inexistência de fluxo transônico potencial no caso geral. Do ponto de vista matemático,
porem, os argumentos deles são só considerações de plausibilidade altamente sugestivas.
Eles a colocam mas não resolvem problemas matemáticos aı́ envolvidos.

4.2.4 Considerações finais
Os resultados acima ainda eram conjecturas altamente plausı́veis na época dos artigos intro-
dutórios investigados no presente trabalho. O trabalho de Morawetz [14] foi fundamental
para a demonstração de tais teoremas.
Uma pesquisa mais aprofundada desses resultados fica como sugestão para um possı́vel tra-
balho de pesquisa que estenda e complemente o escopo deste.
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Capı́tulo 5

Ondas na Água

Considere um fluido não viscoso imcompressı́vel em um campo de gravitação constante.
Seja a velocidade u = (u1(x1, x2, y), u2(x1, x2, y),w(x1, x2, y)) e F = −ρg j sob a hipótese de
massa especı́fica constante. As equações são:

∇.u = 0 (5.1)
du
dt

=
∂u
∂t

+ u.∇u = −1
ρ
∇p − g j (5.2)

Supondo que o fluido é irrotacional ∇ ∧ u = 0, e u = ∇φ e

∂u
∂t

+ ∇(
u2

2
) + (w ∧ u) = −1

ρ
∇p − g j (5.3)

Obtemos, com w = ∇ ∧ u,

∂w
∂t

+ ∇ ∧ (w ∧ u) = 0 ou (5.4)

dw
dt

=
∂w
∂t

+ u.∇w = w.∇u (5.5)

Com u = ∇φ podemos integrar (5.3) a

p − p0

ρ
= B(t) − φt − 1

2
(∇φ)2 − gy (5.6)

como B(t) uma função arbitraria e p0 uma constante arbitrária. É possı́vel absorver B(t) em
φ escolhendo φ′ = φ −

∫
B(t)dt. Neste caso, obtemos,

u = ∇φ
p − p0

ρ
= φt − 1

2
(∇φ)2 − gy e (5.7)

∇φ = 0 (5.8)
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Considerando o caso da agua com ar acima (um oceano, por exemplo) e com interface

f (x1, x2, y, t) = 0 (5.9)

claramente,
d f
dt

=
∂ f
∂t

+ u.∇ f = 0 (5.10)

É conveniente descrever a interface por

y = η(x1, x2, t) e f (x1, x2, y, t) = η(x1, x2, t) − y

Segue-se de (5.10) obtemos

dη
dt

=
∂η

∂t
+ u1

∂η

∂x1
+ u2

∂η

x2
= w (5.11)

(5.10) ou (5.11) são condições cinemáticas na fronteira. Ignorando tensão de superficie e
argumentando que a pressão do ar pode ser aproximada por seu valor no estado de resto
devido ao fato de que sua massa especı́fica é pequena em comparação com a água e negli-
genciando termos ρu2, nossa condição de fronteira é p = p0. De (5.7) e (5.11) obtemos as
duas condições na superficie livre:

∂η

∂t
+
∂φ

∂x1

∂η

∂x1
+
∂φ

∂x2

∂η

∂x2
=
∂φ

∂y

∂φ

∂t
+

1
2


(
∂φ

∂x1

)2

+

(
∂φ

∂x2

)2

+

(
∂φ

∂y

)2 + gy = 0
(5.12)

em y = η(x1, x2, t).
Em uma fronteira material u.∇φ = 0. Se no fundo, y = −h0(x1, x2);

∂φ

∂y
+
∂φ

∂x1

∂h0

∂x1
+
∂φ

∂x2

∂h0

∂x2
= 0 em y = −h0(x1, x2) (5.13)

Se h0 = const.,
∂φ

∂y
= 0 em y = −h0 (5.14)

5.1 Linearização do Problema
No caso de pequenas perturbações na água inicialmente no estado de resto, η e φ são peque-
nas, (5.12) agora são tomadas da forma:

∂η

∂t
=

∂φ

∂y
∂φ

∂t
+ gη = 0, em y = η
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Fazemos a hipótese de aproximação adicional que de fato podemos considerar

∂η

∂t
=

∂φ

∂y
y = 0

∂φ

∂t
+ gη = 0

Eliminando η obtemos,
∂2φ

∂t2 + g
∂φ

∂y
= 0 em y = 0

junto com as condições

∂2φ

∂x2
1

+
∂2φ

∂x2
2

+
∂2φ

∂y2 = 0 − h0 < y < 0

∂φ

∂y
+
∂h0

∂x1

∂φ

∂x1
+
∂h0

∂x2

∂φ

∂x2
= 0 y = −h0.

(5.15)

Obtendo φ

η(x1, x2, t) = −1
g
∂φ

∂t
(x1, x2, 0, t) (5.16)

No caso de ondas na água , as ondas propagam-se horizontalmente. Tentaremos agora
soluções na forma

η = A exp (ik1x − iwt) φ = Υ(y) exp (ik1x − iwt)

Segue-se que

Υ′′′ − k2Υ = 0 k =

√
k2

1 + h2
2

No caso em que h0 é constante, a condição em y = −h0 implica que Υ′(y) = 0 ou Υ é
proporcional a cosh k(h0 + y0).
De (5.16)

A =
iwΥ(0)

g
e Υ(g) = − ig

w
A

cosh k(h0 + g)
cosh(kh0)

Segue-se que

η = A exp (ik.x − iwt) e φ = − ig
w

A
cosh k(h0 + g)

cosh(kh0)
exp (ikx − iwt) (5.17)

A condição
∂2φ

∂t2 + g
∂φ

∂y
= 0 em y = 0

implica que
w2 = gk tanh (kh0) (5.18)
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Considere um problema inicial com φ = 0. Suponemos que

η(x, 0) = η0(x), t = 0 e
∂η

∂t
=
∂φ

∂y
,

∂η

∂t
= 0 inicialmente y = 0

Este problema tem a solução:

η(x, t) =

∫ ∞

−∞
F(k) exp (ik.x − iwt)dk +

∫ ∞

−∞
F(k) exp (ik.x + iwt)dk

com w(k) =
√

gk tanh(kh0), F(k) = F (1
i η0(.))(k).

No caso unidimensional com η0(x) = δ(x), F(k) = 1
4π e

η(x, t) =
1
π

∫ ∞

0
cos(kx) cos(w(k, t))dk (5.19)

5.2 Interface entre dois fluidos
Considere um fluido com massa especı́fica ρ′ acima de um com massa especı́fica ρ e suponha
que os fluidos são infinitamente profundos. Os fluxos são irrotacionais com potenciais φ′ e
φ respectivamente e na interface y = η, p′ = p. Temos que

p′ − p0 = −ρ′
(
∂φ′

∂t
+

1
2

(∇φ′)2 + gy
)

p − p0 = −ρ
(
∂φ

∂t
+

1
2

(∇φ)2 + gy
)

e como antes
∂η

∂t
+
∂φ′

∂x1

∂η

∂x1
+
∂φ′

∂x2

∂η

∂x2
− ∂φ

′

∂y
= 0

∂η

∂t
+
∂φ

∂x1

∂η

∂x1
+
∂φ

∂x2

∂η

∂x2
− ∂φ
∂y

= 0

Considerando somente ondas unidimensionais e linearizando as condições de fronteira, po-
mos

φ′ = U′x − 1
2

U′2 + Φ′

φ = Ux − 1
2

U2 + Φ

e precisamos cancelar os termos de primeira ordem em Φ′, Φ e η. As condições de frontera
são agora

ρ′(Φ′t + U′Φ′x + iη) = ρ′(Φt + UΦx + iη)
ηt + U′ηx − Φ′y = 0

ηt + Uηx − Φy = 0
∆Φ′ = ∆Φ = 0

(5.20)
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e Φ′,Φ→ 0 com y→ ∞, y→ −∞. Soluções elementares são da forma

Φ′ = B′ exp (i(kx − wt) − ky)
Φ = B exp (i(kx − wt) + ky)
η = A exp (i(kx − wt)),

(5.21)

As condições de fronteira (5.20) fornecem a relação de dispersão

w
k

= ρ
U + ρU′

ρ + ρ′
= ±

{
g
k
ρ − ρ′
ρ + ρ′

− ρρ′

(ρ + ρ′)2 (U − U′)2
}1/2

(5.22)

No caso de U = U′ = 0, temos

w =

{
gk

(
ρ − ρ′
ρ + ρ′

)}1/2

e no caso de ρ′

ρ
→ 0 chegamos a relação (5.18).

(i) Se U = U′ = 0. A solução é instável se ρ′ > ρ.

(ii) Se g = 0 e U , U′. A solução é instável (instabilidade de Helmholtz)

(iii) Se ρ′ = ρ e U , U′. Mesmo caso do item (ii).

(iv) Se ρ′ , ρ e U , U′. Solução instável por ondas curtas.

Modificações devido a tensão de superfı́cie.
Para desvios pequenos g = η(x1, x2, t) do plano e o efeito é de uma força normal T ∂2η

∂x1∂x2
por

unidade de área e a condição de pressão vira

p + T
∂2η

∂x1∂x2
= p0 (5.23)

Neste caso as condições linearizadas são modificadas a

∂η

∂t
=
∂φ

∂y
e

∂φ

∂t
+ gη − T

ρ

∂2η

∂x1∂x2
= 0 em y = 0

levando a relação de dispersão à

w2 = gk tanh(kh0)
(
1 +

T
gρ

k2
)

(5.24)
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Capı́tulo 6

Choques e Explosões Fortes na
Atmosfera

Recordamos que em termos das velocidades relativas v = V − u as condições de choque para
o fluxo estacionário podem ser dadas na forma

ρ1v1 = ρ2v2

p2 + ρ2v2
2 = ρ1 + ρ1v2

1

h2 + 1
2v2

2 = h1 + 1
2v2

1

e no caso de um gás adiabático,

U =
1

γ − 1
p
ρ

h =
γ

γ − 1
p
ρ

c2 = γ
p
ρ

Em termos de
M1 =

V − u1

c1
,

temos

u2 − u1

c1
=

2|M|2 − 1
(γ + 1)M1

l (6.1)

ρ2

ρ1
=

(γ + 1)M2
1

(γ − 1)M2
1 + 2

p2 − p1

p1
=

2γ(M2
1 − 1)

γ + 1
c2

c1
=

(2γM2
1 − (γ − 1))1/2((γ + 1)M2

1 + 2)1/2

(γ + 1)M1
(6.2)
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Tomando p2 como dado, é conveniente introduzir a “força”do choque z,

z =
p2 − p1

p1

e resolva as equações de choque na forma

M1 =
V − u1

c1
=

(
1 +

(γ + 1)z
2γ

)1/2

u2 − u1

c1
=

z

γ
(
1 +

γ+1
2γ z

)1/2

Assim, o único parâmetro dimensional associado com o gás ambiental é sua massa especı́fica
ρ0. As relações de choque fortes aplicadas, onde

u =
2

γ + 1
V, ρ =

γ + 1
γ − 1

ρ0, p =
2

γ + 1
ρ0V2

atrás do choque movimentando-se com velocidade V .
O comprimento k(t) baseado em

E
(

ML2

T 2

)
e ρ0

(M
c3

)
e R(t) = k

(
E
ρ0

)1/5

t2/5

Também

V = R′(t)

p =
8
25

k2 p0

(
E
ρ0

)1/5

t−6/5

p =
4k

5(γ + 1)

(
E
ρ0

)1/5

t−3/5

u =
2

γ + 1
V

u =
2

γ + 1
R′

Equivalentemente,

p =
8

25
k5

γ + 1
ER−3

u =
4
5

k5/2

γ + 1

(
E
ρ0

)1/2

R−3/2
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Introduzindo

J =
Et2

ρ0r5 e ξ = r

temos que

ξατ−1/5,
ut
R
,

ρ

ρ0
,

pt2

ρR2

são não dimensional e funções somente de ξ. Segundo Taylor,

u =
2
5

Rϕ(ξ)

ρ = ρ0ψ(ξ)

p =

(
2
5

R
t

)2 p0

γ
f (ξ)

(6.3)

Existem outras formas equivalentes e a escolha

u =
2
5

r
t
V(ξ)

ρ = ρ0R(ξ)

p =

(
2
5

R
t

)2

p0P(ξ)

serve.
Claramente,

ϕ = ξV, ψ = R, f = γξ2 p

O choque é encontrado em ξ = 1 e a velocidade do choque V é

R′ =
2R
5t

p2

p1
=

1 +
(γ+1)

2γ z

1 +
γ−1
2γ z

c2

c1
=

[
(1 + z)(1 + (γ − 1)z/2γ)

(1 + (γ − 1)z/2γ

]1/2

Sabemos que

S = cV
log p
ργ

e conseqüentemente

S 2 − S 1

c2
= log


(1 + z)

(
1 + z (γ−1)

2γ

)γ
(
1 + z (γ−1)

2γ

)γ

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Um caso importante é de choques fortes, isto é, V � u1 onde z → +∞ e M1 ∼ V/c1 e
M1 � 1. Neste caso, as relações (6.1) e (6.2) acima são aproximadas por

u2 ∼ 2
γ + 1

V,
ρ2

ρ1
∼ γ + 1
γ − 1

, p2 ∼ 2
γ + 1

ρ1V2

Vamos reabordar o problema da modelagem da explosão da bomba atômica feita indepen-
dentemente por Taylor , Sedov e Von Neumann. Suponhamos que a explosão pode ser ide-
alizada como:

(1) A descarga respectiva de uma quantidade de energia E concentrada em um ponto, a
única quantidade dimensional introduzida pela explosão;

(2) No movimento resultante a pressão inicial e velocidade do som do ar ambiental são
negligenciáveis em relação a pressão de velocidade produzida no fluxo perturbado.

Segue-se que as condições de choque tomam a forma

ϕ(1) =
2

γ + 1
, ψ(1) =

γ + 1
γ − 1

, f (1) =
2γ
γ + 1

(6.4)

Substituindo (6.3) nas equações de movimento

ρdu + ∇p = ρF
dp
dt

+ ρdiv u = 0

dS
dt

= 0 onde
dp
dt
− c2 dρ

dt
= 0

obtemos três equações ordinárias para ϕ, ψ e, f integradas de ξ = 1 a ξ = 0 com condições
inicias (6.4).
k é fixo na expressão para a energia

E =

∫ R(t)

0

(
ρ

γ − 1
+

1
2
ρu2

)
4πr2dr

1 = 4πk5
(
2
5

)2 ∫ 1

0

(
f

γ(γ + 1)
+

1
2
ψϕ2

)
ξ2dξ

Uma discussão detalhada deste problema é dada no livro de Sedov [1] ou no trabalho original
de Sir Geoffrey Taylor [2]. As fotografias da explosão da bomba atômica no Novo México
apresentadas aqui podem se encontradas no trabalho de Taylor e também publicadas no livro
de Sedov, fornecendo dados experimentais sobre o problema. Uma boa discussão geral de
aspectos da Teoria de Choques é dada no livro Whitham [3].
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Figura 6.1: Fotografia sucessiva da bola de fogo pata t = 0.1 × 10−3 segundos em uma
explosão de uma bomba atômica no Novo Mexico
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Figura 6.2: Fotografia da bola de fogo a t = 15 × 10−3 segundos

Figura 6.3: Fotografia da explosão em t = 127 × 10−3 segundos
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Capı́tulo 7

Conseqüências Fı́sicas da Viscosidade

7.1 A Fórmula de Stokes
Consideramos uma esfera de raio R movimentando-se com velocidade Vo paralelo ao eixo
uniformemente em um fluido com viscosidade v. Suponha que a velocidade é baixa e negli-
gencie as formas inerciais u∇u.
As equações de Navier-Stokes neste caso, reduzem-se a (no caso de fluxo estacionário)

v∆u = ∇p (7.1)
div u = 0 (ρ = 1) (7.2)

Existe uma abordagem relativamente sistemática como no livro de Lamb [11] para resolver
este problema, mas por simplicidade tratamos o problema ad hoc. Lembramos que a força F
na esfera é dada pela expressão

F = −
∫

pndS +

∫
τi jn jdS (7.3)

Vamos tentar a solução de (7.1) e (7.2) na forma

u = u1 + u2 = ∇Φ + u2, ∆u2 = 0

Assim,
∇p = v∆∇Φ + v∆u2 = v∇∆Φ + v∆u2

e conseqüentemente,
p = v∆Φ + p0

De (7.2),
div ∆Φ + div u2 = ∆Φ + div u2 = 0 (7.4)

Vamos supor que u2 = (u2, 0, 0) e ∆u2 = 0. Uma possı́vel solução é

u2 = a/r e u2 = a/ri
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Segue-se que

div u2 = i.∇(a/r) = a
∂(1/r)
∂x

e de (7.4)

∆Φ + a
∂(1/r)
∂r

= 0 (7.5)

Considere agora a expressão

−a
2
∂r
∂x

calculando

∆

(−a
2
∂r
∂x

)
= −a

2
∂

∂x
∆r

= −a
2
∂

∂x
div ∆r

= −a
2
∂

∂x

(
3
r
− r2

r3

)

= −a
2
∂(1/r)
∂x

onde
Φ1 = −a

2
∂r
∂x

Observe que Φ1 +Φ2 resolve (7.5) com ∆Φ2 = 0 por linearidade. Em particular, uma solução
da forma

Φ2 = b
∂(1/r)
∂x

de uma solução da forma Vox dando a forma assintótica ao infinito ( o truque de fazer o fluido
movimentar-se com respeito a esfera em relação ao resto). A condição de fronteira é u = 0
em |x| = R . Uma solução é

u = ∇
(
V0x + b

∂(1/r)
∂x

− a
2
∂r
∂x

)
+

ai
r

com constantes a e b e temos de estabelecer que esta solução satisfaça u = 0 em |x| = R,
u→ V0i ao infinito com escolha de a e b e subseqüentemente, calculamos F através de (7.3).
Em termos de componentes, temos n = (u1, u2, u3),

u1 = V0 + b
∂2(Vr)
∂x2 − a

2
∂2r
∂x2 +

a
r

= V0 + b
(
3x2

r3 −
1
r3

)
+

a
r

u2 = b
∂2(1/r)
∂x∂y

− a
2
∂2r
∂x∂y

= b
3xy
r5 +

a
2

xz
r3 (7.6)

u3 = b
∂2(1/r)
∂x∂z

− a
2
∂2r
∂x∂z

= b
3xz
r5 +

a
2

xz
r3 +

a
r

u2 = u3 = 0 em |x| = R se b = −aR (7.7)
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Em u1 o termo envolvendo x2 é automaticamente zero e u1 = 0 se

a = −V0
3R
2

e conseqüentemente,

b = V0
R3

4
de (7.7)

Utilizando (7.6) e (7.7) toma a forma

u1 = V0

(
1 − 3

4
R
r
− 1

4
R3

r3

)
− 3

4
V0

R
r3

(
1 − R2

r2

)
x2

u2 =
3V0R3

4r3

(
1 − R2

r2

)
xz e

p = p0 + v∆Φ = p0 − av
∂(1/r)
∂x

= p0 − 3
2V0

vR
r3

A força na esfera é calculada de (7.3) utilizando a expressão do tensor de tensores taui j em
termos de u( ρ = 1 , v = µ ), fazendo referência a derivação das equações de Navier-Stokes:

τ11 = 2v
u1

∂x
τ12 = τ21 = v

(
∂u1

∂y
+
∂u2

∂x

)

τ22 = 2v
u2

∂y
τ23 = τ32 = v

(
∂u2

∂z
+
∂u3

∂y

)

τ33 = 2v
u3

∂z
τ31 = τ13 = v

(
∂u3

∂x
+
∂u1

∂z

)

Devido a simetria, somente o termo no componente de x sobrevive e

F1 = −
∫

S
pidS +

∫

S
τ jinidS

Agora observe que

div(τ1i − pi) = dw(τ1i) − ∂p
∂x

= 0

da derivação das equações de Navier-Stokes levando a (7.1). Portanto, podemos aplicar o
Teorema da Divergência para a região V, obtendo que

F1 = −
∫

Σ

pidS +

∫

Σ

τ jinidS (7.8)

Σ esfera contendo S com raio grande. Segue que em Σ,

u1 ∼ V0 +
a
2r

+
a
2

x2

r3

u2 ∼ a
2

xy
r3

u3 ∼ a
2

x2

r3
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com a = −(3/2)V0R. Também observamos que

∂u1

∂x
∼ a

2
x
r2

(
−1

3x2

r2

)

∂u1

∂x
+
∂u2

∂y
∼ −3ayx2

r5

∂u1

∂z
+
∂u3

∂y
∼ −3azx2

r5

(7.9)

Utilizando (7.8) em (7.9), obtemos que

F1 =

∫

σ

[
av

x
r3

(
1 − 3x2

r2

)
i − 3avyx2

r5 i − 3av2x2

r5 k − i
(
p0 +

2vx
r3

)]
dS

= −
∫

σ

3av
(

x3

r5 i +
yx2

r5 i +
2x2

r5 k
)

dS −
∫

σ

p0idS

= −
∫

σ

3av
x2

r5 rdS −
∫

σ

p0idS

= −
∫

σ

3av
x2

r5 rdS − 0

(7.10)

O último termo é zero, pois

∫

σ

p0idS =

∫

V
dw(p0i)dx = 0

Mas

dS = r sin θdθdφ
x2

r2 = cos2 θ

F1 = −3av
∫ π

0

∫ 2π

0
cos2 θ sin θdθdφ

= −4πav, a = −3V0R3

2
= 6πvV0R, utilizando (7.10)

No caso ρ , 1,
v→ A = γρeF1 = 6πvρV0R (7.11)

A expressão (7.11) foi utilizada por Millikan [12] em uma famosa experiência para medir a
carga eletrônica.
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7.2 Algumas considerações matemáticas sobre cisalhamento.

7.2.1 Introdução

Um dos desafios teóricos apresentados pelo problema de turbulência em sistemas de fluidos
é derivar resultados quantitativos diretamente das equações do movimento - as Equações
de Navier-Stokes. Na ausência de soluções analı́ticas exatas que correspondem a fluxos
turbulentos, a maior parte das abordagens teóricas consistem em tratamentos aproximados
de um tipo ou outro, partindo da imposição de suposições estatı́sticas e truncagem de hi-
erarquia de momento, até a introdução de hipóteses escalares [16]. Resultados rigorosos
seguem diretamente do modelo primário, sendo assim importantes para conferir a validade
das aproximações, e para avaliação quantitativa da qualidade de predições de teorias se-
cundárias.

Neste artigo se estuda especificamente numa quantidade fı́sica especı́fica, a taxa de
dissipação de energia viscosa, e estabeleceron um método para su estimação prática e rig-
orosa diretamente das equações de movimento (Equações de Navier-Stokes incompressı́veis
para um fluido Newtoniano) para fluxos boundary-driver. O método consiste em derivar
princı́pios variacionais para limites na taxa média de dissipação de energia no tempo, uti-
lizando uma decomposição referida como o método de “background flux”. Os princı́pios
variacionais aplicam-se em fluxos laminares e turbulentos e, com modificações apropriadas,
para forças externas ou sistemas conduzidos termicamente.

A taxa de dissipação de energia em fluxos boundary-driver é de interesse fundamental
para aplicações, pois em uma condição de estado estacionario, é a taxa na qual o trabalho
deve ser realizado contra às forças de arraste viscosas para forçar as condições de fronteira.
Limites na taxa de dissipação de energia traduzem-se em limites na magnitude das forças de
arraste exercidas pelo fluido nas fronteiras. Por exemplo, se um fluido viscoso é cisalhado
entre placas paralelas como na figura (7.1), então a potencia deve ser gastado por um agente
externo para manter a placa num estado de movimento com respeito à outra. Se a placa do
fundo é fixa e a placa do topo está movendo-se uniformemente a velocidade U, então a taxa
média de dissipação de energia viscosa no fluido é o produto FU, onde F é a média das forças
de arrasto exercida pelo fluido na placa. Outro exemplo fundamental é esboçado na figura
(7.2). Uma esfera que se move à velocidade constante U através de um meio viscoso que
deve estar sujeita a uma força que contraria a força lı́quida do fluido em sua superfı́cie. Na
média em um estado estacionario, a taxa de dissipação de energia é FU, onde F é a magnitude
comum à força de arrasto.

Um ponto importante que é freqüentemente ignorado no trabalho teórico em problemas
como estes é que geralmente não são conhecidos onde o modelo primário admite soluções
únicas, ou se as soluções existentes são suaves [2]. Isto é, para três dimensões, não foi
mostrado que as soluções das equações de Navier-Stokes incompressı́veis podem exibir
singularidades dentro de um intervalo finito a partir de condições iniciais arbitrariamente
suaves. Este problema matemático tem suas raı́zes nos fenômenos fı́sicos de alongamentos
de vórtice, um dos mecanismos fundamentais de dinâmica turbulenta, não foram resolvidos
ainda e deixam em aberto a questão da validade destas equações hidrodinâmicas no regime
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turbulento; As equações macroscópicas do movimento são derivadas das considerações mi-
croscópicas sobre a suposição que as soluções são livres de singularidades [10]. As ex-
istências destas singularidades ainda não foram estabelecidas -correspondendo a uma violação
da hipótese de uma separação de escala entre a dinâmica microscópica e as estruturas macroscópicas.
Estas considerações significam que resultados rigorosos, livres das hipóteses secundárias ou
aproximações adicionais descontroladas, são importante para a avaliação do modelo básico.

Na próxima seção serão formulados princı́pios variacionais para limites dissipação de
energia média no tempo para uma classe de fluxos dirigida por condições de fronteira não-
homogênea. A análise engloba, em geral, sistemas fechados, sistemas limitados e abertos,
sistemas ilimitados. A base do princı́pio do limite superior é uma decomposição do campo
de fluxo em um “fundo”e uma “flutuação reminiscente”, mas distinto da decomposição de
Reynolds no meio e componentes flutuantes. A Seção (7.2.2) culmina com a discussão
de um problema de minimização para limites superiores que, quando garantidos fluxos de
background de testes, pode ser usado para derivar estimativas explı́citas. Como exemplo
da aplicação da técnica, na seção (7.2.3) analisamos a geometria de fluxo de cisalhamento
fronteira-dirigida, ilustrada na figura (7.1). Combinado com estimativas funcionais ele-
mentares, a abordagem variacional leva a limites explı́citos na taxa de dissipação de energia
e no arrasto, inclusive para este problema com um número alto de Reynolds.

Figura 7.1: Fluido é cisalhado entre placas paralelas.A diferença de velocidade é mantida
por uma força que opõe-se ao arrastre viscoso e a taxa de dissipação de energia média é a
força média gastado por esta força, i.e., o produto dos tempos das forças médias a velocidade
FU.

A discussão na seção (7.2.4) cobre vários pontos. Comparamos os resultados rigorosos
obtidos para o problema de fluxo de cisalhamento com ambas as predições de um modelo de
fechamento estatı́sticos convencional e recentes resultados experimentais. Esta comparação
conduz naturalmente a perguntas de como os limites superiores poderiam ser abaixados, e ap-
resentamos algumas possı́veis direções para melhoria, inclusive uma discussão das equações
de Euler-Lagrange que conduzem a ótimas estimativas que esta aproximação pode render.
Problemas de fluxo abertos como esses sugeridos na figura (7.2) apresentam outros desafios
que também esboçados nesta seção. Encerrando a discussão, mostra-se uma conexão en-
tre este princı́pio variacional de limite superior e uma hipótese heurı́stica de estabilidade
marginal para fluxos turbulentos.
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Figura 7.2: Uma esfera que move a velocidade U por um fluido viscoso tem que ter uma
força que age para manter seu movimento.A taxa de dissipação de energia no fluido é, em
média, o produto dos tempos de força comuns a velocidade FU.

7.2.2 Princı́pios variacionais para limites de dissipação de energia.

Suponha um fluido Newtoniano incompressı́vel limitado em região espacial Ω com fronteira
estacionária ∂Ω. Denotamos a viscosidade cinética por ν, e sem perda de generalidade a
unidade de massa pode ser escolhida de forma que a densidade é 1. A velocidade vetor
campo u(x, t) do fluı́do satisfaz as Equações de Navier-Stokes

∂u
∂t

+ u.∇u + ∇p = ν∆u (7.12)

∇.u = 0 (7.13)

onde p(x, t) é o campo de pressão, junto com condições de fronteira apropriadas e condição
inicial u0(x) .

A região Ω pode, ou não, ser compacta, e parte da fronteira ∂Ω pode corresponder a um
fronteira rı́gida não-fixa, fronteiras quando |x| = 0, e condições periódicas. Presume-se que o
campo de velocidade é prescrito por parte de ∂Ω que corresponde às fronteiras rı́gidas, e em
particular tomamos o fluxo zero nestas fronteiras. Quer dizer, se n é a normal na fronteira
perto de uma fronteira rı́gida, então

n.u |x∈∂B (7.14)

Todos os componentes do campo de vetor velocidade são especificados em |x| = ∞ (se
aplicável). Consideram-se fronteiras e condições iniciais organizadas de tal modo que as
soluções de energia cinéticas finitas existem (em algum molde de Galilean) e possuem
bastante regularidade para manipularmos as equações de movimento e executar operações
semelhantes como integrações por partes.
A taxa de dissipação de energia instantânea (por unidade de massa) no fluido está definida
como

ν‖∇u‖22 = ν

d∑

i, j=1

∥∥∥∥∥∥
∂ui

∂x j

∥∥∥∥∥∥
2

2

(7.15)

onde ‖ f ‖2 denota a norma de L2 de uma função f (x) em Ω:

‖ f ‖2 =

(∫
| f (x)|2dx

)1/2

(7.16)
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Estamos interessados com o tempo médio do cálculo da taxa de dissipação de energia,

〈
ν‖∇u‖22

〉
T

=
1
T

∫ T

0
ν‖∇u(., t)‖22dt (7.17)

Note que um limite de longo tempo de tempo-finito em média não precisa existir, embora
possam estar sujeitos a médias de tempo-finito. Além disso, médias de longo tempo não pre-
cisam ser únicas, mesmo se o limite T→ ∞ existir, geralmente dependendo das condições
iniciais.
Um princı́pio variacional para limites inferiores em

〈
ν‖∇u‖22

〉
T

é fácil de formular:

Teorema 7.1 (princı́pio do limite inferior). Para toda solução u(x, t), a partir de cada
condição inicial u0(x),

lim
T→∞

inf
〈
ν‖∇u‖22

〉
T
≥ inf

{
ν‖∇‖22∇.U = 0

}
(7.18)

com U(x) satisfazendo as condições de fronteira u′s.

Este teorema simplesmente afirma que a menor taxa de dissipação média de energia ao
longo do tempo para uma solução das Equações de Navier-Stokes é pelo menos tão grande
quanto o menor valor consistente possı́vel com as limitações impostas pela divergência de-
saparecendo e condições de fronteira, desconsiderando-se as equações de dinâmica. Sua
utilidade vem do fato que podemos derivar as equações diferenciais parciais para o campo
minimizado. Realmente, o campo de vetor de velocidade U(x) minimizado ‖∇U‖2 sujeito as
limitações na equação (7.18) satisfaz as equações de Stokes,

0 = −ν∆U + ∇P (7.19)
0 = ∇.U (7.20)

juntamente com as mesmas condições de fronteira de u em ∂B. É válido, pois o sistema de
Stokes nas Eqs. (7.19) e (7.20) são as equações de Euler-Lagrange que correspondem ao
problema variacional de minimizar o funcional,

F{U} =

∫

B

{
ν|∇U |2 − 2P∇.U

}
dx (7.21)

onde −2P(x) é o multiplicador de Lagrange para o ∇.U = 0 limitado.
Note que as equações de Stokes são a parte linear das Equações estacionárias de Navier-
Stokes para o problema. Normalmente espera-se uma solução única para certo sistema lin-
ear elı́ptico, de forma que uma aproximação direta provê a desenvolve mais baixos saltos
explı́citos no possı́vel longo-tempo menor taxa média de dissipação de energia.
Formulando um princı́pio variacional para saltos superiores em

〈
ν‖∇u‖22

〉
T

é mais envolvido.
Temos o seguinte teorema:

Teorema 7.2 (princı́pio do limite superior). Para cada solução u(x, t), a partir de cada
condição inicial u0(x) integrável ao quadrado ,

lim
T→∞

sup
〈
ν‖∇u‖22

〉
T
≤ inf

{
ν‖∇U‖22 +

∫

Ω

U.∇V.Udx/∇.U = 0
}

(7.22)
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U satisfaz a fronteira e as condições espectrais, onde o campo de vetor V(x) é a solução do
sistema linear não-homogêneo

0 = −ν∆V + 2(∇U)sym.V + ∇P + U.∇U (7.23)
0 = ∇.V (7.24)

com condições de fronteira desaparecendo nas partes rı́gidas de ∂Ω e para |x| → ∞, e
condições de fronteira periódicas em fronteiras periódicas. Aqui, (∇U)sym é a parte simétrica
do tensor ∇U. Se U.∇U não é um gradiente, a limitação espectral U(x) é a condição que o
operador auto-adjunto que age em V nas Eqs. 7.24 e 7.24 é positivo e inversı́vel. Se U.∇U é
um gradiente é necessário que o operador seja não-negativo, para o caso em que a limitação
espectral pode ser posta como um problema de autovalores,

λW = −ν∆W + 2(∇U)symW + ∇P (7.25)
0 = ∇.W (7.26)

com W satisfazendo o mesmo desaparecimento ou condição de fronteira periódica em V, e
exigindo que os autovalores satisfaçam λ ≥ 0.

Introduzindo um multiplicador de Lagrange para a limitação espectral e derivam-se as
equações de Euler-Lagrange associadas na seção (7.2.4) abaixo, mas estas não serão re-
solvidas aqui. Porém, mesmo sem resolver as equações de Euler-Lagrange esta formulação
variacional é útil para estabelecer estimativas superiores rigorosas. Para derivar tais lim-
ites temos que produzir um campo de background de teste U(x) satisfazendo a condição
de fronteira e a limitação espectral, e - se U.∇U não for um gradiente - resolva o sistema
linear não-homogêneo (de coeficiente tipicamente não-constante) nas Eqs. (7.24) e (7.24)
para V. Idealmente resolve-se o problema de autovalores linear nas Eqs. (7.25) e (7.26) para
assegurar a limitação espectral para um candidato a fluxo de background de teste, mas isto
nem sempre é necessário. Este processo de construir limites superiores será contrastado com
aqueles exigidos quando os limites inferiores forma estabelecidos. Temos que encontrar o
campo de velocidade minimizado resolvendo o sistema de Stokes nas Eqs. (7.19)-(7.20).

7.2.3 Fluxo de cisalhamento fronteira-dirigido
Considere o problema mostrado na Fig.3 um fluido de viscosidade ν é limitado entre planos
paralelos localizados a z = 0 e z = h, e tomamos as condição de fronteira periódica nos
intervalos em [0, Lx] e [0, Ly], respectivamente nas direções x e y. A velocidade na placa
inferior é zero, e ao longo da placa superior é iU (i, j, e k formam os vetores de unidade no
x, y, e z direções). Defina o número de Reynolds

R = Uh/ν (7.27)

A solução das equações de Stokes para esta estrutura é “fluxo planar de Couette,”

U(x) = i(U/h)z (7.28)
P(x) = constante (7.29)
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Figura 7.3: Placas de dimensão Lx X Ly estão separados por uma altura h na direção de z.
A placa em z=0 é estacionária e em z = h está movendo-se a velocidade U na direção de x.
As condições de fronteira são periódicas nas direções de x e y.

A taxa de dissipação de energia neste fluxo é

ν‖∇u‖22 = ν
U2

h2 LxLyh (7.30)

e para qualquer solução das Equações de Navier-Stokes com estas condições de fronteira,

lim
T→∞

inf
〈
ν‖∇u‖22

〉
T
≥ νU2

h2 LxLyh (7.31)

A força exigida para deslizar a placa superior sobre o fundo lubrificado pelo fluido é a taxa
total e dissipação de energia por unidade de velocidade, que também é a tensão τ de cisal-
hamento da parede r vezes a área das placas. Quando o fluido está no estado laminar dado
pela Eq. (7.28), a força mı́nima é

Fmin = τminLxLYh (7.32)

Esta é a expressão familiar para a força de arrasto em textos elementares de fı́sica, propor-
cional ao produto da viscosidade, a taxa de cisalhamento, e a área de contato. É útil expressar
esta força em termos adimensionais. Medindo comprimento, massa, e tempo em unidades
do parâmetro geométrico h e os parâmetros material ρ = 1 e ν, temos

h2τmin/ν
2 = Uh/ν = R (7.33)

O número de Reynolds é então, precisamente, a medida da tensão mı́nima (média ao longo
do tempo) necessária aplicada para a manutenção das condições de fronteira.
Neste exemplo a solução das equações de Stokes satisfaz

U.∇U = 0 e ∆U = 0,
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também é uma solução estacionária das Equações de Navier-Stokes para esta geometria.
O baixo número de Reynolds deste perfil da velocidade linear estacionária é de fato não-
linearmente estável [6], de forma que um único limite ao longo do tempo existe para todas
condições iniciais de energia finita. Esta situação é especial porque a situação da equação
Stokes para o limite inferior na taxa de dissipação de energia não é genericamente uma
situação estacionária das Equações de Navier-Stokes. Quando for, entretanto, o fluxo mini-
mizado pode ser percebido e assim o limite inferior é agudo. Quando a solução minimizada
das equações de Stokes não é solução das Equações não-lineares completas de Navier-
Stokes, o limite inferior nunca pode ser obtido. Para produzir um limite superior temos
que prover um fluxo de background teste livre de divergência que satisfaça a fronteira e as
condições espectrais. O perfil do fluxo linear Couette na Eq. (7.28) satisfaz a condição de
fronteira, e um lugar natural para se começar a investigar é a escolha U(x) = iUz/h que
satisfaz a condição espectral. O princı́pio variacional Rayleigh-Ritz habitual implica que a
limitação espectral U(x) é equivalente a positividade de um certo funcional. Quer dizer, a
limitação espectral pode ser expressa como a condição

∫ Lx

0
dx

∫ Ly

0
dy

∫ h

0
dz

{
1
2
ν|∇ν|2 + ν.(∇U)sym.ν

}
≥ 0 (7.34)

para todos os campos de vetores livres de divergência v(x) = ivx(x, y, z) + jvy(x, y, z) +

kvz(x, y, z) periódicos em, respectivamente, [0, Lx] e [0, Ly] nas direções x e y e satisfazendo
a condição de fronteira v(x, y, 0) = 0 = v(x, y, h). Quando U.∇U = 0, o sinal > na Eq. (7.34)
pode ser substituı́do pelo sinal ≥ . Para fluxo de Couette,

(∇U)sym = U/2h(ik + ki) (7.35)

assim a condição é
∫ Lx

0
dx

∫ Ly

0
dy

∫ h

0
dz

{
1
2
ν|∇ν|2 + (U/h)νxνz

}
≥ 0 (7.36)

O termo ∼ |∇v|2 no integrando do funcional na Eq. (7.36) é positivo, mas o segundo termo
em ∼ vxvz é de sinal indefinido. Assim não será surprendente que o termo positivo domina
os baixos números de Reynolds, enquanto correspondendo a v grande ou U pequeno. Esta
expectativa pode ser estabelecida formalmente calculando as magnitudes relativas das duas
condições. De acordo com a desigualdade de Schwarz e a relação 2ab ≤ a2 + b2,

∣∣∣∣∣∣
∫ Lx

0
dx

∫ Ly

0
dy

∫ h

0
dz

∣∣∣∣∣∣ ≤ ‖νx‖2‖νz‖2 ≤ 1
2
‖ν‖22 (7.37)

Como cada componente de v é periódico em x e y e desaparece em z = 0 e z = h, a desigual-
dade de Poincaré implica

‖v‖22 ≤
h2

π2 ‖∇v‖22 (7.38)

Então, ∫ Lx

0
dx

∫ Ly

0
dy

∫ h

0
dz

{
1
2
ν|∇ν|2 + (U/h)νxνz

}
≥ ν

2

[
1 − R

π2

]
‖∇ν‖22 (7.39)
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Se R ≤ π2 ∼ 10, então o perfil de fluxo de Couette satisfaz a condição espectral e podemos
afirmar que sua taxa de dissipação é um limite superior bem como um limite inferior. Quando
R for maior que isto, então este argumento já não assegura que a limitação espectral seja
satisfeita pelo fluxo de Couette e outros perfis devem ser experimentados derivando uma
estimativa superior. (Notamos que este limite grosseiro, R ≤ π2 sob o qual o limite laminar é
realizado é muito conservativo).

O desafio técnico para R maiores é escolher um campo de fluxo de background livre de
divergência que satisfaz as condições de fronteira nas placas, mas que também satisfaz a
limitação espectral. Recorrendo à Eq. (7.34), é aparente que isto só será possı́vel se o termo
|∇v|2 domina o termo de v.(∇u)sym.v para a classe pertinente de campos de vetor v(x). Como
sugerido pela invariância da translação do problema nas direções x e y, restringiremos nossa
atenção ao fluxo de background teste da forma

U(x) = iφ(z), (7.40)

onde o perfil da função φ satisfaz a condição de fronteira f (0) = 0 e φ(h) = U. A limitação
espectral é expressa então,

∫ Lx

0
dx

∫ Ly

0
dy

∫ h

0
dz

{
1
2
ν|∇v|2 + φ′vxvz

}
≥ 0 (7.41)

Um perfil com φ′ = 0 bastaria, entretanto φ não pode satisfazer suas condições de fronteira.
Lembrando que as condições de fronteira em v exigem que vx e vz desapareçam em z = 0 e
z = h, vemos que pode ser possı́vel satisfazer a limitação espectral com uma escolha de perfil
onde a taxa de cisalhamento φ′(z) é pequena na maioria do intervalo [0, h], mas onde nece-
ssariamente os valores de φ′ não desaparecem estão concentrados próximos a 0 e h onde os
componentes de v são relativamente pequenos. Este resultado esperado pode ser percebido
no perfil de fluxo de background,

φ =


Uz/2δ 0 ≤ z ≤ δ
U/2 δ ≤ z ≤ h − δ
(U/2)δ(z − h + 2δ) − δ ≤ z ≤ h

(7.42)

ilustrado na figura 7.4 recorremos ao parâmetro δ como “densidades da camada limite”. A
um determinado valor de R, δ será ajustado para assegurar que a limitação espectral seja
satisfeita. Como será mostrado abaixo, o menor δ é escolhidos, o funcional mais positivo
na Eq.(7.41) será, embora às custas de um deficiente (maior) limite superior na taxa de
dissipação de energia.

Para ver como isto funciona, limita-se o termo de φ′vxvz na Eq.(7.41). Assim, temos
∫ Lx

0
dx

∫ Ly

0
dy

∫ h

0
dz

{
1
2

v|∇v|2 + φ
′
vxvz

}
≥ v

2

[
1 − Uδ

4v
√

2

]
‖∇v‖22 (7.43)

e a espessura da camada limite pode ser ajustada de forma que a condição espectral é
cumprida escolhendo

δ = 4
√

2(v/U) = 4
√

2hR−1 (7.44)
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Figura 7.4: Perfil de fluxo de fundo φ(z). A linha direta é o fluxo planar de Couette.

Para fluxos de background da forma em Eq. (7.40) U.∇U ≡ 0 e a solução para o campo
auxiliar V no teorema 7.1 é V ≡ 0. Assim o limite superior na taxa de dissipação de energia
que corresponde à restrição na Eq. (7.44) é

lim
T→∞

sup〈v‖∇u‖22 = vLxLy

∫ h

0
φ
′
(z)2dz =

1

8
√

2

U3

h
LxLyh (7.45)

Este é um limite superior rigoroso na dissipação de energia, válido quando R ≥ 8
√

2 tal
que δ ≤ h/2. Isto é interessante por várias razões. Primeiro, é independente da viscosidade
de acordo com a escala Kolmogorov de dissipação de energia turbulenta. Além, o prefactor
(8
√

2)−1 ≈ 0.088 é substancialmente menor que O(1) indicando que este resultado é mais
que um argumento de análise dimensional formalizada. Além disso, nossa análise, e em
particular o perfil de background na Eq. (7.40), sugestões à forma da camada limite genérica
do fluxos com alto número de Reynolds. A limitação espectral leva a considerar a estrutura
de camada limite para as configurações de fluxo de background de teste. O limite superior
na média da força de arrasto implicada por Eq. (7.45) é F ≤ Fmax onde

Fmax = τmaxLxLy = 1/(8
√

2(U2LxLy, (7.46)

e em termos adimensionais temos

h2τmax

v2 =
U2h2

8
√

2v2
=

R2

8
√

2
(7.47)

Resumindo os resultados desta seção, foi provado que para o fluxo de cisalhamento de fron-
teira dirigida considerado, o arraste viscoso (h2τ/v2) é limitado acima e abaixo em termos
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do número de Reynolds de acordo com

R ≤ h2τ

v2 =
R2

8
√

2
(7.48)

7.2.4 Discussão
É de interesse comparar os limites analı́ticos rigorosos derivados na seção anterior com teo-
rias aproximadas ou com experiências. Na figura (7.5), delineamos os limites superiores e
inferiores rigorosos derivados em Sec. (7.2.2) junto com os resultados da aproximação de
fechamento, com o valor habitual do parâmetro ajustando. A teoria prediz a “lei de fricção
logarı́tmica”para o arraste com comportamento assintótico quando R→ ∞,

h2τ

v2 →
k4R2

4(ln R)2 ≈ 0.04
R2

(ln R)2 (7.49)

onde a constante de Von Kármán (o parâmetro ajustando k) tem valor nominal k ≡ 4/10. Isto
será comparado com o limite superior derivado,

h2τ

v2 ≤
R2

8
√

2
≈ 0.088R2 (7.50)

O alto R da teoria e a estimativa superior rigorosa tem o mesmo número de expoentes de
Reynolds e um prefactor comparável, mas a teoria aproximada tem fatores logarı́tmicos adi-
cionais. A predição da teoria e os resultados da análise rigorosa podem ser comparadas
com recentes números altos de Reynolds analisados em fluxos turbulentos entre cilindros
concêntricos ([8], [9]), pelo menos no limite de relação de aspecto grande e uma abertura
estreita. (Um cálculo semelhante a isso na sec. (7.2.3) pode ser levado em coordenadas
cilı́ndricas apropriadas para a geometria do cilı́ndro concêntrica, rendendo o mesmo limite
assintótico como na Eq. (7.50) [1].) o ajuste para os dados experimentais de [9] também é
graficado na Fig. 7.5, mostrando que a lei de fricção logarı́tmica ajusta muito bem os dados
experimentais dentro da distância R ≡ 104−106. Isto conduz à conjetura razoável que a lei de
fricção logarı́tmica empı́rica aproximada pode estar capturando o comportamento assintótico
quantitativamente. Se este é o caso, então a estimativa superior na Eq. (7.50) - pelo menos
tão distante a medida que a dependência do número de Reynolds é afetada - é agudo para
dentro de logaritmos.

Idealmente, o problema variacional para o melhor campo de fluxo de background no teo-
rema (7.2) será resolvido exatamente, enquanto rendendo as melhores estimativas que este
método tem a oferecer. Na aplicação na Sec. (7.2.3), foram tomados dois cortes pequenos
para obter resultados explı́citos. Primeiro foram provados perfis de teste de uma classe muito
restrita de funções, isto é, piecewise simples funções lineares de uma variável como na figura
(7.4). Isto era feito principalmente para conveniência analı́tica. Segundo, a condição espec-
tral no perfil não foi verificada explicitamente. Foram empregadas estimativas elementares e
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Figura 7.5: Arraste viscoso e número de Reynolds. Linhas sólidas são os limites superiores
e inferiores de Eq. (7.48).
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um pouco grosseiras para assegurar que a limitação seja satisfeita. Em toda a probabilidade
a limitação acima é satisfeita resultando uma estimativa melhor do limite.

O que está sendo negligenciado na verificação da limitação espectral para o piecewise
perfis lineares na Séc. (7.2.3) é a restrição divergência-livre nas funções no domı́nio do oper-
ador nas Eqs. (7.25) e (7.26) ou, equivalentemente, no domı́nio do funcional na Eq. (7.41).
Para optimilização confira a limitação espectral para um determinado perfil de background
de teste, o problema de autovalores na Eqs. (7.25) and (7.26) realmente deveria ser resolvido
exatamente, e os menores autovalores deveriam ser determinados como um funcional do per-
fil de background de teste φ. No caso de piecewise linear φ(z), o problema de autovalores
é um conjunto de equações diferenciais de coeficiente lineares, piecewise-constantes. Estas
equações foram resolvidas exatamente em duas dimensões (uy = 0 = vy, ∂/∂y = 0) para os
perfis lineares piecewise, rendendo o mesmo poder-lei de R2 limitada no arraste, mas com o
prefator reduzido mais que uma ordem de magnitude [4].
O próximo passo será derivar o perfil optimal do princı́pio variacional, a limitação espectral
conduz a um tipo interessante de problema variacional para o fluxo de background optimal.
Um problema variacional mais simples com tal limitação espectral (resultando um problema
de escalar do relaxamento da condição divergência-livre no teste funciona para a condição
espectral) foi resolvido recentemente exatamente [3], rendendo equações de Euler-Lagrange
da forma não-linear denomindada equação de Schrödinger. A função de perfil “optimal” foi
computada analiticamente, e o limite superior resultante tem escala igual à na Eq. (7.50)
com um prefactor ligeiramente melhorado. Queremos acentuar que o fluxo extremum do
problema variacional não será, nem significa ser, um fluxo ruim no senso habitual de teoria
de turbulência estatı́stica. Rendendo as seguintes lições:

(i) obrigando a condição divergência-livre na limitação espectral exatamente para um per-
fil não-optimal, e

(ii) achando o perfil optimal enquanto relaxando a condição divergência-livre na limitação
espectral, é que qualquer aproximação rende o tipo Kolmogorov pesando na Eq. (7.50).
Isto indica melhoria qualitativa nos limites, na forma de correções para escalamento,
requererá que resolvamos ambos os problemas simultaneamente.

As equações de Euler-Lagrange para o perfil optimal são não-lineares e ainda não solu-
cionado. Ilustramos a derivação agora considerando (por simplicidade) o exemplo de fluxos
de duas dimensões no plano

x − z (uy = 0 = vy,
∂

∂y
= 0).

Restringindo atenção para fluxos de background com planos paralelos, o princı́pio de varia-
cional do limite superior pode ser declarado,

lim
T→∞

sup
1

Lxh
〈v‖∇u‖22〉T ≤ inf

[
v

U2

h2 +
v
h

∫ h

0
Φ(z)2dz/

∫ h

0
Φ(z)dz = 0, λ0{Φ} ≥ 0

] (7.51)



7.2. ALGUMAS CONSIDERAÇÕES MATEMÁTICAS SOBRE CISALHAMENTO. 137

onde Φ(z) é a divergência do cisalhamento de background do perfil de Couette e λ0Φ é o
menor autovalor do problema de valor de fronteira,

λu = −v∆u +
∂p
∂x

+ [U/h + Φ(z)]w (7.52)

λw = −v∆w +
∂p
∂z

+ [U/h + Φ(z)]u (7.53)

0 =
∂u
∂x

+
∂u
∂z

(7.54)

onde as componentes u(x, z) e w(x, z) desaparecem em z = 0 e z = h, e é periódico em x.
É fácil ver que o conjunto do quadrado-completo médio - o zero da função Φ(z) satisfaz a
limitação espectral λ0{Φ} ≥ 0 é convexo, assim não desaparecendo no extremo acontecerão
na fronteira deste conjunto.
Conseqüentemente a desigualdade pode ser substituı́da por uma igualdade, λ0{Φ} = 0, e
a limitação pode ser imposta pelo método dos multiplicadores de Lagrange. Quer dizer,
buscamos pontos crı́ticos do funcional,

F{Φ} =
v
h

∫ h

0
Φ(z)2dz + α

∫ h

0
Φ(z)dz + βλ0{Φ} (7.55)

onde a e b são os multiplicadores de Lagrange. As equações de Euler-Lagrange são

0 =
∂F
∂Φ

= 2
v
h

Φ(z) + α + β
∂λ

∂Φ
(7.56)

Embora o funcional λ0{Φ} não poça ser expresso de qualquer forma explı́cita, a variação que
aparece nas equações de Euler-Lagrange é o resultado da teoria elementar de perturbação
de primeira-ordem. Com um exp (ikx)x depende de u, w, e p, podemos substituir ∂/∂x
com ik, eliminando u e p, e podemos expressar tudo em termos de w(z) = exp (ikx)w(xz) e
w′ = dw/dz:

1
k
δλ0

δΦ(z)
=

i[w(z)∗w′(z) − w(z)w′(z)∗]∫ h

0
[|w′(z′)|2 + k2|w(z′)|2]dz′

(7.57)

Conseqüentemente as equações de Euler-Lagrange em (7.56) expressam o perfil Φ do cisal-
hamento em termos das autofunções de λ0 = 0, e o problema se torna não-linear de valor de
fronteira

v
[

d2

dz2 − k2
]

w + ik
d
dz

[(U
h

+ Φ(z)
)

w
]

+ ik
[U

h
+ Φ(z)

] dw
dz

= 0 (7.58)

α′ − α′i[w(z)∗w′(z) − w(z)w′(z)∗] = Φ(z) (7.59)

onde w(0) = 0 = w(h), w′(0) = 0 = w′(h), e α′ é ajustado de forma que Φ tem significado
zero w é normalizado de acordo com

1 =

∫ h

0
i[w(z)∗w′(z) − w(z)w′(z)∗]dz (7.60)
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Este é um tipo de equação de Orr-Sommerfield não-linear (surge em estabilidade de hidrodinâmica
linear; veja [6]) para qual uma aproximação numérica foi desenvolvida [5], e que poderia ser
forçada prosperamente pelas ferramentas de análise assintótica quando R→ ∞.
Considerações técnicas aparte, uma pergunta que está em aberto para o problema do fluxo
de cisalhamento é: podemos deduzir a forma funcional da lei de fricção logarı́tmica, como
um limite superior, diretamente das Equações de Navier-Stokes incompressı́veis?
Também permanece o desafio de desenvolver decomposições semelhantes do fluxo de back-
ground e variacional do limite superior para sistemas abertos com grades gerando turbulência
ou para fluxo passando por um objeto sólido. No caso de fluxo passando por uma esfera, a
solução das equações de Stokes para o limite inferior rende baixos números de Reynolds
clássica fórmula para o “ Stokes arrasto”

Fmim = 6πvUr (7.61)

onde r é o raio da esfera. F ≡ U2r2, mas sem as correções logarı́tmicas aparentes que surgem
na parede limitada pelos fluxos de cisalhamento. Esta expectativa não tem sido mostrada rig-
orosamente para as Equações de Navier-Stokes incompressı́veis.
Há várias complicações técnicas associadas com aplicação de Teorema 7.2 (princı́pio varia-
cional do limite superior) para este problema. Primeiro, não é tão simples construir cam-
pos de vetor divergência-livres contı́nuos que satisfazem as condições de fronteira de não-
deslizamento na superfı́cie da esfera e a limitação espectral. A Solução das equações de
Stokes são um campo, mas desde que não seja uma solução exata das Equações de Navier-
Stokes a menos que R = 0, geralmente não pode produzir um limite superior. Também
sabemos que o relativamente simples campo irrotational do vetor divergência-livre que cor-
respondendo a uma solução estacionária exata das equações de Euler para esta geometria,
i.e., as Equações de Navier-Stokes com R = ∞. Mas o campo irrotational não satisfaz a
condição de fronteira de não-deslizamento e assim não pode ser usado para R finito. Um can-
didato apropriado para o campo de teste poderia ser fabricado por alguns meios, entretanto
resta o problema de conferir a limitação espectral em um domı́nio ilimitado onde o espectro
do operador nas Eqs. (7.25) e (7.26) poderia ser continuo. Além disso, será provável o caso
que U.∇U não é um gradiente assim o campo auxiliar V terá que ser computado e incluı́do
no limite. Estes problemas serão o objeto de pesquisas futuras.
A limitação espectral conduz a consideração do conjunto completo de autofunções do prob-
lema de autovalores associados. Quando o perfil de background estiver próximo do optimal,
esta aproximação provê um modo moderno para gerar uma base que é adaptada a problemas
de fluxo turbulentos. Será interessante olhar para a estrutura destes campos de fluxos, com a
esperança que elementos da dinâmica turbulenta podem ser esclarecidas nestas coordenadas.
Outra aproximação variacional para limites em quantidades de fluxo, baseado em uma de-
composição em média e fluxo de flutuação, foram desenvolvidas neste século [7]. As prediçõ-
es daquele método [15], ambos o escalamento dos números de Reynolds e as magnitudes do
prefator, são geralmente iguais as derivadas diretamente das Equações de Navier-Stokes.
Derivamos o princı́pio variacional no Teorema (7.2) manipulando as equações de movimento
e soluções sem levar em conta a existência ou regularidade das soluções. Embora não é con-
hecido que soluções únicas existam, soluções fracas denominadas estão disponı́veis, que
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satisfazem versões integradas da equação de evolução de energia na forma de uma desigual-
dade (veja, por exemplo, Ref [1]). É suficiente assegurar que a análise é levada a cabo, assim
podemos afirmar que os limites variacionais superiores asseguram as soluções fracas das
Equações de Navier-Stokes .
Uma observação geral sobre o princı́pio variacional para os limites superiores é que a limitação
espectral pode ser considerada uma condição da estabilidade não-linear no campo de fluxo de
background. Quer dizer, U(x) satisfaz a limitação espectral se e somente se uma solução esta-
cionária estável adequadamente não-linear das Equações de Navier-Stokes com as mesmas
condições de fronteira, meio viscoso, e um pouco de força aplicada no corpo. Por “adequada-
mente” não-linear estável queremos dizer que a energia cinética em qualquer divergência se
deteriora a uma taxa uniforme na perturbação inicial. Estamos assim esperançosos que, pela
aproximação de fluxo de background, métodos e resultados desenvolvidos da teoria de es-
tabilidade não-linear [6] podem ser assumidos em estudos mais gerais não-estacionários e
luxos turbulentos.
O princı́pio variacional do limite superior derivado neste artigo também pode ser reformu-
lado para fazer uma conexão com um argumento antigo da teoria de turbulência, isto é uma
“hipótese de estabilidade” marginal. A idéia de Malkus’ trabalha em transmissão [13], são
aqueles fluxos turbulentos que se organizam em marginally configurações estáveis.
A hipótese que um centro turbulento bem misturado é limitado por camadas de limite de
laminar ralas cujos thicknesses são determinados pela condição de estabilidade marginal,
conduz a predições para as propriedades de transporte globais do fluxo. (Para a geometria
cilı́ndrica de Couette, é a predição de um arraste ∼ R5/3 dependendo do número de Reynolds
[14]). Isto é um princı́pio heurı́stico, entretanto nunca foi derivado das equações do movi-
mento. O corolário seguinte do princı́pio variacional do limite superior é sugestivamente
semelhante em essência com a hipótese de estabilidade marginal.

Corolário 7.1. (princı́pio de limite superior) Suponha U(x) é uma solução estacionária das
equações de Euler [Eqs (7.12) e (7.13) com viscosidade desaparecendo] o qual (i) satisfaz
as condições de limite para o problema de Navier-Stokes, e (ii) é não-linearmente estável
como se fosse uma solução das equações de Navier-Stokes. Então, v‖∇U‖22 é um limite
superior na maior taxa de dissipação de energia tempo-médio para soluções das equações
de Navier-Stokes.

Demonstração. Quando U é uma solução das equações de Euler, U.∇U é um gradiente.
Então o campo auxiliar V = 0 e a limitação espectral é precisamente U’s estabilidade
marginal, na linguagem do método de energia para estabilidade não-linear. �
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Capı́tulo 8

Teoria da Camada Limite Bidimensional

8.1 Introdução
O conceito da camada limite foi introduzido por Ludwing Prandtl em 1904 (ver [19]) . A
camada limite se origina na condição de fronteira que em fronteiras materiais não deverá
existir velocidade tangencial relativa em adição ao critério em que o componente relativo
de velocidade normal é zero. Prandtl argumenta que o fluxo pode ser dividido na região
próxima à superfı́cie, onde as propriedades viscosas do fluido dominavam devido à condição
de velocidade relativa zero e a região mais distante onde o fluido poderá ser considerado
ideal.

8.2 Equações da camada limite para fluxo ao longo da su-
perfı́cie plana

Iniciamos estabelecendo as equações para um fluxo bidimensional de um fluido com pequena
viscosidade ao longo da superfı́cie plana.
As equações do movimento e continuidade para fluxos bidimensionais são:

∂u
∂t

+ u
∂u
∂x

+ w
∂u
∂z

= −1
ρ

∂p
∂x

+ ν

(
∂2u
∂x2 +

∂2u
∂z2

)
(8.1)

∂w
∂t

+ u
∂w
∂x

+ w
∂w
∂z

= −1
ρ

∂p
∂z

+ ν

(
∂2w
∂x2 +

∂2w
∂z2

)
(8.2)

∂u
∂x

+
∂w
∂z

= 0 (8.3)

Onde el xz-plano é tomado como o plano do fluxo da camada limite com o eixo x ao longo
da parede plana e o eixo z perpendicular a ela; assim temos que u = w = 0 sobre z = 0.
A equação de conservação de massa (8.3) implica à existência de uma função de corrente
ψ(x, z, t) tal que

u =
∂ψ

∂z
, w = −∂ψ

∂x
(8.4)
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e uma equação da quarta ordem para ψ pode obter-se eliminando a pressão p das equações
(8.1) e (8.2) e usando (8.4). Com

∇2ψ =
∂2ψ

∂x2 +
∂2ψ

∂z2

Isso pode ser escrita como

∂

∂t
(∇2ψ) +

∂ψ

∂z
∂

∂x
(∇2ψ) − ∂ψ

∂x
∂

∂z
(∇2ψ) = ν∇2(∇2ψ) (8.5)

Desde que a única componente de vorticidade é η = ∂u/∂z − ∂w/∂x = ∇2ψ, (8.5) pode
também escrever-se na forma

∂η

∂t
+
∂ψ

∂z
∂η

∂x
− ∂ψ
∂x

∂η

∂z
= ν∇2η (8.6)

Para derivar a forma limite, uma forma adimensionalizada das equações é conveniente. Se l
é uma longitude tı́pica, U uma velocidade tı́pica, e

Re = lU/ν

el correspondente número de Reynolds para o fluxo em sua totalidade, se faz a seguinte
escolha de variáveis

X =
x
l
, Z =

Re1/2z
l

, T =
Ut
l
,

U =
u
U
, W =

Re1/2w
U

, P =
p

ρU2 ,

(8.7)

Equações (8.1), (8.2) e (8.3) se escrevem

∂U
∂T

+ U
∂U
∂X

+ W
∂U
∂Z

= −∂P
∂X

+
1

Re
∂2U
∂X2 +

∂2U
∂Z2 (8.8)

1
Re

[
∂W
∂t

+ U
∂W
∂X

+ W
∂W
∂Z

]
= −∂P

∂Z
+

1
Re2

∂2W
∂X2 +

1
R
∂2W
∂Z2 (8.9)

∂U
∂X

+
∂W
∂Z

= 0 (8.10)

Nas quais as quantidades denotadas por letras maiúsculas são não dimensionais. Com as
hipóteses que todas as derivadas nessas equações são del mesmo ordem de magnitude para
valores grandes de Re, na seu forma limite são

∂U
∂T

+ U
∂U
∂X

+ W
∂U
∂Z

= −∂P
∂X

+
∂2U
∂Z2 (8.11)

0 = −∂P
∂Z

(8.12)

∂U
∂X

+
∂W
∂Z

= 0 (8.13)
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As equações (8.11), (8.12) e (8.13) são as equações da camada limite na sua forma adimen-
sionalizada.
O método original de derivar as equações da camada limite, devido a Prandtl ([19]) e Blasius
([2]), está baseado sobre a consideração de aproximar ordem de magnitude. É menos preciso
que o argumento antes dado, mas pode ser fisicamente mas fácil de entender. Suponhamos
que l é uma longitude tı́pica e U uma velocidade tı́pica, ao longo da camada limite; e que
δ é uma longitude tı́pica e W uma velocidade tı́pica, através da camada. Em algum sentido
δ é a espessura da camada limite. Então na equação (8.3) os termos ∂u/∂x e ∂w/∂z são
respectivamente da ordem U/l e W/δ. Conseqüentemente

W/U = O((δ/l)

e o quociente δ/l são supostos pequenos comparados com a unidade.
Na equação (8.1) os termos inerciais u∂u/∂x e w∂u/∂z são agora da ordem U2/l. Dos dois
termos viscosos do lado direito, ν∂2u/∂z2, sendo da ordem νU/δ2 é maior que ν∂2u/∂2x por
um factor (l/δ)2, logo o último termo pode ser negligenciado. Se o outro termo viscoso é
requerido para ter o mesmo ordem de magnitude como os termos de inércia, segue que (δ/l)2

é da mesma ordem como ν/Ul, ou

δ

l
= O(Re−1/2) (8.14)

Sobre as hipóteses adicionais que ∂u/∂t não é maior que os outros temos, equação (8.1) pode
simplificar-se como

∂u
∂t

+ u
∂u
∂x

+ w
∂u
∂z

= −1
ρ

∂p
∂x

+ ν
∂2u
∂z2 (8.15)

e isto é formalmente equivalente à (8.11).
Na equação (8.2), cada termo o qual involucra uma componente de velocidade é, compara-
ndo com os correspondentes termos da equação (8.1), da menor ordem por um factor δ/l;
portanto ∂p/∂z pode ser negligenciado em comparação com ∂p/∂x. Isto significa que a
pressão é quasi constante através da espessura da camada limite e seu valor em qualquer
ponto é portanto determinado por as correspondentes condições da corrente principal. Se
U(x, t) denota a velocidade da corrente principal, de modo que

−ρ−1∂p/∂x = ∂U/∂t + U∂U/∂x,

a eliminação da pressão de (8.15) da

∂u
∂t

+ u
∂u
∂x

+ w
∂u
∂z
− ν∂

2u
∂z2 = f (x, t) =

∂U
∂t

+ U
∂U
∂x

(8.16)

Esta equação foi derivada por Kármán (ver [11]) buscando uma solução de (8.5) na forma

ψ = ν1/2Ψ(x, zν−1/2, t).
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8.3 Equações da camada limite para um fluxo ao longo da
superfı́cie curva

Quando a superfı́cie na qual a forma da camada limite é curva, os métodos usados na seção
(8.2) devem ser modificados para tomar em consideração a curvatura. As equações gerais do
movimento bidimensionais de um fluido viscoso com respeito a um sistema de coordenadas
curvilı́neas ortogonais são (ver [22]):

∂v1

∂t
+ v3ω2 = − 1

h1

∂

∂x1

(
p
ρ

+
1
2

v2
1 +

1
2

v2
3

)
+
ν

h3

∂ω2

∂x3
(8.17)

∂v3

∂t
− v1ω2 = − 1

h3

∂

∂x3

(
p
ρ

+
1
2

v2
1 +

1
2

v2
3

)
− ν

h1

∂ω2

∂x1
(8.18)

∂

∂x1
(h3v1) +

∂

∂x3
(h1v3) = 0 (8.19)

onde

ω2 =
1

h1h3

{
∂

∂x3
(h1v1) − ∂

∂x1
(h3v3)

}
(8.20)

é a única componente de vorticidade presente.
As coordenadas x, z da seção (8.2) são agora definidas como distancias medidas ao longo

Figura 8.1: Coordenadas para o fluxo da camada limite ao longo de uma superfı́cie curva

da parede e em ângulo recto à ela, de modo que estas formam um conjunto de coordenadas
curvilı́neas ortogonais. As correspondentes componentes de velocidade são então u,w re-
spectivamente. Estas coordenadas e componentes de velocidade se fazem adimensionais
como anteriormente introduzindo as variáveis X,Z,U,W. Quando X,Z são tomadas por as
variáveis x1, x3 usadas nas equações (8.17)-(8.20),

h1 = l(1 + κlRe−1/2Z) = lH, h3 = lRe−1/2 (8.21)
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onde κ é a curvatura da parede, considerado positivo no caso da figura (8.1), no qual o centro
da curvatura esta no lado z < 0. Em temos destas variáveis adimensionais, equações (8.17) e
(8.19) ficam

H
∂U
∂T

+ U
∂U
∂X

+ W
∂

∂Z
(HU) = − ∂P

∂X
+ H

∂

∂Z

{
1
H

∂

∂Z
(HU)

− 1
ReH

∂W
∂X

} (8.22)

e

1
Re

{
∂W
∂T

+
U
H
∂W
∂X

+ W
∂W
∂Z

}
− U2

H
∂H
∂Z

= − ∂P
∂Z

+
1
H

∂

∂X

{
1

Re2

1
H
∂W
∂X
−

1
ReH

∂

∂Z
(HU)

} (8.23)

e também

∂U
∂X

+
∂

∂Z
(HW) = 0 (8.24)

De (8.21), quando ν → 0, de modo que Re → ∞, H tende a 1 e ∂H/∂X, ∂H/∂Z ambos
tendem a zero. Então as formas limite de (8.22)-(8.24) quando ν → 0 podem verse que
são idênticas com as equações (8.11), (8.12), (8.13) obtidas no caso do fluxo sobre uma
superfı́cie plana. Assim, quando Re é grande as equações do movimento mudam às equações
da camada limite

∂u
∂t

+ u
∂u
∂x

+ w
∂u
∂z

=
∂U
∂t

+ U
∂U
∂x

+ ν
∂2u
∂z2 (8.25)

∂u
∂x

+
∂w
∂z

= 0 (8.26)

as quais tem a mesma forma para o fluxo sobre uma superfı́cie curva como para o fluxo sobre
uma parede plana. É necessário que ∂H/∂X e ∂H/∂Z sejam pequenos comparados com 1, de
modo que κδ e δldκ/dx devem ser pequenos, onde δ e uma medida da espessura da camada
limite vista anteriormente. O gradiente da pressão através da camada está dado por (8.23) e
(8.21) como aproximadamente

∂P/∂Z = κlRe−1/2U2

or
∂p
∂z

= κρu2 (8.27)

Isto é so o gradiente de pressão requerido para balancear o efeito centrı́fugo de fluxo ao redor
da superfı́cie curva.
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8.4 Condições de fronteira para um fluxo estacionário
Se a superfı́cie na qual a forma da camada limite é fixa e impermeável as condições a ser
satisfeitas pela velocidade são u = w = 0 em z = 0. Segue que as derivadas ∂u/∂x e ∂w/∂x
são zero na superfı́cie como também é ∂w/∂z, o qual é proporcional à skin friction, não é em
geral zero exceto num ponto de separação. Se a superfı́cie é permeável pode haver sucção
normal ou “blowing”, nesse caso as condições são

u = 0, w = ∓ws(x) at z = 0 (8.28)

onde ws(x) é prescrito. Pode haver sucção oblı́qua ou “blowing”e então ni u ni w é zero na
superfı́cie. A camada limite pode também ocorrer na forma de jato estreito ou um thin wake,
em tais casos a linha z = 0 é o eixo central e as condições são ∂u/∂z = 0, w = 0 pela simetria
do fluxo.
No outro extremo, a camada limite deve unir-se suavemente ao fluxo principal. A forma das
soluções para as equações da camada limite é tal que a corrente principal deve ser consider-
ado como sendo no infinito. Assim

u→ U(x) as z→ ∞ (8.29)

para cada valor de x.
Finalmente, o perfil da velocidade u(z) deve ser especificado numa seção inicial, digamos
em x = 0.
Notamos que não restrições explicitas são colocadas sobre w ou em x = 0 ou em z = ∞ como
seria necessário se uma solução de todas as equações viscosas fosse buscada. As soluciones
da camada limite no podem em efeito dar valores reais de w em pontos distantes da su-
perfı́cie. A principal razão é que as aproximações da camada limite reduzem as equações do
movimento da quarta ordem à terceira ordem, de modo que alguma redução das condições de
fronteira essenciais mı́nima é inevitável. É possı́vel para soluções de camada limite mostrar
o comportamento fı́sico correto em todos os limites. Ainda se as condições colocadas ante-
riormente asseguram a existência de uma solução das equações da camada limite, elas não
podem garantir sua unicidade.

8.5 Dissipação de energia, tensão e vorticidade em camadas
limite.

Num fluxo bidimensional existe somente uma componente de vorticidade que é a compo-
nente normal ao plano do fluxo e sua magnitude é dado em coordenadas cartesianas pela
equação:

η =
∂u
∂z
− ∂w
∂x

(8.30)

A mesma expressão é aproximadamente verdadeira se x e z são coordenadas curvilı́neas or-
togonais (ver seção 8.3) sempre que κδ seja pequeno.
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Num ponto ordinário de uma camada limite, ∂w/∂x se espera que seja da menor ordem que
∂u/∂z por um factor Re−1, portanto é usual adotar pela vorticidade a fórmula mais simplifi-
cada η = ∂u/∂z. Quando ∂u/∂z é assim mesmo menor, como na imediata vizinhança de um
ponto de separação, as derivadas ∂w/∂x, ∂u/∂z podem ser da mesma ordem de magnitude, e
seria melhor reter a expressão exata (8.30).
As componentes normais da tensão perpendicular e paralelas à superfı́cie reta escritas na
forma não dimensional são.

pxx

ρU2 = − p
ρU2 + 2

ν

U2

∂u
∂x

(8.31)

pzz

ρU2 = − p
ρU2 + 2

ν

U2

∂w
∂z

(8.32)

Os últimos termos em cada uma destas equações é da ordem Re−1 e assim é negligenciável e
a aproximação da camada limite é

pxx = pzz = −p

The shearing stress sobre superfı́cies paralelas à parede é

pxx = µ

(
∂u
∂z

+
∂w
∂x

)
(8.33)

e, como a vorticidade, isso é aproximadamente

pzx = µ
∂u
∂z

(8.34)

exceto quando é menor. Deve notar-se que (8.33) e (8.34) são idênticos em pontos sobre uma
parede impermeável fixa, onde w = 0 e ∂w/∂x ≡ 0. Se a parede é curva, sujeita as mesmas
restrição como antes, as fórmulas (8.31)-(8.34) são ainda válidas.
A taxa de dissipação da energia por unidade de volume por unidade de tempo em uma ca-
mada limite é, (ver [22]), aproximadamente igual a µ(∂u/∂z)2 e isto tem um limite finito
quando Re→ ∞. A ordem da magnitude da espessura da camada limite pode ter sido deter-
minado colocando esta condição.

8.6 Espessura da camada limite, energia de dissipação e
skin friction

Na maioria de problemas fı́sicos as soluções das equações da camada limite (8.25) e (8.25)
são tal que a componente da velocidade u obter seu valor da corrente principal U so na forma
assintótica quando Re1/2z/l→ ∞. A espessura da camada é portanto indefinida.
Na prática a abordagem do limite é rápido e um ponto é rápidamente obtido fora do qual a
influência da viscosidade é imperceptı́vel. Portanto seria possı́vel considerar a espessura da
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camada limite como a distancia δ da superfı́cie fora do qual u/U > 0.99, por exemplo, mas
não é suficientemente preciso (desde que ∂u/∂z é pequeno ali) para trabalho experimental e
não é de importância na teoria.
A escala da espessura da camada limite pode ser especificada adequadamente mediante cer-
tas longitudes capazes da definição precisa, ambas para medida experimental e para estudo
na teoria. Estas medidas da espessura da camada limite são definidas como segue:
A espessura do deslocamento δ1:

δ1 =

∫ ∞

0

(
1 − u

U

)
dz (8.35)

A espessura da quantidade do movimento δ2:

δ2 =

∫ ∞

0

u
U

(
1 − u

U

)
dz (8.36)

A espessura da energia δ3:

δ3 =

∫ ∞

0

u
U

(
1 − u2

U2

)
dz (8.37)

Na figura a continuação (8.2) podemos ver o significado das diversas espessuras anterior-
mente definidas.
O limite superior de integração é tomado como infinito devido a aproximação assintótica

Figura 8.2: As espessuras da camada limite em distribuição triangular
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de u/U para 1, mas na prática o limite superior é o ponto fora do qual o integrando é negli-
genciável.
Uδ1 é a diminuição, devido a camada limite, do fluxo de volume através da normal a su-
perfı́cie; as linhas de corrente do fluxo exterior são assim deslocados distante da superfı́cie
por uma distancia δ1. Similarmente, ρU2δ2 é o fluxo do defeito of momentum e 1

2ρU3δ3 é o
fluxo do defeito da energia cinética.
Outras quantidades relacionadas a essas espessuras da camada limite são skin friction e a
integral de dissipação D. The skin friction τw se define como the shearing stress exercido
pelo fluido na superfı́cie na qual o fluido fluir e é portanto o valor de pzx em z = 0, na qual
por (8.34) é:

τw = µ

(
∂u
∂z

)

z=0
(8.38)

A taxa na qual a energia é dissipada pela ação da viscosidade é µ(∂u/∂z)2 por unidade de
tempo por unidade de volume, e D é a integral de isto através da camada:

D =

∫ ∞

0
µ

(
∂u
∂z

)2

dz (8.39)

Portanto D é a dissipação total num cilı́ndro de seção transversal pequena com eixo normal
à camada por unidade de tempo por unidade de area da seção transversal.

8.7 Equações de momento e da energia

A skin friction e a dissipação são relacionados com a espessura da camada limite por meio
das equações as quais apresentam o balance de momento e da energia dentro de uma pequena
seção da camada limite e são devidas a Kármán e Leibenson (ver [11] e [14] respetivamente).
A equação da energia foi também derivada por Wieghardt (ver [28] e [29]).
A integral de momento:
O mais simples método para obtê-la, como foi mostrado por Pohlhausen (ver [18]), é inte-
grando as equações (8.25) e (8.26). Estas podem ser escritas como:

−ν∂
2u
∂z2 =

∂

∂t
(U − u) + U

∂U
∂x
− u

∂u
∂x
− w

∂u
∂z

0 = (U − u)
∂u
∂x

+ (U − u)
∂w
∂z

onde (8.26) foi multiplicado por (U − u). Por adição destes,

−ν∂
2u
∂z2 =

∂

∂t
(U − u) +

∂

∂x
(Uu − u2) + (U − u)

∂U
∂x

+
∂

∂z
(wU − wu)
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Integrando com respeito a z desde 0 até∞ temos, desde que ∂u/∂z e w(U − u) va a 0 quando
z→ ∞

ν

(
∂u
∂z

)

z=0
=
∂

∂t

∫ ∞

0
(U − u)dz +

∂

∂x

∫ ∞

0
(Uu − u2)dz+

∂U
∂x

∫ ∞

0
(U − u)dz + wsU

(8.40)

onde ws = ws(x) = −w(x, 0) é a velocidade de sucção. Quando as integrais são escritas em
termos da espessura da camada limite, temos

τw

ρ
=
∂

∂t
(Uδ1) +

∂

∂x
(U2δ2) + U

∂U
∂x

δ1 + wsU (8.41)

ou na forma adimensional

τw

ρU2 =
1

U2

∂

∂t
(Uδ1) +

∂

∂x
δ2 +

δ1 + 2δ2

U
∂U
∂x

+
ws

U
(8.42)

A derivação original devido a Kármán foi baseado en considerações de momento. É mais
simples, mas, para interpretar a equação (8.40), multiplicamos por ρδx, como uma equação
para a taxa de mudança do momentum defect, ρ(U − u) por unidade de volume, para uma
pequena parte da camada limite entre os planos x e x + δx. No lado direito de (8.40) o
primeiro termo representa a taxa de variação local deste momentum defect, o segundo é a
taxa de varação devido à convecção através dos planos x e x +δx e o último termo representa
a convecção através da superfı́cie porosa z = 0. Desde que não existe convecção na borda
da camada, onde o momentum defect é zero, a taxa variação total é igual a força de fricção
oposta, o qual o termo do lado esquerdo, junto com dois termos as quais se cancelam fora da
camada limite. Uma desses é a força de pressão oposta

∂p
∂x

= −ρ
(
∂U
∂t

+ U
∂U
∂x

)

por unidade de volume e o outro é a taxa de variação do momento da corrente principal ρU
associada com qualquer partı́cula do fluido na camada limite, ou seja ρ(∂U/∂t + u∂U/∂x). O
net effect desses dois é o termo

−∂U
∂x

∫ ∞

0
(U − u)dz

no lado esquerdo de (8.40), o qual aparece como o terceiro termo do lado direito com o sinal
trocado.
A integral da energia:
As equações (8.25) e (8.26), multiplicadas por 2u e (U2 − u2) respectivamente, são

−2uν
∂u
∂z2 = 2u

∂

∂t
(U − u) + 2uU

∂U
∂x
− 2u2∂u

∂x
− 2uw

∂u
∂z

0 = (U2 − u2)
∂u
∂x

+ (U2 − u2)
∂w
∂z
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e por adição segue que

2ν
(
∂u
∂z

)2

− 2ν
∂

∂z

(
u
∂u
∂z

)

=
∂

∂t
(Uu − u2) + U2 ∂

∂t
(1 − u

U
) +

∂

∂x
(U2u − u3) +

∂

∂z
(wU2 − wu2)

Desde que w(U2 − u2) e ∂u/∂z tendem a 0 quando z → ∞, integrando esta equação com
respeito a z de 0 a∞ temos

2D
ρ

=
∂

∂t
(U2δ2) + U2 ∂

∂t
δ1 +

∂

∂x
(U3δ3) + wsU2 (8.43)

Isto pode ser escrito na forma adimensional como

2D
ρU3 =

1
U
∂

∂t
(δ1 + δ2) +

2δ2

U2

∂U
∂t

+
1

U3

∂

∂x
(U3δ3) +

ws

U
(8.44)

A integral da energia pode também considerar-se como uma equação para kinetic energia
defect 1

2ρ(U2 − u2) por unidade de volume, é dizer

∂

∂t

∫ ∞

0

1
2
ρ(U2 − u2)dz +

∂

∂x

∫ ∞

0

1
2
ρ(U2 − u2)udz +

1
2
ρU2ws

= D + ρ
∂U
∂t

∫ ∞

0
(U − u)dz

(8.45)

Nesta equação, o lado esquerdo representa a soma da taxa de variação convectiva local da
contribuição da energia cinética . Do lado direito o primeiro termo é a contribuição da
dissipação viscosa. O segundo termo é a adição de

(i) A taxa da energia perdida devido às forças de gradiente de pressão, o qual é

u
∂p
∂x

= −uρ
(
∂U
∂t

+ U
∂U
∂x

)

por unidade de volume

(ii) A taxa de variação da energia cinética da corrente principal 1
2ρU2 associado com uma

partı́cula do fluido na camada limite, é dizer

∂(
1
2
ρU2)/∂t + u∂(

1
2
ρU2)/∂x

por unidade de volume.
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8.8 Separação e formação de vórtice
A camada limite próximo de uma placa plana num fluxo paralelo e com incidência zero é
particularmente simple pois a pressão estática é constante em todo o campo do fluxo. Desde
que fora da camada limite a velocidade fica constante, o mesmo se aplica a pressão porque
em o fluxo sim fricção a equação de Bernoulli fica válida. Ademais a pressão fica constante
sobre a largura da camada limite numa distancia dada x. Portanto a pressão sobre a largura
da camada limite tem igual magnitude como fora da camada limite na mesma distancia, e o
mesmo se aplica aos casos das formas arbitrarias de corpos quando a pressão fora da camada
limite varia ao longo da parede com a longitude de arco. Este feito se expressa dizendo que a
pressão externa é impressed sobre a camada limite. Portanto no caso do movimento passando
por uma placa a pressão fica constante em toda a camada limite. O fenômeno da separação da

Figura 8.3: Separação da camada limite e formação de vórtice num cilı́ndro circular S=ponto
de separação.

camada limite mencionado previamente esta ligado com a distribuição da pressão na camada
limite. Na camada limite sobre uma placa não acontece separação quando não ocorre black-
flow. Para explicar o fenômeno da separação da camada limite consideremos o fluxo ao redor
de um blunt body, por exemplo, ao redor de um cilı́ndro circular como se mostra na figura
(8.3). Num fluxo sem fricção, as partı́culas do fluido são aceleradas na metade rio acima de
D até E e desaceleradas na metade rio embaixo de E até F. Portanto a pressão decresce de
D até E e aumenta de E até F. Quando o fluxo se inicia encima do movimento no primeiro
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instante é quase sem fricção, e permanece desse feito desde que a camada limite fica delgada.
Fora da camada limite existe uma transformação da pressão em energia Cinética ao longo
de DE, o reverso acontece ao longo de EF, de modo que uma partı́cula chega a F com a
mesma velocidade que tinia em D. A partı́cula de fluido que se move na vizinhança imediata
da parede na camada limite fica sob a influencia do mesmo campo de pressão como aquele
fora, pois a pressão externa esta impressed sobre a camada limite. Devido à grande força
da fricção na fina camada limite tal partı́cula consume tanto de sua energia Cinética em seu
caminho de D a E que o resto é demasiado pequeno para superar a “pressão da colina”de E
até F. Tal partı́cula não pode mover-se distante na região do aumento da pressão entre E e
F e seu movimento é ,eventualmente, detido. A pressão externa o face então mover-se na
direção oposta. As fotografias na figura (8.4) ilustram a sucessão de eventos quando o fluxo
do fluido começa proximo do lado aguas abaixo de um corpo redondo. A pressão aumenta
ao longo do contorno do corpo de esquerda a direita. A camada limite pode ser facilmente
reconhecida como se mostrara na figura. Na figura (8.4a) tomada imediatamente depois
do inicio do movimento se mostra que o movimento reverso começa aparecer. Na figura
(8.4b) o movimento reverso ha penetrado uma considerable distancia e a camada limite tem
uma apreciável espessura. Na figura (8.4c) mostra como este movimento reverso origina
um vórtice onde seu tamanho aumenta como na figura (8.4d). O vórtice atinge a separar-
se depois e mover-se aguas abaixo no fluido. Essa circunstância cambia completamente
o campo do fluxo na esteira e a distribuição da pressão sofre um cambio radical, como
comparado com um fluxo sem fricção. O estado final do movimento pode deduzir-se da
figura (8.5). Na região de redemoinho atrás do cilı́ndro existe uma considerável sucção.
Esta sucção causa uma gram resistência de pressão sobre o corpo. A uma grande distância
do corpo é possı́vel distinguir um padrão regular de vortices as quais movem-se em forma
alternada em sentido horário e anti-horário e o qual é conhecido como trajetória do vórtice
de Kármán ([10]), ver figura (8.6). Na figura (8.5) um vórtice movendo-se em uma direção
horária pode ser visto a ponto de separar-se do corpo. Kármán ([13]) provo que esses vortices
são geralmente instáveis com respeito a pequenas perturbações paralelas assim mesmas. O
único arranjo o qual mostra equilı́brio neutral é aquele com h/l = 0.281 (figura 8.7).
Separação é também importante para as propriedades de elevação de um aerofólio. Em
pequenos ângulos de incidência (até aproximadamente 10 graus) o fluxo não se separa de
cada lado e aproxima de perto as condições sem fricção (ver figura 8.8a). Com a incidência
aumentando existe perigo de separação sobre o lado de sucção do aerofólio, pois a pressão
aumenta demais. Para um ângulo dado de incidência, o qual é aproximadamente 15 graus,
separação finalmente ocorre. O ponto de separação esta situado bastante próximo detrás do
leading edge. The wake, figura (8.8b), mostra uma grande “dead-water” area.
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Figura 8.4: Separação da camada limite.

8.9 O teorema de transposição de Prandtl
Prandtl ([20]) observou que desde qualquer solução u(x, z, t) , w(x, z, t) das equações da ca-
mada limite (8.25) e (8.26) soluções adicionais podem derivar-se escrevendo

u∗(x, z, t) = u(x, z + f (x), t) (8.46)

onde f (x) é arbitrário. A função de corrente é então

ψ∗(x, z, t) = ψ(x, z + f (x), t) (8.47)

portanto
w∗(x, z, t) = w(x, z + f (x), t) − f ′(x)u(x, z + f (x), t) (8.48)

Limitando nostra atenção ao fluxo estacionário, por conveniência, as condições de fronteira
para u e w em z = 0 podem transferir-se a z = − f (x) para u∗, w∗ e a condição no infinito (8.29)
se manter-se para u∗ como também para u. Em particular, desde que ψ(x, z)−Uz→ −Uδ1(x)
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Figura 8.5: Fluxo com completa separação da camada limite.

Figura 8.6: Trajetória de vórtice de Kármán.
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Figura 8.7: Linhas de corrente num sistema de coordenadas movendo-se com a trajetória do
vórtice.

Figura 8.8: Fluxo ao redor de um aerofólio: a)’sound’ flow, b) flux sem separação
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quando z→ ∞, a escolha f (x) = δ1(x) nos conduce as condições

ψ∗(x, z) − Uz→ 0 as z→ ∞
ψ∗ =

∂ψ∗

∂z
= 0 em z = −δ1(x) (8.49)

o qual pode-se utilizar para determinar ψ∗(x, z) e δ1(x).
Também, se u(x, z) representa o movimento com back flow, de modo que u(x, z) = 0 ambos
em z = 0 e z = f (x), a solução derivada satisfaz as condições

u∗ (x, 0) = 0, w∗(x, 0) = w(x, f (x))
u∗ → U quando z→ ∞

Assim, existe uma nova solução das equações da camada limite com uma certa distribuição
de sucção ou blowing. Para uma generalização do problema a um fluxo em três dimensiones,
com aplicações, ver Glauert ([4]).

8.10 Transformações das equações do movimento estacionário
As equações do movimento para fluxo estacionário numa camada limite são

u
∂u
∂x

+ w
∂u
∂z

= U
∂U
∂x

+ ν
∂2u
∂z2

u =
∂ψ

∂z
, w = −∂ψ

∂x
(8.50)

Se z = 0 denota una parede impermeável fixa, as condições de fronteira associadas são
u = w = 0 e ψ = 0. Quando z e ψ tendem a∞, u→ U(x).
Existem dos transformações destas equações as quais são úteis. O primeiro destas transformações
( ver [16]) toma como variáveis independentes z e ψ em vez de x e z e usa a variável inde-
pendente χ = U2 − u2 em vez de u. O resultado, obtido por cálculos de rotina é:

∂χ

∂x
= ν(U2 − χ)1/2 ∂

2χ

∂ψ2

ψ = 0, χ = U2; ψ = ∞, χ = 0
(8.51)

A variável original z recupera-se da relação

z =

∫ ψ

0

dψ
u

=

∫ ψ

0
(U2 − ψ)1/2dψ

e as componentes da velocidade podem determinar-se de

u = (U2 − χ)1/2, w =

∫ ψ

0
u
∂

∂x

(
1
u

)
dψ
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O shear stress é τ = uµ(∂u/∂ψ) = − 1
2µ(∂χ/∂ψ) e o ponto de zero skin friction é portanto

caracterizado pela condição ∂χ/∂ψ = 0 em ψ = 0.
A equação (8.51) é um exemplo bastante simples de uma equação diferencial parcial do tipo
parabólico em sua forma normal. Se χ é dada como uma função de ψ para qualquer valor
de x, equação (8.51) implica que ∂χ/∂x é automaticamente conhecido, e χ(ψ) para um valor
vizinho de x pode, em principio, ser calculado. Isto é equivalente a dizer que um perfil
de velocidade u(z) num certo valor de x, junto com um conhecimento completo de U(x),
a velocidade da corrente principal, é suficiente para determinar condições rio abaixo, ate
onde a camada limite aderir-se na parede e fica laminar. Os cálculos numéricos sobre este
principio são afetados pela singularidade possuı́do pela equação (8.51) onde χ = U2, é dizer,
em qualquer ponto sobre a parede (ver [17]).
A quantidade χ está relacionada com the total head: assim

1
2
χ = −

(
p
ρ

+
1
2

u2
)

+

(
p
ρ

+
1
2

U2
)

onde o segundo parêntese é constante. A equação (8.51) pode portanto verse como uma
equação para a difusão do total head.
A segunda transformação é devida a Crocco (ver [3]), originalmente estudada para camada
limite compressı́vel. As equações do movimento se escrevem primeiro como

ρ

(
u
∂u
∂x

+ w
∂u
∂z

)
= −dp

dx
+
∂τ

∂z

onde τ é the shear stress. Então x e u se consideram como variáveis independentes, com τ
com uma variável dependente. Assim

τ = µ/(∂z/∂u) e z = µ

∫
du
τ

Depois de cálculos diretos obtemos

µρu
∂

∂x

(
1
τ

)
+
∂2τ

∂u2 − µ
dp
dx

∂

∂u

(
1
τ

)
= 0 (8.52)

No caso especial de uma corrente principal uniforme, dp/dx = 0 e (8.52) fica

µρ

τ2

∂τ

∂x
=

1
µ

∂2τ

∂u2 (8.53)

novamente mostra-se claramente o caráter parabólico da equação diferencial. As condições
de fronteira associadas são

u = 0,
∂τ

∂u
= 0; u = U, τ = 0
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8.11 Analogia com a condução do calor para a camada
limite estacionária

Se mostro na seção previa que a equação da camada limite estacionária pode-se transformar
numa equação similar a equação do condução do calor; a analogia não é exata desde que
a equação da camada limite não é linear. Ainda que, nas regiões fora da camada limite a
equação (8.51) é aproximadamente linear e a teoria matemática da condução do calor pode
ser utilizada para dar uma solução assintótica apropriada para tal região. Kármán e Millikan
([12]) foram os primeiros a estudar esta analogia nesta maneira. Eles introduziram primeiro
um potencial de velocidade da corrente principal

φ =

∫

0
U(x)dx

e aparte da diferencia de notação obtida (8.51) na forma

∂χ

∂φ
= ν

u
U
∂2χ

∂ψ2 = ν
(
1 − χ

U2

)1/2 ∂2χ

∂ψ2 (8.54)

onde χ é pequeno, isto é, fora da camada, esta equação pode-se substituir pela aproximada

∂χ

∂φ
= ν

∂2χ

∂ψ2 (8.55)

isto é equivalente exagerando o termo viscoso de (8.50) na proporção U/u.
As condições de fronteira adotadas por Kármán e Millikan foram

ψ = 0, χ = U2; ψ = ∞, χ = 0 (φ > 0)
φ = 0, χ = 0 (ψ > 0)

(8.56)

de modo que existe uma analogia com a condução do calor numa barra semi-infinita inicial-
mente com temperatura zero e com uma thermometric conductivity igual a ν.
A seguinte objeção pode surgir sobre as condições de fronteira (8.56). A equação aproximada
(8.55) deve aplicar-se somente às regiões fora da camada limite, portanto não é formalmente
necessário que ψ = 0 represente a parede o que o valor de χ em ψ = 0 seja igual a U2.
Com efeito, a adoção da primeira condição de fronteira (8.56) introduz um erro na solução
o qual particularmente contra-balança a vantagem de ter linearizado a equação diferencial.
Um procedimento melhor , adotado por Tollmien ([24]), é aplicar uma condição de fronteira
ψ = 0, χ = F0(φ), onde F0 é uma função não conhecida, a menos que seja determinado pelo
uso de uma “solução interna”. Tollmien escreveu a solução de (8.55) na forma

χ(φ, ψ) =
1

2
√

(π)

∫ φ

0
F0(ξ)

ψ/ν1/2

(φ − ξ)3/2 exp
{ −ψ2/ν

4(φ − ξ)
}

dξ (8.57)

e fiz um cambio da variável θ = 1
2ψ/

√
ν(φ − ξ). A equação (8.57) fica

χ =
2√
π

∫ ∞

0
F0[{1 − (a2/θ2)}φ] exp (−θ2)dθ (8.58)
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onde
a =

1
2
ψ/

√
(νφ) (8.59)

Por integrações parciais, assumindo a existência de F′0 e F′′0 , Tollmien deduziu os seguintes
resultados

(i) S e F0(0) , 0, χ ∼ (1/a
√
π)F0(0) exp (−a2) (8.60)

(ii) S e F0(0) = 0, χ ∼ (1/a3√π)F′0(0)φ exp (−a2) (8.61)

Caso (i) corresponde com à existência de uma singularidade num leading edge, como num
fluxo numa placa plana; no caso (ii) o ponto φ = ψ = 0 é um ponto de estagnação como por
exemplo no fluxo passando por um obstáculo cilı́ndrico. Os resultados podem generalizar-se
da seguinte maneira.
Assuma F0(φ) = φmg(φ), onde m ≥ 0 e g′(φ) é limitado e seja

Im(x) =

∫ ∞

x
(1 − x2/t2)m exp (−t2)dt

= 2m− 1
2 Γ(m + 1) exp (−1

2
x2)U(2m +

1
2
, x
√

2)

onde U(a, x) é a função de Weber (ver apêndice de [22]). Portanto

Im(x) ∼ 1
2

Γ(m + 1)x−2m+1exp(−x2)

quando x→ ∞.
De (8.58) com uma integração por partes, temos

χ =
2√
π

∫ ∞

a
φm

(
1 − a2

θ2

)m

g
{
φ

(
1 − a2

θ2

)}
exp (−θ2)dθ

=
2√
π
φm

[{
−

∫ ∞

θ

(
1 − a2

t2

)m

exp (−t2)dt
}
.g

{
φ

(
1 − a2

θ2

)}]θ=∞

θ=a

− 2√
π
φm

∫ ∞

a

{∫ ∞

θ

(
1 − a2

t2

)m

exp (−t2)dt
}
.g′

{
φ

(
1 − a2

θ2

)}
2a2φ

θ3 dθ

Dos dois termos do lado direito, o primeiro predomina (sempre que g′ seja limitado). Assim,

χ ∼ 2√
π
φmg(0)Im(a) ∼ 1√

π
Γ(m + 1)g(0)φma−2m−1 exp (−a2) (8.62)

quando a → ∞. Os casos especiais m = 0, 1 podem corresponder com os resultados de
Tollmiens (8.60) e (8.61). Ver também Betz ([1]).
As propriedades fundamentais das camadas limites podem deduzir-se de (8.59) e (8.62), a
saber que a vorticidade é exponencialmente pequena para grandes z. Isto é porque a vorti-
cidade é proporcional a ∂χ/∂ψ e, para dados x e grandes z as variáveis a, ψ e z são assim
mesmos proporcionais.
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8.12 Fluxo numa placa plana de zero incidência numa cor-
rente uniforme

Uma placa fina plana se imersa com zero incidência numa corrente uniforme, o qual flui com
velocidade U0, e se assume não ser afetado pela presença do prato, exceto na camada limite.
O fluido se suponha ilimitado e o origem de coordenadas se toma em the leading edge com
x medido rio abaixo ao longo da placa e z perpendicular a ela. Em ausência de gradiente de
pressão, as equações do movimento estacionário na camada limite se reduzem a

u
∂u
∂x

+ w
∂u
∂z

= ν
∂2u
∂z2 (8.63)

u =
∂ψ

∂z
, w = −∂ψ

∂x
(8.64)

e as condições de fronteira aproximadas são

z = 0, x > 0 : u = w = 0
z = ∞, ∀x : u = U0

z = 0 : u = U0

O fato que estas condições demandam um gradiente infinito em velocidade em the leading
edge x = z = 0 implica uma singularidade na solução matemática ali. A solução de Blasius
para a função de corrente é da forma

ψ = (2νU0x)1/2 f (η) (8.65)

onde
η = (U0/2νx)1/2z (8.66)

Por diferenciação as componentes de velocidade são

u = U0 f ′(η), w = (νU0/2x)1/2{η f ′(η) − f (η)}

e equação (8.63) se reduze a
f ′′′ + f f ′′ = 0 (8.67)

As condições de fronteira chegam a ser f (0) = f ′(0) = 0; f ′(∞) = 1. A shear stress é
dado por

τ = µ(U3
0/2νx)1/2 f ′′(η) (8.68)

A equação (8.67) é não linear, e as condições de fronteira são dadas em mas de um ponto.
A existência da solução desejada não está portanto garantida e seu tabulação numérica não
seria direta exceto pela circunstância especial que f (0) = 0. Se F(η) é qualquer solução de
(8.67), também é f = aF(aη) com a uma arbitraria “constante de homologia”. Então

lim
η→∞

f ′(η) = a2 lim
η→∞

F′(aη) = a2 lim
η→∞

F′(η)
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e assim, se f ′(∞) = 1 a constante a pode ser determinada pela relação

a =

{
lim
η→∞

F′(η)
}−1/2

Se ademais F(0) = F′(0) = 0, todas as condições de fronteira são satisfeitas tomando f =

aF(aη) com a solução.
Finalmente, desde que f ′′(0) = a3F′′(0) é conveniente prescrever F′′(0) = 1 e obter a relação

f ′′(0) = {F′(∞)}−3/2 (8.69)

Um cálculo numérico da solução de Blasius pode portanto realizar-se . A tabela (8.1) da f ,
f ′, f ′′ e algumas quantidades associadas. Anteriores trabalhos numéricos foram publicados
por Blasius ([2]), Töpfer ([25]), Golstein ([5]) e Howarth ([8]). O valor de f ′′(0) é necessário
para obter o shearing stress na superfı́cie da placa o qual por (8.68) é

τw = µ(U3
0/2νx)1/2 f ′′(0) = ρU2

0(2Rex)−1/2 f ′′(0) (8.70)
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η f f′ f′′
0.0 0.0000 000 0.0000 00 0.4696 00
0.1 0.0023 480 0.0469 59 0.4695 63
0.2 0.0093 914 0.0939 05 0.4693 06
0.3 0.0211 275 0.1408 06 0.4686 09
0.4 0.0375 492 0.1876 05 0.4372 54
0.5 0.0586 427 0.2342 27 0.4650 30
0.6 0.0843 856 0.2805 75 0.4617 34
0.7 0.1147 447 0.3265 32 0.4571 77
0.8 0.1496 745 0.3719 63 0.4511 90
0.9 0.1891 148 0.4167 18 0.4436 28
1.0 0.2329 900 0.4606 32 0.4343 79
1.1 0.2812 075 0.5035 35 0.4233 68
1.2 0.3336 572 0.5452 46 0.4105 65
1.3 0.3902 111 0.5855 88 0.3959 84
1.4 0.4507 234 0.6243 86 0.3796 92
1.5 0.5150 312 0.6614 73 0.3618 04
1.6 0.5829 560 0.6966 99 0.3424 87
1.7 0.6543 045 0.7299 30 0.3219 50
1.8 0.7288 718 0.7610 57 0.3004 45
1.9 0.8064 429 0.7899 96 0.2782 51
2.0 0.8867 962 0.8166 94 0.2556 69
2.2 1.0549 463 0.8633 03 0.2105 80
2.4 0.2315 267 0.9010 65 0.1675 61
2.6 0.4148 231 0.9306 01 0.1286 13
2.8 0.6032 823 0.9528 75 0.0951 14
3.0 0.7955 666 0.9690 54 0.0677 11
3.2 1.9905 796 0.9803 65 0.0463 70
3.4 2.1874 658 0.9879 70 0.0305 35
3.6 0.3855 888 0.9928 88 0.0193 29
3.8 0.5844 972 0.9959 44 0.0117 59
4.0 2.7838 848 0.9977 70 0.0068 74
4.2 2.9835 535 0.9988 18 0.0038 61
4.4 3.1833 808 0.9993 96 0.0020 84
4.6 0.3832 941 0.9997 03 0.0010 81
4.8 0.5832 520 0.9998 59 0.0005 39
5.0 0.7832 324 0.9999 36 0.0002 58
5.2 3.9832 236 0.9999 71 0.0001 19
5.4 4.1832 197 0.9999 88 0.0000 52
5.6 0.3832 181 0.9999 95 0.0000 22
5.8 0.5832 173 0.9999 98 0.0000 09
6.0 4.7832 170 0.9999 99 0.0000 03

Tabela 8.1: solução da equação (8.67)
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onde Rex = xU0/ν. Numericamente, τw/ρU2
0 = 0.33206(ν/U0x)1/2. O arraste num lado

da placa de longitude l e unidade de largura é então

D =

∫ l

0
τwdx = ρ(

1
2
νU3

0)1/2 f ′′(0)
∫ l

0
x−1/2dx = 21/2ρU2

0 l. f ′′(0).(U0l/ν)−1/2

e o coeficiente de arraste é

CD = D/(
1
2

lρU2
0) = 23/2 f ′′(0)Re−1/2 = 1.3282Re−1/2 (8.71)

onde Re = lU0/ν.
A espessura do deslocamento é, sem aproximação,

δ1 =

∫ ∞

0

(
1 − u

U0

)
dz = (2xν/U0)1/2

∫ ∞

0
(1 − f ′)dη

= (2xν/U0)1/2 lim
η→∞

(η − f )

= 1.7208(xν/U0)1/2 (8.72)

Então se Rex = xU0/ν e Reδ = δ1U0/ν segue que Reδ = 1.7208R1/2
x o qual é uma verificação

exata de uma relação cuja forma é facilmente encontrada por mas simples, porém menos
precisos, métodos (Prandtl [21]).Também, a espessura do momento é

δ2 = (2xν/U0)1/2 f ′′(0) = 0.6641(xνU0)1/2 (8.73)

que foi derivado de (8.41) e (8.70).
O valor de η correspondente com z = δ1 é igual para todo x, e de (8.66) e (8.72) é

η1 = 1.2168 (8.74)

A variável η é, em efeito, uma coordenada apropriada não dimensional para distancias
através da camada limite.
Queda considerar a forma aproximada de f (η) para pequenos e grandes valores de η respec-
tivamente. A serie de potência de η é

f (η) =

∞∑

0

(−1)nCnη
3n+2 (8.75)

onde (Weyl [26])

(3n + 2)(3n + 1)3nCn =

n−1∑

0

(3i + 2)(3i + 1)CiCn−1−i (8.76)

e C0 = 1
2 f ′′(0). Os primeiros coeficientes na serie são

C1 = (1/5!)(2C0)2, C2 = (11/8!)(2C0)3, C3 = (375/11!)(2C0)4,

C4 = (27897/14!)(2C0)5, C5 = (3817137/17!)(2C0)6
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Esta serie é útil em começar uma integração numérica desde η = 0.
Como Weyl indico, o radio de convergência da serie é finita e portanto sera usado so para
valores pequenos de η. Para o caso no qual f ′′(0) = 1, Shanks ([23]) afirmou haver mostrado
que o radio de convergência é 3.12735. Para a solução de Blasius actual ele também obteve
um resultado equivalente a

f ′(0) = 0.469600

Uma fórmula assintótica valida para grandes valores de η pode achar-se como segue: na
equação (8.67), substituir f (η) = η − β + φ(η), onde φ(η) é pequeno. Se o produto φφ′′ é
negligenciado, uma equação linear aproximada para φ(η) é obtida:

φ′′ + (η − β)φ′′ = 0 (8.77)

Portanto, escrevendo ζ = η − β, segue que φ′′ ∼ A exp (− 1
2ζ

2) e que

φ ∼ Aζ−2 exp (−1
2
ζ2) (8.78)

A constante β foi usada, na fórmula para a espessura do deslocamento (8.72), onde

β = lim
η→∞

(η − f ) = 1.21678 (8.79)

e de (8.74), β = η1. Assim, uma fórmula aproximada para f (η), valida para grandes η, é

f (η) ∼ η − η1 + A(η − η1)−2 exp {−1
2

(η − η1)2} (8.80)

Uma imediata conseqüência deste resultado é que a componente da velocidade transversal w
é dado pela fórmula assintótica

w
U0
∼ η1(2Rex)−1/2 (8.81)

Assim, w não tende para zero e isto é uma das caracterı́sticas especiais das soluções da
camada limite.

8.13 Fluxo estacionário na camada limite ao longo do cilı́ndro
próximo de um ponto frontal de estagnação

Consideremos um fluxo bidimensional ao redor de um obstáculo cilı́ndrico com uma camada
limite ampliada desde o ponto frontal de estagnação em ambas direções ao redor do cilı́ndro.
Não existe curvatura grande da superfı́cie e assim as equações (8.50) são válidas, com x
tomada ao longo da superfı́cie desde o ponto de estagnação, e z normal à superfı́cie. Sufi-
cientemente próximo de x = 0, a velocidade U fora da camada limite pode representar-se
por a fórmula U = U1x/l, e uma serie mas prolongada para U ter esta como seu primer
termo. Este problema foi também estudado por Blasius ([2]). Fisicamente, é complemento
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do prévio problema: a placa plana representa o caso extremo de um corpo delgado num fluxo
bidimensional, a vizinhança de um ponto de estagnação o caso extremo de um bluff body.
Em efeito, a solução da camada limite agora a estudar-se tem a mesma forma como para o
fluxo viscoso bidimensional mantido perpendicularmente em seu direção original.
As condições de fronteira necessárias são:

z = 0, u = w = 0; x = 0, u = 0; z = ∞, u = U1x/l

Não há razão para introduzir uma singularidade em x = 0, como foi feito para a placa plana,
e a apropriada solução, escrita em termos da variável

η = (U1/lν)1/2z = Re1/2(z/l)

é

ψ = (νU1/l)1/2x f (η)
f ′′′+ f f ′′ − f ′2 + 1 = 0 (8.82)

f (0) = f ′(0) = 0, f ′(∞) = 1
u = (U1x/l) f ′(η) = U f ′(η), w = −(U1ν/l)1/2 f (η)

A equação (8.82) foi discutida por Hiemenz ([6]), Howarth ([7]). Na tabela (8.2) apresenta-
mos os resultados da solução para a equação (8.82)
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η f f′ f′′
0.0 0.0000 0000 0.0000 000 1.2325 88
0.1 0.0059 9640 0.1182 649 0.1328 31
0.2 0.0233 2226 0.2266 124 1.0344 54
0.3 0.0509 9480 0.3252 411 0.9386 31
0.4 0.0880 5659 0.4144 561 0.8463 25
0.5 0.1335 8522 0.4946 493 0.7583 07
0.6 0.1867 0100 0.5662 805 0.6751 71
0.7 0.2465 7292 0.6298 609 0.5973 50
0.8 0.3124 2302 0.6859 375 0.5251 31
0.9 0.3835 2925 0.7350 793 0.4586 72
1.0 0.4592 2702 0.7778 653 0.3980 13
1.1 0.5389 0971 0.8148 734 0.3430 96
1.2 0.6220 2803 0.8466 711 0.2937 76
1.3 0.7080 8860 0.8738 080 0.2498 36
1.4 0.7966 5179 0.8968 086 0.2110 03
1.5 0.8873 2900 0.9161 682 0.1769 58
1.6 0.9797 7949 0.9323 482 0.1473 51
1.7 1.0737 0688 0.9457 741 0.1218 13
1.8 0.1688 5548 0.9568 338 0.0999 64
1.9 0.2650 0648 0.9658 772 0.0814 25
2.0 1.3619 7417 0.9732 167 0.0658 25
2.2 0.5577 6033 0.9838 534 0.0420 40
2.4 0.7552 5389 0.9905 494 0.0260 20
2.6 1.9538 0683 0.9946 336 0.0155 97
2.8 2.1529 9652 0.9970 457 0.0090 49
3.0 2.3525 5669 0.9984 242 0.0050 78
3.2 0.5523 2542 0.9991 861 0.0027 55
3.4 0.7522 0768 0.9995 931 0.0014 44
3.6 2.9521 4968 0.9998 032 0.0007 31
3.8 3.15212205 0.9999 080 0.0003 57
4.0 3.3521 0931 0.9999 584 0.0001 69
4.2 0.5521 0365 0.9999 819 0.0000 77
4.4 0.7521 0121 0.9999 923 0.0000 34
4.6 3.9521 0020 0.9999 969 0.0000 14
4.8 4.1520 9979 0.9998 988 0.0000 06
5.0 4.3520 9964 0.9999 995 0.0000 02

Tabela 8.2: solução da equação (8.82)
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A importância desta solução aumenta devido ao fato que satisfaz as equações exatas de
o fluxo viscoso em duas dimensiones e não so a aproximação da camada limite, quando x e
z são interpretadas como coordenadas Cartesianas. Neste caso o fluxo contra uma superfı́cie
plana representada por z = 0, e a direção original do fluxo é ao longo das linhas xz =

constant.

8.14 A importância do sistema de coordenadas na teoria da
camada limite

Para condições de fronteira dadas, a solução aproximada derivada da teoria de camada limite
depende sobre o sistema de coordenadas, e o sistema Cartesiano convencional não é neces-
sariamente o melhor. Por exemplo a solução de Blasius para um fluxo numa placa plana é
invalidada por uma singularidade ao longo da linha x = 0, o qual não sucede se a solução da
camada limite é derivada em coordenadas parabólicas (ver section 8.13). O último suposto é
mais apropriado para aquele problema. A importância da escolha das coordenadas depende
sobre o uso para o qual a teoria da camada limite é usada. Por exemplo, se so the skin
friction se necessita, diferentes sistemas de coordenadas dan o mesmo resultado, como se
mostrara. Porém se as soluções da camada limite formam parte do cálculo de todo o campo
do fluxo, sua dependência sobre o sistema de coordenadas pode ser explorada, como Kaplun
([9]) mostrou.
É usual dividir o campo de fluxo, aparte do wake, em duas regiões; num destes, as equações
Eulerianas do movimento inviscoso são usadas para obter um fluxo externo, a qual pode ser
corrigido por efeito do deslocamento da camada limite, a qual ocupa a região interna. A
linha divisória entre as dois regiões é então, em principio, encontrada por a união suave das
duas soluções, porém desde que a solução da camada limite em coordenadas inadequadas se
comporta incorretamente distante da parede sólida (por exemplo, ao longo de x = 0 no caso
de um placa plana), este processo de “matching”pode ser difı́cil. Se, um certo sistema de
coordenadas ótimo é escolhido para a solução da camada limite o problema é facilitado, e
ainda eliminado, desde que a solução interna nesse caso pode-se arranjar para conter o fluxo
externo.
As anteriores considerações foram estudadas por Kaplun ([9]) em um estudo sistemático da
relação entre soluções em diferentes coordenadas para fluxos bidimensionais estacionários
incompressı́vels sem separação. Ele denotou por ζ ≡ (ξ, η) um conjunto de coordenadas
curvilı́neas arbitrarias, e por χ ≡ (ρ, σ) outro conjunto, onde requerido. As componentes da
velocidade são derivadas da função da corrente ψ pelas relações

u =
∂ψ

∂η
v = −∂ψ

∂ξ

As coordenadas não são necessariamente ortogonais, a única restrição sobre elas é que η−0,
ou σ = 0, corresponde com a fronteira sólida onde u = v = 0. A teoria também depende
sobre um pequeno parâmetro ε definido de modo que

lim
ε→0

(ν/ε2) = constant , 0
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Seguindo Weyl ([27]) e outros, Kaplun introduziu dois processos de limite:

(i) Seja f (ζ, ν) uma função de posição e viscosidade. No primer processo, ξ e η manter-se
fixos enquanto ν tende à zero: o resultado é denotado por lim1 f (ζ, ν). Se este processo
é aplicado numa solução exata ψ das equações de fluxo viscoso, a função resultante ψe

satisfaz as equações Eulerianas e representam um fluxo externo.

(ii) No segundo processo ξ permanece fixo, mas η varia de modo que a relação η/ε é
constante quando ε → 0. Este limite depende sobre o sistema de coordenadas também
como sobre a função f , e o resultado é denotado por limζ f or fζ(ξ, η/ε). Se este
processo se aplica as equações de fluxo viscosos das equações da camada limite para
o sistema de coordenadas ζ. A função de corrente e componentes da velocidade na
correspondente solução da camada limite são

ψζ = ε lim
ζ

(ψ/ε), uζ = lim
ζ

u, vζ = ε lim
ζ

(ν/ε)

e as equações são definidas se as ζ coordenadas são definidas, de modo que o campo
de fluxo esta dado formalmente pela região fora da camada limite.

Desde que η = 0 em a parede, o primeiro e segundo processo do limite são idênticos ali
e os valores do limite obtidos por um ou outro processo não depende sobre o sistema de
coordenadas particular usado. Assim, o skin friction pela teoria da camada limite é inde-
pendente da escolha das coordenadas. Kaplun incorporou seus resultados em dois teoremas,
o primeiro dos quais trata com duas aproximações da camada limite para a mesma solução
exata, baseadas sobre ζ e χ respectivamente:

Teorema 8.1. Se ψζ = ε f (ξ, η/ε) é dado, como representando uma solução, a outra pode-se
encontrar mediante as substituições

ψχ = ε f (ξχ, ηχ/ε)
ξχ = lim

χ
ξ = ξ(ρ, 0)

ηχ = ε lim
χ

(η/ε) = σ(∂η/∂σ)σ=0

Assim, as duas soluções são idênticas se e so se os sistemas ζ e χ são relacionados por

ξ(ρ, σ) = ξ(ρ, 0), η(ρ, σ) = σ(∂η/∂σ)σ=0

as quais são equivalentes as equações mais simples

ξ = f1(ρ), η = σ f2(ρ)

onde f1, f2 são funções arbitrarias.
O segundo teorema relaciona a aproximação da camada limite para qualquer sistema de
coordenadas, especificadas por ψζ , para o fluxo externo dado por ψe, e mostra que com uma
escolha conveniente de ζ o primeiro pode conter o ultimo. O fluxo externo, ainda que, ten que
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primeiro corrigir-se pela presença da camada limite, adicionando uma pequena perturbação
εψ′e; isto pode formalmente derivar-se pelo primer processo do limite ε lim1(ψ − ψe)/ε, onde
ψ imagine-se conhecido e ψe = lim1 ψ. Se o mesmo processo do limite e agora aplicado a
aproximação da camada limite, temos ψζe = lim1 ψζ , junto com uma perturbação

εψ′ζe
= ε lim

1
(ψζ − ψζe)/ε

A solução da camada limite portanto contem o fluxo externo (corrigido pela espessura do
deslocamento) se

ψ′ζe
= ψe, ψ′ζe

= ψ′e

e o sistema de coordenadas produzindo este resultado é chamado ótimo.

Teorema 8.2. Afirmamos que ζ ≡ (ξ, η) é um sistema ótimo particular se

ξ = ψ′e, η = ψe

e que qualquer outro sistema χ ≡ (ρ, σ) é ótimo se e so se está relacionado com ζ por

ρ = f1(ξ), σ = f2(ξ)η

O campo do fluxo dado pela aproximação da camada limite é o mesmo para todo sistema
ótimo mas diferente para qualquer outro.
Como exemplos da aplicação destas idéias, Kaplan discutiu três problemas especiais.
Exemplo 1. Fluxo frontal numa placa plana. A solução exata do fluxo viscoso nesse caso
foi dado em seção (8.14), quando ψ = (υU1/l)1/2x f (η), onde η = (U1/υl)1/2z. Desde que
f (η) ∼ η para grandes valores de η,

ψe = lim
1
ψ = (U1/l)xz

escolhendo o parâmetro ε igual a (υ/lU1)1/2, o segundo processo do limite involucra ε → 0
com x e η constantes. Assim, la aproximação da camada limite é

ψζ = ε lim
ζ

(ψ/ε) = ε lim
ζ

U1x f (η) = εU1x f (η)

= (υU1/l)1/2x f (η)

sendo assim idêntico com toda a solução. Sem calculo adicional pode portanto verse que as
coordenadas x, z são ótimos e um cálculo de ψ′e = lim1(ψ − ψe)/ε confirma isto.
Exemplo 2. O fluxo de Oseen passando uma placa plana semi-infinita. Neste exemplo as
equações de Oseen lineares são consideradas como as equações “exatas”do fluxo. A solução
das equações de Oseen para este problema é conhecido ( ver [15] e [22]) e o ponto de inter-
esse é que a aproximação da camada limite, escritas em coordenadas parabólicas (as quais
são ótimas nesse caso), é idêntico com a solução “exata”. Por outro lado, se as coordenadas
cartesianas usuais x, z são empregadas, a aproximação da camada limite demonstra todas as
anomalias da solução de Blasius.
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Exemplo 3. Flow against a wedge. O starting-point nesse caso deve ser o fluxo potencial
com υ = 0, o qual é dado como um potencial complexo ω = φ + iψ. A parte imaginária é
então ψe. Também, a solução da camada limite é conhecida. As coordenadas ótimas demon-
stram ser ξ = <ω1/2, η = Lω1/2 as quais são conformes e chamadas “linhas de corrente
parabólica” por Kaplun. As coordenadas ótimas nos exemplos 1 e 2 são casos especiais de
esses, quando o ângulo da wedge é 180◦ or 0, mas é somente no primeiro caso que a solução
da camada limite ótima acontece ser uma solução exata das equações de Navier-Stokes.
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[1] Betz, A.: Zur Berechnung des Überganges laminarer Grenzschichten in die Aussen-
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Capı́tulo 9

A formulação analı́tica do problema de
Stokes

Neste capitulo fazemos um abordagem em termos de analise funcional do problema de
Stokes utilizando conseqüentemente ferramentas matemáticas relativamente mais sofisti-
cadas que nos capı́tulos anteriores

9.1 Introdução

O movimento de um fluido viscoso, homogêneo e incompressı́vel é descrito pelas equações
de Navier-Stokes [4]. Neste trabalho, estudaremos essas equações no caso de um fluxo
estacionário com pequeno número de Reynolds. Ou seja, trataremos do problema de Stokes:
determinar a velocidade u = (u1, ..., un) e a pressão p, num domı́nio Ω ⊂ Rn, tais que

−ν∇u + ∇p = f em Ω,

div u = 0 em Ω,

u|Γ = g em Γ.

(9.1)

Aqui Γ é o contorno de Ω. Detalhes sobre a linearização das equações e considerações
fı́sicas sobre o problema podem ser vistos no Capı́tulo 2.

O estudo de propriedades de soluções para o problema de Stokes tem um papel essen-
cial na teoria matemática de fluxos viscosos governados pelas equações de Navier-Stokes.
Questões relativas à existência, unicidade e estimativas a priori em espaços de Sobolev
para esse problema são fundamentais em toda discussão básica relacionada às equações de
Navier-Stokes, tais como existência, regularidade e comportamento assintótico no tempo
([26], [15], [10]). Isso explica a extensa literatura tratando de questões analı́ticas e numéricas
relativa ao problema. De fato, as dificuldades associadas às predições teóricas de fluxos com
Re → 0 vem sendo pesquisadas desde o tempo de Stokes [36]. Nesse limite, expansões em
potências de Re não mais envolvem perturbações singulares; o termo não linear de convecção
u.∇u não é o de mais alta ordem, e é matematicamente razoável desconsiderá-lo [5].
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Isso foi feito por Stokes, que assim definiu uma nova classe de fluxos ideais agora comu-
mente chamados creeping f lows. Stokes deduziu, dessa aproximação, a fórmula D = 6πµcv
para a resistência encontrada por um esfera sólida de raio c, movendo-se suavemente com
velocidade v através de um fluido com viscosidade µ. A dedução faz uso, essencialmente,
da hipótese de simetria axial do fluxo e a fórmula é confirmada experimentalmente para
Re < 0.2 (ver [20]). Nesse contexto seria razoável aplicar o mesmo método para cilindros
circulares, entretanto isso constitui o Paradoxo de Stokes: Nenhum ”creeping flow”passando
por um cilindro circular é possı́vel (a demonstração pode ser vista no Capı́tulo 4). Mais pre-
cisamente, sob hipóteses adequadas sobre o comportamento do campo de velocidades no
infinito, não há nenhum fluxo viscoso incompressı́vel bidimensional estacionário passando
por um obstáculo, no qual os componentes da velocidade são infinitesimais de primeira or-
dem. Por outro lado, fluxos desse tipo em três dimensões são explicitamente conhecidas (ver
[26], [13], [17], [7], [3]).

Segundo Finn [14] uma explicação para a discrepância nos resultados é que no fluxo
passando por uma esfera a hipótese sobre a razão entre forças viscosas e inerciais a qual é
usada para derivar as equações de movimento é violada numa vizinhança do infinito. Este
fenômeno implica em sérias questões de validação de resultados conhecidos nos sentidos
fı́sico e matemático e é imperativo investigar em qual sentido o problema de contorno é
corretamente colocado (ver [22], [23], [8], [13]).

Nesse contexto abordaremos questões relativas à existência e unicidade de soluções para
o problema de Stokes nos casos em que o domı́nio Ω é limitado (problema interior) e não
limitado (problema exterior). No último caso consideraremos também o caso bidimen-
sional. Para Ω limitado seguiremos o argumento variacional dado em [19], cuja restrição
com relação ao contorno Γ de Ω é que este seja Lipschitz. Com relação ao problema exterior
restringimos Γ a ser de classe C2, conforme trabalho de Galdi e Simader [17] que faz uso de
teoria potencial para estabelecer existência e unicidade de soluções.

Denotaremos por Lq(Ω), Hk,q(Ω), Hk,q
0 (Ω), Ck(Ω),... os espaços usuais de funções para

1 ≤ q ≤ ∞, k = 1, 2, .... Resultados padrões de espaços de Sobolev, como por exemplo,
teoremas de traço, extensão e imersão serão utilizados ([1], [39]).

9.2 As equações de Stokes e aspectos fı́sicos

Consideremos as equações de Navier-Stokes que descrevem o movimento n-dimensional de
um fluido viscoso incompressı́vel

ρ


∂ui

∂t
+

n∑

j=1

u j
∂ui

∂x j

 −
n∑

j=1

∂σi j

∂x j
= ρ fi,

div u = 0,

(9.2)

1 ≤ i ≤ n. Onde, σi j = −Pδi j + 2µDi j(u), 1 ≤ i, j ≤ n e Di j(u) = (1/2)( ∂ui
∂x j

+
∂u j

∂xi
). Nessas

equações, u = (u1, ...un) é a velocidade do fluido, ρ sua densidade (assumida constante),
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µ > 0 é sua viscosidade (também assumida constante) e P é sua pressão; (σi j) é o tensor de
tensões e f = ( f1, ..., fn) representa uma densidade de forças externas por unidade de massa.

Colocando p = P/ρ, ν = µ/ρ, pode ser escrita como

∂ui

∂t
+

n∑

j=1

u j
∂ui

∂x j
− 2ν

n∑

j=1

∂Di j(u)
∂x j

+
∂p
∂xi

= fi,

div u = 0,

(9.3)

1 ≤ i ≤ n e, utilizando a identidade
n∑

j=1

∂Di j(u)
∂x j

= (1/2)∆ui,

obtemos

∂u
∂t

+

n∑

j=1

u j
∂u
∂x j
− ν∆u + ∇p = f,

div u = 0.

(9.4)

O seguinte argumento de scaling é padrão: Para um dado problema, seja L um com-
primento caracterı́stico e U uma velocidade caracterı́stica. Isso determina um tempo carac-
terı́stico T = L/U. Então, introduzindo as variáveis adimensionais x′ = x/L, u′ = u/U,
t′ = t/T , as equações de Navier-Stokes tornam-se

∂u′

∂t′
+

n∑

j=1

u′j
∂u′

∂x′j
− ν

LU
∆′u′ + ∇′p′ = f′,

divx′ u′ = 0.

Através da definição de número de Reynolds Re = LU/ν obtemos as equações de Navier-
Stokes na sua forma adimensionalizada

∂u
∂t

+

n∑

j=1

u j
∂u
∂x j
− 1

Re
∆u + ∇p = f,

div u = 0.

Considerando somente o caso estacionário, isto é, ∂u
∂t = 0 e o caso em que u é suficien-

temente pequeno tal que podemos ignorar o termo convectivo não linear u j
∂ui
∂x j

, obtemos as
equações de Stokes

−ν∆u + ∇p = f
div u = 0.

(9.5)

As simplificações introduzidas acima são razoáveis se considerarmos processos biológicos
e industriais ([33], [9], [32]) que envolvam fluxos nos quais a viscosidade é grande e/ou o
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tamanho das partı́culas envolvidas é pequeno. O número de Reynolds é um importante indi-
cador de fluxos desse tipo, pois é a razão entre forças inerciais e viscosas. Assim fluxos com
viscosidade não desprezı́vel, constituı́dos de movimentos suaves ou compreendido de peque-
nas partı́culas terão pequeno número de Reynolds. Evidentemente, o número de Reynolds
nunca pode se anular, ou equivalentemente as forças inerciais nunca são nulas, mas pode se
mostrar que a aproximação Re ∼ 0 produz uma representação apurada do campo de fluxo
na vizinhança de pequenas partı́culas [4] . Esses regimes de fluxo, chamados de fluxos de
Stokes têm algumas caracterı́sticas fı́sicas que os distinguem significativamente dos demais:

• Para fluxos estacionários, pressão e forças friccionais estão em equilı́brio a cada ins-
tante. Assim o movimento do fluido não depende de sua história temporal mas sim é
induzido e sustentado através de condições de contorno. Isto é, o movimento de uma
partı́cula depende sobre as forças às quais está sujeita em cada instante; na ausência
dessas forças o movimento cessará quase imediatamente ([29], [32], [21]). Essa ausência
de inércia faz com que o fluxo seja laminar, e configurações complexas como tur-
bulência e fluxos secundários não ocorrem.

• Fluxos de Stokes são completamente reversı́veis e isto pode levar à identificação de
simetrias.

• Devido ao fato que as forças friccionais são dominantes, é razoável esperarmos que
qualquer perturbação cause efeitos não desprezı́veis e o fluxo é influenciado pelas
interações entre partı́culas. Implementações numéricas devem levar isso em consideração
([33], [31], [30], [11]).

9.3 Problema Interior
O problema interior de Stokes corresponde ao problema (9.1) no caso em que Ω ⊂ Rn é um
domı́nio limitado. Esse problema tem sido extensivamente estudado (ver [26], [17]).

Em especial, no paper de Cattabriga [7] um tratamento completo é dado no espaço de
Sobolev W l,q, l ≥ −1, 1 < q < ∞ para o caso de dimensão n = 3. O resultado de Cattabriga
estabelece, essencialmente, que se Ω é um domı́nio limitado em R3 de classe Cm, m =

max(l + 2, 2), l ≥ −1, então dado f ∈ W l,q(Ω)3, g ∈ W l+2−1/q,q(Γ)3, 1 < q < ∞, existe uma
e somente uma solução v ∈ W l+2,q(Ω)3, p ∈ W l+1,q(Ω) para (9.1). Além do mais tal solução
satisfaz a estimativa

‖v‖l+2,q + inf
k∈R
‖p + k‖l+1,q ≤ c(‖f‖l,q + ‖g‖l+2−1/q,q).

Para n ≥ 2 arbitrário Kozono e Sohr [25] tem demonstrado um resultado geral para
domı́nios com contorno C2+µ, 1 < µ < ∞ com estimativas a priori-Lr, 1 < r < ∞ através
da teoria de Giga [18] de potências fracionais de espaços de Sobolev. No trabalho de Galdi
e Simader [17] o resultado de Cattabriga é estendido ao caso n ≥ 2 sem qualquer hipótese
adicional sobre Γ, por meio da Teoria de Calderón-Zygmund.
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Um resultado de existência e unicidade bem como de regularidade da solução do prob-
lema de Stokes num polı́gono convexo no R2 pode ser visto em [24]. Brown e Shen [6]
estabeleceram através dos resultados de Verchota (em especial [12]) que o domı́nio do oper-
ador de Stokes A = −P∆ está contido em W1,p

0 (Ω)∩W3/2,2(Ω) quando Ω ⊂ R3 é um domı́nio
Lipschitz. Certas estimativas L∞ são também estabelecidas nesse trabalho. Estimativas Lp

ótimas para a solução em domı́nios Lipschitz em três dimensões podem ser vistas em [34].
Seguiremos aqui o argumento em [19] para estabelecer existência e unicidade de soluções

para o caso em que Ω é Lipschitz .
Seja Ω ∈ Rn um subconjunto limitado com contorno Γ Lipschitz. Iniciamos introduzindo

os seguintes espaços de funções livres de divergência: V = {u ∈ D(Ω)n; div u = 0}, V = {v ∈
H1

0(Ω)n; div v = 0}. Consideraremos H1
0(Ω)n equipado com a norma |u|1,Ω =

(∑n
i=1 |ui|21,Ω

)1/2

a qual é equivalente á norma ‖u‖1,Ω =
(∑n

i=1 ‖ui‖21,Ω
)1/2

, pela desigualdade de Poincaré.
Como V é um subespaço fechado de H1

0(Ω)n, temos a decomposição H1
0(Ω)n = V ⊕ V⊥,

onde V⊥ denota o complemento ortogonal de V em H1
0(Ω)n com relação ao produto escalar

(∇u,∇v) associado à |.|1,Ω.

Lema 9.1. Se f ∈ H−1(Ω)n satisfaz

< f, v >= 0, ∀v ∈ V, (9.6)

então existe p ∈ L2(Ω) tal que f = ∇p. Quando Ω é conexo, p é único a menos de uma
constante.

Demonstração: Primeiro observamos que −∇ ∈ B(L2(Ω); H−1(Ω)n) é o operador dual de
div ∈ B(H1

0(Ω)n; L2(Ω)). Então, como R(∇) é um subespaço fechado de H−1(Ω)n, podemos
aplicar o Teorema da Imagem Fechada de Banach (ver, por exemplo, [39]):

R(∇) = (N(div))0 = V0,

onde V0 denota o conjunto polar de V:

V0 = {y ∈ H−1(Ω)n;< y,u >= 0,∀u ∈ V}. (9.7)

Isso fornece o resultado. �

A seguinte definição é útil para uma caracterização de V⊥

Definição 9.1. Definimos (−∆)−1 ∈ B(H−1(Ω)n; H1
0(Ω)n) como o operador de Green rela-

cionado ao problema de Dirichlet homogêneo para −∆ em Rn, isto é, u = (−∆)−1f se e só se
u é a solução de:

−∆u = f em Ω,

u = 0 em Γ.

Corolário 9.1. V⊥ = {(−∆)−1∇q; q ∈ L2(Ω)}.
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Demonstração: É fácil ver que (−∆−1)∇q ∈ V⊥ para todo q ∈ L2(Ω). Por outro lado,
tomamos u ∈ V⊥ e consideramos o funcional linear l definido em H1

0(Ω)n por < l, v >=

(∇u,∇v). l pertence a H−1(Ω)n e se anula em V . Assim, pelo Lema 9.1, existe p ∈ L2(Ω) tal
que:

< l, v >= (∇u,∇v) =< ∇p, v >,∀v ∈ H1
0(Ω)n.

Portanto u tem a expressão: u = (−∆−1)∇p. �

O próximo corolário estabelece que R(div) = L2
0(Ω)

Corolário 9.2. Seja Ω conexo. Então:

(i) o operador ∇ é um isomorfismo sobrejetor de L2
0(Ω) em V0.

(ii) o operador div é um isomorfismo sobrejetor de V⊥ em L2
0(Ω).

Demonstração: (i) Sabemos que ∇ ∈ B(L2
0(Ω); V0). Além disso o Lema 9.1 assegura que

que esta aplicação é uma bijeção. Como V0 e L2
0(Ω) são ambos espaços de Banach, segue

que ∇ é um isomorfismo.
(ii) Em virtude de (i), e desde que div é o operador dual de −∇, temos que div é um

isomorfismo sobrejetor de (V0)′ em (L2
0(Ω))′. Agora, é suficiente provar que V0 pode ser

identificado com (V⊥)′. Seja g qualquer elemento de (V0)′ e vamos estender g a H1
0(Ω)n

colocando:
< g̃, v >=< g, v⊥ > ∀v ∈ H1

0(Ω)n,

onde v⊥ denota a projeção ortogonal de v sobre V⊥. Claramente, g̃ ∈ V0 e a aplicação linear
sobrejetiva g → g̃ aplica isometricamente (V⊥)′ em V0. Isso permite identificar (V⊥)′ e
V0. �

No próximo lema n denota a normal exterior unitária a Γ

Lema 9.2. Seja Ω conexo. Para cada g ∈ H
1
2 (Γ)n satisfazendo

∫
Γ

g · n ds = 0 existe uma
função u ∈ H1(Ω)N , que é única a menos de uma função aditiva de V, tal que

div u = 0 em Ω, u = g em Γ.

Além do mais,
inf
v∈V
‖ u + v ‖1,Ω≤ C ‖ g ‖ 1

2 ,Γ
, (9.8)

onde a constante C > 0 é independente de u e de g

Demonstração: Obviamente tal função u ser única em [H1(Ω)n]/V . Verificaremos sua ex-
istência. Seja w qualquer função de H1(Ω)n que satisfaz w = g em Γ. Então a fórmula de
Green fornece ∫

Ω

div wdx =

∫

Γ

g.nds = 0.

Assim div w ∈ L2
0(Ω) e pelo Corolário (9.2)(ii) há um único w em V⊥ tal que

div v = div w,
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e
|v|1,Ω ≤ C1‖div w‖0,Ω.

Claramente, u = w − v é a função requerida. Resta checar (9.8). Primeiro, observamos que

‖u‖1,Ω ≤ C2‖w‖1,Ω
com C2 > 0 e independente de w e u. Tomando o ı́nfimo em ambos os lados dessa inequação
e usando a norma em H1/2(Γ) obtemos (9.8). �

A seguir construiremos uma formulação abstrata bem adaptada à solução de uma var-
iedade de problemas de valor de fronteira com restrições, como o problema de Stokes.

Sejam X e M dois espaços de Hilbert reais com normas ‖.‖X e ‖.‖M respectivamente.
Sejam X′ e M′ seus respectivos duais com normas ‖.‖X′ e ‖.‖M′ . Introduzimos duas formas
bilineares contı́nuas:

a(., .) : X × X → R, b(., .) : X × M → R,

com normas
‖a‖ = sup

u,v∈X,u,v,0

a(u, v)
‖u‖X‖v‖X , ‖b‖ = sup

v∈X,µ∈M,v,0,µ,0

b(u, v)
‖v‖X‖µ‖M .

Vamos considerar o seguinte problema variacional, o qual denominaremos Problema (Q):
Dados l ∈ X′ e ξ ∈ M′, encontrar um par (u, λ) ∈ X × M tal que

a(u, v) + b(v, λ) = < l, v >, ∀v ∈ X (9.9)
b(u, µ) = < χ, µ > ∀µ ∈ M. (9.10)

Associamos às formas a(., .) e b(., .) os operadores A ∈ B(X; X′) e B ∈ B(X; M′) definidos
por

a(u, v) = < au, v >, ∀u, v ∈ X (9.11)
b(u, µ) = < Bv, µ > ∀v ∈ X,∀µ ∈ M. (9.12)

Seja B′ ∈ B(M; X′) o operador dual de B, isto é

< B′µ, v >=< µ, Bv >= b(v, µ),∀v ∈ X,∀µ ∈ M. (9.13)

Pode-se verificar facilmente que

‖A‖B(X;X′) = ‖a‖, ‖B‖B(X;M′) = ‖b‖. (9.14)

Com esses operadores, o Problema (Q) pode ser escrito equivalentemente na forma:
Encontrar (u, λ) ∈ X × M satisfazendo

Au + B′λ = l em X′

Bu = χ em M′.
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Introduzimos o operador Φ ∈ B(X × M; X′ × M′) definido por:

Φ(v, µ) = (Av + B′µ, Bv).

Dizemos que o Problema (Q) é bem-posto se Φ é um isomorfismo sobrejetor de X × M em
X′ × M′. Vamos derivar condições necessárias e suficientes para que o Problema (Q) seja
bem-posto.

Colocamos V = N(B), e mais geralmente, para cada χ ∈ M′, definimos a variedade afim
V(λ) = {v ∈ X; Bv = χ}. Equivalentemente, temos:

V(χ) = {v ∈ X; b(v, µ) =< χ, µ > ∀µ ∈ M},
V = V(0).

(9.15)

Além disso, como B é contı́nuo, V é um subespaço fechado de X.
Associamos ao Problema (Q) o Problema (P):
Encontrar u ∈ V(χ) tal que

a(u, v) =< l, v >, ∀v ∈ V. (9.16)

É evidente que, se (u, λ) ∈ X × M é uma solução do Problema (Q), então u ∈ V(χ) e
u é uma solução de (9.16), isto é, u é uma solução do Problema (P). Queremos encontrar
condições para que essa afirmação se verifique no sentido oposto. Para isso, definimos o
conjunto polar V0 de V a ser V0 = {g ∈ X′;< g, v >= 0 ∀v ∈ V}.
Lema 9.3. As seguintes três propriedades são equivalentes:

(i) há uma constante β > 0 tal que

inf
µ∈M

sup
µ∈M

b(v, µ)
‖v‖X‖µ‖M ≥ β; (9.17)

(ii) o operador B′ é um isomorfismo sobrejetor de M em V0 e

‖B′µ‖X′ ≥ β‖µ‖M, ∀µ ∈ M; (9.18)

(iii) o operador B é um isomorfismo sobrejetor de V⊥ em M′ e

‖Bv‖M′ ≥ β‖v‖X, ∀v ∈ V⊥. (9.19)

Demonstração: Inicialmente mostramos que as propriedades (i) e (ii) são equivalentes. Por
(9.13), (i) significa que

‖B′µ‖X′ = sup
v∈X,v,0

< B′µ v >
‖v‖X ≥ β‖µ‖M ∀µ ∈ M,

logo (9.17) é equivalente a (9.18). Portanto (ii) implica (i). Para provar que (i) implica (ii),
resta mostrar somente que, sob a condição (9.18), B′ é um isomorfismo sobrejetor de M em
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V0. Claramente, segue-se de (9.18) que B′ é um operador 1-1 que aplica M na sua imagem
R(B′) com inverso contı́nuo. Portanto B′ é um isomorfismo sobrejetor de M em R(B′) tal
que R(B′) é um subespaço fechado de X′. Assim, temos somente de provar que R(B′) = V0.
Para isso, aplicamos o Teorema da Imagem Fechada de Banach ([39]) o qual assegura que

R(B′) = (N(B))0 = V0.

Isso prova a primeira parte.
Mostraremos agora que as propriedades (ii) e (iii) são equivalentes. Primeiro, observa-

mos que V0 pode ser isometricamente identificado com (V⊥)′. De fato, para v ∈ X, seja
v⊥ denotando a projeção ortogonal sobrejetiva de v em V⊥. Então, para cada g ∈ (V⊥)′,
associamos um elemento g̃ ∈ X′ definido por

< g̃, v >=< g, v⊥ > ∀v ∈ X.

Obviamente, g̃ ∈ V0 e é fácil checar que a correspondência g → g̃ é uma bijeção isométrica
sobrejetiva de (V⊥)′ em V0. Assim podemos identificar (V⊥)′ e V0.

Como uma conseqüência, temos que B é um isomorfismo sobrejetor de V⊥ em M′ com

‖B−1‖B(M′;V⊥) ≤ β−1

se e somente se B′ é um isomorfismo sobrejetor de M em (V⊥)′ = V0 com

‖(B′)−1‖B(V0;M) ≤ β−1.

Assim propriedades (ii) e (iii) são equivalentes. �

Para estabelecer o resultado principal, introduzimos o operador π ∈ B(X′; V ′) por

< π f , v >=< f , v > ∀ f ∈ X′, ∀v ∈ V.

Claramente, temos ‖π f ‖V′ ≤ ‖ f ‖X′ .
Teorema 9.1. O Problema (Q) é bem-posto se e só se as seguintes condições se verificam:

(i) o operador πA é um isomorfismo sobrejetor de V em V ′;

(ii) a forma bilinear b(., .) satisfaz a condição inf-sup (9.17).

Demonstração: (i) e (ii) são suficientes. De fato, de (9.17) e Lema 9.3, há um único ele-
mento u0 ∈ V⊥ tal que

Bu0 = χ,

‖u0‖X ≤ (1/β)‖χ‖M′ .

Assim o Problema (P) pode ser estabelecido equivalentemente na seguinte forma:
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Encontrar w = u − u0 ∈ V satisfazendo

a(w, v) =< l, v > −a(u0, v) v ∈ V

ou satisfazendo
πAw = π(l − Au0).

Desde que πA é um isomorfismo sobrejetor de V em V ′, o Problema (P) tem uma única
solução u = u0 + w ∈ V(χ) e assim

‖w‖X ≤ C1‖π(l − Au0)‖V′ ≤ C1‖l − Au0‖X′ ,

e
‖u‖X ≤ C2(‖l‖X′ + ‖χ‖M′).

Agora, l − Au ∈ V0. Assim, de acordo com o Lema 9.3 há um único λ ∈ M tal que
B′λ = l − Au com

‖λ‖M ≤ (1/β)‖l − Au‖X′ ≤ C3(‖l‖X′ + ‖χ‖M′).
Portanto o Problema (Q) tem uma única solução (u, λ) e a aplicação (l, χ)→ (u, λ) é contı́nua
e sobrejetiva de X′ × M′ em X × M. Isso significa que Φ é um isomorfismo sobrejetor de
X′ × M′ em X × M.

Provaremos agora a necessidade das condições (i) e (ii). Para isso, assumimos que Φ é um
isomorfismo sobrejetor de X×M em X′×M′. Verifiquemos que a condição (9.17) se verifica.
Seja χ ∈ M′ e coloca (u, λ) = Φ−1(0, χ). Temos Bu = χ logo R(B) = M′. Portanto B é uma
aplicação 1-1, sobrejetiva e contı́nua de V⊥ em M′, e assim um isomorfismo sobrejetivo de
V⊥ em M′. Assim, em virtude do Lema 9.3, a condição (9.17) se verifica.

Vamos provar que πA é um isomorfismo sobrejetivo de V em V ′. Primeiro provaremoe
que o operador πA é injetivo em V . De fato, seja u ∈ V satisfazendo πAu = 0, ou Au ∈ V0.
Desde que a condição (9.17) se verifica, segue-se do Lema 9.3 que B′ é um isomorfismo
sobrejetivo de M em V0. Portanto há um único λ ∈ M tal que B′λ = −Au. Assim, nós temos
Φ(u, λ) = (0, 0) e assim, u = 0.

Agora, mostraremos que πA é sobrejetivo. Seja g ∈ V ′. Pelo teorema de Hahn-Banach,
existe pelo menos um elemento l ∈ X′ tal que g = πl. Colocamos (u, λ) = Φ−1(l, 0). Clara-
mente, u ∈ V e

Au + B′λ = l.

Desde que para todo v ∈ V

< πB′λ, v >=< B′λ, v >=< λ, Bv >= 0,

temos πB′λ = 0, ou πAu = πl = g.
Portanto, πA é uma aplicação linear, 1-1, contı́nua e sobrejetiva de V em V ′ e assim um

isomorfismo sobrejetivo de V em V ′. �
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Corolário 9.3. Assuma que a forma bilinear a(., .) é V-elı́ptica, isto é, há uma constante
α > 0 tal que

a(v, v) ≤ α‖v‖2X ∀v ∈ V. (9.20)

Então o Problema (Q) é bem-posto se e só se a forma bilinear b(., .) satisfaz a condição
(9.17).

Demonstração: Seja l ∈ V ′. Como a(., .) é V-elı́ptica, podemos aplicar o Teorema de Lax-
Milgram para garantir a existência de um único u ∈ V tal que

a(u, v) =< l, v > v ∈ V,

ou equivalentemente πAu = l. Além disso, a aplicação l → u é contı́nua de V ′ em V .
Portanto, πA é um isomorfismo sobrejetivo de V em V ′ e o resultado segue do Teorema
9.1. �

No contexto da formulação acima estabeleceremos que o problema interior de Stokes
constitui um problema bem-posto.

Teorema 9.2. Seja Ω ⊂ Rn limitado, conexo e com contorno Γ Lipschitz. Dados f ∈ H−1(Ω)n

e g ∈ H1/2(Ω) tal que ∫

Γ

g.nds = 0, (9.21)

existe um único par (u, p) ∈ H1(Ω)n × L2
0(Ω) solução das equações

−ν∆u + ∇p = f em Ω

div u = 0 em Ω

u = g em Γ.

(9.22)

Demonstração: Em virtude de (9.21) e Lema 9.2, há uma função u0 ∈ H1(Ω)n tal que

div u0 = 0 em Ω, u0 = g em Γ.

Colocaremos o Problema (9.22) na formulação discutida anteriormente. Para isso, sejam
X = H1

0(Ω)n, M = L2
0(Ω) com normas ‖.‖X = |.|1,Ω, ‖.‖M = ‖.‖0,Ω,

a(u, v) = ν

n∑

i, j=1

(
∂ui

∂x j
,
∂vi

∂x j

)
= ν(∇u,∇v), (9.23)

b(v, q) = −(q, div v),

< l, v >=< f, v > −a(u0, v), χ = 0.

Então
V = {v ∈ H1

0(Ω)n; div v = 0}.
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Devemos checar que a forma a(., .) é V-elı́ptica a forma b(., .) satisfaz a condição (9.17). A
propriedade de elipticidade é óbvia, já que

a(v, v) = ν|v|21,Ω.

Por outro lado, a condição (9.17) diz que

sup
v∈H1

0 (Ω)n

(q, div v)
|v|1,Ω ≥ β‖q‖0,Ω, ∀q ∈ L2

0(Ω). (9.24)

Seja q ∈ L2
0(Ω); em virtude do Corolário 9.2, existe uma única função v ∈ V⊥ tal que

div v = q, |v|1,Ω ≤ C‖q‖0,Ω.

Portanto
(q, div v)
|v|1,Ω =

‖q‖20,Ω
|v|1,Ω ≥ (1/C)‖q‖0,Ω.

Escolhendo β = 1/C obtemos (9.24).
Podemos agora aplicar o Corolário 9.3: existe um único par de funções (w, p) ∈ H1

0(Ω)n×
L2

0(Ω) tais que

a(w, v) + b(v, p) = < l, v > ∀v ∈ H1
0(Ω)n

b(w, q) = 0 ∀q ∈ L2
0(Ω).

Equivalentemente (u = u0 + w, p) ∈ [u0 + H1
0(Ω)n] × L2

0(Ω) é a solução das equações

ν(∇u,∇v) − (p, div v) = < f, v > ∀v ∈ H1
0(Ω)n

(q, div u) = 0 ∀q ∈ L2
0(Ω).

Aplicando novamente o Corolário 9.2, essa última equação é equivalente a div u = 0.
Além disso, u ∈ u0 + H1

0(Ω)n se e só se

u ∈ H1(Ω)n, u|Γ = g.

Portanto, eiste um único par (u, p) ∈ H1(Ω)n × L2
0(Ω) tal que

ν(∇u,∇v) − (p, div v) = < f, v > ∀v ∈ H1
0(Ω)n,

div v = 0,
u|Γ = g.

Agora usando argumentos clássicos é fácil mostrar que este problema é equivalente ao
Problema (9.22). �
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9.4 Problema Exterior
Nessa seção estudaremos o problema (9.1) no caso em que Ω ⊂ Rn é um domı́nio exterior,
ou seja, Ωc é um subconjunto compacto do Rn.

Como observado na introdução desse trabalho, a imposição de condições de contorno
inadequadas pode levar a situações matemáticas não compatı́veis com a experiência, como
por exemplo, o Paradoxo de Stokes. Nesse contexto, há uma vasta literatura versando sobre
questões de existência, unicidade e estimativas a priori para diversas situações envolvendo o
problema exterior. Destacamos os trabalhos pioneiros de Finn e Noll [14], Finn [13] e Chang
e Finn ([8], [13]). Em particular, o resultado sob condições para a unicidade de soluções es-
tabelecido em [8] para fluxos bidimensionais passando por obstáculos com contorno suaves.

A discussão de tais questões em domı́nios exteriores com contornos mais gerais incluem
modificações significativas quando se reduzem as hipóteses de regularidade sobre Γ. Re-
sultados de unicidade podem ser violados, como é destacado no trabalho de Heywood [23].
Soluções explı́citas via teoria potencial para o caso em que Ω = Rn

+ podem ser vistas no
trabalho de Ukai [37]. Tais soluções são rediscutidas no extenso trabalho de Simader [35].
A relevência desses casos vem do fato de que as estimativas a priori resultantes constituem
uma base para derivar correspondentes resultados no caso em que Ω é limitado ou é um
domı́nio exterior com caracterı́sticas especiais, como por exemplo, cilindros com contorno
suficientemente suave ([23], [37], [35]).

Resultados de regularidade, existência e unicidade de soluções para o caso em que Ω é
de classe C2+µ, 0 < µ < 1 aparecem em [25], no caso de n = 3. Galdi e Simader [17] tem
estendido os resultados de Cattabriga [7] para o caso de domı́nios exteriores de classe C2,
para n ≥ 2. Essa abordagem seguiremos nesse capı́tulo.

Resultados mais técnicos em domı́nios exteriores Lipschitz podem ser vistos em [28],
onde são estabelecidos, através do uso de técnicas de teoria potencial e espaços de Besov,
resultados de regularidade para o problema de Stokes, os quais são extensões dos resulta-
dos em [15]. Em particular, soluções explı́citas em termos de Potenciais Newtonianos são
obtidas.

Classicamente existem numerosas soluções exatas para o problema exterior de Stokes
em três dimensões sem forças externas, isto é, para o caso em que f = 0. Elas podem ser
encontradas, em detalhes em [21] e [27]. Conforme [10] essas soluções podem ser utilizadas
para testar a precisão de métodos numéricos. Citamos alguns exemplos, retirados de [10].
Em coordenadas polares (r, θ) o fluxo axissimétrico em torno de uma esfera de raio a em
translação uniforme U é dada por

ψ = 1/4Ur2 sin2 θ

[(a
r

)3
− 3

(a
r

)]
.

A pressão (para uma dada pressão p∞) torna-se

p = p∞ +
3
2
ηaU

cos θ
r2 .

A solução exata para o fluxo numa região Ω entre duas esferas concêntricas com raios a e b,
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a esfera de raio a em repouso e a de raio b se movendo com velocidade U, é dada por

ψ = αU sin2 θ

[
15
40

(λ5 − λ3)
r4

a2 −
3
4

(1 − λ5)ar +
1
r

(
1 +

5
4
λ3 − 9

4
λ5

)
r2+

1
4

(1 − λ3)
a3

r

]

onde

λ =
a
b
< 1; α =

(
1 − 9

4
λ +

5
2
λ3 − 9

4
λ5 + λ6

)−1

.

As seguintes soluções também podem ser encontradas em [27] ou [21]:

• Fluxo uniforme em torno de um elipsóide de revolução;

• Fluxo uniforme em torno de cilindros muito longos perpendiculares ou paralelos aos
eixos;

• Fluxo uniforme em torno de objetos quase esféricos;

• Fluxo uniforme em torno de duas esferas...

Soluções explı́citas para geometrias mais gerais não são inteiramante conhecidas, no
entanto muitos métodos numéricos têm sido desenvolvidos, especialmente utilizando ele-
mentos finitos. Referenciamos o trabalho de Girault e Raviart [19] para uma discussão de-
talhada do assunto. Métodos que utilizam equações integrais e que, em certo sentido são
semi-analı́ticos, são extensivamente discutidos em [11], [38], [10], [33], [29], [31], [30].

Iniciamos nossa discussão analı́tica fornecendo uma prova para o caso de um domı́nio
suave por partes, do Paradoxo de Stokes, conforme discussão em [14]

Teorema 9.3. Para um domı́nio Ω com contorno Γ suave por partes, a única solução suave
limitada em Ωc para o problema de Stokes (9.1) com f = 0 e g = 0 é v ≡ 0.

Demonstração: Resultados elementares de teoria potencial mostram que

w = rot v = O(r−1), p = O(r−1) (9.25)

onde r é a distância de Γ a Ωc.
Também, ∫

Ur

(rot v)2dA =

∫

Cr

[pv · n − rot v(v × n)]ds, (9.26)

ondeUr, é a região entre Ω e o cı́rculo Cr de raio r suficientemente grande. A partir de (9.25)
e da limitação de v podemos concluir somente que a integral

I =

∫

U
(rot v)2dA =

∫

U
w2dA (9.27)
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sobre o exterior U de Ω é convergente. Além disso, sabemos que w é harmônica em U e
que w = O(r−1). Portanto, w é da forma

w = w(Q + re) = r−1s0(e) + O(r−2) (9.28)

e portanto
w2 = r−2s2

0 + O(r−3). (9.29)

Aqui e é um vetor unitário, Q é a origem e s0 é um harmônico esférico de ordem 0.
Seja Uror a área entre os dois cı́rculos Cro e Cr ambos exteriores a Ω, tais que Uror está

contido emU. Nós temos de (9.29)
∫

Uror

w2dA = log
r
ro

∫

w
s2

0dw +

∫

Uror

O(r−3)dA (9.30)

Isto tende para um limite finito quando r → ∞, pois a integral (9.27) converge. O se-
gundo termo do lado direito certamente converge e portanto, desde que log r

ro
não é limitado

quando r → ∞, nós concluı́mos que
∫

w
s2

0dw = 0 e portanto s0 = 0.
Portanto, por (9.29), w = O(r−2),..... p = w = O(r−2) segue. Voltando para a equação

(9.26) nós vemos que a integral à direita tende para zero quando r → ∞ e portanto rot v,
div v = 0 e ∆ v = 0 em U. Assim v é harmônica em uma vizinhança do infinito. Desde
que, v é também limitado segue que para n = 2, v é harmônica em ∞ e portanto uniforme
no infinito. Entretanto, para alguma escolha de coordenadas cartesianas, nós temos vx →
v0, vy → 0, onde vx e vy são as componentes de v. O princı́pio do máximo para funções
harmônicas implica que vy ≡ 0. Assim, rot v = ∂vx

∂y = 0, div v = ∂vx
∂x = 0, e portanto

vx = const. Mas, desde que vx = 0 em Ω, nós temos vx ≡ 0 em todo lugar. �

Agora analisaremos a existência, unicidade e a validade de estimativas nos espaços
H1,q

0 (Ω) para soluções de (9.1) para o caso em que g = 0, Ω ⊂ Rn é um domı́nio exte-
rior de classe C2, n ≥ 2 e f ∈ H−1,q

0 (Ω)n. Aqui H1,q
0 (Ω), q ≥ 1, é o completamento de C∞0 (Ω)

na norma |u|1,q =
(∫

Ω
|∇u|q

)1/q
.

O interesse nesses espaços reside essencialmente no caso em que Ω é não limitado, já
que, se Ω é limitado pelo menos em uma direção, em vista da desigualdade de Poincaré,
H1,q(Ω) = W1,q

0 (Ω). Apresentamos abaixo resultados de caracterização desses espaços que,
precisamente, fornecem condições para que uma função u ∈ Lq

loc(Ω) com ∇u ∈ Lq(Ω)n

pertence a H1,q
0 (Ω). Estudos detalhados podem ser vistos em [17], [16].

Lema 9.4. Seja Ω um domı́nio exterior, ou Ω = Rn, e seja u ∈ Lq
loc(Ω) com ∇u ∈ Lq(Ω)n,

1 ≤ q < n. Então existe um unicamente determinado u0 ∈ R tal que
∫

S n

|u(x) − u0|q ≤ c|x|q−n
∫

|y|≥|x|
|∇u(y)|qdy,

onde S n é a superfı́cie da bola unitária e c = c(q, n). Além do mais, se Ω é Lipschitz, então
u − u0 ∈ L

nq
(n−q) (Ω) e

‖u − u0‖ nq
n−q
≤ γ|u|1,q,

onde γ = γ(n, q).
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Teorema 9.4. Seja Ω ⊂ Rn, n ≥ 2, um domı́nio exterior Lipschitz, ou Ω = Rn. Seja u ∈
Lq

loc(Ω), ∇u ∈ Lq(Ω)n, 1 ≤ q < ∞. Para 1 ≤ q∞, u ∈ H1,q
0 (Ω) se e só se u é zero em Γ e

u0 = 0, onde u0 é a constante do Lema (9.4). Para n ≤ q < ∞, u ∈ H1,q
0 (Ω) se e só se u tem

traço zero em ∂Ω.

Teorema 9.5. Seja Ω ⊂ Rn, n ≥ 2, um domı́nio exterior Lipschitz, ou Ω = Rn. Então
para f ∈ C∞0 (Ω), funcionais da forma ( f , u) para u ∈ H1,q′(Ω)0 que satisfazem ( f , 1) = 0
quando n ≤ q′ < ∞ e Ω = Rn são limitados em H1,q′(Ω)0, 1 ≤ q′ < ∞. Além do mais seu
completamento na norma H−1,q(Ω) é isomófico e isométrico a H−1,q(Ω) para 1 < q < ∞.

Voltamos agora ao tratamento do problema (9.1). É conveniente introduzirmos o seguinte
espaço de funções D1,q

0 (Ω) = {u ∈ H1,q
0 (Ω)n : div u = 0}. Mostraremos que se 1 ≤ q < n

(1 ≤ q ≤ n se n = 2), então a única solução de (9.1) de classe D1,q
0 (Ω) é v ≡ 0. Entretanto, se

q ≥ n (q > n se n = 2) há n soluçoes linearmente independentes h(i) ∈ D1,q
0 (Ω), i = 1, 2, ..., n,

tal que qualquer outra solução v ∈ D1,q
0 (Ω) é uma combinação linear dos h(i).

Iniciamos com a prova de existência e unicidade e estimativas-Lq para o problema de
Stokes em Rn

Teorema 9.6. Dado f ∈ H−1,q(Rn)n, g ∈ Lq(Rn), 1 < q < ∞, existe uma e somente uma
solução distribucional v ∈ H1,q(Rn)n, p ∈ Lq(Rn) ao seguinte problema em Rn

∆v = ∇p + f, ∇.v = g. (9.31)

Essa solução satisfaz
|v|1,q + ‖p‖q ≤ c(|f|−1,q + ‖g‖q) (9.32)

com c = c(n, q).

Demonstração: É suficiente provar o teorema para fi, g ∈ C∞0 (Rn). O caso geral segue por
densidade com a ajuda de (9.32) e do Teorema 9.5. Assim, para f e g suaves, uma solução
pode ser da forma

v = v1 + v2 + h, p = p1 + p2

onde h = ∇(E ∗ g),

v1 = U ∗ f, v2 = U ∗ ∆h
p1 = −q ∗ f, ζ2 = −q ∗ ∆h.

Aqui E e U = Ui j, q = qi são soluções fundamentais das equações de Laplace e de
Stokes, respectivamente,

E(x) =

{
c1(n)|x|2−n se n ≥ 3,
1

2π ln |x − y| se n = 2, (9.33)

Ui j(x) =


c2(n)

[
δi j|x|2−n + (n − 2) xi x j

|x|n
]

se n ≥ 3,
1

4π

[
δi j ln |x − y| − xi x j

|x|2
]

se n = 2,
(9.34)
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qi(x) =

{
c3(n) xi

|x|n se n ≥ 3,
1

2π
xi
|x|2 se n = 2.

O uso repetido do Teorema de Calderón-Zygmund sobre integrais singulares fornece

‖∆v2‖q + ‖∆h‖q + ‖p2‖q ≤ c‖g‖q, (9.35)

com c = c(n, q). Por outro lado, conforme [7], para uma bola aberta Bρ de raio ρ e w ∈
Lq′(Bρ)n nós temos (estendendo w a ser nulo em Bc

ρ)

‖∇v1‖q,Bρ ≤ sup
0,ϕ∈Lq′ (Bρ)n

|(∇v1,w)|
‖w‖q′

= sup
0,w∈Lq′ (Bρ)n

∣∣∣∣
∫
Rn f (y)

[∫
Rn ∇U(x − y).w(x)dx

]
dy

∣∣∣∣
‖w‖q .

(9.36)

Colocando W = ∇U∗w, {W} → 0 com |x| → ∞ e, novamente pelo Teorema de Calderón-
Zygmund,

‖∇W‖q′,Rn ≤ c‖w‖q′,Bρ , (9.37)

onde c é independente de ρ. Portanto W ∈ H1,q′
0 (Rn)n, 1 < q′ < ∞. As desigualdades (9.36)

e (9.37) implicam no limite ρ→ ∞ que

‖∇v1‖q ≤ c|f|−1,q. (9.38)

Analogamente,
‖p1‖q ≤ c|f|−1,q. (9.39)

Portanto, de (9.35), (9.38) e (9.39) deduzimos (9.32). A unicidade segue de uma aplicação
simples do teorema do valor médio para funções harmônicas. �

Consideraremos o problema homogêneo

−∆v + ∇p = 0 em Ω,

div v = 0 em Ω,

v = 0 em Γ,

(9.40)

como base para obtenção do rsultado geral, conforme [17]. Definimos

T (w, ϕ) = {Ti j(w, ϕ) =

{
−ϕδi j +

(
∂wi

∂x j
+
∂w j

∂xi

)}
(9.41)

como o tensor de tensões associado com w, ϕ. Também denotamos Ω0 o exterior de uma bola
aberta de raio R0 contendo Ωc. Com essa definição obtemos o seguinte lema de representação
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Lema 9.5. Seja v, p uma solução C∞ de (9.1) no domı́nio Ω0, correspondendo a f ∈ C∞0 (Ω)n.
Então, se ∇v ∈ Lq(Ω)n2

para algum 1 ≤ q < ∞, existem um vetor e constante escalar v0, p0

tais que

v(x) = v0 + τ.U(x) + σ(x),
p(x) + p0 = τ.q(x) + η(x)

(9.42)

onde U, q é a solução fundamental (9.34),

τ =

(∫

Ω0

f −
∫

∂Ω0

T (v, p).n
)

(9.43)

e σ(x) e η(x) satisfazem

|Dmσ(x)| = O(|x|1−n−|m|), |Dmη(x)| = O(|x|−n−|m|) (9.44)

com |x| → ∞ para todo |m| ≥ 0.

O caso 2 ≤ q < ∞ é demonstrado em [8] e o caso 1 ≤ q < 2 em [16]. Uma conseqüência
imediata desse lema é que se v ∈ D1,q

0 (Ω) é uma solução para o problema (9.40) com 1 ≤ q <
n (1 ≤ q ≤ n para n=2), então v ≡ 0.

Voltamos agora a atenção ao caso q ≥ n (q > n para n = 2). Consideremos, inicialmente,
o caso n ≥ 3

Lema 9.6. Seja Ω ⊂ Rn um domı́nio exterior, n ≥ 3, de classe C2. Para qualquer {v}∞ ∈ Rn

existe uma e somente uma solução {v} ∈ D1,q
0 (Ω), p ∈ Lq(Ω), q ≥ n, para o problema (9.40)

tal que lim
|x|→∞

= v∞.

Demonstração: Seja ξ ∈ C∞(Ω) a qual é igual a 1 próxima de Γ e zero em pontos suficient-
mente distantes de Γ. Seja b = (1/2)v∞(x2

2, x2
3, ..., x2

n, x2
1) e colocamos

a = v∞ − ∆(ξb) + ∇[div (ξb)]. (9.45)

Obviamente, a ∈ [C∞(Ω)]n, a = v∞ a grandes distâncias de Γ e div a = 0. Procuramos
uma solução de (9.40) da forma v = w + a. Como ∆a ∈ [C∞(Ω)]n, argumentos padrões
(detalhes em [26]) podem ser usados para mostrar que tal solução existe com w ∈ D1,q

0 (Ω)
e p ∈ L2(Ω). Além disso, do Lema 9.4 segue-se que

∫
S n
|w(x)| = O(|x|2−n). Assim v e p

obedecem (9.42) com v0 = v∞ e p0 = 0, e, assim ∇v ∈ Lq(ΩR)n2
, p ∈ Lq(ΩR) para todo

q > n/(n−1). Por outro lado, do resultado de existência e unicidade para o problema interior
é fácil ver que ∇v ∈ Lq(ΩR)n2

, p ∈ Lq(ΩR) e então ∇v ∈ Lq(Ω)n2
, p ∈ Lq(Ω). Como v se anula

na fronteira, pelo Teorema 9.4 concluı́mos que v ∈ D1,q
0 (Ω), q ≥ n, e a existência é assim

estabelecida. Notamos que v < D1,q
0 (Ω) para q ∈ (n/(n− 1), n), mesmo se ∇v ∈ Lq(Ω)n2

, para
tais valores de q. Com relação à unicidade, denotamos por u a diferença de duas soluções.
Então lim

|x|→∞
u(x) = 0 e consequentemente, por bem conhecidos argumentos (como pode ser

visto em [8]), deduzimos que u ≡ 0. �
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O próximo passo é mostrar que o subespaço Dq de D1,q
0 (Ω), q ≥ n, consistindo de

soluções de (9.40), tem dimensão n. Para esse intento, denotamos por h(i), π(i), i = 1, 2, ..., n,
as soluções construı́das no Lema 9.6 correspondendo ao dado no infinito h(i)

∞ = ei, ei sendo
o vetor unitário na direção xi. Se v ∈ D1,q

0 (Ω), q ≥ n, é qualquer solução de (9.40) (que
não se anula identicamente) correspondendo ao campo de pressão p, então pelo Lema 9.5
v obedece a representação assintótica (9.42) para algum vetor v0 , 0. Como conseqüência,
existem números vi ∈ R, i = 1, 2, ..., n, nem todos nulos, tais que v0 =

∑n
i=1 viei. Assim,

w = v − ∑n
i=1 vih(i) satisfaz (9.40) e, além do mais, lim

|x|→∞
w(x) = 0. Novamente pelo re-

sultado de unicidade em [8], inferimos que v(x) =
∑n

i=1 vih(i)(x) para todo x ∈ Ω e que
p(x) =

∑n
i=1 viπi(x) para o campo de pressão correspondente. Concluı́mos que os espaços

Dq ⊂ D1,q
0 (Ω) eLq ⊂ Lq(Ω) de funções v, p satisfazendo (9.40) tem dimensão n se q ≥ n ≥ 3.

Consideremos agora o caso n = 2. Iniciamos mostrando a existência de duas soluções
independentes para o problema (9.40) no espaço D1,q

0 (Ω), q > n = 2. Para isso, colocamos

u(1) = (U11,U12), τ(1) = q1

and
u(2) = (U12,U22), τ(2) = q2,

onde U,q é a solução fundamental. Procuramos soluções para (9.40) da forma

h(i) = u(i) + v(i), π(i) = τ(i) + p(i), (9.46)

onde

∆v(i) = ∇p(i) em Ω,

div v(i) = 0 em Ω,

v(i) = −u(i) em Γ.

(9.47)

Podemos estender −u(i) em Γ a um campo vetorial v(i)
∗ ∈ C∞(Ω) o qual é solenoidal e

tem suporte compacto em Ω. A existência de v(i)
∗ pode ser facilmente estabelecida (ver [26]).

Assim procuramos por uma solução para (9.40) do tipo

v(i) = w(i) + v(i)
∗ ,

ou então

∆w(i) = ∇p(i) + v(i)
∗ em Ω

div w(i) = 0 em Ω

w(i) = −u(i) em Γ.

Soluções w(i) ∈ D1,2
0 (Ω), p(i) ∈ L2(Ω) podem ser agora construı́das pelo método em [26].

Como v(i)
∗ ∈ D1,2

0 (Ω), pelo Lema 9.5 inferimos que para |x| → ∞
v(i) = v(i)

∞ + τi.U(x) + σ(i)(x)

p(i) = τ(i).q(x) + η(i)(x),
(9.48)
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onde
Dmσ(i)(x) = O(|x|−1−|m|), Dmη(i)(x) = O(|x|−1−|m|) (9.49)

para todo |m| ≥ 0. Além disso,

τ(i) = −
∫

Ω0

∆v(i)
∗ +

∫

Γ0

τ(v(i), p(i)).n.

Entretanto, desde que v(i) ∈ D1,2
0 e p(i) ∈ L2(Ω), é fácil ver de (9.48) e (9.49) que τ(i) = 0,

i = 1, 2. Assim, de (9.46)-(9.49) deduzimos a seguinte representação de soluções h(i), π(i),
i = 1, 2:

h(i) = v(i)
∞ + ei.U(x) + σ(i)(x)

p(i) = ei.q(x) + η(i)(x),
(9.50)

onde σi e η
i
(x) satisfazem estimativas análogas a (9.49). As soluções (9.46) são indepen-

dentes, como é fácil ver. De fato, assuma que h(1)(x) = αh(2)(x) para algum α ∈ R e todo
x ∈ Ω. Em vista de (9.50) deverı́amos então obter para um vetor constante v0 que

(e1 − αe2).U(x) = v0 + O(|x|−1),

o que nos leva a uma contradição.
Pelo Teorema 9.4 obtemos h(i) ∈ D1,q

0 (Ω) para todo q > 2. Finalmente, toda outra solução
v ∈ D1,q

0 (Ω), p ∈ Lq(Ω) para (9.40) com q > 2 pode ser expressado como uma combinação
linear de h(i) e π(i), respectivamente. De fato, pelo Lema 9.5 temos

v = v∞ + τ.U + σ(x), p = p0 + τ.q + η(x).

Por outro lado, τ = α1e1 + α2e2 para algum α1, α2 ∈ R. Assim, como no caso n ≥ 3
e relembrando que qaulquer solução suave limitada de (9.40) em Ω ⊂ R2 é identicamente
nula [8], concluı́mos que v = α1h(1) + α2h(2), p = α1π

(1) + α2π
(2). Isso prova a requerida

dependência linear.
Enunciamos os resultados provados acima no seguinte teorema

Teorema 9.7. Seja Ω ⊂ Rn, n ≥ 2, um domı́nio exterior de classe C2. Denotamos por Dq e
Lq os subespaços de D1,q

0 (Ω) e Lq(Ω), respectivamente, consistindo de soluções v (∈ Dq), p
(∈ Lq) a (9.40). Se 1 ≤ q < n (1 ≤ q ≤ n para n = 2), entãoDq = Lq = 0, enquanto se q ≥ n
(q > n para n = 2), então dimDq=dim Lq = n.

Consideraremos agora o caso geral, ou seja, a existência de soluções para o problema
(9.1) nos espaços D1,q

0 (Ω) quando q > n/(n − 1) (q ≥ n/(n − 1) para n = 2). Denotamos por
D̃1,q

0 (Ω) e L̃q(Ω) os espaços quocientes D1,q
0 (Ω)/Dq e Lq/Lq respectivamente, onde Dq e Lq

são definidos como no Teorema 9.7. Introduzimos em D̃1,q
0 (Ω) e L̃q(Ω) as normas

|v|∼1,q = inf
h∈Dq
|v − h|1,q, ‖p‖∼q = inf

π∈Lq
‖p − π‖q,

e denotamos por S h o espaço dos pares (h, π) ∈ Dq × Lq satisfazendo (9.1).
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Teorema 9.8. Seja Ω ⊂ Rn, n ≥ 2, um domı́nio exterior de classe C2. Então, para todo
f ∈ H−1,q(Ω)n, n/(n − 1) < q < ∞ (n/(n − 1) ≤ q < ∞ para n = 2) existe uma e somente uma
solução distribucional v ∈ D̃1,q

0 (Ω), p ∈ L̃q(Ω). Essa solução satisfaz a estimativa

|v|∼1,q + ‖p‖∼q ≤ inf
S h
{|v − h|1,q + ‖p − π‖q} ≤ c|f|−1,q. (9.51)

Demonstração: É suficiente demonstrar o resultado para f ∈ C∞0 (Ω)n, o caso geral pode ser
obtido por argumentos padrões de densidade do Teorema 9.4 e (9.51). Para f suave podemos
construir uma solução v ∈ D1,q

0 (Ω), p ∈ L2(Ω) pelo método utilizado em [26]. Essa solução
satisfaz a estimativa

|v|1,2 + ‖p‖2 ≤ c|f|1,2,
o que, em particular, prova o teorema no caso especial q = n

n−1 , n = 2. Estimativas para o
problema interior estabelecem que

v ∈ C∞(Ω)n ∩W2,q(ΩR)n, p ∈ C∞(Ω) ∩ Lq(ΩR) (9.52)

para todo R suficientemente grande e q > 1. Além disso, podemos aplicar o Lema 9.5 para
obter

∇v ∈ Lq(ΩR/2)n2
, p ∈ Lq(ΩR/2) (9.53)

para todo q > n/(n − 1). Para esses valores de q, (9.52) e (9.53) implicam que v ∈ D1,q
0 (Ω),

p ∈ Lq(Ω).
Seja ψR uma função cutt − o f f a qual é 1 em ΩR/2 e 0 em ΩR/4. Colocando u = ψRv,

τ = ψR p obtemos
∆u = ∇τ + F, div u = g (9.54)

onde
F = ψRf + T(v, p).∇ψR + div(∇ψR ⊗ v + v ⊗ ∇ψR), g = ∇ψR.v. (9.55)

Considerando (9.54) em todo Rn, do Teorema 9.6 deduzimos que

‖v‖q,ΩR/2 + ‖p‖q,ΩR/2 ≤ c(|ψRf + T(v, p).∇ψR|−1,q + ‖|∇ψR|.|v|‖q). (9.56)

Agora, para todo φ ∈ H1,q′(Rn)n, q′ < n, facilmente pode-se mostrar, via a desigualdade
de Poincaré que

|(ψRf, ψ)| ≤ |f|−1,q|ψRψ|1,q′ ≤ c|f|−1,q|ψ|1,q′ . (9.57)

Da mesma forma, levando em consideração que (DiψR)φ j ∈ W1,q
0 (Ω)R) temos de (9.41)

|(T(v, p).∇ψR, φ)| ≤ |(Div j, (DiψR)φ j)|
+ |(D jvi, (DiψR)φ j)| + |(pδi j, (DiψR)φ j)|
≤ c(‖v‖q,ΩR/2 + ‖p‖−1,q,ΩR/2)|φ|1,q′ . (9.58)

Assim, (9.56)-(9.58) implicam que

‖∇v‖q,ΩR/2 + ‖p‖q,ΩR/2 ≤ c(|f|−1,q + ‖v‖q,ΩR/2 + ‖p‖−1,q,ΩR/2). (9.59)
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Além disso, resultados em [7] fornecem

‖v‖1,q,ΩR + ‖p‖q,ΩR ≤ c(|f|−1,q + ‖v‖q,ΩR + ‖p‖−1,q,ΩR + ‖v‖1−(1/q),q(σR)), (9.60)

onde σR = {x ∈ Ω : |x| = R} e onde temos usado a inequação ‖f‖−1,q,ΩR ≤ |f|−1,q. Utilizando o
teorema de traço deduzimos que

‖v‖1,q,ΩR + ‖p‖q,ΩR ≤ c(|f|−1,q + ‖v‖q,ΩR + ‖p‖−1,q,ΩR + ‖∇v‖q,ΩR/2). (9.61)

Conseqüentemente, de (9.59), (9.61) segue-se que

|∇v|1,q + ‖p‖q ≤ c(|f|−1,q + ‖v‖q,ΩR + ‖p‖−1,q,ΩR). (9.62)

É evidente que a relação (9.62) permanece inalterada se subtraı́rmos de v qualquer função
h ∈ Dq e de p o correspondente campo de pressão π ∈ Lq. Assim, (9.62) implica

|v|∼1,q + ‖p‖∼q ≤ c(|f|−1,q + inf
(h,π)
{‖v − h‖q,ΩR + ‖p − π‖−1,q,ΩR}). (9.63)

Agora asseguramos a existência de uma constante c, dependendo somente sobre n, q e
ΩR, tal que

inf
(h,π)
{‖v − h‖q,ΩR + ‖p − π‖−1,q,ΩR}) ≤ c|f|−1,q. (9.64)

De fato, (9.64) segue de um argumento clássico, como pode ser visto em [2] e, pelas
imersões compactas H1,q

0 (Ω) ↪→ Lq(Ω′), Lq(Ω) ↪→ H−1,q(Ω′) (com Ω′ um subconjunto limi-
tado de Ω), desde que a unicidade se verifica na classe de soluções v ∈ D̃1,q

0 (Ω), p ∈ L̃q(Ω).
Isso é equivalente ao fato que (9.40) admite somente soluções h ∈ Dq e π ∈ Lq, o que já
havı́amos estabelecido no Teorema 9.7. Concluı́mos assim que (9.64) é válido, completando
a prova do teorema. �
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Capı́tulo 10

O limite de Navier-Stokes da equação de
Boltzmann

10.1 Introdução

Os modelos hidrodinâmicos tais como as equações de Navier-Stokes ou Euler foram primeiro
estabelecidos aplicando a segunda lei de Newton do movimento para elementos de volume
infinitesimal do fluido em consideração. Todas as equações da dinâmica de fluidos podemos
obter deste modo (ver [18]). Não obstante este método não funciona ao relacionar equações
de estado (expressando por exemplo a pressão em termos da densidade e temperatura) o
coeficientes de transporte (condução de calor o viscosidade) para dados microscópicos (tais
como as leis governando as interações moleculares). No caso particular da dinâmica de gases
a teoria cinética permite expressar funções termodinâmicas e coeficientes de transporte para
gases perfeitos em termos de puramente dados mecânicos sobre colisões entre moléculas de
gas.
O trabalho de Boltzmann sobre os princı́pios da mecânica sugere o problema de desenvolver
matematicamente os processos de limite os quais conduzem da vista atomistic às leis do
movimento (ver [16]).
Em [14] um resultado parcial deste problema foi obtido, i.e., o processo de limite desde a
equação de Boltzmann de a teoria cinética clássica de gases para as equações de Navier-
Stokes de fluidos incompressı́vel. Este limite foi primeiro discutido por Y. Sone em [28] no
caso estacionário baseando-se em expansões assintóticas formais e depois por C. Bardos, F.
Golse and C.D. Levermore em [5], [6] no caso dependente do tempo por um método sis-
temático de moment-closure. A primeira prova matemática completa deste limite foi dado
por C. Bardos e S. Ukai [7] no caso dos dados iniciais pequenos que conduzem para soluções
suaves; K. Asano [1] estudou independentemente o mesmo limite para curtos tempos. Uma
justificação completa da expansão de Hilbert para o limite de Navier-Stokes incompressı́vel
como em [28] foi dado por A. DeMasi, R. Esposito e J. Lebowitz em [11]. No entanto esses
métodos no conseguem incluir a generalidade de todos os dados fı́sicos iniciais aceitáveis
para as equações de Boltzmann ou Navier-Stokes, pelo menos desde que continua descon-
hecido se inicialmente soluciones suaves para estas equações podem ter singularidades num
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tempo finito. O erro na prova em [11] (pelo menos em seu presente formulação) é que nos
conduce a soluções da equação de Boltzmann que não são quasi sempre não negativo, o
qual é incompatı́vel com el significado fı́sico original das soluções da equação de Boltzmann
como densidades do espaço fase.

No presente os únicos teoremas conhecidos sobre à existência global das soluções para
ambas equações no domı́nio R3 para todos os dados iniciais fisicamente aceitáveis foi dado
por J. Leray [20] no caso das equações de Navier-Stokes e de R. Diperna e P. L. Lions [12]
no caso da equação de Boltzmann. Ambos resultados nos conduzem a soluções fracas para
os quais os métodos de [7] ou [17] não podem aplicar-se.

Por essa razão, um programa sobre a derivação das soluções de Leray (fraca) das equações
de Navier-Stokes desde as soluções renormalizadas de DiPerna-Lions da equação de Boltz-
mann foi estudada por C. Bardos, F. Golse e C.D. Levermore em [2]. Ali, a derivação é
discutida rigorosamente no caso do tempo discretizado sob dois condições na seqüência de
soluções renormalizadas consideradas. Este método foi extendeu-se por P.-L. Lions e N.
Masmoudi para o caso de dependente do tempo em [22], sob as mesma dois condições.
A verificação dessas condições não esta garantida pela equação de Boltzmann na presente
afirmação de modo que as derivações em [2] e [22] ficam incompletas. Em [29] pode-se
encontrar uma recente pesquisa destas questões.

Em [14] se mostra como evitar a necessidade para que ambas hipóteses não se verifiquem
em [2] ou [22], portanto provando o limite de Navier-Stokes da equação de Boltzmann (in-
cluindo a equação de convecção-difusão para o campo de temperatura) para todos os dados
iniciais fisicamente aceitáveis. Francois estuda o caso de núcleos de colisões limitados.

Um método alternativo, proposto por J. Quastel e H.-T. Yau em [27] consiste em derivar
as equações de Navier-Stokes de stochastic lattice gas. Alguns métodos em [27] podem
eventualmente provar utilidade no contexto de limites hidrodinâmicos. Não obstante este
resultado esta distante da sexta questão original de Hilbert [16]: a verdade o modelo mi-
croscópico em [27] não é um principio fundamental da fı́sica ni uma conseqüência de esta.
Tudo o contrario, a equação de Boltzmann é ampliamente aceitado e usada como um modelo
microscópico legitimo. De fato, esta foi rigorosamente derivada por O. Lanford da dinâmica
Newtoniana de um numero grande de esferas inter-atuando por colisões elásticas [19]-ver
também [9].

10.2 A equação de Boltzmann

Na teoria cinética, um gas é descrito por uma função F ≡ F(t, x, v) ≥ 0 medindo a densidade
de moléculas de gas as quais no tempo t ∈ R+ são localizadas em x ∈ R3 e tem velocidade
instantânea υ ∈ R3. Esta função, chamada usualmente “função de distribuição”, é governada
por a equação de Boltzmann.

∂tF + υ.∇xF = B(F, F) (10.1)
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onde B(F, F) é a integral de colisão de Boltzmann. Esta integral de colisão atua somente sob
υ de F e esta expressado como

B(F, F)(t, x, υ) =

∫ ∫

R3×S 2
(F′F′1 − FF1)b(υ − υ1, ω)|cos(υ − υ1, ω)|dωdυ1 (10.2)

onde as notações F1, F′ e F′1 designam respectivamente os valores F(t, x, υ1), F(t, x, υ′) e
F(t, x, υ′1), com υ′ e υ′1 dados em termos de υ1 ∈ R3 e ω ∈ S 3 por as formulas

υ′ = υ − (υ − υ1).ωω
υ′1 = υ1 − (υ − υ1).ωω

(10.3)

Essas formulas dan todas as soluções possı́veis para o sistema com υ′ e υ′1 desconhecidos

υ′ + υ′1 = υ + υ1

|υ′|2 + |υ′1|2 = |υ|2 + |υ1|2
(10.4)

em termos dos dados υ e υ1 e de um vetor unitário arbitrário ω. As relações (10.4) são a
conservação de momento e energia cinética para cada colisão binaria entre moléculas de gas.
A notação dω designa a medida uniforme sobre a esfera S 2 normalizada assim, temos

∫

S 2
dω = 2, o que implica

∫

S 2
| cos(z, ω)|dω = 1 ∀z ∈ R3 (10.5)

onde usamos a notação

dσυ,υ1(ω) = | cos(υ − υ1, ω)|dω (10.6)

Observe que (ver [14])
dσυ,υ1(ω) = dσυ1,υ(ω) (10.7)

Desde que o função (υ, υ1)� (υ′, υ′1) é uma isometria linear de R3 × R3 para cada ω ∈ S 2,
temos

dωdυdυ1 = dωdυ′dυ′1
dσυ,υ1(ω)dυdυ1 = dσυ′,υ′1(ω)dυ′dυ′1

(10.8)

O núcleo colisão b ≡ b(z, ω) é em geral uma função quasi sempre positiva definida sobre
R × S 2 e que satisfaz

b(υ − υ1, ω) = b(υ1 − υ, ω) = b(υ′ − υ′1, ω) (10.9)

para quase sempre (υ, υ1, ω) ∈ R3 × R3 × S 2. Também assume-se que satisfaz a condição

(1 + |υ|)−2
∫

|υ1 |<R

∫

S 2
b(υ − υ1, ω)dσυ,υ1(ω)dυ1 → 0 as |υ| → +∞ (10.10)

para todo R > 0. Esta estimativa é valida para todos os potenciais fisicamente relevantes
satisfazendo a hipóteses de cutoff angular de Grad ( ver [15] e [8] para mais detalhes). Essas
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propriedades do núcleo colisão b especialmente a simétrica (10.8) e (10.9), implica que a
relação

∫∫∫
( f ′ f ′1 − f f1)ϕ(υ, υ1, υ

′υ′1)b(υ − υ1, ω)dσυ,υ1(ω)dυ1dυ

=

∫∫∫
( f ′ f ′1 − f f1)φ(υ, υ1, υ

′υ′1)b(υ − υ1, ω)dσυ,υ1(ω)dυ1dυ

=

∫∫∫
( f ′ f ′1 − f f1)Φ(υ, υ1, υ

′υ′1)b(υ − υ1, ω)dσυ,υ1(ω)dυ1dυ

(10.11)

com

φ(υ, υ1, υ
′, υ′1) =

1
2

(ϕ(υ, υ1, υ
′υ′1) + ϕ(υ1, υ, υ

′
1, υ

′))

Φ(υ, υ1, υ
′, υ′1) =

1
4

(ϕ(υ, υ1, υ
′, υ′1) + ϕ(υ1, υ, υ

′
1, υ

′)

−ϕ(υ′, υ′1, υ, υ1) − ϕ(υ′1, υ
′, υ1, υ))

são validas sempre que as integrais tiveram sentido, por exemplo se

f ∈ Cc(R3) e se ϕ ∈ C(R3 × R3 × R3 × R3).

O estado de equilı́brio para a integral de colisão de Boltzmann em outras palavras E ≡ E(υ)
tal que B(E, E) = 0 são o Maxwelliams, i.e. as funções distribuição da forma

Mρ,u,θ(υ) =
ρ

(2πθ)3/2 e−
|υ−u|2

2θ (10.12)

para algum ρ > 0, θ > 0 e u ∈ R3. Usaremos a notação M para designar M(1,0,1).
Estamos interessados com soluções da equação de Boltzmann os quais convergem para

algum estado Maxwelliam quando |x| → +∞ sem perder geralidade podemos assumir que
este Maxwelliam é M(M = M(1,0,1)). Consideremos a seguinte variante escalada de (10.1)

ε∂tFε + υ.∇xFε =
1
ε
B(Fε , Fε), t > 0, x, υ ∈ R3

Fε(t, x, υ)→ M(υ), as |x| → +∞
Fε(0, x, υ) = F in

ε (x, υ), x, υ ∈ R3

(10.13)

onde ε > 0 designa o order comum da magnitude do numero de Knudsen e Mach (ver
introdução em [2] para um estudo detalhado sob scalings), e onde F in

ε ≥ 0 quase sempre, é
uma familia de funções mensuráveis tal que

sup
ε>0

1
ε2

∫∫ [
F in
ε log

(
F in
ε

M

)
− F in

ε + M
]

dυdx < +∞ (10.14)

Para qualquer par de funções mensuráveis f e g definido quase sempre sobre R3 × R3 e
satisfazendo f ≥ 0 e g > 0 quase sempre, usamos a notação seguinte para a entropia seguinte

H( f |g) =

∫∫ [
f log

(
f
g

)
− f + g

]
dυdx ∈ [0,+∞] (10.15)
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Uma solução renormalizada relativa a M de (10.13) é uma função não negativa Fε que per-
tence a C(R+; L1

loc(R
3; L1(R3))), satisfaz

Γ

(Fε

M

)
B(Fε , Fε) ∈ L1

loc(R+ × R3 × R3) (10.16)

para todo Γ ∈ C1(R+) tal que

Γ(0) = 0 e z→ (1 + z)Γ′(z) e limitado sobre R+, (10.17)

tem entropia finita relativa para todos os tempos relativos:

H(Fε(t, ·, ·)|M) < +∞, t > 0 (10.18)

e finalmente satisfaz
∫ +∞

0

∫∫
Γ

(Fε

M

) (
∂tχ +

1
ε
υ.∇xχ

)
Mdυdxdt

+

∫∫
Γ

(
F in
ε

M

)
χ(0, x, υ)Mdυdx

+
1
ε2

∫ +∞

0

∫∫
Γ′

(Fε

M

)
B(Fε , Fε)χdυdxdt = 0

(10.19)

para cada função teste χ ∈ C∞c (R+ × R3 × R3).
Os métodos de R. DiPerna e P.-L.Lions [12]-e seu extensão por P.-L.Lions [25]-conduzem

ao seguinte resultado de existência global.

Teorema 10.1. Sea ε > 0 e F in
ε ≡ F in

ε (x, υ) uma função quase sempre não negativa medible
definida sobre R3 ×R3 tal que H(F in

ε |M) < +∞. Então existe uma solução renormalizada de
(10.13) relativo a M o qual satisfaz

• A conservação local de massa no sentido de distribuições

∂t

∫
Fεdυ + ∇x.

1
ε

∫
υFεdυ = 0, t > 0, x ∈ R3 (10.20)

• e a desigualdade da entropia relativa

H(Fε(t, ·, ·)|M) +
1
ε2

∫ 1

0

∫∫
D(Fε)dυdxds ≤ H(F in

ε |M) (10.21)

para todo t > 0, onde o termo de dissipação D( f ) é definido para todas as funções
mensuráveis positivas f ≡ f (v) por

D( f ) =
1
4

∫∫
( f ′ f ′1 − f f1)log

(
f ′ f ′1
f f1

)
b(υ − υ1, ω)dσυ,υ1(ω)dυ1. (10.22)
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Que a conservação local de momento

∂t

∫
υFεdυ + ∇x.

1
ε

∫
υ ⊗ υFεdυ = 0 (10.23)

se verifica no sentido de distribuições sobre R∗+ × R3 é ainda desconhecido, a menos que Fε

é uma solução clássica da equação de Boltzmann. (P.-L. Lions e N. Masmoudi fizeram uma
interessante observação adicional sobre o item dado em [23]). Isto é uma das dificuldades
em derivar rigorosamente os modelos hidrodinâmicos da equação de Boltzmann.
Da mesma maneira, é ainda desconhecido se (10.21) é uma igualdade a menos que Fε é uma
solução clássica; a relação (10.21) com o sinal da igualdade é uma das mais importantes
propriedades formais da equação de Boltzmann conhecida como teorema H de Boltzmann.

Observação 10.1. A noção de solução renormalizada relativa a M da equação de Boltzmann
(10.13) ligeiramente difere da noção original de solução renormalizada definida em [12],
[25]. Um argumento elemental mostra que as soluções renormalizadas no usual sentido con-
struı́do em [25] são soluções renormalizadas relativas a M como definidas anteriormente.

10.3 As equações de Navier-Stokes

As equações de Navier-Stokes governam o campo de velocidade

u ≡ u(t, x) ∈ R3

de um fluido incompressı́vel. Ellos são

∇x.u = 0, t > 0, x ∈ R3

∂tu + u.∇x.u + ∇x.p = ν∆xu, t > 0, x ∈ R3 (10.24)

donde ν > 0 é a viscosidade cinemática do fluido. A primeira igualdade expressa que o
movimento do fluido preserva o volume e chamada como a condição de incompresibilidade;
a segunda igualdade expressa a segunda lei de Newtom de movimento para qualquer volume
infinitesimal del fluido.
Considere os espaços de funções

H = {u ∈ L2(R3;R3)|∇x.u = 0}, V = H ∩ H1(R3;R3)

Em particular H é o espaço dos campos de velocidades incompressı́veis en três dimensões
con energia cinética finita 1

2

∫
|u|2dx.

Sea uin ∈ H , e considere o problema de Cauchy para com dado inicial.

u(0, x) = uin(x), x ∈ R3. (10.25)
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Uma solução fraca para o problema de Cauchy (10.24)-(10.25) é um elemento u ∈ C(R+;ω−
H) ∩ L2(R+;V) que satisfaz a relação.

∫ +∞

0

∫
u(t, x) · ∂tχ(t, x)dxdt +

∫ +∞

0

∫
u⊗2(t, x) : ∇xχ(t, x)dxdt

+

∫
uin · χ(0, x) = ν

∫ +∞

0

∫
∇xu(s, x) : ∇xχ(s, x)dxds

(10.26)

para cada campo de vetores teste com divergência livre χ ∈ C∞c (R+×R3;R3). Lembremos que
o único teorema de existência global conhecido válido para o problema de Cauchy (10.24)-
(10.25) sem restrição sobre o tamanho do dado inicial na classeH do campo de velocidades
três dimensionais com divergência libre e um energia cinética finita libre é o seguinte

Teorema 10.2 (J. Leray ). Para cada uin ∈ H , existe pelo menos uma solução fraca de
(10.24)-(10.25) satisfazendo a desigualdade da energia

1
2

∫
|u(t, x)|2dx + ν

∫ ∞

0

∫
|∇xu(s, x)|2dxds ≤ 1

2

∫
|uin(x)|2dx (10.27)

para tudo t > 0

A solução fraca de (10.24)-(10.25) que satisfaz ademais a desigualdade de energia (10.24)
para todo t > 0 chama-se uma solução de Leray. Ainda é desconhecido se existe uma única
solução de Leray de (10.24)-(10.25). Não obstante se o sistema (10.24)-(10.25) tem uma
solução clássica com x-derivadas limitadas, esta solução é única entre a clase das soluções
de Leray de (10.24)-(10.25). Não se provo ainda a igualdade para (10.27), a menos que u é
uma solução clássica de (10.24)-(10.25). Também é desconhecido a verificação da igualdade
de (10.21) a menos que Fε é uma solução clássica de (10.13).
A desigualdade da energia de Leray (10.27) e a desigualdade da entropia de DiPerma-Lions
(10.21) são similares. Mais precisamente, foi provado por C. Bardos, F. Golse e C.D. Lever-
more em [2] que a desigualdade da energia de Leray (10.27) é a forma limite da desigualdade
da entropia de DiPerna-Lions (10.21). Isto confirma a opinião expressada por P.-L. Lions
(ver [24], p.432): “[...] o resultado da existência global das [renormalizadas] soluções [...]
podem serem vistas como o análogo para a equação de Boltzmann pelo trabalho sobre as
equações de Navier-Stokes por J. Leray”.

10.4 O sistema Navier-Stokes-Fourier.
O sistema de Navier-Stokes-Fourier é uma extensão das equações de Navier-Stokes que mod-
elam o campo de velocidade u ≡ u(t, x) ∈ R3 e o campo de (flutuação de) temperatura
θ ≡ θ(t, x) ∈ R em um fluido incompressı́vel. O sistema de Navier-Stokes-Fourier é

∇x.u = 0, t > 0, x ∈ R3

∂tu + u.∇x.u + ∇x.p = ν∆xu, t > 0, x ∈ R3

∂tθ + u.∇xθ = κ∆xθ, t > 0, x ∈ R3

(10.28)
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onde κ > 0 é o coeficiente de condução de calor.
Considere o problema de Cauchy para (10.28) com dado inicial

u(0, x) = uin(x), θ(0, x) = θin(x), x ∈ R3 (10.29)

onde uin ∈ H e θin ∈ L2(R3). Uma solução fraca do problema de Cauchy (10.28)-(10.29) é
um par onde u é uma solução fraca da equação de Navier-Stokes e θ uma solução no sentido
de distribuições do problema de Cauchy drift-diffusion

∂tθ + ∇x(uθ) = κ∆xθ, t > 0, x ∈ R3

θ(0, x) = θin(x), x ∈ R3 (10.30)

Teorema 10.3. Para cada uin ∈ H e θin ∈ L2(R3), existe pelo menos uma solução fraca (u, θ)
de (10.28)-(10.29) que satisfaz a desigualdade de energia

1
2

∫ (
|u(t, x)|2 +

5
2
θ(t, x)2

)
dx

+

∫ t

0

∫ (
ν|∇xu(s, x)|2 +

5
2
κ|∇xθ(s, x)|2

)
dxds

≤ 1
2

∫ (
|uin(x)|2 +

5
2
θin(x)2

)
dx

(10.31)

para todo t > 0

Uma solução fraca de (10.28)-(10.29) que também satisfaz (10.31) é também referida
como uma solução de Leray.
Não obstante, existe uma certa arbitrariedade em considerar o funcional de Liapunov

1
2

∫ (
|u(t, x)|2 +

5
2
θ(t, x)2

)
dx (10.32)

em na desigualdade de energia (10.31). Um teorema de existência similar é válido com
o coeficiente 5/2 multiplicando a temperatura substituindo por qualquer numero positivo.
A razão para usar especificamente o coeficiente 5/2 no teorema arriba é que a quantidade
(10.32) é a ordem principal da entropia relativa (10.18) em o limite de Navier-Stokes quando
ε → 0 no espaço de dimension 3. A pesar do fato que este funcional de Liapunov se reduce
a energia cinética no caso θ ≡ 0 não coincide com a energia total no caso geral: ver [26] para
uma descrição detalhada de modelos com a temperatura em fluidos incompressı́veis.

10.5 Principais resultados.
O limite de Navier-Stokes(ou Navier-Stokes-Fourier) da equação de Boltzmann considera
flutuações da densidade do numero proximo num Maxwellian absoluto. De [2] pegamos as
seguintes notações para tais flutuações.
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10.5.1 A equação de Boltzmann próximo ao Maxwelliam uniforme.
Primeiro, a densidade do numero relativo e as flutuações da densidade do numero são deno-
tadas por

Gε =
Fε

M
, gε =

Fε − M
Mε

(10.33)

mientras o integrando de colisão scaled é

qε =
1
ε2 (G′εG

′
ε1 −GεGε1) (10.34)

A integral para a medida unitária Mdv é denotada

〈g〉 =

∫
g(υ)M(υ)dυ, ∀g ∈ L1(Mdv) (10.35)

Sem perder geralidade podemos assumir que a medida

dµ(υ, υ1, ω) = b(υ − υ1, ω)dσυ,υ1(ω)M1dυ1Mdυ (10.36)

também é uma medida unitária; a integral para esta medida unitária é denotada por

〈〈q〉〉 =

∫∫∫
q(υ, υ1, ω)dµ(υ, υ1, ω), ∀q ∈ L1(dµ). (10.37)

Precisaremos o operador de colisão linearizado

L(g) =

∫∫
(g + g1 − g′ − g′1)b(υ − υ1, ω)dσυ,υ1(ω)M1dυ1 (10.38)

como também a Hessiam da integral de colisão no Maxwellian M a qual é denotada por

Q(g, g) =

∫∫
(g′g′1 − gg1)b(υ − υ1, ω)dσυ,υ1(ω)M1dυ1. (10.39)

Assumamos que o núcleo de colisão de Boltzmann b satisfaz a hipótese

1
b∞
≤ b(z, ω) ≤ b∞, z ∈ R3, ω ∈ S 2, para algum b∞ > 0 . . . (H1).

As principais propriedades do operador de colisão linearizado L foi provado por H. Grad
[15] e lembraremos abaixo.

Proposição 10.1. Para qualquer núcleo de colisão b satisfazendo (H1), L é um operador
Fredholm auto-adjunto não negativo limitado sobre L2(Mdv) com espaço nulo

kerL = span{1, υ1, υ2, υ3, |υ|2} (10.40)
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Como cada entrada do tensor υ⊗2− 1
3 |υ|2I e do vetor 1

2υ(|υ|2−5) é ortogonal à kerL, existe
um único tensor A e um único vetor B tal que

LA = υ⊗2 − 1
3
|υ|2I, A ∈ (kerL)⊥ ⊂ L2(Mdv)

LB =
1
2
υ(|υ|2 − 5), B ∈ (kerL)⊥ ⊂ L2(Mdv).

(10.41)

As principais propriedades do operador bilinear Q são mostradas na seguinte proposição

Proposição 10.2. Para qualquer núcleo de colisão b satisfazendo (H1) e todo p ∈ [1,∞],
Q define por polarização um operador bilinear simétrico contı́nuo (denotado por Q) de
Lp(Mdv) × Lp(Mdv) × Lp(Mdv). Ademais,

Q(g, g) =
1
2
L(g2), ∀g ∈ KerL (10.42)

Entre a classe de núcleos de colisão satisfazendo (H1), nos limitaremos aqueles para os
quais

|A(υ)| + |B(υ)|
1 + |υ|p ∈ L∞υ para algun p ≥ 0 . . . (H2)

A classe de núcleos de colisão satisfazendo (H1) e (H2) não e vazia desde que contem al
menos todos os núcleos colisão da forma b(z, ω) = b(| cos(z, ω)|) satisfazendo (H1). Estos
núcleos de colisão correspondem a moléculas Maxwellian cutoff e satisfazem (H2) com
p = 3 (ver [8]).

10.5.2 Os teoremas limite.
Denotemos por P a projeção de Leray, i.e., a projeção ortogonal sobre o espaço de campos
de vetores de divergência libre em L2(R3) -em particular, para qualquer p ∈ H1(R3), temos
P(∇x p) = 0. O operador P assim definido coincide com um operador pseudo-diferencial
clássico de ordem 0 sobre R3, e portanto tem uma extensão natural a distribuições temperadas
sobre R3.

Teorema 10.4 (Limite de Navier-Stokes-Fourier fraco). Seja b satisfazendo (H1)-(H2), e
seja F in

ε uma familia de funções mensuráveis não negativas quase sempre sobre R3 × R3

satisfazendo
H(F in

ε |M) ≤ Cinε2 (10.43)

para algum Cin > 0 e todo ε > 0, também como as propriedades da convergência

P
(
1
ε

∫
υF in

ε dv
)
→ uin ω − L2(R3) as ε → 0.

1
ε

∫
(
1
5
|υ|2 − 1)(F in

ε − M)dv→ θin in ω − L2(R3) as ε → 0.
(10.44)
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Seja Fε uma familia de soluções renormalizadas de (10.13). Então a familia
(
1
ε

∫
υFεdv,

1
ε

∫
(
1
3
|υ|2 − 1)Fεdv

)

é relativamente compacta em ω−L1
loc(dtdx) e cada um de seus pontos limites quando ε → 0

e uma solução fraca de (10.28)-(10.29) com viscosidade e coeficiente de difusão calor dado
por as formulas

υ =
1

10

∫
A : (LA)Mdυ, κ =

2
15

∫
B · (LB)Mdυ. (10.45)

Para dados iniciais bem postos, o anterior resultado de compacidade fraca nos conduce
a soluções de Leray em vez da soluções fracas. Primeiro recordemos de [2] a seguinte
definição

Definição 10.1. A familia gε ≡ gε(x, v) de L1
loc(Mdυdx) converge a

g ≡ g(x, υ) entropicamente quando ε → 0 se

• Para cada ε, 1 + εgε ≥ 0 quase sempre sobre R3 × R3,

• gε → g em ω − L1
loc(Mdυdx) quando ε → 0,

• and
1
ε2 H(M(1 + εgε)|M)→ 1

2

∫
〈g2〉dx

quando ε → 0.

Esta noção de convergência é a convergência natural no contexto do limite de Navier-
Stokes(-Fourier) da equação de Boltzmann, como foi mostrado em [2].
Especificamente, esta referencia provo que a desigualdade da energia de Leray (10.31) é a
forma limite da desigualdade da entropia de DiPerna-Lions (10.21) estabelecendo a desigual-
dade lembrada em apêndice B de [14]. Usando esta desigualdade junto com teorema (10.4),
obtemos a seguinte afirmação de convergência relacionado as soluções de DiPerna-Lions de
Boltzmann com as soluções de Leray do sistema de Navier-Stokes-Fourier

Corolário 10.1 (dados bem postos). Com as mesmas hipóteses como em teorema (10.4),
assuma que

1
ε

F in
ε (x, υ) − M(υ)

M(υ)
→ uin(x).υ + θin(x)

1
2

(|υ|2 − 5)

entropicamente at rate ε quando ε → 0, onde uin ∈ H . Então todos os pontos limites da
familia (

1
ε

∫
υFυdv,

1
ε

∫
(
1
3
|υ|2 − 1)Fεdv

)
(10.46)

quando ε → 0 são soluções de Leray de (10.28)-(10.29) com viscosidade e coeficientes de
difusão calor dados por a formula (10.45).
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Ademais, se o dado inicial limite uin é suave e tal que (10.28)-(10.29) tem uma única
solução suave u, o anterior resultado de compacidade fraca pode extender-se num resultado
de convergência forte no seguinte teorema

Teorema 10.5 (O limite de Navier-Stokes-Fourier forte ). Com as mesmas hipóteses como
em teorema (10.4) assuma que

1
ε

F in
ε (x, υ) − M(υ)

M(υ)
→ uin(x).υ + θin(x)

1
2

(|υ|2 − 5) (10.47)

entropicamente quando ε → 0, onde uin é um campo de vetores com divergência libre tal
que as equações de Navier-Stokes (10.24)-(10.25) com υ como em (10.45) tem uma solução
forte u (ver [10]). Seja θ a solução da equação de drift-diffusion (10.30) com κ como em
(10.45). Então, para todo t ≥ 0,

1
ε

F in
ε (x, υ) − M(υ)

M(υ)
→ u(t, x).υ + θ(t, x)

1
2

(|υ|2 − 5) (10.48)

entropicamente ε quando ε → 0.

Teorema 10.5 é uma conseqüência direta do teorema 10.4 e um resumido argumento
baseado no fato que a desigualdade (10.31) fica na igualdade no caso das soluções fortes.

10.5.3 O limite Navier-Stokes.

Os únicos resultados existentes sobre o limite de Navier-Stokes (sem restrições no tamanho
ou regularidade dos dados inicias, i.e., começar desde soluções renormalizadas da equação
de Boltzmann) são devidos a C. Bardos, F. Golse e D. Levermore [2] para o problema esta-
cionário e por P.-L. Lions e N. Masmoudi [22] para o problema dependente do tempo. Ambos
são baseados em as hipóteses seguintes

• Primeiro, a familia das soluções renormalizadas Fε de (10.13) consideradas no limite
quando ε → 0 a conservação local do momento,i.e.

ε∂t

∫
υFεdυ + ∇x.

∫
υ⊗2Fεdυ = 0 . . . (A1)

no sentido das distribuições sobre R∗+ × R3;

• ademais, a familia Fε é tal que

(1 + |v|2)(Fε − M)2

ε2M(Fε + M)
e relativamente compacto em

ω − L1
loc(dtdx; L1(Mdv)) . . . (A2)
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Como foi mencionado antes, se as soluções renormalizadas da equação de Boltzmann sat-
isfazem (A1) fica um problema aberto importante. Assim mesmo, a conservação global da
energia não esta garantida pela teoria de DiPerna-Lions em seu estado atual; so a desigual-
dade ∫ ∫

1
2
|υ|2Fε(t, x, υ)dxdυ ≤

∫ ∫
1
2
|υ|2F in

ε (x, υ)dxdυ (10.49)

é conhecido ser válido para todo t > 0 no caso de domı́nios limitados. Por esta razão so
as equações de Navier-Stokes (e não o sistema de Navier-Stokes-Fourier) foi derivado em
ambas referencias [2] e [22] com hipóteses (A1) e (A2).
Por outro lado, se a hipótese (A2) é satisfeita por as soluções renormalizadas da equação
de Boltzmann (10.13) em o Navier-Stokes scaling também fica desconhecido. Foi provado
por C. Bardos, F. Golse e C. D. Levermore (ver [2]) que a quantidade em (A2) é de or-
dem O(|logε |) em L∞t (L1(Mdυdx)). Tal controle basta para estabelecer todos os limites
hidrodinâmicos que conduzem aos modelos macroscópicos linearizados tales como o limite
acústico em [3], [4] e [13], o limite de Stokes em [2],[3] e [23] ou o limite de Stokes-Fourier
em [13]. Contudo, este control não e suficiente para obter o limite de Navier-Stokes.
Foi destacado por a primeira vez em ([3], [4]) que as leis de conservação local de momento e
energia podem estabelecer-ce no limite quando ε → 0 usando o estimativa O(|logε |) provada
em [2] para a quantidade que aparece em A2 e em o Stokes scaling. O método usado em
nestes trabalhos aplicou-se somente a núcleos de colisão limitados; contudo estes papers
deixaram claro que as leis de conservação local necesitam estabelecer-se no limite somente.
Issto foi feito a primeira vez por F. Golse e C.D. Levermore em [13], para núcleos de co-
lisão geral (incluindo cutoff potenciais e moléculas de Maxwell), usando as simetrias (υ, υ1),
(υ′, υ′1) da integral de colisão de Boltzmann (1.8) e (1.9) com a desigualdade de Young e
alguns de seus variantes descritos em apêndice A em [14]. Mais recentemente, C.D. Lev-
ermore e N. Masmoudi [21] anunciaram uma prova destes leis de conservação no limite
hidrodinâmico e para Navier-Stokes scaling, esta vez com hipóteses o qual, embora ligeira-
mente mais fraco do que (A2), também fica sem verificar.
Portanto, verificando (A2) fica a principal obstrução em derivar as equações de Navier-Stokes
de a equação de Boltzmann.
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