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Exame de Admissao — Variavel Real e Complexa

Resolva as questoes abaixo. Sua solucao deve ser clara, concisa e completa.

Questao 1 (categorias de Baire).

(i) Defina conjuntos de primeira e sequnda categoria em R? (na métrica usual), dando um
exemplo de cada.

(i) Dé exemplo de um conjunto A C R? de primeira categoria e com medida de Lebesgue

positiva. Dé exemplo de um conjunto B C R? de sequnda categoria e medida nula.
[Sugestdo: Examine o conjunto de Cantor no intervalo [0,1] e generalizagoes apropriadas. |

Questao 2.

Sejam 2 C R"™ um conjunto aberto, 1 <p < oo, f € LP(Q) e f, € LP(Q) VL e N.

(i) Se f, — f em LP(Q), mostre que existe subseqiiéncia ( ffk) C (f,) convergindo a f
quase sempre em (2 (i.e., fgk(m) — f(x) ao k — oo para quase todos os pontos x € ).
(i) Dé exemplo de fungdes f, f, € LP(2), £ = 1,2, ..., tais que f, — f em LP(Q) mas,
para cada x € Q, f,(z)/> f(z) ao £ — oo.

Questao 3.

Sendo F C R mensuravel, 0 < o <1 e f € L'(E) nio negativa com / f(x) du(x) > 0,
E

obtenha o limite (justificando seus calculos!)

AMa) = lim /mlog{l—i—( )}d 0<a <1

m — 00

Questao 4.
Sendo €2 a imagem do disco unitdrio A = {z € C:|z| < 1} pela aplicagio w = z + 22/2,
calcule a area de 2.

Questao 5.

(i) Enuncie o teorema do mapeamento conforme de Riemann, e dé exemplo de condigdes
que garantem a unicidade de tal mapeamento.

(7i) Obtenha explicitamente um mapeamento conforme daregiao Q2 ={z€ C: |z —2| < 2

e |z—1]|> 1} sobre o disco unitério.

Questao 6.
Seja f uma fungao meromorfa no plano com apenas um pélo no disco | z | < 1, dado pelo
ponto z = 1, sendo ademais este pélo simples. Nestas condi¢oes, mostre que os coeficientes

[e.e]
:Zanz”, |z <1

convergem a um limite finito, i.e., hm an, = b para certo b € C. Que relacao existe entre

n— oo

a, da série de poténcias

o limite b e o residuo de fem z =17



Programa de Pds-Graduagcdo em Matemdtica Aplicada
Instituto de Matemiética

Universidade Federal do Rio Grande do Sul

Exame de Admissao — Equacoes Diferenciais

Resolva as questoes abaixo. Sua solucao deve ser clara, concisa e completa.

Questao 1. Considerando o problema abaixo,

(efsinz(t)) 2’ (t)® + (etcosz(t)) 2’ (t) + e*Dtant = 0,
(1)

pede-se verificar se, para 6 > 0 suficientemente pequeno, existe solugao em J, = ] =9,6[7

Se existir, € a solugao unica em J;? (Justifique cuidadosamente sua resposta.)

Questao 2. Dada f: R?>— R continua, e dado b € R, considere o problema abaixo:

u(t) = f(t,u(t)),

@ u(0) = b

(i) Sendo a > 0 e uj,uz,...,uy € C1([0,a]) solucdes de (2) acima no intervalo [0,a],

mostre que v, w : [0,a] — R definidas por

IN
~
IN
s}

v(t) == | Join o un (1), w(t) = | max un (), 0

sdo solucdes de classe C*([0,a]) do mesmo problema.

(#i) Sendo uy,uz € C1([0,a]) solugdes em [0,a] de (2) tais que u;(a) < uz(a), mostre que
para cada v* € [uy(a),uz(a)] existe solugdo u* € C1([0,a]) do problema (2) satisfazendo

u*(a) = v* (fenomeno de Peano).

(i) Seja F(a) uma familia infinita de solucdes u € C1([0,a]) de (2), uniformemente
limitadas (i.e., existe M > 0 tal que |u(t)| < M paratodo 0 <t <a etoda u e F(a)),
e defina w:[0,a] — R pondo
w(t) == sup wu(t), 0<t<a.
u € F(a)

Mostre que w é de classe C1([0,a]), sendo ademais solugdo de (2) em [0, a].

Questao 3. Sendo  C R? aberto, seja u € CQ(Q,R) tal que, para cada & € (), tem-se

1

(3) u(E) S 47Tp2

/ u(x) do(x)

0B, (€)

para todo p > 0 suficientemente pequeno (ou seja, u é subharmoénica em ), onde B,(§)
denota a bola de centro & e raio p, i.e., B,(€) = {x €R®: |x — &| < p}, e OB,(£) éa
fronteira de B,(£). Mostre que Au > 0 em Q.

[Sugestdo: use identidade de Green com G(z) = ¥(|z — &|) — ¥(p), onde ¥(r) = —(4mr) L]



Questao 4. Considerando o problema abaixo,

U = 2Ugy + 22+, O<zx<l, t>0,
u(z,0) = 22, 0<z<1,
(4) ut(x,0) = 1, 0<z<1,

3u,(0,t) — u(0,t) = 0, t>0,

ug(1,t) = 2, t>0.

mostre que hd no maximo uma solugio u € C*([0,1]x[0,00[) N C*(]0,1[x]0,00]).

Questao 5. Sendo f € C°(R™ com f(xz) — 0 ao |z | — oo, considere a solucdo u de

u = Au, xeR" t>0
(ba)
u(@,0) = f(@), @ecR"

dada pela convolugao

|z —y?
1 N oS - A B
7-[- n

(i) Mostre que u(x,t) — f(x) ao t — 0, uniformemente em x € R"™

(i1) Mostre que u(x,t) — 0 ao t — oo, uniformemente em x € R".

Questao 6. Encontre aproximacdes de ordem £° e ordem ! para a solugio u = u(w,t; ¢)

do problema

Utt — Ugxe = €(u2+umx)zx7 reR, t>0,
(6) u(w,0;e) = f(@), weR
u(z,05¢) = —f'(x), r € R,

sendo |e| <« 1.
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