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Resolver os problemas abaixo, justificando cuidadosamente os seus argumentos.

Para isso, seja claro, conciso e completo.

Questao 1 (iteragoes de Picard). Considerc o problema de Cauchy

lu ;
B ] + u(x)?
dr

(0) =0

¢ as aproximacoes de Picard u,, € C*(R, R) dadas por ug =0 ¢, para n > 1,

) = T+ / o l(z‘)zdt, z e R.
Jo

Mostre que a seqiieneia () converge uniformemente em [ —~a, ¢ ] para cada 0 < o < n/2.

I a convergéncia uniforme em | — /2, 7/2[7 Justifique cuidadosamente.

Questao 2 (problemas de Sturm-Liouville). Considere o problema de Sturm-Liouville
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onde K € C'([a,b]), ¢, f € C%([a,b]) sdo funcdes dadas, com K(z) > 0. g(z) > 0 para
todo @ em [a,b], ¢ onde 'y, I'y € R sao valores dados.

(i) Mostre que, nestas condicdes, existe no maximo uma solugao u € C*(Ja. b[)NC ([a,b])
para o problema acima.

(7i) Se. ademais, tivermos I’y > 0, > 0 e f > 0em [a,b], entdo se terd u > 0 em [a,b].



Questao 3 (sistemas lineares). Sendo A matriz real nxn com Re X < 0 para todo auto-
valor A de A. e dada f € LP(0,x), onde 1 < p < 0o, considere o problema de Cauchy

i—j: Au(t) + f(t), $ 20
u(0) = 0.

() Mostre que existe constante C, > 0, dependendo apenas de A, tal que

N lpery € GUfllugy YT>0.

(¢2) Verifique se, nas condi¢es acima, segue necessariamente que u(t) — 0 ao t — oo.

T

Questao 4 (método de Lyapunov). Considere o sistema autonomo
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(i) Mostre que V(z,y) = z? + 2y* é funcio de Lyapunov para o sistema acima numa

vizinhanca do ponto de equilibrio (0,0).

(i2) Utilize V(r,y) acima para provar diretamente (i.e., sem utilizar o teorema de Lya-
punov) que (0.0) € assintoticamente estavel.
(717) Para quais dados iniciais (z(0),y(0)) = (z0,0) a solucdo (z(t),y(¢)) correspondente

converge a (0,0) ao t — co?

Questao 5 (equagdo da onda). Considere o problema

Uit = AUy T30, t >0
u(z,0) = =3, z>0

(1) Mostre que existe uma tnica solugio v € C?(Q) N CH(Q), @ ={(z,t): 2 >0, ¢ > 0 }.
(i¢) Qual a regularidade da solu¢ao u acima em 27



Questao 6 (método das caracteristicas para equagoes escalares de primeira ordem).
(7) Usando o método das caracteristicas, encontre u continuamente diferencidvel satis-

fazendo
Vil & Bty = 7, u(0,y) = e ¥ v y € R.

(i¢) Em que regido do plano (z,y) fica u(z,y) acima univocamente definida?

Questéo 7 (equacdo do calor). Sendo ug € L%(R), e considerando o problema de Cauchy

Ut = Ugg, $ER,$>O

w(,0) = wg(z), r €R,

considere, para t > 0, a solugio u(-, ) dada por

1 /QH-I‘f)'
vVidnt Jg

uy(y) dy, z € R.

L

(7) Enuncie a desigualdade de Young para o produto convolutivo e a utilize para mostrar
que u(-,t) € L?(R) para cada t > 0, tendo-se | u(-,t) ||[2{?) < | ug ”[2(:) para todo t > (.

(72) Para u(-.¢) dada acima, mostre que ao ¢ — 0 tem-se u(-,t) = ug em L%(R). i.c..

/ [u(z,t) —ug(z)|?dz = 0 a0 t—0 (t > 0).

R

Observagao: Se precisar, use que / e~ dy = Vva/A, dado A > 0 qualquer.
R

Questao 8 (equagdo de Poisson). Sendo By, a bola de raio R em R™, de centro na origem,
mostre que nao existe solugdo u € C*(Bg) N C'(BR) para o problema de Neumann

Au = 1, [ =& R
ou

on

0, lz| = R,



