LICAO 4
Transformacoes algébricas

Com esta licdo, estamos iniciando a parte pratica deste minicurso. Agora, o objetivo é desenvolver
técnicas que permitam descomplicar expressdes algébricas, o que viabilizard a resolucao de varios
tipos de problemas, como é o caso das equacdes.

1).— Objetivo de uma transformacgao algébrica: reducao, decomposicgao, ou fatoragdo
2).— Propriedades algébricas fundamentais

3).— Erros comuns em transformacdes algébricas

4).— Exercicios de decomposicao e redugao

5).— Resumindo e reforcando.

1).— Objetivo de uma transformacéo algébrica: reducéo, decomposicéo, ou fatoracéo

A traducdo imediata ou natural de um problema em notacao algébrica nem sempre produz ex-
pressdes algébricas apropriadas para trabalharmos. Por isso, é essencial conhecermos técnicas
capazes de transforma-las para um formato mais adequado para a resolucao do problema. Antes de
passarmos a essas técnicas, é importante termos em vista que toda transformacao algébrica tem um
de trés possiveis objetivos: reducao, decomposicao, ou fatoracdo. Passamos a apresenta-los.
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Reduzir

uma expressao algébrica que se apresenta como uma soma consiste em reescrevé-la na forma
mais condensada que for possivel reagrupando as parcelas de mesmo grau.

Exemplo modelo: 4x* +6x—5+8x% —2x> —3x+4=8x%+2x% +3x -5, onde jd aproveitamos
para escrever as parcelas em grau decrescente.

Decompor ou desenvolver

uma expressdo algébrica consiste em reescrevé-la na forma de uma soma de duas ou mais
parcelas. Usualmente, o desenvolvimento é seguido por uma redugdo, pois o objetivo disso
tudo é descomplicar a expressao inicial.

Exemplo modelo: (x—5)(2x—3) —3(x—2) =2x*> =3x— 10x+ 15— 3x + 6 = 2x> — 16x + 21.

Na primeira etapa dessa transformacao, a do desenvolvimento propriamente dito, usamos
a propriedade (a+ b)(c+d) = ac+ ad + bc + bd , que faz parte do elenco das propriedades
algébricas fundamentais que logo estudaremos.

Fatorar
uma expressao algébrica consiste em reescrevé-la na forma de um produto de dois ou mais
fatores.
Exemplo modelo: x*+5x2 = x2(x%+5) ; também poderia ter ficado como x*+5x% = x(x3+5x).

Conforme ja ficou evidente pelos exemplos acima, para efetuarmos transformacdes algébricas é
preciso conhecer e dominar as propriedades ou leis que regem as operagdes aritméticas com expres-
soes algébricas. Embora essas sejam as mesmas que regem as operacoes aritméticas com nimeros,
passaremos a listd-las e exemplifica-las.



2).—- Propriedades algébricas fundamentais

O conhecimento dessas propriedades é suficiente para decompor e reduzir bastante automatica-
mente qualquer expressdo algébrica, desde que estejamos atentos aos sinais envolvidos. Contudo,
a fatoracdo pode exigir maiores conhecimentos, vérias tentativas e criatividade. Devido a isso e
ao fato de a fatoracao ser muito mais 1til na resolucdo de problemas olimpicos, trataremos dela
nas duas licoes seguintes. Bem, mas antes de tudo, precisamos apresentar as propriedades ou leis
fundamentais que serao utilizadas em qualquer dos trés tipos de transformacdes algébricas.

Como as letras de cada expressdo algébrica representam ntiimeros, as leis que regem as operacoes
com expressoes algébricas sdo as mesmas que regem as operacoes aritméticas com nimeros: comu-
tatividade, associatividade, distributividade, etc. Vamos recordar e insistir apenas nas trés que sao a
maior fonte de erros entre alunos: as regras de sinal, a distributividade da multiplicacdo em somas e
aregra das poténcias.

Regras de sinal

. mais x menos = menos
e IMenos x menos = mais

Exemplos
5-(-8)=-40, (-5)-8=-40, (-5)-(—8)=40.
a-(-b)=-(ab)=-ab, (-a)-b=-(ab)=-ab, (—a)-(-b)=ab.

Distributividade da multiplicacao

Esta é a principal propriedade que usamos tanto na reducao como na decomposicao. A aplicacao
da distributividade em expressdes algébricas é totalmente anéloga a distributividade em expressoes
numéricas. Confira seus formatos bésicos:

e alb+c)=ab+ac

e alb—c)=ab-ac

e (a+b)(c+d)=alc+d)+blc+d)=ac+ad+bc+bd

e (a+b)(c—d)=alc—d)+b(c—d)=ac—ad+bc—bd

e (a-b)(c—d)=alc—d)—b(c—d)=ac—ad—bc+bd (éondeosalunos erram mais!)

Basta guardar a primeira lei. As demais sdo consequéncia fécil dela e das regras de sinal.

Exemplos

*2(5+3)=2-8=16, eusando a distributividade: 2(5+3)=2-5+2-3=10+6=16

e x(y+2z2)=xy+xz

¢ 2(7-3)=2-4=8, eusando distributividade e regra dos sinais: 2(7—-3)=2-7-2-3=14-6=8.
Exemplos

Quandoa=c e b=d, temos:

pela terceira lei: (a + b2=(a+b)a+b)=a*+ab+ba+b?>=a®+2ab+ b?,

pela quinta lei: (a—b)?> = (a—b)(a—b) = a> —ab—ba+ b* = a> —2ab+ b?,

pela quartalei: (a+ b)(a—b) = a’?—ab-ba+b*=a®-b*.

Essas trés identidades sdo de enorme utilidade e sdo o que chamamos de Trés Identidades Notdveis .
Dada sua enorme utilidade, desde ja procure memorizé-las. Na licdo seguinte serdo estudadas com
maior detalhes, bem como outras igualdades também importantes.

(a+b)%=a®+2ab+ b®
(a-b)? = a®-2ab+ b?
a’—-b?=(a+b)(a-Db).




Exercicio
Para cada expressdo a seguir, acrescente uma tinica parcela de modo a resultar numa expresséio que
possa ser escrita como um quadrado.

2 2
o 1?2-2uv  e4x’+8x el1-2a  ex’+y)? a b,

o 4y’ + 41?2 ¢ 9x?+1 L4l

Regra das poténcias

° xm X xn = xm+n

o ax™x bx" =abx™t"

° (xy)n = xl’l yn
Exemplos

Usando a Regra das Poténcias e a distributividade, mais muita atencao e paciéncia:
o (4a’?-a)a? =4a*-a® - a® - a® = 4a* - a°

. (a2 -a-— 1)(—a2) =a?. (—az) -a- (—az) - (—az) =—a*+dd + a?

o (1-2xy+5x?)(—4xy?) = —4xy> +8xy-xy*> —20x? - xy? = —4xy* +8x%y> - 20x3 2.

3).—- Erros comuns em transformacdes algébricas

Além de ser obrigatério memorizar as propriedades fundamentais vistas acima, outra dica bésica
para evitar erros é:

na duvida se uma passagem vale, ou ndo, teste com valores numéricos.
Também € importante ter bastante disciplina: escrever devagar, pensando na validade de cada
transformacao e cuidando para nao cair na tentacao de simplificar além do permitido.

Cuidado! Correto/justificativa

3#1, £#0, 2#2 Divisdo por zero nao tem sentido

Célculos impossiveis

V-4 #2 v/—4 nao é ntimero real
Distributividade —a(x—-2)#—-ax-2a —a(x-2)=(—a)(x)+(-a)(-2) = —ax+2a
(0 menos de —a vai junto)
Associatividade a—-(b-c)#(a-b)—c a—(b-c)=(a—b)+c,pois —(—c) =c;

8—(6-2)#(8—6)—2,pois8—4#2-2

Impossivel simplificar; por ex.,com x =1:
Fracoes 1 —%¢1+%:2.

1+1 —
v Mesma razao do caso anterior.

+b +bx _ bx _ b
1+ bx ol
Radiciacao V1itx#1+Vx Impossivel simplificar; por ex., se x = 3:
VaTh£varvh 2= VA= VI¥3#1+V3
Vxt+a’l#x+a Porex.:.x=a=1da v2=v1+1#1+1.
x+2)? #2(x+1)? B LD =220 1 ) =4 b I
Poténcias
(x+a)2;£x2+a2 (x+a)2:(x+a)(x+a):x2+a2+2ax
Exercicio

As passagens abaixo talvez ndo estejam incluidas na tabela acima, porém V. pode testar sua veracidade
com a Dica Bdsica (= teste com valores numéricos) .

V-Xx+a=-yx—-a?

VBx=5x?

6x+y_x+y?

6x—y_x—y

3

x(2x-1)2%2=(2x%2-1)22




4).—- Exercicios de decomposicao e reducao

Aqui, o objetivo € exercitar os resultados anteriores fazendo alguns exemplos das transformacdes
mais simples: a decomposicao (também chamada de desenvolvimento) e a reducao. Ficard para as

préximas licoes estudarmos o tipo mais técnico de transformacao: a fatoracdo

Exercicio

Decompor e depois, se for o caso, reduzir as seguintes expressoes:

» 3x%+(7-2x) - (2x* - 1) = (-3 -5x)

» —32-x)—(x-5)

» -3(2-x)—-5(x—4)

Exercicio

Completar as seguintes igualdades algébricas.

> ( |-o2=25x2-] J+16

> (Ax+[ P=[ J¥x+1

> ]+[ D2=0,0102+0,2bc+¢?
SUEDES T IR

Exercicio

> 2+x)-(1+1)
» (a?—b? - a’b?) - (—ab)
> (x4_x8y+y3).x4y3

> - D J+h=a2-[ ]
> (\/§x+|:])2=|:]+|:]+y2

> x-32=22 |

» (x+5)(x—5) = x? I:]

Decompor e depois, se for o caso, reduzir as seguintes expressoes:

» (a+1)2—(a®+1) » (u+1)® Dica: (u+1)72-(u+1)
> (x?+y%)? » (a+b+c)* Dica: (x+c)?>,comx=a+b
> (2x% -3y » (2a-3b+4c)?
» (a-2)2a-4)(1—-a) Dica:xyz=xy-z » (a—b+c—d)?
Exercicio
Decompor e depois, se for o caso, reduzir as seguintes expresgoes:
» _16a°b_ > Xy+y°—y
8ab?c? y
2
> % > ab+ac;)cc—bc
5).—~ Resumindo e reforcando

» Existem trés tipos de transformacoes algébricas
decomposicoes, reducoes e fatoracoes.

» Decompor ou desenvolver

uma expressao algébrica consiste em reescrevé-la na forma
de uma soma de duas ou mais parcelas.

>» Reduzir

uma expressao algébrica consiste em reescrevé-la na forma
mais condensada possivel; tipicamente, isso é feito agluti-
nando parcelas de mesmo grau.

>» Fatorar

uma expressao algébrica consiste em reescrevé-la na forma
de um produto de dois ou mais fatores.

Problema

» Propriedades algébricas fundamentais

enfatizamos a regra dos sinais, a distributividade da mul-
tiplicagdo e a regras de poténcias. E essencial domin4-las
perfeitamente, pois sdo a mais comum fonte de erros dos
alunos.

> As trés identidades notaveis

de enorme utilidade, é indispensdvel memoriza-las:
(a+b)%=a®+2ab+b?

(a-b)%=a®-2ab+b?

a?-b? =(a+b)(a-b).

Que padrdo geral sugerem as igualdades: 2 x4+1=9,3x5+1=16,4x6+1=25,9x11+1=1007?
Expresse-o verbalmente e via igualdade algébrica; prove que vale sempre.

Problema

Escolha qualquer ntimero inteiro de dois digitos e calcule seu quadrado. Depois, inverta aqueles dois
digitos e calcule o quadrado do niimero resultante. Quando a diferenca dos dois quadrados também
for um quadrado, quem pode ser o ntimero original?

Dica. Denotando por a e b tais digitos, V. devera chegar a uma equacio tipo @ — b? = 11, a qual pode
ser resolvida por tentativas facilmente, se usar uma identidade notavel e que a e b sdo digitos.



