Prova nivel 11l da Olimpiada Regional de Matematica Grande PoA 2009.

e PROBLEMA 1.-

Achar todos os niimeros primos que podemn ser escritos como n® — 1, onde n = inteiro > 1.

Resolugao:
Questoes sobre primalidade ficam melhor encaminhadas se envolverem produtos. No caso,
basta usar a identidade classica:

nd—1 =(n—1)(n2+n+1),
a qual mostra que n = 2; logo, o inico niimero que serve é 7.

e PROBLEMA 2.-

Chamaremos de casa de Einstein de um numero irracional a primeira casa, depois da
virgula, de sua expansao decimal que é seguida por um bloco de trés digitos iguais. Assim
sendo, pede-se:
a) Mostrar que, para cada n inteiro > 1, existe um ntimero irracional cuja casa de Einstein
é a n-ésima casa decimal.
b) Mostrar que existem ntimeros irracionais sem casa de Einstein.

Resolugdo:
Usaremos um ntunero irracional de expansao decimal das mais simples:

ro =0,10110111011110...

a). Para se entender mais rapidamente a solugao, tomemos um caso concreto: n = 3.
Modifiquemos o irracional xg incluindo o bloco 222 a partir da quarta casa decimal:

rqe = 0,10122210111011110...

7
E imediato que z, é um irracional que tem casa de Einstein na 3-ésima cada decimal. Uma
construcao analoga para os demais valores de n.

b). Os tnicos blocos repetivos de trés digitos de zg sao os da forma 111. Assim, para
resolver esse item, basta destruirmos esses blocos, substituindo-os por 112. O que da:

rp = 0,10110112011210112110112112011211210... .



e PROBLEMA 3.-

Expresar o valor da soma abaixo sob a forma de uma fracao irredutivel:

S = L + L + L +...+ L
1.4 4.7  7-10 777 31-34°

Resolugao:
O formato das parcelas sugere a possibilidade de trasnformarmos a soma dada em uma
soma telescopica. Com efeito, a parcela genérica é:

1 1 1 1
(1+3n)(4+3n) 3(1 ¥3n 4+3n)'
De modo que:
- (D))
Conclusao: S = 11/34.

e PROBLEMA 4.-

Definamos a sequéncia de fungoes fo, fi1, f2, ... do seguinte modo:

fo(z) = —21 (Vo > 1), falz) = fo(fai(x)), (Vn>1,2>1)

Pede-se o valor numérico de fanpg (1234).

Resolugdo:
O alto valor de 2009 e o bom senso sugerem que deve haver alguma repeticao na expressao
analitica dessas funcoes. Assim, desenvolvemos os primeiros casos:

z 1
1_ —
fi(z) = fo(fo(x)) = \/1— \/7 \/7

1 — 22
fa(z) = fo(fi(z)) = 4/1 = =1/1—(1—22) =
fa(z) = fo(fa(x)) = fo(fC)

De modo que temos a repetigao ciclica:




a qual mostra que, como 2009 = 3 x 669 + 2:
f2000(1234) = f2(1234) = 1234.

Observagao:

. . . .
a resolugao acima nao se preocupou com o dominio das f,,. Se levarmos em conta que [y
foi definida apenas para x > 1, a mesma restricao tera de valer para as demais f,. Ora, se
interpretarmos o problema como formulado no contexto de funcoes de valores reais, isso
faria com que fa(x) = 1/v/1 — 22 nao tenha sentido, e a resolucao do problema tamhbém
poderia parar por aqui.

e PROBLEMA 5.—

Suponha que, para um certo ntmero real r, ocorra que r + % seja um numero inteiro.

Pede-se provar que isso implica que, para todos os n inteiros positivos, também seja inteiro
o valor de:

1

n
r —I—rn.

Resolugdo:
procuremos demonstrar por indu¢ao matematica. Para n = 2, o resultado é imediato de

9 1 1\2
r+—2:(r-|——) — 2.
r r

Para n > 2, temos:

1 1 1 1
n+1 _ n n—1
= () () - (T ),

Dessa igualdade, vemos que o resultado é consequéncia do seguinte argumento de inducao,

onde por ¢, indicaremos a afirmacao “(r" + %n) é inteiro”:

c1 é dado

Cl1 — C2

Cl1 € Cy — C3
C1,C2 € C3 — C4
C1,C3 € C4 — Cj
C1,C4 € C5 — Cg
etc, ete.



