Prova nivel 11l da Olimpiada Regional de Matematica Grande PoA 2008.

¢ PROBLEMA 1.-

O valor da soma abaixo é um numero inteiro que pede-se calcular:

1 1 1 1
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Solugdo:
Usando o classico processo de racionalizacao dos denominadores:
1 1 Va—+vb  \Ja—+/b
Va+Vh o Vatvh Ja-vb o a=b
calmos numa soma telescépicas:

VI-VE VI-VE V-V /39— VI00 VI VI

—1 -1 —1 -1 -1

—/100—1 = 10—1 = 9.

¢ PROBLEMA 2.-

Consideremos a soma: )

o=r-4+ —.
r

Pede-se:
a) achar todos os valores inteiros de r para os quais o valor de tal soma é um niimero
inteiro positivo.
b) achar todos os valores racionais de r para os quais o valor de tal soma é um nimero
inteiro positivo.
¢) achar todos os valores irracionais de r para os quais o valor de tal soma é um nimero
inteiro positivo.
Solugdo:

Obviamente, temos de descartar a possibilidade r = 0, e como a soma de negativos é um
negativo, segue que podemos nos restringir aos r > 0, em qualquer um dos trés casos da
questao.

a) Casos de r inteiro positivo. O casor =1dd o =1+ 1 = 2; mas os casos r > 1 fazem
com que o seja a soma de um inteiro com um numero fracionario entre 0 e 1, de modo
que o s6 pode ser inteiro positivo no caso de r = 1.



b)

Casos de r racional positivo. Em vez de sairmos de r racional e examinarmos quando o
correspondente o pode ficar inteiro positivo, facamos o contrario: examinemos quando
o inteiro positivo pode dar um correspondente r racional. Para isso, observamos que
para cada o os correspondentes r sao as solugoes da equacao:

c+\Veo?—4
5 .

1 2
r+—-=¢ . r —0or+1=0 .. r=
r

E facil se ver que temos trés possibilidades a estudar: ¢ = 1,2, > 3.

A possibilidade ¢ = 1 impede r ser niimero real. A possibilidade ¢ = 2 produz r =1,
a qual corresponde a solucao inteira (logo racional) ja encontrada no item (a). Assim
que resta examinarmos a possibilidade de algum ¢ > 3 dar r racional.

: : : : ot+/02—4
Ora, como estamos trabalhando com inteiro o > 3, é imediato que r = —Y5—— sera

racional quando e sé quando Vo2 — 4 for um niimero racional. Por outro lado, 02 —4 é
um niimero inteiro, é entdo sua raiz quadrada ou é um niimero inteiro (quando o2 — 4
for o quadrado de algum inteiro) ou é um nimero irracional (quando ¢ — 4 nao for o
quadrado de nenhum nimero inteiro). Consequentemente, vemos que r serd nimero
racional quando, e s6 quando, o — 4 for igual ao quadrado de algum inteiro.

Resumindo:
sO teremos um r racional associado aos valores o = 3,4,5,--- se encontrarmos algum
quadrado na lista

9—4,16—4,25—4,-- .

7
E bastante intuitivo que nunca poderemos encontrar um tal quadrado, pois compara-
ndo os valores acima com os sucessivos quadrados de inteiros, temos:

22 —4<9-4<32=9<16-4<4’>=16<25-4<5°=25<36—-4<6>=36<---

Contudo, como podemos provar rigorosamente a tal nao existéncia? Uma maneira é
provarmos que

(0'—1)2<O‘2—4<0'2—3<0'2—2<0'2—1<0'2, Vo > 3.

A prova desta ultima afirmacao segue do fato de que, sendo ¢ = 3,4,5---, temos
20 —1=5,7,9,--- >4, e entao:

(c—1)Y2=0*-20+1=0>—(20-1) <o’ -4 <o’

Conclusao: existe apenas um valor de r dando o inteiro positivo: é o mesmo r = 1
que tinhamos encontrado no caso (a).

(Observacao: o texto acima é muito mais que uma mera resolucao é uma explicacao
detalhada da questao. Estamos assim fazendo pois que muitos participantes da prova
mostraram dificuldades conceituais e técnicas.)

Resta examinarmos a possibilidade de r irracional produzir valores inteiros positivos
para o.



Voltemos a examinar a expressao de r em termos de o, agora estudando a possibilidade
de tal r ser um ntmero irracional:

c++\Veo?—4
2 .

r =

Ora, pelo que ja foi feito acima, podemos afirmar que a raiz quadrado do ntmero
inteiro 02 — 4 ou é um niimero inteiro (quando ¢ = 2 ) ou é um nimero irracional
(quando o > 3). Isso nos permite chegar & seguinte conclusao:

Para cada ¢ = 3,4,5,--- temos exatamente dois valores irracionais de r tais que
r+ 1/r = 0. Esses dois valores sao:

oc—+Veo2—14 o+ Vo2 -4
r = s r =
2 2
¢ PROBLEMA 3.-
Consideremos a sequéncia de funcoes fo, fi, f2, f3, -+ definida do seguinte modo:
1
f()(.r):ﬁv faz) = fo(fa-1(z)), Vn=1,2,3,---.

Pede-se o valor numérico de fapoz(—1/9).
Solugdo:

iniciemos calculando a expressao analitica de algumas dessas func¢oes, de modo a ter uma
idéia inicial:

1 1 l—2z z-1 1

hla)=holhl) == =" =5 =1,
1—z

1 1
fa(z) = fo(fi(z)) = T~ A 1-1+1° "

1 1
fs(z) = fo(fa(z)) = T~ hl) 1-1 fo(z).

Fica, assim, facil de se ver que a sequéncia fo, f1, f2, f3, f4, f5,- -+ consiste, na verdade,

numa repeticao periodica:
f07f17f27f07f17f27f07f17f27' o

Consequentemente, como 2008/3 = 669 x 3 + 1:
fao0s = fi.

Logo, a resposta do problema é

fa008(—1/9) = fi(—-1/9) =1 — %/9 =1+9=10.



¢ PROBLEMA 4.-

Consideremos a seguinte familia infinita de matrizes quadradas:

01000
0100
01 0 1010 0
0 1 1010
0 10 1, 0101 0/,
1 0 01 0 1
01 0 00101
00 10
00010

Pede-se calcular o valor numérico do determinante da matriz n x n desta familia, quando
n = 2008. Justifique sua resposta.

Solugdo:

Por célculo direto, é imediato vermos que 1 = 0,02 = —1,3 = 0. Como ainda nao se pode
ver nenhum padrao na sucessao dos valores, vejamos o calculo dos determinantes de ordem
> 4. Um breve pensar nos mostra que esse calculo fica imediato se fizermos a expansao
do determinante em termos da primeira coluna, pois nela todos os elementtos sao nulos,
exceto um deles. Vejamos, por exemplo o célculo do caso 4 x 4:

01 0 0
1 0 1 0 L oo 0 1 0 0
det =—det| 1 0 1 |=—(det — det + 0det )
0 1 0 1 1 0 1 0
0 1 0
0 01 0
Ou seja:
0 1 0 0
1 01 0 0 1
04 = det = —det = —d2
0 1 0 1 1 0
0 0 1 0

7

E imediato vermos que o que ocorreu no caso n = 4 continua ocorrendo em todos os casos
n X n, com n > 3. Ou seja: nesta familia de matrizes, o determinante da matriz n x n fica
reduzido ao determinante da matriz n — 2 x n — 2, através da relacao recursiva:

5n = _5n—2, Vn > 3.

Iterando a recursao acima, é imediato vermos que: as matrizes de ordem impar tém de-
terminante nulo e o das pares é ou -1 (como no caso da d3) ou +1 (como no caso da d4).
Mais precisamente:

Sor = (=1)F, Vk>1

em particular: dopog = +1.



e PROBLEMA 5.-

Mostrar que
3%3+3 — 26n — 27

sempre é um multiplo de 169, qualquer que seja o valor de n inteiro positivo.
Solugdo:

A natureza da questao sugere uma prova por inducao matematica, que é o que passaremos
a fazer.

n=1:

33143 _26n —27 =35 -26-27 = 27-27-26—27 = (27— 1)-27—26 = 26-26 = 676 = 4-169.

n — n+l1l:
Supondo que exista k tal que: 33"+3 — 26n — 27 = 169 - k, entao:

33+ _96. (n + 1) — 27 = 27 3°"+3 — 26n — 26 — 27
= 27[3%"F3 — 26n — 27] + 26n(27 — 1) + 27(27 — 1) — 26
= 27[3%"F3 — 26n — 27] + 26126 + 27 - 26 — 26
= 27 - 169k 4 26126 4 26(27 — 1)
— 27169k + 4 - 169n + 4 - 169



