Prova nivel 11l da Olimpiada Regional de Matematica Grande PoA 2007.

Instrucoes:

A duracao desta prova é quatro horas

Cada problema vale 20 pontos

Todas suas respostas devem ser justificadas

Nao use uma mesma folha para resolver mais de um problema
Em cada folha, escreva o ntunero do problema que esta resolvendo
V. pode solicitar papel de rascunho adicional

Nao é permitido o uso de calculadora ou celular.

¢ PROBLEMA 1.-

a) Partindo direto da defini¢ao de ntmero irracional, demonstre que V6 é irracional.
b) Usando o resultado anterior, decida se o nimero V2 +1/3 é irracional ou nao, demons-
trando detalhadamente sua conclusao.

Solugao:

a) Mostremos por absurdo que V6 é irracional. Se isso nao fosse verdade, terfamos que
V6 = m/n, com m e n inteiros positivos e relativamente primos. Disso resultaria que
m? = 6n? = 2. 3n?, logo m? seria um nimero par e entdo o préprio m teria de ser
par: m = 2k, para algum k inteiro. Ficarfamos, entdo, com 4k? = 6n?, ou 2k? = 3n?,
que mostra que 3n” teria de ser par, e isso implica que n tenha de ser par: n = 2k,
para algum inteiro k’. Logo m/n poderia ser simplificdvel para k/k’: absurdo.

b) O aluno deve estar bem ciente de que a soma de niimeros irracionais nao precisa ser,
necessariamente, um ntmero irracional. Por exemplo, 2 4+ v/2 e 2 — /2 sio irracionais
mas sua soma ¢ um numero inteiro. Assim, no caso da presente questao, o fato de
V2 e /3 serem irracionais nao é razio suficiente para podermos afirmar que sua soma
também é irracional. Precisamos fazer um estudo mais aprofundado.

Se V24 /3 for um niimero racional, seu quadrado também seria racional: 242v/2v/3+
3 = 5 4 2v/6= racional, de onde tirarfamos que v/6 teria de ser racional, o que é um
absurdo frente ao item anterior.



¢ PROBLEMA 2.-

Numa equacao cibica do tipo 22 4+ bz? + cz + d = 0, temos que z = —b é uma de suas
raizes quando, e s6 quando, a equagao tiver duas raizes simétricas. Prove isso.

Solugdo:

a) Mostremos que se a equacao tem duas raizes simétricas, digamos r e —r, entao —b tem
de ser uma raiz.

Indiquemos por A a terceira raiz. Temos de ter a identidade:

$3—}—bx2+cac—}—d:(x—r)(x —{—r)(x—/\):(xz—rz)(x—/\):J:3—/\$2—r21;—}—/\r2.

Igualando os coeficientes de mesmo grau, obtemos b = —\, de onde A = —b.
b) Mostremos que o fato de & = —b ser uma raiz implica que a equagao tenha duas raizes
simétricas.

Como —b é raiz: —b® + 0% — bec +d = 0, ou seja: be = d. Ainda, por ser —b raiz,
dividindo 23 + bz2 + cx + d por x + b e usando bc = d, obtemos a fatoragao:

22 Lbrlter+d= (:c—l—b)(;vz—l—c).
Disso segue que as duas outras raizes sao as raizes de 22 + ¢ = 0, as quais sao ou dois

ntmeros reais simétricos (se ¢ < 0) ou dois niimeros imaginarios puros conjugados (se
¢ > 0), logo simétricos.

e PROBLEMA 3.-

Mostre que, para qualquer n > 2007, inteiro, vale:
1 1 1 2006
oo ) (1= o) o (1) = 5
( 20073 20083 n3/ = 2007

Solugao:
Da identidade 1 — 23 = (1 — x)(l +z+ ;cz), colocando = = 1/k, obtemos

1 1 11 1 1. k=1 k+1
- =(1= D4+ ) > (1= D+ 7)== 2

Com 1sso, podemos escrever:

(1_ 1 )( _ 1 )___(1_i)>2006_2008.2007_2009_”71—1_n+1
20073 20083 72007 2007 2008 2008 n n

n3
Reordenando os termos:

(1_L>(1_;>___( _i)>2006_2007.__71—1.2008.2009_._71—}—1
20073 20083 ~ 2007 2008 n 2007 2008 n

n3



Simplificando:
(1 1 )(1 1 ) (1 1>>2006 n—|—1>2006
20073 20083 nd) 7 n 2007 7 2007

e PROBLEMA 4.-

Dizemos que um ponto S do plano euclidiano é uin ponto de simetria de uma funcgao f :
se para todo ponto P do grafico de f, distinto de S, tivermos que na reta por P e S existe
um outro ponto P’ do gréfico de f que é tal que P e P’ sdo eqiiidistantes de S. Assim

sendo, pede-se:
a) provar que se (a,b) é um ponto de simetria de f, e a estd no dominio dessa funcao,
entao b = f(a).
b) provar que se uma funcao f for fmpar (ou seja: f(—z) = —f(z), para todos os © € R)
entao f tem um ponto de simetria.

Solugao:

a) Dizer que b # f(a) é dizer que o ponto (a,b) nao estd no grafico da fungao. Ora,
como ele é ponto de simetria desse grafico, disso seguira que na vertical pelos pontos
(a,b),(a, f(a)) tem de existir um outro ponto, digamos (a,b’), no gréfico da funcao.
Mas isso equivale a dizer que a funcao tem dois valores em a: f(a) e b, o que é absurdo
frante a definicao de funcao.

b) Provemos que o ponto (0,0) é ponto de simetria de toda funcao impar. Com efeito,
dado qualquer ponto, (x, f(z)), no grafico dessa fun¢ao, o simétrico do mesmo em

relagao ao ponto (0,0) é (7—30, —f(2)) = (==, f(—x)).

e PROBLEMA 5.-

Provar que 2" — 1 sempre é divisivel por 3, qualquer que seja o valor de n inteiro positivo.

Solugao:
A prova fica facil se usarmos indug¢ao matematica.

-Para n = 1: 2" — 1 = 3 ¢é divisivel trivialmente por 3.
-se valer para n = k > 1, provemos que tem de valer para n =k + 1. Ora,

e dal sai facilmente que o caso n = k + 1 também tera de ser divisivel por 3.



