Soluções da prova de nível 2 da ORM
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Começamos desenhando uma reta numérica e colocando os pontos 0 e 19. Como a primeira distância é 2, marcamos nossos primeiros três pontos:
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Como temos que ter uma distância 7, colocamos o ponto 7 na reta. Isso nos dá distâncias que não são incompatíveis com o problema:
As distâncias entre esses 4 pontos são: 2, 7, 19, 5, 17 e 12. Finalmente, colocando o ponto 15 na reta obtemos o seguinte:
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Com esses pontos as distâncias são: 2, 7, 15, 19, 5, 13, 17, 8, 12, 4, que são compatíveis com os dados do problema. Logo, k = 12.
Note que vale também:
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Nessa distribuição também temos k = 12.
2. Lembremos que:

· n e n2 têm a mesma paridade: (par)2 = par e (ímpar)2 = ímpar;

· a soma ou diferença de números de mesma paridade é um número par: (par ± par = par e ímpar ± ímpar = par).

· A soma ou diferença de números de paridades distintas é ímpar.

Solução:
a) Não, pois n2 + 2 = par. Se n = ímpar, então teremos par – ímpar = ímpar.

b) Não. Como na situação anterior, teremos par + ímpar = ímpar.

c) Não, pois temos n2 sempre par. Se n = par, n + 5 = ímpar. Então n2 + n + 5 = ímpar.

d) Não, pois n2 é sempre par, n2 + 5 = ímpar.

e) Não, se n é par, n3 = par, + 5 = ímpar.
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3. Solução:

O triângulo CPB é isósceles e PR é a mediana, então PR a é altura e ^CRP = ^BRP = 90°.
Como PTR é um triângulo eqüilátero, tem-se:

^PRQ = ^PQR = ^RPQ = 60°, logo ^BRQ = 90° - 60° = 30° e ^BQR = 180° - 60° = 120°, logo ^ABC = ^QBR = 180° - 120° - 30° = 30°.

Portanto, o triângulo BQR é isósceles, com BQ = RQ, como RQ = PQ resulta que Q é o ponto médio de BP, isto é, PQ = BQ.

Temos também que ^BCP = ^PBC = 30°, pois CPB é isósceles, e ^RPC = 90° - 30° = 60° e ^APC = 180° - 60° - 60° = 60°.
Assim, os três triângulos retângulos CAP, CRP e BRP são iguais, e área(CAP) = área(CRP) = área(BRP) = 1/3 área(ABC) = 9.

Temos área(BRP) = área(PQR) + área(RQB). Como os triângulos PQR e RQB têm seus lados PQ e BQ em uma mesma reta, com um vértice comum e PQ = BQ, área(PQR) = área(RQB). Logo área(PQR) = ½ área(BRP) = 9/2.
4. Os números que completam a primeira condição estão na forma:




a, a + 7
com
1 ≤ a ≤ 93

    Como o produto deve ser um múltiplo de 5, temos:




a = 5k
        com 
1 ≤ k ≤ 18


ou
a + 7 = 5k;
a = 5k – 7
com
2 ≤ k ≤ 20

     Entre 1 e 93 existem 18 múltiplos de 5; então existem 18 pares da forma




5k, 5k + 7
com
1 ≤ k ≤ 18.

   Como 8 ≤ a + 7 ≤ 100, entre 8 e 100 existem 19 múltiplo de 5, isto é, há outros 19 pares da forma:




5k – 7, 5k
com
2 ≤ k ≤ 20.

   Como estes pares são todos distintos, então existem 37 maneiras de eleger os dois números.

5. Sejam a, b, c, d, e os cinco números inteiros positivos que satisfazem o exigido no problema (sua soma é igual ao seu produto).

a + b + c + d + e = abcde, onde 0 < a ≤ b ≤ c ≤ d ≤ e.

Dividindo por abcde os dois lados da equação anterior, temos o seguinte:
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Como e é o maior de todos os números, cada fração é menor ou igual a 

o que faz com que abcd ≤ 5.

Portanto a = b = 1 e c = 1 ou c = 2. Se c = 1, então 3 + d + e = de. Deste modo d ≠ 1. Se c = 2, então 2d ≤ 5 → d = 2 e então a + b+ c + d + e = abcde proporciona e = 2.

Obtemos três soluções: {1,1,1,2,5}, {1,1,1,3,3} e {1,1,2,2,2}.
