
OLIMPÍADA REGIONAL DE MATEMÁTICA – GRANDE PORTO ALEGRE, 2006
NÍVEL 3

Instruções:
Duração da prova: 4 horas.
Cada Problema vale 20 pontos.
Não se pode usar máquinas de calcular, celulares ou anotações.
Indique sempre em cada folha de resposta seu nome e o número do problema que você está resolvendo.
Não utilize uma mesma folha para resolver mais de um problema.
Justifique cada uma das respostas.

PROBLEMA 1. No universo dos números inteiros  x , y1 , quais deles são soluções do sistema 

de equações:  xyxy=71 ,  x2 yxy2
=880 .

SOLUÇÃO. De  xy x y=880 e  x y=71− xy , obtemos

xy2−71xy880=0

As soluções dessa equacão são  xy=55  e  xy=16 .

a)   Na   possibilidade   xy=55 ,   obtemos   x y=71−55=16   e   daí   ficamos   com   a   equacão 

quadrática  55= x 16− x , ou  x2
−16x55=0 , a qual tem como solucão  x=11  e  x=5

, o que dá  y=5  e  y=11 , respectivamente.

b)   Na   possibilidade   xy=16 ,   obtemos   x y=71−16=55   e   daí   ficamos   com   a   equacão 

quadrática  6=x 55−x  , ou  x2
−55x16=0 , a qual não tem como soluções inteiras.

PROBLEMA 2. Temos um triângulo do qual se sabe que todos os ângulos são agudos e que suas 

medidas, em graus, são números primos. Pede­se achar os valores dessas medidas de ângulos.

SOLUÇÃO.  Como   abc=180 ° e como as medidas são números primos e inferiores a 90, 

segue que  a=2 ° . Logo:  bc=178° . As soluções primas e menores do que 90 dessa equação 

só  podem  ser   b=c=89 ° ,   como  se  determina   estudando  diretamente  as  possibilidades  para 

valores de  b .
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PROBLEMA 3. Decidir quem tem o maior valor numérico:

10150 ou  10050
9950 ?

SOLUÇÃO. Basta verificarmos se  10150
−9950  é <  10050  ou > 10050 . Para tal, é suficiente 

verificar se


101
100



50

−
99

100


50

1 ou1 .

Observemos que  
101
100

=1
1

100
 e que  

99
100

=1−
1

100


Daí, colocando  =
1

100
, observamos que o binômio de Newton nos permite escrever:
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
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2
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De modo que:

1
50
−1−

50
=2⋅50⋅

50⋅49⋅49
2⋅3


3
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1
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=1 .

Resumindo: 
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PROBLEMA 4.  Consideremos um triângulo retângulo   ABC ,  os catetos   AC   e   BC   do 

qual tem medida igual e unitária. Para cada ponto  P  da hipotenusa  AB , tracemos desde  P  

as perpendiculares aos catetos. Denotemos por  Q  e  R  as intersecções dessas perpendiculares 

com os respectivos catetos. Assim sendo, para cada escolha de  P , obtemos três novas figuras: 

dois triângulos,  APR  e  PBQ , e um retângulo,  RPQC .

Pede­se provar que ao menos uma das três novas figuras tem   área
2
9

,  qualquer que 

tenha sido a escolha de  P  sobre a hipotenusa  AB .

SOLUÇÃO. Coloquemos o vértice  A  na origem de um sistema de eixos cartesianos e o cateto 

AC sobre o eixo das abscissas, e isso de modo que  C tenha abscissa um. Indiquemos por  x  

a abscissa de  R , de modo que  AR tem medida  x e  RC medida  1−x .

Assim   sendo,   é   imediato   vermos   que   a   área   de   APR é   y=
x2

2
,   a   área   de   PBQ é 

y=
1− x2

2
e a área de  RPQC é  y=x 1−x  .

Abaixo está o desenho do gráfico dessas funções de  x .

Dos gráficos, fica imediato vermos que tudo o que resta fazer é calcular a ordenada dos pontos  E  

e  F .

Para   achar   a   ordenada   de   E ,   achemos   sua   abscissa.   A   mesma   é   solução   da   equação: 

x 1− x=
1−x 2

2
a qual pode é imediata de se resolver e que nos dá como abscisa de   E : 
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x=
1
3

. Logo a ordenada de  E é 
1
3
⋅

2
3
=

2
9

.

Semelhante, para achar a ordenada de  F , achemos sua abscissa. A mesma é solução da equação: 

x 1− x=
x2

2
a qual pode é imediata de se resolver e que nos dá como abscisa  F de :  x=

2
3

. 

Logo a ordenada de é F  é 
1
2
⋅

4
9
=

2
9

.

Com as ordenadas de  E e  F , bem como o gráfico acima, fica imediato provarmos a afirmação 

feita.

PROBLEMA 5. Seja  x um número  racional  positivo  que é  considerado ser uma aproximação 

de  2 . Pede­se mostrar que uma aproximação ainda mais exata do que  x é 
x2
x1

.

SOLUÇÃO.  ∣
x2
x1

−2∣=
2−1∣x−2∣

1x
≤2−1∣x−2∣∣x−2∣ .


