Prova nivel 11l da Olimpiada Regional PoA 2004.

e QUESTAOQ 1.-

Considere o nimero 0.112358314... onde cada digito, a partir do terceiro, é obtido somando os dois digitos
anteriores e ficando-se apenas com o digito das unidades, desprezando o das dezenas. Esse nimero é racional
ou irracional? Justifique.

Solugdo:

Pode-se verificar que o nimero dado é racional meramente produzindo mais alguns de seus digitos, através
da lei de formacao dada, e verificando-se que a partir de uma certa casa decimal temos um bloco de digitos
que repete-se indefinidamente. Contudo, vejamos uma maneira mais elegante e matematica de chegar a
mesma conclusio.

Para isso, observemos que se algum par de digitos consecutivos (pdc), como o 35, ocorrer uma segunda
vez, teremos um bloco de digitos consecutivos 3583145... que terminard num novo pdc 35, e esse bloco
3563145...35 continuaria repetindo-se indefinidamente, o que caracterizaria a racionalidade do niimero dado.

Bem, embora nao possamos garantir que o pdc 35 se repita, como a quantidade de pdc ¢ finita (com
efeito, com os dez digitos (0,1,2,3,4,5,6,7,8,9) podemos formar apenas 100 pdc), é impossivel preencher as
infinitas casas decimais do nimero dado sem que haja a repeticdo de ao menos um pdc, o que implica na
racionalidade do nimero dado. Pode-se dizer que a obrigatoriedade dessa repeticdo é a mesma que ocorreria
ao distribuirmos infinitos pombos em 100 ninhos: fatalmente terfamos no minimo um ninho ocupado por
dois ou mais pombos (Principio do Pombal).

e« QUESTAOQ 2.-

Cada funcionario de certa empresa entrou com R$ 12 000 num plano de investimento que envolvia duas
etapas e cujas regras eram aplicadas a cada investidor individualmente:
a) etapa I:
tera um dos seguintes resultados, os quais tem probabilidade distinta de ocorrer:
=ou o investidor lucra 1/2 do que investiu
=ou o investidor perde 1/3 do que investiu
b) etapa II:
a quantia que, ao final da etapa I, tocou a cada investidor foi toda investida novamente num outro
investimento que tem duas possibilidades equiprovaveis de ocorréncia:
=ou o investidor ganha 1/4 do que investiu nesta etapa
=ou o investidor perde 1/2 do que investiu nesta etapa
Ao final de um ano, terminadas as duas etapas, se constatou que 70% dos investidores perderam dinheiro.
Pergunta-se:
qual o valor numérico da probabilidade de ocorréncia de cada alternativa da etapa 17

Solugdo:

Havendo apenas dois eventos na primeira etapa, indiquemos por p a probabilidade de ocorréncia do primeiro
deles e, consequentemente, por 1 — p a probabilidade do segundo. Assim, no final da primeira etapa temos
uma probabilidade p de ter acumulado (14 1/2) % 12000 = 18 000 reais e uma probabilidade 1 — p de termos
ficado com (1 —1/3) % 12000 = 8 000 reais.

Isso produz duas possibilidades de capital acumulado no final da segunda etapa:
a) Se no final da primeira etapa tinhamos ficado com 18 000 reais, teremos uma probabilidade de 0.5 * p
de terminar a segunda etapa com (1 4 1/4) x 18000 = 22 500 reais e uma probabilidade de 0.5(1 — p)
de terminarmos essa segunda etapa com (1 — 0.5) * 18 000 = 9 000 reais.



b) Por outro lado, se tinhamos terminado a primeira etapa com 8 000 reais, teremos uma probabilidade de
0.5p de terminar a segunda etapa com (14 1/4)*8 000 = 10 000 reais e uma probabilidade de 0.5 (1—p)
de terminar essa etapa com (1 — 0.5) * 8000 = 4 000 reais.

Examinando as quatro possibilidades de resultado final, é imediato vermos que se perde dinheiro em trés
delas: 9000, 10000,4 000, e que a probabilidade de ocorrer essa perda é 0.5(1—p)+0.5p+0.5(1—p) = 1—0.5p.
Ora, como foi informado que 70% dos investidores perderam dinheiro, segue que temos 1 — 0.5p = 0.7, de

modo que p = 0.3/0.5 = 0.6. Ou seja: p = 60%.

« QUESTAO 3.-

Consideremos um triangulo isésceles ABC cuja base AB mede 4 metros e a altura do ponto C em relagao a
essa base é de 3 metros. Na bissetriz do angulo de vértice C, consideremos um ponto mével P.

Para cada posicao de P, tracamos por P trés retas, cada uma delas paralela a um dos lados do triangulo. Com
esse tragado, dividimos o triangulo em seis regides: trés pequenos triangulos e trés quadrilateros, cada um
dos quais tem um dos vértices do triangulo. Chamemos de R a regiao formada pelos trés tais quadrilateros.
Pede-se achar a posicdo de P que produz um valor médximo para a area de R.

Solugdo:

Esse problema ficara mais facil de ser resolvido se usarmos Geometria Analitica. Para isso, tracemos um
sistema de eixos cartesianos cujo eixo de abscissas contém a base AB do triangulo e cujo eixo de ordenadas
passa pelo vértice C, conforme mostra a figura anexa. E imediato verificarmos que A=(-2,0), B=(2,0) e
C=(0,3). O ponto mével de que fala o enunciado terd coordenadas P=(0,h), onde h é sua altura em relagdo

a base AB.

Nosso problema equivale a achar o valor de h que produz a drea maxima para a regido R.

Como a reta que contém BC tem como equagio z/2 4+ y/3 = 1, ou seja: y = —%x + 3, segue-se que a sua
paralela que passa pelo ponto mével P tem por equagdo y = —%x + h. Como consequiéncia, essa paralela
corta o eixo das abscissas num ponto D de coordenadas D:(%,O), o que implica que BD:Q—% = %.

Os dois paralelogramos apolados na base AB sao obviamente congruentes e entao eles tem a mesma area =
p p
6—2h 6h—2h°
OP.BD=h - 522 = 2222,

Resta achar a drea do terceiro pedago tracejado. Ele é um losangulo e entdo sua drea vale:

EF-PC _2(°5")-(3=h) _ (3-h)?
2 - 2 -3 7




A drea da regiao R sendo a soma da area de cada um dos trés pedagos tracejados, temos que essa area total,
a, vale:

6h — 2h% (3 — h)?
+ .
3 3
Nosso objetivo é descobrir para qual valor de h temos o valor médximo para a. Podemos descobrir isso
facilmente observando que

= —h%24+2h+3.

a=2

a=-h>+2h+3=—(h—1)>+4.

Consequentemente, o valor maximo de a ocorre quando h=1 e ele vale @« = 4. Ou seja: o valor mdximo da
area da regiao tracejada R ocorre quando o ponto P esta a uma altura h=1 da base AB.

e« QUESTAO 4.-

Pede-se mostrar que a desigualdade

2n — 1 1

<
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é valida para todos os inteiros positivos n.
Solugdo:

Para mostrarmos a veracidade das infinitas desigualdades dadas:

1 < 1 13 < 5 . ;
u— _ [ — —_ = e — . — _ e C
253 24 ’
usaremos o processo da indu¢ao matematica.

Assim proseguindo, iniciamos observando que a primeira desigualdade (ou caso n=1) é obviamente ver-
dadeira, na medida que ela equivale a afirmar que v/3 < 2. Resta-nos, entdo, mostrar que se for verdadeiro
o caso n = k > 1 da desiguladade entdao também tera de ser verdadeiro o caso n = k + 1.

Ora, valendo

13 2%k—1 1
2717 Tk S UTrok
podemos escrever
13 2%k—1 2k+1 1 % + 1
2% Tk %42 S TT ok 2k+2

de modo que para provar a veracidade do caso n = k + 1 basta mostrar que

1 2k +1 1
. < A
V1i+2k 2k4+2 C \/14+2k+2

Isso equivale a provar:

V34 2k (2k+1) < (2k+2) - V1 + 2k.

Elevando ao quadrado, basta verificarmos se vale:
(34 2k)(4k” + 4k + 1) < (4k> + 8k + 4) (1 + 2k).
Ora, a prova dessa tltima desiguladade é imediata, basta efetuarmos os produtos envolvidos:
12k% + 12k + 3 + 8k> + 8k* + 2k < 4k* + 8k + 4 + 8k® + 16k* + 8k

e entao simplificar, obtendo

14k 4+ 3 < 16k + 4



ou

0<2k+1

relagdo que é, evidentemente, verdadeira.

e« QUESTAOQ 5.-

Consideremos a seguinte familia infinita de matrizes quadradas:

2 100 0
2 10 0
2 1 0 1 2100
2 1 1210
2 |, d1 2 1|, o0 1 2 1 0|
1 2 01 2 1
01 2 001 21
00 1 2
000 1 2

Pede-se calcular o valor numérico do determinante da matriz n x n desta familia.
Solugdo:

Como é muito simples o padrao dessas matrizes, é facil ver que o determinante de cada uma (ao menos para
as de ordem maior) se reduz ao célculo do determinante das de ordem imediatamente menor. Para vermos
mais claramente 1sso, sem nos envolver com notagdes complicadas, examinemos o caso concreto da matriz
4x4. Desenvolvendo-a pela primeira coluna, obtemos:

2 1 00
2 1 0 1 0 0 2 10
1 2 10 2 1
det =2 .det| 1 2 1 |[—=1-det|] 1T 2 1 |=2.det| 1 2 1 [—1 - det
0 1 2 1 1 2
0 1 2 0 1 2 0 1 2
0 0 1 2

Se denotarmos por §,, o determinante da matriz n x n dessa familia, acabamos de mostrar que d4 = 2-d3 —d5.
De um modo semelhante, o leitor nao tera a menor dificuldade em verificar que d,, = 2-4,,_1 — d,,_2 vale

para todos os n > 3.

Por célculo direto, é imediato vermos que §; = 2,d2 = 3 e usando a recursao descoberta acima, podemos
continuar: d3 =2-3—-2=4464=2-4—3 =5 etc. Disso, podemos conjecturar que

op =n+ 1.

Para provarmos rigorosamente esta conjectura, basta usar um raciocinio de indug¢do matematica completa
para os n > 2:

Ja vimos a validade da férmula para os casos n = 1,2. Supondo que a mesma valha paran = 1,2, ...k,
onde k > 2, provemos que ela vale para n = k4 1. Para provar isso, basta observar que dg11 = 205 —d_1 =

2k+1)— (k) =k+2=(k+1)+1.



