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CAPITULO 1

Introducao

1.1 Problemas Centrais

O objetivo principal dos métodos matriciais é a resolucao de sistemas de equagoes
lineares. Eles podem estar relacionados com problemas de natureza estatica (permanente)
ou dinamica (evolutiva). Os métodos sao analiticos ou computacionais. Como problemas
centrais permanentes tem-se a resolucao dos seguintes tipos de equagoes matriciais:

Au = b (1.1)

Av = v (1.2)

MM+ AC+K)v = 0 (1.3)
ATAu = A'b (1.4)

Aqui os coeficientes A, M, C e K sao matrizes, enquanto as incégnitas u e v e o
termo nao-homogéneo b podem ser vetores ou matrizes.

Os problemas centrais evolutivos consistem na resolucao dos seguintes tipos de
equacoes matriciais:

du
— +Au = f(t 1.
@A (15)
d“u du
M——- —+Ku = f 1.
dt2+Cdt+ u (t) (1.6)
Uk+1 + Auk = fk (17)
Muk+2 + Cuk+1 + Kuk = fk (18)

onde as incoégnitas e os termos nao homogéneos dependem de uma variavel ¢, que assume
valores reais ou de uma variavel k, a qual assume valores inteiros.

Como derivados desses problemas, tem-se sistemas lineares sujeitos a restricoes e
sistemas nao-lineares, que serao descritos posteriormente.
Os vetores e as matrizes nas equagoes anteriores decorrem de dois processos :

® DADOS OBTIDOS EXPERIMENTALMENTE ( OU OBSERVADOS), QUE PERMITEM PROPOR
UM MODELO MATEMATICO APROXIMADO;

® MODELOS MATEMATICOS OBTIDOS ATRAVES DE LEIS FENOMENOLOGICAS E HIPOTESES
RELATIVAS AO PROBLEMA.
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Os dados geram valores que podem ser agrupados de maneira vetorial. Ainda, de
modo mais geral, valores matriciais. Entretanto, os modelos sao descritos por equacoes cu-
jas solucoes, por sua vez, geram valores. Devido a complexidade de um problema, os dados
podem ser utilizados para propor um modelo mateméatico cuja solucao deve ser validada.
Um modelo equacionado através de leis deve ser tal que sua solucao verifique com os dados
disponiveis, dentro de uma certa tolerancia. Um bom modelo depende da sua previsibilidade,
isto é, que os resultados sejam aceptaveis ou verificaveis.

Alguns dos problemas centrais serao ilustrados através de exemplos a seguir.

Exemplo 1.1

Um problema tipico, que provém da analise dimensional, ocorre no escoamento de um fluido.
Aqui as variaveis sao a velocidade V, a densidade p, o diametro D, a gravidade g, a viscosidade
(. Em termos das usuais unidades fundamentais para massa M, comprimento L e tempo
T, tem-se:

Grandeza : 'V p D g 0 (1.9)
Dimensoes : LT~ ML™3 L LT? ML 'T! :
Deseja-se, quando for possivel, formular produtos adimensionais da forma
Vept Dol e (1.10)

e, determinar o maior niimero possivel de produtos.

Diz-se que um produto é adimensional, quando, ao substituir cada grandeza pelas
suas dimensoes, como na tabela acima, a soma dos expoentes em cada dimensao é zero. Em
outras palavras,

(LT ™YY (ML) LY(LT ) ML T = M°L°T®. (1.11)

Entao, as trés equagoes seguintes devem ser satisfeitas para as cinco incognitas:

(Das poténcias de M) b+ e =0
(Das poténcias de L) a— 3b+ c+ d— e = 0 (1.12)
(Das poténcias de T) —a —2d —e =0

Tem-se, portanto, o sistema linear homogéneo

Ax =0,
onde
0 10 0 1
A = 1 -3 1 1 -1 (1.13)
-1 00 -2 -1

¢ a matriz dos coeficientes do sistema,



(1.14)

»
I
o a0 o9

¢ a matriz coluna formada pelas incognitas do sistema e 0 é matriz coluna formada por zeros.

Exemplo 1.2

Considere-se a situagao em que uma placa homogénea retangular estd exposta a uma taxa
de geracao de energia por unidade de volume (fonte de calor) dada por uma fun¢ao dada
f(z,y). Em condigoes de regime permanente, a distribuigao de temperatura u(z,y) esta
descrita pela equagao de Poisson

Klttas + 1) + () = 0 (1.15)

para os pontos interiores da placa. Aqui, a constante k£ denota a condutividade térmica
caracteristica do material da placa. Suponha-se que nos lados da placa a temperatura u
assuma o valor g(z,y), para um ponto do contorno (z,y).

Neste exemplo pretende-se determinar a temperatura num niimero finito de pontos
na placa, os quais estao situados sobre uma grade superposta. Isto pode ser realizado de
maneira aproximada através de diversos métodos numéricos: diferencas finitas, volumens
finitos, elementos finitos, etc...

O método utilizado e descrito a seguir é o das diferencas finitas. Considera-se uma
grade discreta uniforme de pontos na placa

P=(z,y;), i=1,2,..,n—1; j=12 .m-—1L (1.16)

Para as derivadas parciais de segunda ordem sao consideradas as aproximacoes
centrais:

w1, y) — 2u(zs, y;) + u(wi—1,y,))
Az?

u(z;, Z/j+1) — 2u(x;, yj) + u(:ci,yj,l)
Ay?

(1.17)

Ugzy ($z‘7 y]) ~

Uyy (T4, Yj) A (1.18)
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Figura 1.1 — Discretizagao da placa

Por simplicidade, suponha-se que Az? = Ay? = h2. Substituindo estas aproximacoes na
equagao (1.15), obtém-se

klu(zivr, yj) + w(@io1, y;) — 4wz, yj) + (g, yje)+

Do ponto de vista numérico, a equagao (1.19) considera-se como uma igualdade, isto é

ki + iy — 4uig + wiger + i) + R fi; =0 (1.20)

onde u; ; = u(z;,y;) e fi; = f(wi,y;) parai=1:n—1, j=1:m—1. 1. Espera-se que o
valor u; j obtida da equagdo (1.20) fornega uma boa aproximagao para u(z;,y;).

LA variacdo de indices i = 1, 2, 3, ..., n — 1 serd abreviada por i = 1 : (n —1). Similarmente,
1=1,p+1, p+2, ..., p+n pori=1:p:n
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Figura 1.2 — Grade Espacial
Para cada ponto P = (x;,y;) da grade espacial, observe que a equagao anterior envolve

aproximacoes de u para pontos localizado simétricamente em torno de P = (z;,y;), isto é,
N = (2i,9j11), S = (zi, yj-1), E= (zio1,y;) e W = (i1, ;).

Deste modo, para cada ponto interior P=(z;,y,) da grade espacial a equacao (1.20) pode
ser escrita como

4u(P) —u(N) —u(S) —u(E) — u(W) = —f(P) (1.21)

Observe-se que para pontos interiores P que sao adjacentes ao contorno, algum dos
pontos N, S, E, W estarao no contorno e os valores de u nesses pontos devem ser obtido
das condigoes fornecidas.

Se a grade possui m pontos, hd m equagoes desse tipo. As condi¢oes de contorno do
problema fornecem os seguintes dados:

Uo,j :u(x()yyj) :g(x()vyj)) J = 1727"'7m

Un,j —U(il?n’y]) :g($nayj)7 ] = 1,27...,771 (1 22)
Us0 :U(IE U) :g(miay[))a [ = 1,2,...,%-1 ’
Uim u(mz,ym) =g(zi,Ym), + =1,2,...,n—1.

Agora, suponha-se uma placa quadrada com lado de comprimento 0.5 metros. Dois
lados adjacentes estao a temperatura fixa de 0°. Entretanto, a temperatura nos outros dois
lados aumenta linearmente desde 0°, no vértice, até 100°, no vértice onde estes lados se
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encontram. Considere-se que os lados com temperatura nula estao ao longo dos eixos x e y.
Assim,
u(0,y) =0, wu(xz,0) =0, wu(z,0.5) =200z e u(0.5,y) = 200y, (1.23)
para0 <z <05 e 0<y<0.5.
Escolha-se um espacamento horizontal e vertical igual a A = 0.125 entre dois pontos
vizinhos. Deste modo, n = m = 4. Definindo

uy, = u(Py) (1.24)

tem-se as seguintes equacgoes para as temperaturas nesses pontos:

P dup —up —ugy = up3z + U + h2f(5517 y3)7

P dug —uz —uy —us = ug g + h?f(z2,y3),

Py dus —us —us = Usz + Uz + R f(x3,ys),

Py duy —us —ug —uy = ug2 + h2f(x1,y2),

P5 : 4U5 —Ug — Uqg — U2 — U — h2f(x2,y2), (125)
Ps : dug — us — uz — ug = ugo + h*f(x3,v2),

Pr: dur —ug —uy = ugg + uro+ h2f(x1, 1),

Py dug — ug — ug — us = Uz + h2f(x2,11),

Py : dug —ug — ug = usg + us1 + h2f(x3,11),

onde os termos a direita das equagoes sao obtidos das condi¢oes de contorno e da fonte f.
De fato, tem-se que

Upg = Ugp = U3 = Ug,1 = Up2 = Up3z =0 (1.26)
Upa = Ug1 = 25, U4 = Ug2 = 50, U3,4 = Us3 = 75.

O sistema linear, Au = b, associado a este problema, tera a forma

4 -1 0 -1 0 0 0 0 0 w1 25 f
1 4 -1 0 -1 0 0 ©0 0 w2 50 T2
0 -1 4 -1 0 -1 0 0 0 u3 150 f3
-1 0 0 4 -1 0 -1 0 0 ug 0 2| fa
0 -1 0 -1 4 -1 0 -1 o0 ws | =| 0 |+ (0.125) s (1.27)
0 0 -1 0 -1 4 0 0 -1 ug 50 k e
0 0 0 -1 0 0 4 -1 0 wr 0 Fr
0o 0 0 0 -1 0 -1 4 -1 us 0 fs
0o 0 0 0 0 -1 0 -1 4 g 25 fo

onde fr = f(P}). Neste exemplo, o vetor b é a soma dos valores de u no contorno
da placa com os valores da fonte multiplicados por uma constante igual ao quadrado do
espacamento e divididos pela condutivida térmica.

Exemplo 1.3
Considere-se a procura de solugoes da forma

u=e"p(z) , i=+—1



para a equacao da onda
Utt = Ugy,
com as condigcoes de contorno

u(0,t) =0, wu(L,t)=0.

Substituindo a primeira equac¢ao na segunda, decorre:

¢ (z) +w?e(z) =0

Aproximando

& (@) ~ P(rit1) — 22(;321) + ¢(wi1)

e introduzindo as incognitas ¢; ~ ¢(z;), obtém-se o esquema numérico

Git1 — 20; + D
Ax?

:—u)2¢i, izl:n,

onde ¢y = ¢, 11 = 0, em virtude das condi¢oes de contorno.
O sistema linear A¢p = \¢ , associado a este problema, tem a forma:

| 1 - - _ -
-1 2 _g_) O (bl ¢1
P2 b2
0 —1 2 —1
. . . = A 5
—1
0 —1 2 L (bN | ¢N

onde \ = —w?Az2.



Exemplo 1.4

Considere-se uma viga de comprimento L apoiada em z = 0 e livre em x = L, com rigidez
de flexdao FI e massa m por unidade de comprimento [, que executa movimento vertical,
com flexao wu, sujeito a uma forga externa distribuida f e a uma forca axial P. Deseja-
se determinar vibracoes livres da forma u = e ¢(x) onde a amplitude é aproximada por
¢ =c1P1(x) + -+ 4 ¢, dn(x) para certas fungoes base ¢ (x),
condigoes de contorno da viga.

Pelo principio de Hamilton, a funcional

onde T', V, W denotam a energia cinética, energia potencial e trabalho da forca externa na

ty
1:/ (T =V +W)dr
0

viga, assume um valor estacionério, isto é

]I

No caso da viga, tem-se

I(u+ev) — I(u)

e—0 €
e=0

quando u ¢ o deslocamento da viga entre os instantes de tempo inicial 0 e tempo final ¢;.
Aqui v = du denota uma perturbacao que é nula nesses instantes de tempo.

S (2

2 ), "\at) ™

1 [F 9?u\ 2 ou\?
L

/fuda:,

0

k =1 :n que satisfazem as



Decorre,

At |1l (o a0\ pr (@ 020 pou | ov)?

e — Jo de 2fo m(8t+€8t> 002 T €o52 (az+€ax)
+ 2f(u+ ev)dz] dt

al (b (b (Qu g vy v gy (Pu . (0Pv) v p(Qu v v

de fo fom(8t+€8t) ot 922 T €022 | o2 (8$+€6x) or
+ f(u+ ev)dx]dt

Para ¢ = 0, tem-se o valor estacionario

T rE Quov 0%u 0%v ou Ov

As vibragoes livres aproximadas u podem ser escritas de maneira compacta

uw=e? (c1(x) + -+ cp () =P O (2) = ®(2) c

onde ® = [y ¢ -+ ¢,] e ¢ é o vetor coluna de componentes ¢z, k=1:n ecl o
vetor transposto. Segue,
= Ne®(z)c
o = ro(a)c (1.29)
% = e d"(x)c.

Suponha-se que a perturbacio v é do mesmo tipo que u, isto é, v = ¢* ®(x) Ac. Substituindo
u, v em (1.28) com f = 0, que corresponde ao caso de vibragoes livres, vem

/tf /L et [mA? @7 (z)®(z) — EI(®"(2))"®"(2) — P(®'(2))" @ (x)] Acdzdt = 0.
o Jo
Por simples integracdo no tempo, elimina-se a integracao temporal. Assim,
L
/0 " [mN*@T (z)®(z) — EI(®" ()" ®"(z) — P(®'(2))" @ (x)] Acdzdt = 0.
ou,

Act { /0 (mA*®T (2)®(z) — EI(®"(2))"@"(z) — P(¥'(z))" ®'(2)) edz| = 0.

Como Ac é um vetor arbitrario, a expressao entre colchetes deve ser nula. Obtém-se a
equacao

MM +Kle=0 (1.30)
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onde M, C sdo as matrizes de componentes

my = m | (a6, ()

L
by = — / (E16/(2)¢)(x) + PYl!) da

OBSERVAGAO

A partir do principio de Hamilton, obtém-se a equacéao diferencial que governa o movimento da viga.
O procedimento é como segue. No termo correspondente a energia cinética, é trocada a ordem da
integragao e realizada uma integracao por partes com respeito de t. Os dois termos correspondentes
a energia potencial sao integrados por partes com respeito de =, duas vezes o primeiro e uma vez
o segundo termo. Decorre

Loty gudv ty 92u 0% u O
- o A7 jeuoY  pdudv
o [ g [ [ (B2 Y g

L oy 1Y Loty g2y Pudv 0 02u ou
0= mav]o dm—/o ; mwvdtdm /0 [ElaxQ 9% 1 <EI8 2> —f—Pa—v] dt

P () - 2 () [ i

Agrupando termos e utilizando o fato que v é zero nos instantes 0 e ¢y, vem

tf 2u 9?2 d%u 0 ou
/ / [ 8t2 T o (EIW> oz (Pa )‘f] vt =
9%u 81} 3 82 ou

A perturbagao v é arbitraria e pode ser escolhida de maneira conveniente. Por exemplo, se v e sua
primeira derivada espacial sao nulas em x=0 e L, segue que o integrando do termo a esquerda deve

ser nulo. Assim,
Pu 02 0%u 0 ou
—+—|Fl— | ——(P=— |- f= L. 1.31

m8t2+8x2< 8:r2> 8x( 8x> f=0 O<z< (1.31)

Por outro lado, a validade desta equacao implica a nulidade do termo a direita. Novamente, por
ser v arbitrario, segue que o integrando deve ser nulo. Isto é o caso se

o (. 0 ou\ 1" 8%u dv]"
—— | FI=— P— =0 El——| =0. 1.32
( ox < 8x2> * 8x> U]O ’ dx2 x| (1:82)
Pelo tipo de viga (apoiada-livre), tem-se as condigoes de contorno

u=0, FElug=0 em =0 (
—(Flugz)y + Puy, =0, FEluz, =0 em x=1L (1.34)
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e verifica-se a nulidade em (1.32). Pois, ¢ suficiente escolher v tal que v =0 em x = 0.

Exemplo 1.5
Suponha-se que, como resultado de medic¢oes no laboratério ou de algo similar, foi obtida uma
colecao de valores vy, vy, ..., Yn correspondentes a uma colecao de alguma outra grandeza,

x1, T2, ..., T,. Observa-se que graficando estes valores, tem-se pontos em torno de alguma
curva.

U

Figura 1.3 — Ajuste de Curva por minimos Quadrados

Suponha-se, como simples exemplo, que a curva é da forma

y = a+ bx + cx?

Equacionando esta férmula com as medicgoes, tem-se o sistema

y1 = a+bry + cx?
Yo = a+ bry+ crl
ys =a+ brs+ cr}

Yn = a—i—bxn—i—cx%.

Matricialmente, y = Au, onde

1
1 2y 23

A= |1 z3 23 |,
1z, 22

Y1

a Y2
u:[b] e y= Ys
C .

Yn
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O problema consiste em determinar a matriz coluna u, formada pelos parametros da
curva y, a partir da equagao Au = b. Usualmente, o nimero das medi¢oes é muito maior do
que o numero de parametros envolvidos na curva de ajuste y. O sistema é assim ambigiio ou,
mais precisamente, sobredeterminado. Multiplicando ambos os membros da equacao Au =y
pela matriz transposta de A, obtida trocando as linhas pelas colunas da matriz A, isto é,

1 1 1 . 1
At = Ty T2 X3 . Tp ,

resulta um sistema da forma

AtAu = Aty,

em que o nimero de equagoes ¢ igual ao nimero de incégnitas. A escolha deste procedimento
¢ decorréncia de uma técnica de resolucao de sistemas sobredeterminados, a ser vista poste-
riormente, chamada de método dos minimos quadrados: obter os coeficientes, de modo tal
que a soma dos quadrados dos erros entre o valor medido e o do valor previsto, pela formula
da curva, tenha um valor minimo.

Exemplo 1.6

Segundo a figura, suponha-se que x(t) e y(t) denotan as temperaturas nos quartos A e B,
respectivamente. A lei de resfriamento de Newton estabelece que a taxa de variacao da tem-
peratura num quarto é proporcional a diferenca entre temperatura do quarto e a do meio
adjacente.

Suponha-se que o quarto A é aquecido com uma lareira que gera 100.000,00 Btu/hora de
calor e que tem uma capacidade de calor de 0.00020°F /Btu. Isto significa que, se o quarto
A estd selado e isolado, a temperatura no quarto A aumenta 0.20°F a cada mil Btu de calor
gerado pela lareira. Como a lareira gera 100.000 Btu por hora, a temperatura no quarto
A aumentard 20°F a cada hora. Se as constantes de troca de calor entre os quz%rtos Sao as

seguintes: entre o quarto A e o exterior é %, entre o quarto B e o exterior é de {5, e entre o

quarto A e quarto B e de %, entao, a equacao para a temperatura no quarto A é

O = 2lrlt) — 0] — 5lr(e) — y(e)] + 20
Para o quarto B, tem-se
Y~ Slyl0) — 2] ~ [y(t) 0

Simplificando,



dx 7 1
o b - 9
o 10:c(t—|— 2y(t) + 20
dy 1 3
— = —x(t) — Syt
o 290() 5y( )

Matricialmente,

= =

THE R IMEN
el - :

dt | y 5 —: Yy 0
Assim, decorre um sistema de equagoes diferenciais lineares

du

— = Au+f(1),

7 (t)

onde A é a matriz dos coeficientes, u o vetor fromado pelas incégnitas = = z(t) , y

e f(t) o vetor correspondente ao termo fonte, neste caso 20 e 0.

13



CAPITULO 2

Matrizes e Vetores: Operacoes Basicas

Nesta secao serao apresentados conceitos, defini¢oes e propriedades basicas relativas
as matrizes.

As matrizes sdo uma pega fundamental para representar os mais variados sistemas
de equagoes, permitindo compacta-los de modo a exibir suas carateristicas, as quais seriam
dificeis de serem evidenciadas em outra forma. Além disso, convenientes analogias com
equacoes mais simples podem ser utilizadas como um primeiro passo na abordagem de um
sistema.

Uma matriz A de ordem m X n é um arranjo de elementos dispostos numa formagao
de m linhas e de n colunas,

a;i; a2 - Q1p
a a -e-a2n

A=| 7 T . (2.1)
m1 Am2 - Qmn

O par de subindices i e j, associados ao elemento a;;, denotam respectivamente
seus numeros de linha e coluna (i = 1,2,..,m; j = 1,2,..,n). Uma matriz com o mesmo
nimero n de linhas e de colunas é chamada de matriz quadrada de ordem n. Uma matriz
nao necessariamente quadrada ¢é dita matriz retangular. Caso exista necessidade de enfatizar
que os elementos de uma matriz sao numeros, ela sera dita matriz numeérica

De modo abreviado, uma matriz A de ordem m X n é usualmente escrita na forma

Por exemplo, a matriz
2 8 16 32
A:{S 16 32 64} (2.3)

pode ser denotada por A = [a;;] , com a;; = 27, Neste exemplo, i =1,2 e j =1,2,3,4.

Os elementos de uma matriz podem ser fungoes ou, também, operadores difrenciais.
Por exemplo,

2t t? t—4

A= 24
8 sen(t) e 24)

il d

_ | e dt
S YT Y (2)

dt dt2 dt



15

A notacao indicial abreviada ¢ =1:n sera utilizada no lugar dei =1, 2, ..., n.
Um caso especial de matriz é um vetor , o qual é uma matriz com uma tinica coluna
ou uma unica linha. Assim,

T by
X = 2 e b = b2 (2.6)
z b
sao vetores coluna. Entretanto
v=_[v vy - (2.7)

é um vetor linha. As matrizes coluna e as matrizes linha serao indistintamente referidas
como vetores.

A ordem de um vetor é seu nimero de linhas ou colunas. Para denotar os elementos
de um vetor, é requerido somente um subindice. Assim, um elemento tipico de um vetor
coluna x ¢é seu ¢-ésimo elemento x; que aparece na linha i. Os vetores sao comumente
denotados por letras mintsculas e as matrizes por letras maiusculas.

Algumas vezes, é conveniente considerar linhas ou colunas especificas de uma matriz
A. Para isto, definem-se os vetores

al =[aq apn - Gy (2.8)
e
a;
ay=| ¥ (2.9)
i

para denotar a linha 7 e coluna j da A, respectivamente. Esta notacao permite escrever uma
matriz A, convenientemente, em termos de suas linhas ou colunas, ou seja :

A= . =la; ax -+ a,| (2.10)

As matrizes aparecem de maneira natural no contexto de sistemas de equagoes algébricas
lineares. Por exemplo, ao sistema

41’1 — 2.I2 + x5 = 1
—2l‘1 + 5I2 — 31‘3 = -2
assocla-se a matriz
4 -2 1
A= 1 1 3 (2.12)
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formada pelos coeficientes do sistema, o vetor
(2.13)
formado pelas incognitas e o vetor

(2.14)

formado pelos termos nao-homogéneos.

As matrizes também podem ser obtidas dos sistemas que provém de substituicoes
lineares ou transformacoes lineares entre duas colecoes de variaveis. Assim, ao sistema

y1 = 6x1+ 319 + 23
Y2 = 1 — T+ 23 (2.15)
Yys = Ox1+ T2 — T3
sao associados a matriz
6 3 1
A=|1 -1 2 (2.16)
5 1 —1
formada pelos coeficientes, a variavel independente é dada pelo vetor
I
X = i) (217)
T3
e a variavel dependente pelo vetor
hn
Y=1% |- (2.18)
Ys

Coube a Caley a idéia de associar matrizes a sistemas e a Sylvester a introdugao do termo
"matriz”. As matrizes possuem, hoje em dia, um sentido bem mais amplo: podem servir
para representar informacgoes de maneira compacta ou armazenar dados das mais variadas
aplicacoes.

2.1 Visualizacao Grafica de Vetores e Matrizes

Os vetores numéricos podem ser convenientemente visualizados como graficos de
funcoes de variaveis discretas. Assim, o vetor

Uy
Uz

(2.19)

ouu=[u; uz .. u, pode ser descrito pela tabela funcional
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1011213 n
Ui | UL | U | U | - | Up
ou
1 U;
1 (75}
2 U2
3 us ’
n| uy

na qual i é uma variavel independente discreta e u; é a correspondente variavel dependente.
Graficando estes valores, obtém-se a visualizagao geométrica do vetor . Por exemplo, o vetor

4
6
u=| 3 (2.20)
8
0
pode ser representado pela figura 2.1
8 - - X
al ~N \
” \
21 \ 1
o | | . y
1 2 3 4 5
Figura 2.1 — Grafico de um vetor
De outro lado, considerando o vetor
u = [sen(n/6) sen(2m/6) sen(3mw/6) sen(4w/6) sen(bm/6) sen(67/6)] (2.21)

cujos elementos sao obtidos da fungao sen(mz/6) fazendo, sucessivamente, x= 1, 2, 3,4, 5 e
6 obtém-se o grafico
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08}, AN
os| / N

0.4} Ay

ozt \ .
. . . . b |
I:I1 2 3 4 5 6

Figura 2.2 — Gréfico de um vetor

Analogamente aos vetores, uma matriz numérica pode ser representada através de
uma tabela funcional

iilT 1T ]2 |..] n
1 a1 a12 v A1y
2 a1 922 ... QAon

m | Gm1 | Am2 | --- | Amn

com as varidveis independentes discretas i e j e uma varidvel dependente real a,;. Graficando

esta tabela, obtém-se uma valiosa representacao geométrica das matrizes numéricas. Por
exemplo, a matriz

1 2 3
4 5 —4], (2.22)
1

é representada pelo grafico,

Figura 2.3 — Gréfico de uma matriz
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ou, seja, uma superficie que une valores de uma fun¢ao sobre um dominio discreto no plano.

2.2 Adicao e Subtracao de Matrizes

A algebra matricial numérica estd fundamentada em quatro operagoes: adicao,
multiplicagcao por escalares, multiplicacao matricial e transposicao. Todas estas
operacoes provém do desejo de resolver sistemas de equagoes lineares e do manuseio com
substituicoes lineares. Uma vez caracterizadas estas operacoes, as defini¢oes e propriedades
sao estabelecidas algebricamente, isto é, com énfase nas regras operacionais e nao na
natureza dos elementos que compoem as matrizes.

Duas matrizes A e B com elementos a;; e b;;, respectivamente, sao ditas iguais
quando sao da mesma ordem e todos seus correspondentes elementos sao iguais, isto é,
a;j = b;; para cada par de indices ¢, j. Entao, escreve-se A = B.

Matrizes A e B da mesma ordem m x n podem ser adicionadas ou subtraidas termo
a termo. Por exemplo
0
5

2 3 -1 0 -1 1] _ [2+40 3+(=1) —141]_ [2

01 2] T 12 03] T [0+2 140 342" |2

Formalmente, a soma C = A + B e a diferenca D = A — B sao as matrizes com
elementos

=N

Cij = aij + by, dij = a;; — bij, (2.23)

para cada ¢t =1:m ; j = 1: n, respectivamente.
Quando A e B nao sao da mesma ordem, A + B ou A — B nao estao definidas.

Uma matriz, na qual todo elemento é zero, é chamada de matriz nula . Quando
nao ha confusao em relacao a sua ordem, a matriz nula escreve-se O. Verifica-se que

A+0 —A
At(A) 0 (2.24)

onde O é a matriz nula da mesma ordem que A.

As regras algébricas usuais com numeros, tais como a comutatividade e associativi-
dade, sao vélidas para o caso de matrizes. Por exemplo,

A+B= B+A (2.25)
A+(B+C)= (A+B)+C '

O produto de uma matriz A = [a;;] de ordem m X n por um nimero (ou escalar)
«a é a matriz oA, cujos elementos sao:

O efeito de multiplicar uma matriz A por um numero « é chamado de multiplicagao
escalar . Por exemplo, se

(2.27)

1 3 - a 3o
A:[Q 4}, entao aA:[Qa 405}
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Este tipo de produto possui as mesmas regras da multiplicagao com ntumeros. Por exemplo,
a(fA) = (ab)A

a(A+B)= aA+aB
(2.28)
(a+PB)A = oA+ [A

aA = Ax

2.3 Multiplicagcao Matricial

A multiplicacao de matrizes por matrizes, ou multiplicagao matricial , difere em
importantes aspectos da multiplicagao ordinaria com nimeros. Particularmente, no referente
a comutatividade e a existéncia de divisores de zero.

Considere-se dois conjuntos de variaveis, relacionados por

Y1 = a1121 + Q1222
Yo = A2121 + a9229 (229)
Y3 = Q3121 + A3229

ou abreviadamente, y = Az. Suponha-se que o conjunto de varidveis z esta relacionado a
um terceiro conjunto x através das relagoes

21 = b1 + ba1o
29 = by1T1 + bapo (2.30)
ou seja, y = Bx. E de interesse escrever y = Az = A(Bx) = ABx.
Para tanto, substitui-se a segunda relacao na primeira e agrupando-se os termos, o que
resulta
Y1 = (ar1bir + arzbo1) w1 + (11012 + a12b22) T2
Yo = (a21b11 + agebor)xy + (a21b1a + aebes)xs (2.31)
ys = (asibir + asobor ) w1 + (as2biz + asaboz) s

Este resultado é claramente da forma y = Cx onde todos os elementos da matriz C
sao somas de produtos de elementos de A com elementos de B. A regra de combinagao ¢ a
seguinte:
b s
cij = lan agp] { blj' } = a;1b1j + aioby; (2.32)

27

O subindice i denota a localizagao da linha da matriz A e o subindice j o da coluna da matriz
B.

Duas matrizes A e B podem ser multiplicadas para formar o produto AB somente
quando o numero de colunas de A for igual ao nimero de linhas de B. Matrizes que
satisfazem esta condicao sao ditas compativeis. Se A tem ordem m x n e B é de ordem
n X p, o produto AB ¢ definido pela matriz C de ordemm X p.

C = [cij] (2.33)

com elementos

cij= Y awby, i=1:m; j=1:p. (2.34)
k=1
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Em outras palavras, o elemento ¢;; ¢ obtido multiplicando os elementos da ¢-ésima linha da
primeira matriz pelos correspondentes elementos da j-ésima coluna da segunda e adicionando
os produtos. Assim,

blj
bgj
Cij = [ain a2 - Qi : = aj1by; + aigboj + - -+ + ainby; (2.35)
by
A notacao introduzida por Einstein
Cij = aikbkj (236)

¢ as vezes utilizada para escrever o produto de maneira abreviada. O termo a;;by;, com o
subindice k repetido, significa a soma de todos tais termos, com k tomando cada um de seus
possiveis valores. Assim, por exemplo,

@ibr; = ainbij + aioba; + a;zbs; (2.37)
quando k varia de 1 a 3.

A multiplicacao matricial pode ser escrita de maneira compacta como segue. Uti-
lizando a notagao com linhas ou colunas para matrizes, o produto

a
a2
C=AB=| 2" | [b; by, by --- by , (2.38)
am
¢ dado pela matriz
a'b; a'b, a'bs --- a'b,
a’b; a?b, a®’bs --- a’b
c=| oo a (2:39)
ar‘;bl ar‘;bz arr;bg am.bp
Em particular, se A é uma matriz m X p e b um vetor coluna p x 1, obtém-se que
alb
a’b
Ab=| 2’ | (2.40)
a"}‘b
Consequentemente,

Assim, o produto pode ser interpretado como a matriz A atuando sobre cada uma das colunas
da matriz B .
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Exemplo 2.7
Determinar o produto AB para
0 -1
10 -1 2 1 1
A:{oz 13]63:20
1 2
Solucao

Como A possui quatro colunas e B quatro linhas o produto esta bem definido. Além disso,
sabe-se que AB serd de ordem 2. Para determinar os elementos de AB, calcula-se o produto
de A com cada uma das colunas de B

10 -1 2
Abl:{o 9 1 3}

— N = O
|
| — |

Portanto, o produto AB é dado por

AB = [Aby Ab2]:{g g] .

Na multiplicacao matricial, as matrizes A, B e C sao, em geral, de tamanhos dife-
rentes.
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Exemplo 2.8
a) Determinar o produto de duas matrizes A e B, onde

3 2 1
A:[5 —1] eB:[4
4 9

oo Ot

7 2
16 ’
logo o produto AB representada pela matrix C é dada por

C=AB=|1 17 34 4

40 92 37 62

11 31 23 18]

b) Determinar o produto da matriz A pelo vetor b, onde

32 .
A:[5 —1] e b:{4],
4 9

entao o produto de A por b resultara na vetor ¢ dada por

11
c:Ab:[ 1 ]
40

Observe-se que BA e bA nao podem ser definidos nestes exemplos.

]:1+0+3><4:13 ,

1 1x1 1x2 1x3 12 3
ba=|0| [123=|0x10x2 0x3|=[00 0
4 4x1 4x2 4x3 48 12

A ordem dos fatores, na multiplicacao matricial, é crucial em dois aspectos :

Exemplo 2.9
Calcular ab e ba para as matrizes linha e coluna

= o =

a=[1 23] e b:[

Solucao

_ O

ab=11 2 3][

1. A troca de posicao dos fatores A e B, na multiplicagao matricial, pode ocasionar uma
indefinicao. Os produtos AB e BA estao simultaneamente bem definidos, apenas em
duas situacoes:

(a) A,B sao matrizes quadradas de mesma ordem;
(b) A é de ordem m x p e B é de ordem p x m.

2. Ainda que os produtos AB e BA estejam definidos, em geral, tem-se que AB # BA.
Por exemplo, considerando
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1 2
A-[312] B- 31], 2.0
2 3
resulta
7 3 8
R BA:[n i 9]. 243
12 5 13

Esta nao-comutatividade, na multiplicagao matricial, também pode ocorrer com
matrizes que possuam produtos AB e BA da mesma ordem. Por exemplo, para as matrizes

0 1 0 —1
a-[00] e e[ ] (240
tem-se que
1 0 -1 -1
an-[1 0] mac[ 1] 2a5)

e, novamente, AB £ BA.

Quando AB = BA, as matrizes A e B sao ditas matrizes comutativas .

De acordo com a definicao de multiplicacao matricial, o produto de uma matriz A
de ordem m x n por um vetor coluna x de ordem n x 1 é um vetor coluna de ordem m x 1,
cujos elementos sao dados por

a; 11 + appxo + -+ - + iy, (246)
ou de maneira abreviada:
> agay, i=1:m. (2.47)
k=1
Assim,
al alx Y oreq Q1T
a2 a’x N Aok
Ax = Ll x= , = Zk*l, 2 (2.48)
a™ a™x > re i Gk Ty
Introduzindo os vetores n x 1
1 0 0
0 1 :
er=| . |, e=| |, en= (2.49)
0 0 1

pode-se obter a j-ésima coluna a; de uma matriz A n x n pela simples multiplicagao com
e; , isto é,
Ae]’ = ay (250)

Utilizando a defini¢ao de igualdade de matrizes e multiplicagao matricial, decorre
que o sistema de equagoes algébricas lineares
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anTy + Ty + -+ apTh = b
A91T1 + Qo9%o + * -+ + QopTy = bg (2 51)
11 + Qa2 + -+ QT = bm
pode ser escrito como uma simples equacao matricial
apnp Q2 - Qin T b1
Qg1 Q22 - A2 T2 by
" = . (2.52)
Am1 Am2  *°  Qmnp Tn, bm
ou
Ax =b. (2.53)
Similarmente, um sistema de substituigoes lineares ou das variaveis (uy, ug, -+ ,uy,)
para as variaveis (v, vq, -+ , V), tal como
U1 = anU + aiUz + o Aty
Vg = Q21U + A2U9 + -+ + Aoply, (2 54)
Unm = QmilUl + Qpatz + -+ Qpn Uy
é escrito na forma matricial compacta
v = Au, (2.55)
onde a matriz A = [a;], formada pelos coeficientes da substitui¢do, carateriza a trans-
formacao. As varidveis independente e dependente sao os vetores
U1 (%1
U2 V2
u=| . |, v=| . |. (2.56)
Up U
Por exemplo, a transformacao no plano cartesiano
¥ = x+vy
2.57
y =y (2:57)
pode ser escrita na forma matricial
x’ 11 x
{y’]_{o 1“@/] (2:5%)
ou, simplesmente,
v = Au, onde A:{é 11 (2.59)

Em particular, o vetor u com elementos x = 2 e y = 1 é transformado no vetor v com
elementos ' =3 ey = 1.
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Em AB, A é dito que ”pré-multiplica” B, e B é dito que ”pds-multiplica” A. Produtos de
trés ou mais matrizes podem existir, desde que, em sequéncia, sejam conformes. Neste caso,
a lei associativa é obedecida, isto é,

(AB)C =A(BC) , (2.60)
Similarmente, tem-se a validade da lei distributiva

(A+B)C=AC+BC, A(B+C)=AB+AC. (2.61)

A matriz unidade ou matriz identidade I de ordem n é a matriz cujos elementos
da diagonal sao iguais a unidade e os elementos fora dela sao zero.

100 -0
010 -0

I=dagl 11 - 1]=[001 -0 (2.62)
000 - 1

Quando a ordem ¢é evidente, a matriz identidade é denotada por I . A matriz identidade tem
algumas propriedades da unidade 1. Por exemplo, para A uma matriz quadrada de ordem
n e x um vetor n X 1, tem-se

AT=TA=A, ¢ Ix=x. (2.63)

2.3.1 Poténcias de uma Matriz Quadrada e Polindmios Matriciais

Poténcias de uma Matriz Quadrada
Uma matriz pode ser multiplicada por ela mesma se, e somente se, é uma matriz
quadrada e, neste caso, a notacao indicial pode ser convenientemente utilizada. Assim, se A

é uma matriz quadrada de ordem n, define-se

A°=1, A"=A"1'A, r>1 (2.64)

como sendo a r-ésima poténcia de uma matriz . Em virtude da lei associativa, tem-se

A=A, A?=AA A’ =AAA A'=AAAA, (2.65)

e assim sucessivamente.

A propriedade dos expoentes é valida:

AT = ATAS (2.66)

para r e s inteiros nao-negativos.

Polinémios Matriciais
A partir de um polinémio de grau m na variavel z,

P(2) = am2™ 4 am_12™ T 4 4 a1z + ao, (2.67)
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com coeficientes numéricos, substituindo a varidvel z por uma matriz quadrada A e o escalar
a, pela matriz a,I, obtém-se o polinémio matricial

p(A) = apA™ 4+ ap A" 4 a A+ a L (2.68)
E f4cil ver que a igualdade de polinomios e as operacoes de soma e multiplicacao
p(z) = h(z), p(z)+a(z) =h(z) e p2)a(z) =g(2), (2.69)
implicam os analogos matriciais,

p(A)=h(A), p(A)+q(A)=hA) e p(A)g(A)=g(A), (2.70)

pois os coeficientes das poteéncias de z, na forma expandida de p = h, p+ g ou pg podem ser
identificados, termo a termo, com os coeficientes das correspondentes poténcias de A.
Como consequéncia, a adigdo e a multiplicacdo ( para expressoes polinomiais em
uma mesma matriz A) sdo comutativas. Decorre, portanto, uma perfeita analogia , entre
a algebra dos polinomios escalares em uma variavel e a algebra dos polindmios matriciais.
Deste modo, uma importante propriedade dos polinomios escalares pode ser diretamente
estendida ao caso matricial:
Se z1, 23, -+, Zm S20 as m raizes de p(z) = 0, tem-se

p(2) = am(z —21)(2 — 22) - (2 — 2m). (2.71)

O correspondente polinomio matricial pode ser escrito na forma fatorizada, isto é,

P(A) = am(A — 21 1) (A — 2I) - - (A — 2,.1). (2.72)

Exemplo 2.10

Seja A:{? :411] e suponha-se  p(z) = 32 — 92 + 6,
5 —8 3 —4 10 —6 12
p(A)=3[2 _3]—9{1 _11+6{0 1]:[—3 6]'
)

Por outro lado, se p(z) = 322 — 62 +6 = 3(z — 1)(z — 2) tem-se

entao

2 —4 1 —4 —6 12
p(A):3(A—I)(A—ZI):3{1 _2}[1 _3}:{_3 6}
Deve-se observar que, também, p(A) = 3(A—2I)(A—I) devido a comutatividade dos fatores.

Exemplo 2.11
Estabelecer que

I—A" =T -A)[T+A+A*+-  + A" =T+A+ A+ AFH (I - A).

Solugao
Decorre da fatorizacao polinomial

-2 =1 =2) 142427+ -+
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e da comutatividade das poténcias de A.
A conhecida férmula do binémio de Newton ,

(A+B)" = i (7;;) AT FBE

k=0

também pode ser utilizada para matrizes quadradas A e B da mesma ordem desde que co-
mutem, AB = BA. A férmula é estabelecida por inducao, de modo andlogo ao da algebra
elementar.

Exemplo 2.12
Calcular A0 onde A é a matriz

oo R

S R o
| I— |

oL =

Solucao
A matriz pode ser escrita na forma

a 010
A=D+N, D:[ a ] N:[O 0 1]
a 000

Observe-se que D comuta com N e que N? = 0, ou seja N é nilpotente e, portanto, N* = 0
para k > 3. Assim, do binomio de Newton

AVY=DY L 10D'N+45N?=| 0 o' o°

2.3.2 Matriz Transposta

O sistema linear
a11T1 + a19T2 + a13T3 = by (2.73)
2171 + A2T2 + a23x3 = by

é escrito na forma matricial Ax = b considerando as incognitas e termos nao-homogéneos

como vetores coluna, isto é
T
x:[m] b:{gi] (2.74)

A= [ a1 iz a3 ] (2.75)

Q21 Q22 Q23

Porém, pode-se igualmente considerar vetores linha para as incognitas e os termos nao-
homogéneos. Nesta situagao, o sistema é representado por x*A* = b*; onde

X*:[Il i) Ig] b*:[bl bg} (276)
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11 Aa21
Af = 12 Q922 (277)
@13 Ag3

Observa-se que x*, b* e A* sao matrizes formadas a partir de x, b e A, respectiva-
mente, trocando suas linhas pelas suas colunas.

Em geral, se numa matriz m x n

aix Qa2 A1n
ag1 Q22 -+ Q2

A= 705 0T (2.78)
am1 Ama Amn

as linhas sao permutadas pelas colunas, obtém-se uma matriz de ordem n x m denominada
a matriz transposta de A:

a1 a1 - Qml
a a/ “ e a/

At — 12 22 m2 . (279)
A1p Q2n - Qmn

Em particular, a transposta de um vetor linha

v=_[v vy -+ v, ] (2.80)
é o vetor coluna
%1
T (2.81)
o

e vice-versa.

Dada uma matriz A = [a;;] de ordem n x m define-se sua matriz transposta como
sendo a matriz A* = [aj;] de ordem m x n. As notagoes A’ ou A® também sdo utilizadas
para denotar a transposta de A.

As transpostas dos vetores coluna definidos anteriormente e; n x 1 sao os vetores
linha n x 1
el=[10...0], e=[01...0], ...,e"=[00...01] (2.82)
Os elementos de uma matriz A podem ser obtidos pré-multiplicando- pelo vetor
linha e e pés-multiplicando pelo vetor coluna e;, ou seja
Q5 = eiAej (283)

Uma matriz e sua transposta sao da mesma ordem unicamente quando o nimero de linhas é
igual ao nimero de colunas, ou seja, matrizes quadradas. Por outro lado, os produtos A*A
e AA* estao sempre bem definidos para qualquer matriz A.

Se C = AB, entao
C* = B*A* (2.84)
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isto é, a transposicao reverte a ordem dos fatores!
Com relacao ao exemplo 2.2.8, em geral, o produto de um vetor coluna x de ordem
n e um vetor linha y* de ordem n, é uma matriz quadrada de ordem n

T1 r1Yr T1Y2 - T1lUn
To TaY1 X2lY2 -+ T2Un

th = : [y]. y2 e yn] = : : : : ° (285)
S TnlY1r TpYa - - TnlYn

Entretanto, o produto de x* e y é um escalar

n

Y2
Xy=[v1 22 o @] | | =nyaaye o+ 2y (2.86)

Yn

2.3.3 Multiplicagao Matricial através de Somas

A maneira usual da multiplicagao matricial, ”linhas por colunas”, pode ser convenientemente
modificada para uma regra de “soma de colunas vezes linhas”. Para isto, deve-se
observar que a i-ésima linha do produto AB ¢ escrita na forma

D ey @irbrr D iy ainbra - D0 dinbiy) ,
= Zkzl aik[bkl bk:2 tc bkp] (287)
P k
= f—1 @ik D
Assim, obtém-se que
Zgzl aiy b: | )
_,a9, b a
AB = | 2= - Sl =Y ant (2.88)
: k=1 : k=1
Zi:l Amk bk Amk

isto é, a soma do produto das colunas de A com as correspondentes linhas de B. Observe-se
que a;b* é uma matriz de ordem m x n.

Exemplo 2.13
Realizar o produto das matrizes A ¢ B

Se A:HH ¢ B:{gg},
T[] [ e 3] e
:[i g] + {8 g] = {121 141}
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2.3.4 Matrizes Simétricas
Uma matriz A é dita simétrica quando coincide com sua transposta:

Al = A. (2.89)

Segue-se que uma matriz simétrica é quadrada e seus elementos simétricos em relagao a
diagonal principal sao iguais, ou seja,

aj =a;; para iF#j (2.90)
Por exemplo,
2 10
A:[Z ‘11] B=|13 5]
0 5 4

sao matrizes simétricas. Para sistemas lineares, cuja matriz de coeficientes é simétrica,
podemos indistintamente escrever Ax = b com x, b vetores coluna ou XA = b, com x, b
vetores linha, ou seja, a matriz é a mesmal.

As matrizes simétricas sao muito importantes na teoria e na pratica. Elas podem,
também, ser caracterizadas pela seguinte propriedade:

Uma matriz A quadrada de ordem n € simétrica se, e somente se

x*Ay = y*Ax (2.91)

para quaisquer vetores coluna X, y de ordem n X 1.

De fato, se A é simétrica, entao da relacao numérica

x'Ay = (x*'Ay)’ (2.92)

obtém-se que x*Ay = y*Atx = y*Ax. Por outro lado, se essa relacao é valida, entao é
suficiente escolher x = €', y = e; para concluir que a;; = a;;.

E importante salientar que
Para qualquer matriz A de ordem m X n, a matriz

K=A'A (2.93)
€ sempre uma matriz stmétrica.

Pois, utilizando a propriedade relativa a transposi¢ao do produto,

K' = (A'A)' = AY(A")' = A'A = K. (2.94)

Outras propriedades das matrizes simétricas serao estabelecidas futuramente.

2.3.5 Conjugada de uma Matriz

Sejam a e b ntimeros reais e i = /—1. Define-se z = a + ib como sendo um niimero
complexo.

Se z = a + bi, seu conjugado é definido e denotado por Z = a — bi. Se z = a + bi
ew=7%=a—Dbi, entdo W =z = a — bi = a + bi, isto é, o conjugado do conjugado de um
nimero complexo z é o préprio z.

Se z=a+bi e w=c+ di, entao
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l.z4w=(a+c)+ (b+d)i
z+w=(a+c)—(b+d)i=z+w,

isto é, o conjugado da soma de dois niimeros complexos é a soma de seus conjugados.

2. zw = (ac — bd) + (ad + be)i
zw = (ac — bd) — (ad + be)i = (a — bi)(c — di) = Z W,

isto é, o conjugado do produto de dois nimeros complexos é o produto de seus conju-
gados.

Dada uma matriz A com nimeros complexos como elementos, a matriz obtida de
A pela substituicao de cada elemento por seu conjugado é chamada de matriz conjugada
de A e denotada por A (leia-se A conjugada). Por exemplo,

(142 i — T1-2 -
A—[ 3 2—32'} e A—[ 3 2+3¢}

Utilizando as propriedades 1 e 2 dos niimeros complexos, pode ser estabelecido que

(A+B)=A+B e (AB)=AB.
2.3.6 Matrizes Hermitianas

Uma matriz A é dita matriz Hermitiana quando coincide com a conjugada da
sua transposta:

A= (AY). (2.95)
Segue-se que uma matriz hermitiana é quadrada e seus elementos, simétricos em

relacao a diagonal, sao conjugados, ou seja,
a;j = aj, para 1 # j , (2.96)

e os elementos na diagonal sao ntimeros reais:
Por exemplo,

12— 1 24 — 1 2
A_{2+z' 5 ] A_[Q—i 5 } A_[2+z' 5 ]

portanto A é hermitiana.
Usualmente, para cada matriz A com nimeros complexos denota-se por A* a matriz
conjugada da transposta de A, chamada de matriz adjunta . Assim

A* = (A . (2.98)

Certamente, uma matriz é Hermitiana quando A = A*
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2.4 Submatrizes

Uma submatriz de uma matriz A é uma matriz obtida de A, suprimindo-se certas
colunas ou linhas, ou é a prépria matriz A.
Exemplo 2.14
Determinar todas as submatrizes da seguinte matriz 2 x 3

9 1 1
A:{o:3—2}

Tem-se submatrizes de ordens 2 x 3,2 x2,2x1,1x2,1x1e1lx3. Sendo,

e2x3: An;
2 1 2 -1 1 -1
. 2x2 [03],{0_2} o [3_2},

¢ 2x1 : {g] ,[é] e {:5];
el1x2: [21,[03,[2 1,0 —2,1 =1, —2;

e 1x1: [2],[1, [-1], (0], [3], [-2]
e1x3: [2 1—-1],[0 3 =2
2.5 Matrizes Bloco
Matrizes, cujos elementos sao matrizes, sao denominadas matrizes bloco. Além
de suas inerentes caracteristicas matriciais, as matrizes bloco servem como um artificio op-

eracional, que permite indicar aspectos especiais de uma matriz ou particiona-la.

Por exemplo,

1 2]-1 0
3 4/0 1
A=|-1T 03 5|,
5 6|2 1
7 8[-1 3

¢ uma matriz bloco. De outro lado, a seguinte matriz de ordem 10.

-2 1 0 0 0 1 0 0 0 0

1 -2 1 0 0 0 1 0 0 0

0 1 -2 1 0 0 0 1 0 0

0 0 1 -2 1 0 0 0 1 0

A_| 0 0 0 1 -2 0 0 0 0 1
10 0 0 0 0-2 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 -2 1 0 0

0 0 0 0 0 0 1 -2 1 0

0o 0 0 0 0 0 0 1 -2 1

0 0 0 0 0 0 0 0 1 —2]

pode ser escrita na forma de matriz bloco
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Soo o H

SO o —H O

SO —H OO

S —H O OO

— o o OO

00019_“
001n/_~1
01210
1n/_~100

011000

SO O OO

SO O OO

SO O OO

SO O OO

SO O OO

Equivalentemente,

=
O
I

com

SO o OO

SO oo O

SO oo O

[evlenlien el an)

A matriz

(AnENe )
AN 1O o0

— <t I~

A —

pode ser representada pela matriz bloco

|

P Q
R S

|

onde

Similarmente, o vetor coluna

N — OO A < b~

pode ser denotado pelo vetor bloco
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com

2
, b=[-1] e c:[_;l].

o
Il
OO w

Certamente, a particao de matrizes em matrizes bloco pode ser feita de varias
maneiras. I necessario, entretanto, observar as ordens dos blocos de tal modo, que as
posicoes dos elementos sejam preservadas, bem como, seja mantida a ordem da matriz orig-
inal. Assim, uma forma alternativa de escrever a matriz anterior em blocos é

P-[1 2, Q:[‘; g] L R=[3 e S:{g]

As matrizes bloco decorrem, frequentemente, do particionamento de sistemas. Por
exemplo, suponha-se que num sistema de n equacoes com n incognitas, Ax = b, sao sep-
aradas as primeiras n — r equagoes e, logo, a seguir, separam-se as primeiras r incégnitas
por uma linha de divisao vertical. Denote-se a coluna das primeiras r incégnitas por x; e
as restantes pela coluna x,. Similarmente para b. Isto pode ser exibido esquematicamente

como
P Q x1 | _ | bs
R S X9 B b2
Aqui as colunas x;, by sdo r x 1, entretanto, x5 e by sdo (n —r) x 1. P e S s@o matrizes
quadradas de ordem r e n — r, respectivamente, e as matrizes Q e R sao retangulares.

2.6 Alguns Tipos de Matrizes

Existem varios tipos de matrizes que possuem uma ”estrutura” ou ”padrao”, ou
seja, uma forma determinada. A seguir, alguns tipos serao considerados.

2.6.1 Matrizes Triangulares

Uma matriz quadrada A, cujos elementos a;; = 0 para ¢ > j, ¢ chamada de matriz
triangular superior ; uma matriz quadrada A, cujos elementos a;; = 0 para i < j, é
chamada de matriz triangular inferior .

Assim,
Uyl U2 -0 Ulp
g | 0 (2.99)
0 0 - w,
¢ triangular superior e
li17 0 0
L= lfl ZQf (:) (2.100)
A

é triangular inferior . Certamente, a transposta de U é uma matriz do tipo L e vice-versa.
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Deve ser observado que a soma e o produto AB de duas matrizes triangulares
superiores (inferiores) é uma matriz triangular superior(inferior), pois no caso do produto,
para ¢ > 7,

s T
bgj
000 - 0 a; - ) bgf’ = 0. (2.101)
N e’
i 0
- O -

Por exemplo,

1 2 3 3 21 3 12 27
0 4 5 05 4|=1]0 20 46
0 0 6 0 0 6 0 0 36

Para o caso de matrizes triangulares inferiores, pode-se proceder de maneira analoga
ou utilizar a propriedade da transposta do produto com matrizes triangulares superiores.

2.6.2 Matrizes Diagonais

A matriz quadrada

dy 0 0
0 dy 0

~ " | (2.102)
0 0 d,.

a qual é simultaneamente triangular superior e inferior, é chamada de matriz diagonal .
Sera escrita de maneira abreviada como

D = diag[du d22 tee dnn] (2103)

O produto DA de uma matriz diagonal D por uma matriz A

ap 0 .- 0 11 Aiz2 - Qin Gi1a11 a0 Qlip
0 ay --- 0 Q21 Q22 -+  QA2p Qalo1  QiaQg  + -+ (ialop

. = . . . . (2.104)
0 0 e (079 An1 Ap2 - Ann ApQpl  OpQpy - ApQpn

¢ obtido multiplicando a primerira linha de A por ay, a segunda linha de A por as, e assim,

sucessivamente. No caso do produto AD, a multiplicacao é com as colunas em vez das linhas
de A
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ayr Q2 -t Qg i 0 - 0 Brarr  Baarz -+ Bpain
a?1 a.22 : Q2n, 0 5.2 ce O _ ﬁlflzl 52?22 : ':' ﬁn:aQn (2.105)
ap1 Ap2 - Ann 0 0 e 6n 610%1 ﬁ2an2 e ﬁnann

2.6.3 Matrizes Tridiagonais e Matrizes Banda

Das mais variadas aplicagoes surgem matrizes que possuem um determinado padrao
de elementos que sao zeros. Dentre estas, destacam-se as matrizes tridiagonais

aq bl 0 ce 0
C1 Q9 b2 0 tee 0
0 ¢ as O 0 e 0
T (2.106)
0 e Cp—2 Qp—-1 bn—l
i 0 0 ch1 ap |
Mais geralmente, uma matriz banda de ordem n e de largura 2k + 1
a; =0 para i—j>k, (2.107)

para algum inteiro k£ nao negativo entre 0 e n — 1. Numa matriz banda todos os elementos
fora da diagonal e das primeiras k sub-diagonais, acima ou abaixo da diagonal, sao nulos. A
forma de tal matriz é ilustrada pela figura 2.4

Figura 2.4 — Matriz banda

2.6.4 Matrizes Estocasticas

Para matrizes, cujos elementos sao niimeros reais, tem-se matrizes nao-negativas,
nas quais todos os elementos sao numeros nao-negativos. Quando todos os elementos sao
estritamente positivos, uma matriz nao-negativa é dita matriz positiva . Similarmente,
sao definidas as matrizes nao-positivas e matrizes negativas.

Uma classe importante de matrizes nao-negativas, é constituida pelas matrizes
estocasticas
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P = [p;] ,

em que os p;; sao numeros entre 0 e 1 e satisfazem a propriedade

Z pij =1
i=1

para cada coluna da matriz P. Quando numa matriz estocastica, a propriedade é também
valida para as linhas

n
sz'j =1,
j=1
ela é dita duplamente estocastica.

2.6.5 Matrizes Boolenas e de Permutacao

Matrizes numéricas em que todos seus elementos sao 0 ou 1, sao chamadas de ma-
trizes booleanas . Dois casos particulares de tais matrizes sao:

e Matrizes de Permutacao . Sao obtidas através da troca de linhas na matriz iden-
tidade I. Por exemplo,

o= OO
SO O
SO~ O
_ o OO

é uma matriz de permutacao, obtida da identidade I4 trocando-se a primeira linha
com a terceira e esta com a segunda linha. As matrizes de permutacao possuem as
seguintes propriedades:

1. PPt =P'P =1,
2. O produto de duas matrizes de permutagao é uma matriz de permutacao;

3. A transposta de uma matriz de permutacao é também uma matriz de permutacao.

e Matrizes de Incidéncia. A estrutura de zeros e uns obedece a conexao dos vértices,
através de lados, num grafo. Mais precisamente, quando dois vértices p; e p; num
grafo estao conectados através de um lado, escrevemos a;; = 1, caso contrario fazemos
a;; = 0. Por exemplo, para o grafo
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tem-se associada a matriz de incidéncia:

_o o oo

[NoNo Nl
OO O =
[ Nes N N es)
O, OO

Quando associa-se um sentido de entrada ou de saida de um lado, em relacao a um

vértice, obtém-se matrizes de incidéncia lado-né .

associada a matriz

.

1 -1
0 1
1 0

Por exemplo, para o grafo esta

0
-1
-1

Os lados correspondem as linhas da matriz; os nés as colunas. Cada linha indica o n6
que deixa, por —1 e o né que entra, por +1.

2.6.6 Matrizes Circulantes e de Toeplitz

Matrizes, nas quais cada linha, a partir da segunda, é obtida da linha precedente,
através do deslocamento de cada um de seus elementos uma coluna a direita, com o ultimo
elemento trocado ciclicamente com o primeiro elemento, sao chamadas de matrizes circu-

lantes ou simplesmente circulantes.
Estas matrizes tém a forma geral

&1 Co
Cp, C1
C = Ch—1 Cn
Ca C3

Observe-se que cada subdiagonal contém os
priedade, sao chamadas matrizes Toeplitz .

C3 Cn

C2 Cn—1

“ Cn—2 (2.108)
Cy C1

mesmos elementos. Matrizes com esta pro-

Por exemplo,
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W = O Ot =
= O Ot = N
O Utk N O
L= DN OO
el PS> ENREN |

é uma matriz que nao é circulante, porém possui a estrutura Toeplitz.

2.6.7 Matrizes Esparsas e Cheias

Uma matriz quadrada é dita matriz esparsa, quando a maioria dos seus elementos
sao nulos. Caso contrério, a matriz é dita cheia, isto é, a maior parte de seus elementos sao
nao nulos.

2.7 O Problema da Divisao Matricial

Da algebra elementar, sao conhecidos os seguintes postulados béasicos:
1. Lei comutativa da adicao : a+b=b+a ;
Lei asssociativa da adi¢do : (a+b) +c=a+ (b+ ¢);
Lei comutativa da multiplicacao : ab = ba;
Lei associativa da multiplicagao : (ab)c = a(bc);
Lei distributiva da multiplicacdo : (a +b)c=ac+bc; cla+b) =ca+ cb;

A nao fatorizacao do zero: se ab =0, entao a = 0 ou b = 0;

NS g e W

Se a # 0, a equagdo ax = 1 tem unica soluc¢do para z, a qual é denotada por x = 1/a
ou a~'. O ndmero a~! é chamado de inverso ou reciproco de a, caraterizado pela.
propriedade de ser o tinico nimero b que satisfaz ab = ba = 1. Para a # 0 a equagao
ar = b possui a unica solugao z = a~'b que é, usualmente, denotada por b/a. O
nimero b/a é chamado de o quociente de b por a e a operacao de formar quocientes é
conhecida como divisao.

Na dlgebra das matrizes, os postulados acima 1, 2, 4 e 5 permanecem véalidos, enquanto que
os postulados 3, 6 e 7 nao. Como ja foi visto, a multiplicagdo matricial nao é comutativa e,
para o sexto postulado, considere-se as matrizes

01 37
A:[O 2} e B:{O 0]
Note-se que

AB =0, (2.109)

sem que A ou B seja a matriz nula. O fato que a matriz nula pode possuir fatores nao
nulos ocasiona profunda diferenca entre a algebra das matrizes e a algebra elementar. Em
particular, a lei do cancelamento: ca = ¢b,c # 0 implica a = b, também nao é vélida. Por
exemplo, para as matrizes

11

-
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tem-se que

o [3 4
CA_CB_[6 8],

com C # 0, porém, A # B. Por outro lado, pode-se ter a matriz nula como a poténcia de
uma matriz nao nula

01
A:[oo} e A’=0. (2.110)

Este tipo de matrizes sao chamadas de matrizes nilpotentes.
Diz-se que as matrizes A e B sao divisores de zero, se

AB=0,A#0 ¢ B#0. (2.111)

A existéncia de divisores de zero na &algebra das matrizes dificulta o processo da
divisao . Na algebra ordinaria, a grandeza

at=1/a (2.112)

existe para qualquer valor de a exceto a = 0 uma vez que nao podemos dividir por zero.
Porém, se o zero tem fatores a situacao é diferente. Para uma matriz A, a operacao

A'=1/A (2.113)

perde seu significado nao somente quando A = 0, mas, também, quando A possui um divisor
de zero.

2.8 Inversa de uma matriz quadrada

A resolucao de sistemas de equacoes algébricas lineares, pelo método de Cramer,
permite introduzir o conceito de "reciproco” ou de ”inversa” de uma matriz quadrada. Para
isto, considere-se o seguinte sistema de equagoes lineares simultaneas

ar+by =f
crtdy =g (2.114)
e denote-se
a b
A= { o d ] (2.115)
a matriz dos coeficientes do sistema. Pelo método de Cramer, tem-se que
b
det [ f }
d _
r = g _ (4 —bg) (2.116)
[ a b ] det(A)
det
c d
det { CCL g } ag—cf
= = 2.117
Y { a b } det(A) ( )
det
c d
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uma vez que o determinante do sistema cumpra

det(A) = ad — be # 0. (2.118)

Matricialmente, tem-se a equagao

el lv]=[7] a1

ou, simplesmente, Ax = b. O método de Cramer fornece a solucao
_ T 1| df —bg | _ gl d b f
X = [ Y } = (detA) [ ag—cf | = (detA) e 4 0| (2.120)
Formalmente, escreve-se

x=A"b (2.121)

onde

At = m { _Cci _2 } (2.122)

Pode ser facilmente verificado que a matriz A~! satisfaz a propriedade reciproca ou da
inversa

AATT=ATTA=1 (2.123)

Em geral, uma matriz quadrada A de ordem n é dita que possui inversa ou que é
nao singular quando existir uma matriz quadrada B de ordem n que verifica

AB=BA =1 (2.124)

Neste caso, a matriz B é denotada por A~! e é referida como a inversa de A.

A caracterizacao de matrizes quadradas de ordem arbitraria que possuem inversa
pode ser obtida com o uso de determinantes.

2.8.1 Determinante de uma Matriz Quadrada

A defini¢ao de determinante de uma matriz quadrada A, denotado por det(A)
ou |A|, pode ser dada de diversas maneiras. Dentre elas, a seguinte definigao por indugao,
permite calcular o determinante através de determinantes de matrizes de menor ordem:

1. Se A = [a] é uma matriz 1 x 1, entao det(A) = a; se A é uma matriz 2x2

A:{Z Z} (2.125)

entao det(A) = ad — be;

2. O menor M;; ¢ o determinante da submatriz de ordem n — 1, obtida de A de ordem
n, pela supressao da ¢-ésima linha e da j -ésima coluna ;
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3. O cofator A;;, associado a M;;, é definido como

Ay = (=) My, (2.126)

i 75

4. O determinante de uma matriz quadrada A de ordem n, n > 1, é dado por
det(A) = Zaiinj ,  para qualquer =1,2,---,n (2.127)
j=1
ou, equivalentemente,

det(A) = ZaijAZ—j ,  para qualquer j=1,2,---,n. (2.128)
i=1

Exemplo 2.15
Calcular o determinante da matriz

2 0 0
A:[?) -1 1].
4 6 =2

Solugao
Utilizando a expansao em cofatores com ¢ = 3,

det(A) = as Az + azeAsz + agzAss
- 4A31 + 61432 — 6A33

0 0 20
_ 3+1 342
=4(-1)°" det{ 1 1} + 6(—1)*" det{?) 1}

2 0
_9(_1)3+3
2(—1) det { 3 1 ]

= -8

Suponha-se que A = [a;;] é de ordem n. Define-se a matriz de cofatores de A
como sendo

cof(A) =[Ay], (2.129)

onde A;; é o cofator do menor M;; da matriz A. A matriz adjugada ou matriz adjunta
de A, escrita como adj(A), é definida como a transposta de cof(A), ou seja,

adj(A) = (cof(A))", (2.130)

Deve ser observado que, na literatura, é utilizada frequentemente a denominacao “matriz
adjunta” para a matriz adjugada.

Exemplo 2.16
Determinar cof(A) e adj(A) para a matriz



1 2 3
A=12 3 2|.
1 2 2
Solucgao
Tem-se que
i 3 2 2 2 2 3|
2 20 |12 1 2
Cofég“;)__Q?) 3] |12
1 2 9 2 2 1 2 1 2
2 3 1 3 1 2
i 321 |2 2 2 3| ]
2 =2 1
= 2 -1 0
-5 4 -1

Segue-se que

Exemplo 2.17
Achar a matriz adjugada de

Solucao
Tem-se

C a

adj(A) = { 40 ] .

2.8.2 Propriedades dos Determinantes
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A seguir, serdo enunciadas algumas das conhecidas propriedades elementares dos

determinantes:

1. Se todo elemento de uma linha (coluna) de uma matriz quadrada A é zero, entao

det(A) =0

2. Se A é uma matriz quadrada, entao det(A') = detA, isto ¢é, para qualquer propriedade
relacionada as linhas de um determinante tem-se uma correspondente propriedade em

termos das colunas e vice-versa;

3. O determinante de uma matriz A muda de sinal quando permutam-se duas linhas ou

duas colunas de A ;

4. Se B ¢é formada de uma matriz quadrada A pela multiplicacao de todos os elementos

de uma linha ou coluna de A por um escalar k, entao det(B) = kdet(A);
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5. O determinante do produto de matrizes quadradas e igual ao produto dos determi-
nantes dessas matrizes, assim,

det(AB) = det(A)det(B); (2.131)

6. Se uma matriz A possui duas linhas ou colunas proporcio-nais, entao det(A) = 0.

7. Se, numa matriz A, uma linha é adicionada a outra, o determinante da matriz resul-
tante ¢ igual ao da matriz A. Pois em virtude da propriedade 2, pode-se adicionar
uma coluna sem alterar o valor do determinante.

2.8.3 A Identidade de Cramer

A matriz adjugada possui a seguinte importante propriedade chamada de identi-
dade de Cramer

adj(A)A = Aadj(A) = (det(A))I . (2.132)

Esta identidade é um adequado refinamento do conhecido método de Cramer para
resolver sistemas lineares algébricos.

Exemplo 2.18
Verificar a identidade de Cramer para a matriz

Solucao
Tem-se que

1 2 3 2 2 =5 -1 0 0
[232] [—2 -1 4]:[0 -1 O]:—H.
1 2 2 1 0 -1 0 0 -1

2.8.4 Foérmula Analitica para a Inversa de uma Matriz

Considere-se a equacao matricial

Ax=b, (2.133)

com A uma matriz quadrada de ordem n e x,b vetores n x 1. Multiplicando a esquerda
ambos os membros da equagao pela matriz adjugada de A e utilizando a identidade de
Cramer, resulta

adj(A)Ax = det(A)x = adj(A)b. (2.134)

Uma matriz quadrada A ¢é dita matriz singular quando det(A) = 0 e nao-
singular quando det(A) # 0. .

Para uma matriz nao-singular A, segue-se que a solugao da equagao matricial Ax = b é
dada por
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x = [adj(A)/det(A)]b = A~ 'b, (2.135)
onde
A~' = [adj(A)/det(A)] (2.136)
verifica
AATT=ATA=1 (2.137)

e portanto é a inversa da matriz A.
Se A ndo for uma matriz quadrada, ou se for uma matriz quadrada singular, entdo A= nao
estard definida e serd necessdrio estender o conceito de inversao .

Para matrizes quadradas nao-singulares, as seguintes regras sao validas
(AB)"! =B !A!;
det(A)det(A™Y) =1 (2.138)
(A = (A1)
De fato,

(AB)(B'A ™) =ABB HA '=AJA '=AA ' =1 (2.139)

B A HAB=B '(AA)"B=B'IB=B 'B=1 (2.140)

A segunda propriedade decorre da regra para o determinante de um produto e de
que a matriz identidade tem determinante igual a um.
Da relacao AA™! = A7'A =1 e, utilizando transposicao, obtém-se:

(A—l)tAt — (AA—I)t :It -1

A'ATY =(ATA)Y =T =1L (2.141)

Exemplo 2.19
Para A nao singular, as equagoes matriciais

AX=B e YA=B
podem ser resolvidas multiplicando ambos os membros por A~
X=A""B e Y=BA!

ou seja, a lei do corte pode ser utilizada.
As leis dos expoentes para inteiros negativos é estendida ao caso de matrizes nao-singulares.
Dada uma matriz quadrada nao-singular A e p um inteiro positivo, define-se

AP = (A
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Decorre que para uma matriz quadrada nao-singular A e qualquer par de inteiros p e ¢
APAY — APHa

(AP)" = AP |

Resumindo:

1. Os resultados obtidos até agora podem ser resumidos dizendo-se que, na maioria dos
aspectos, a dlgebra matricial assemelha-se a dlgebra dos nimeros, sendo que a matriz
unidade e a matriz nula desempenham o papel de 1 e 0, respectivamente. Os pontos
vitais nos quais as duas dlgebras diferem, € que a multiplicacdo matricial ndo é comu-
tativa e que a lei da divisio ( e consequentemente a lei do corte) nao € vdlida para
qualquer matriz.

2. A matriz quadrada A possui inversa somente se det(A)# 0. Neste caso,

A~! = [adj(A)/det(A))].



CAPITULO 3

Sistemas de Equacoes Algébricas Lineares

3.1 Introdugao

O problema central da algebra das matrizes é a resolucao de equacoes lineares si-
multaneas

a1 + a19T9 + + ATy — bl
2171+ Qxy + + apT, = by
(3.1)
Am1T1 + AmaX2 + -+ ATy, = bm
ou, de maneira compacta,
Ax=b, (3.2)

onde A é uma matriz de ordem m x n e b um vetor coluna de ordem m x 1 formados pelos
coeficientes do sistema e pelos termos nao-homogéneos, respectivamente. O vetor coluna x,
de ordem n x 1, tem como elementos as incognitas do sistema.

Nas mais variadas aplicacoes, tem-se os seguintes casos:

1. O nimero de equacoes é igual ao nimero de incognitas, isto é, A é uma matriz quadrada
de ordem n e x um vetor n x 1;

2. O numero de equagoes é menor do que o nimero de incognitas, ou seja, A é uma
matriz m X n e X um vetor n X 1 com m < n;

3. O numero de equacgoes é maior do que o nimero de incognitas, dai que A é uma matriz
m X n e x um vetor n X 1 com m > n.

Estas trés situacoes podem ser abordadas através dos métodos gerais:

1. Método de Cramer;
2. Eliminacao Gaussiana;

3. Minimos Quadrados.

Estes métodos introduzem importantes conceitos para a algebra matricial.
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3.2 Sistemas Lineares Regulares

Dentre os casos, acima mencionados, o mais simples e importante é quando o niimero
de varidveis ¢ igual ao numero de equagoes. Os métodos, que serao descritos a seguir,
fornecem subsidios tteis a resolucao de sistemas em que o nimero de variaveis é diferente
do ntmero de equagoes.

Considere-se o seguinte sistema de n equacoes lineares com n incognitas

aj1ry +apTe +--0 Fa1,T, = bl
a21X1 +QAoko -+ -+ FQ2,T, = b2
i : : . : (3.3)
Ap1T1  FAp2Ty + -0 FAppTy = bn
escrito, na forma matricial, como
Ax =bh. (3.4)

3.2.1 O Método De Cramer

Suponha-se A uma matriz com determinante nao nulo, isto é, que o sistema linear
dado é regular. Neste caso, a solugao pode ser obtida através da identidade de Cramer.

Multiplica-se ambos os membros da equacao Ax = b, pela matriz adjugada de A.
Assim,
adj(A)Ax = adj(A)b (3.5)

e, utilizando a identidade de Cramer, decorre

det(A)x = adj(A)b. (3.6)

Como A ¢ uma matriz com determinante nao nulo, entao, a variavel x pode ser
isolada facilmente,isto é,

_adj(A)b
~ det(A)
Outra alternativa, em termos das componentes de X, é utilizar a expansao em cofa-
tores, obtendo-se

(3.7)

detla; as -+ ax. 1 bagy -+ ay
Tk det(A) ’ "

onde a k-ésima coluna ay da matriz A é substituida pelo dado b. Estas férmulas sao
conhecidas como a regra de Cramer para sistemas de equacoes lineares numéricas.
Conclui-se que um sistema de n equagoes lineares numéricas com n incognitas e com a
condi¢ao que o determinante do sistema é nao nulo (det(A) # 0) possui para cada termo
nao-homogéneo b, uma solucao bem determinada por 3.7.

Exemplo 3.20
Resolver, pelo método de Cramer, o sistema

r+y+2z
T+ 2y+z
20 +y+=z

I
~1 00 ©
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Solucao
Tem-se
11 2 1 1 3
det(A):detll 2 1]:—4 e adj(A):[ 4 -3 1]
2 11 -3 11
Assim,
1 1 3 9 1
X:<1/_4>[ s 1”8]:[2]
-3 1 1 7 3

3.2.2 O Método da Eliminacao

Outra maneira de resolver sistemas de equagoes lineares numéricos é a través da
chamada condensacao pivotal ou método da eliminacgao, cujo nome ¢é associado ao de
Gauss. O método consiste em eliminar variaveis do sistema, de modo sucessivo, até obter um

sistema modificado em que a matriz associada é triangular superior . E conveniente ilustrar
com exemplos simples o método da eliminacao.

Exemplo 3.21

10z + 25 — 523 =1

—20x1 4+ 329 + 2023 =2

521 + 3x0 + 53 =6
A primeira equagao, quando multiplicada pelo fator 20/10 e adicionada a segunda, tem o
seu coeficiente em x; eliminado. Similarmente, subtraindo da terceira equacao a primeira

equagao multiplicada por 5/10, o seu coeficiente em x1 é também eliminado. Tem-se, por-
tanto, o sistema de equagoes

102y + 29 —dz3 = 1
519 + 1025 = 4 (3.8)
2.5x9 + 7.523 = 5.5

Subtraindo da terceira equagao, no sistema 3.8, a segunda equagao multiplicada por 2.5/5,
elimina-se o seu coeficiente em x3. Resulta, assim, o sistema modificado

101’1 + T9 — 5&33 =1
55(72 + 10.%3 = 4
2515 = 3.5 (3.9)

Deste modo, o sistema original reduz-se a um sistema dito na forma triangular superior

Ux = c, onde
10 1 =5
U= [ 0 5 10 ]

0 0 25
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Os valores das incognitas sao obtidas pela retrosubstituicao

3.5
T3 = — =14
2'5 10
Ty = _T‘T?’:—z (3.10)
1—$2+5ZL’3
r = — =
10

Este é um processo automatico, no qual, desde que certos elementos pivotais
sejam nao nulos, o numero de equagoes do sistema é irrelevante. Nas equagoes 5.8, 3.8 e
3.9 os elementos pivotais sao enfatizados em negrito e aparecem como denominadores dos
fatores utilizados em cada passo da eliminagao. Isto também acontece na retrosubstituicao
3.10. Do ponto de vista matricial, o método da eliminacao tem os seguintes objetivos:

1. Transformar o sistema Ax = b no sistema Ux = ¢ em que U é uma matriz triangular
superior.

2. Resolver o sistema Ux = ¢ por retrosubstituigao.

Permutacoes e Pivos Nulos
No exemplo anterior, o método da eliminacao foi realizado supondo que os pivos,
em cada passo, eram nao nulos. Considere- se, agora, o seguinte sistema.

Exemplo 3.22
Resolver o seguinte sistema de equacgoes

3r1 — 29+ 0x3 = 2
6I1 - 2[L‘2 + rs = —1
=31+ 319+ 23 = 0.

Eliminando x; na segunda e terceira equagoes, obtém-se o sistema modificado

3rx1 — a9+ 023 = 2
OZL‘Q + r3 = —5
2952 +x3 = 2.

Para eliminar x5 da terceira equacao, nenhum multiplo da segunda equacao pode ser uti-
lizado, pois o pivo para este passo é nulo. Contudo, com uma simples troca na ordem das
equacoes

31‘1 — T + 01‘3 = 2
2.2132 +x3 = 2
r3 = —5,

O sistema final modificado pode ser imediatamente resolvido por retrosubstituicao. De fato,
com essa troca, os elementos pivotais finais sao 3,2 e 1. Assim

-5
r3 = T:—5
2—.’13'3 7
1‘2 = = —
2 2
24t my 11
r1 = = — .
3 6
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Um zero, na localizacao do que seria um elemento pivotal, acarreta duas possibilidades: o
problema pode ser facilmente resolvido, com uma troca de equagoes, ou pode ser sério.
Por exemplo, no sistema

T +2:L’2 +3Z’3 —|—4.T4 = 2
51‘3 +6ZE4 = -1

Tes 4614 = 0 (3.11)
cry +T7x3 +8xy = 1

deve ser observado que o primeiro elemento pivotal é 1, porém a sua utilizacao nao é
necessaria, pois as outras equagoes nao apresentam a variavel x;. Como o coeficiente da
variavel x,, na segunda equacao, é zero e nao pode ser utilizado para eliminar x5 das equacoes
seguintes, faz-se a troca da segunda com a quarta equagao. Assim,

T —|—2.Z‘2 +3[L’3 +4l’4 = 2
CTo +7ZL’3 +8CL’4 = 1

Bry +6zs = —1 (3.12)
7,153 +6xy = 0

Agora, utilizando o coeficiente 5 da terceira equagao como elemento pivotal para eliminar o
coeficiente de x3, na ultima equacao, tem-se

r1 +2x9 +3x3 +bry = 2
CXo +7$3 —|—8$4 = 1

51’3 +6ZL’4 = —1 (313)
—121‘4 = 7

Aqui, os elementos pivotais sao 1, ¢, 5 e —12. Se ¢ é nao nulo, entao resolve-se
por retrosubstituicao. Quando ¢ for nulo, o problema é sério: a matriz do sistema dado
é singular. Neste caso, a primeira e a segunda colunas seriam proporcionais e o determi-
nante do sistema seria zero. De outro lado, a retrosubstituicao nao seria automaética e faz-se
necessario, portanto, uma maior andlise do sistema, o qual serd feito nas proximas secoes.

3.2.3 Fatorizacao Matricial LU

Deve-se ressaltar, no primeiro exemplo, a relacao existente entre o valor dado b com
o valor transformado c, ou seja, como as operagcoes realizadas com as linhas da matriz A, para
obter as linhas da matriz triangular superior U, transformam b em c¢. Em primeiro lugar, b,
nao foi alterado. Logo, multiplica-se by pelo fator (20/10) e adiciona-se a by. Similarmente,
subtrai-se, de bs, o elemento b; multiplicado por (5/10). Assim,

1'b1 = 1 = C1
(20/10) by +1-by, = 4 =c (3.14)
—(5/10) by +1-b5 = 5.5

No segundo passo, os dois primeiros novos elementos, c¢; e ¢y, permanecem inalterados.

Entao, multiplica-se ¢ = 4 pelo fator (2.5/5) e subtrai-se de 5.5, obtendo-se o terceiro
elemento c3. Sendo b; = ¢;, decorre

]_'bl = 1201
(20/10) ey +1-by = 4=cy (3.15)
—(5/10) - ¢y 4+ 1-bs — (2.5/5) - ¢; = 5.5 — (2.5/5)4 = 2 =3
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ou, equivalentemente,

cT = b1
—(20/10) -c1 + o
(5/10)01—|—(25/10)CQ—|—63 = b3 .

I
S
D

(3.16)

Na forma matricial, este sistema é escrito como
1 0 0 C1 by
—20/10 1 0 co | =1 by |, (3.17)

Lc=bh (3.18)

ou seja,

onde

L:

1 0 0
—20/10 1 0
5/10 2.5/5 1

Os fatores utilizados na eliminacao sao denominados multiplicadores. L é uma
matriz triangular inferior, cujas colunas sao, precisamente, os multiplicadores utilizados na
eliminacao. A resolucao do sistema triangular inferior Lc = b é feita pela substituigao
ascendente 3.16.

Deste modo, a eliminagao consiste, intrinsicamente, em partir o sistema Ax = b
em dois sistemas triangulares Lc = b e, a seguir, Ux = c. As matrizes L e U provém
da eliminacao no seguinte sentido L é formada pelos multiplicadores e U pelos resultados
sobre os elementos da matriz A. O que é mais importante, tem-se a seguinte fatorizagao
matricial

A=LU, (3.19)

conhecida como a reducao de Doolittle .

As matrizes triangulares possuem varias propriedades que facilitam a sua ope-
racionalidade, dentre elas: o determinante de uma matriz triangular é igual ao produto
dos elementos da diagonal; o produto de duas matrizes triangulares superiores ou inferiores
¢ novamente uma matriz triangular da mesma estrutura; uma matriz triangular nao singular
¢ facilmente invertida e sua inversa possui uma estrutura idéntica. Como foi visto nos exem-
plos, a resolucao de sistemas triangulares de equacoes linearesé um processo extremamente
simples.

Exemplo 3.23
Determinar a fatorizacao LU da matriz tridiagonal

2100
1210
A=10192 1
00 1 2

Solucao

O primeiro pivo € a;; = 2, aqui utilizado somente para eliminar o elemento as; = 1.
Pois, neste exemplo a3; = a4; = 0. Assim, subtraindo da segunda linha o multiplo ly; = 1/2
da primeira linha, tem-se
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2 1 00 1 000
@ _ 03210 112100
AT=10 1 21| ¢ =10 «10
0O 0 1 2 0 x % 1
O segundo pivo é ag) = 3/2, sendo utilizado para eliminar apenas o elemento

a:(fz) = 1, uma vez que ag) = 0. O multiplo é I3 = 2/3 e a subtra¢do produz um zero na

linha 3 e coluna 2

1 0

1/2 1
0 2/3
0 0

00
00
e L= 1 0
* 1

O passo seguinte utiliza o terceiro pivo a%) = 4/3, e multiplica-o por l43 = 3/4, para eliminar

o ultimo elemento nao nulo situado abaixo da diagonal. A subtragao, 2 —3/4 = 5/4, fornece
o quarto pivo e resulta a forma triangular final

2 1 0 0 1 0 0 0
w 032 1 0 2 10 o
AY=U=1¢0 0 43 1| =170 213 1 0
0 0 0 5/4 0 0 3/4 1

Os elementos na diagonal de U sao os pivos, os quais sao desconhecidos a priori
para a matriz A. Sao determinados durante o processo da eliminagao.

E importante ressaltar o efeito da eliminagao sobre os elementos nulos da matriz A
tridiagonal. Neste exemplo, um elemento nulo, situado na coluna do pivo e abaixo dele, nao
precisa ser eliminado. Segue-se, portanto, que l3; = 47 = l45 = 0. Similarmente, os elementos
nulos, acima da banda tridiagonal, sao preservados em U. Esta ¢ uma caracteristica da
eliminagao relacionada as matrizes banda no processo da eliminacao, os elementos nulos
acima e abaixo da banda continuam nulos.

No caso da eliminacgao realizar troca de equacgoes, a fatorizacao LU sofre uma pe-
quena alteracao. Com relacao ao segundo exemplo, introduz-se a matriz de permutacao

100
001]
01

0

P =

que ocasiona a troca de linhas
100 3 -1 0 3 -1 0 3 -1 0
PA=|0 0 1 6 2 1|(=|-3 3 1|=|-3 31
010 -3 31 6 —2 1 6 —2 1

A matriz P produz o mesmo efeito sobre o termo b, trocar —5 com 2. Assim, considerando
o sistema inicial

PAx = Pb (3.20)

a eliminagao prossegue sem dificuldade.



95

E natural perguntar-se, para que classe de matrizes a eliminagao gaussiana nao
requer troca de linhas?. Em geral, a eliminacao gaussiana prossegue sem troca de linhas,
unicamente, se o produto

det(A)dety(A) - --det,(A) (3.21)

é nao-nulo. Aqui, det;(A) denota o menor principal de ordem i da matriz A. Assim, far-se-a
necessaria uma troca de linhas, uma vez que acontega det,(A) = 0 para algum p. Esta é
uma condicao tedrica e na pratica equivale a resolver o sistema. Entretanto, existem classes
de matrizes para as quais nao ha necessidade da troca de linhas. Em particular, a classe de
matrizes positivas definidas as quais, inclusive, possuem um tipo especial de fatorizacao.

3.3 Complexidade e Condicionamento Computacional

Para implementar os métodos apresentados, deve-se ter em conta os seguintes as-
pectos :

1. A complexidade computacional do método, isto é, o nimero de operagoes a serem
executadas;

2. Identificacao de fenomenos numéricos decorrentes da aproximacao dos nimeros reais
(“precisao infinita”), por nimeros que sao realmente utilizados nos calculos (“precisao
finita”);

Os procedimentos computacionais sao surpreendentemente diferentes dos utilizados
na teoria. Exemplificando, suponha-se que se deseja obter uma solu¢ao numérica, para um
sistema de 50 equacgoes com 50 incégnitas. Que método utilizar: Cramer ou Eliminacao?.
Para determinar o tempo de computacao do método, é necessario conhecer quantas operacoes
das varias classes serao realizadas.

Considere-se, em primeiro lugar, a reducao do sistema Ax = b para o sistema
Ux =c, A e U de ordem n x n, através da eliminacao Gaussiana. Sejam

M, = o numero de multiplicagoes ou divisoes

S, = o nimero de adigdes ou subtracoes .

Pode ser estabelecido que um sistema Ax = b, que pode ser resolvido por eliminagao
Gaussiana, sem troca de linhas, requer

an = M, +m, =n®+ (n— 1)n(n+ 1)/3 multiplicagdes ou divisdes

Bn =5+, =n(n—1)+ (n—1)n(2n —1)/6 adigdes ou subtragoes .
Observe-se que «,, e 3, sio menores do que n? + n3/3. Portanto, para n grande, a
complexidade computacional da eliminacao gaussiana ¢ da ordem de
n®/3  operacdes. (3.22)

Para se ter uma idéia desta complexidade, defina-se 1m flop como um milhao de
operagoes com nimeros de ponto flutuante (niimero no computador) e considere-se os seguintes
valores de n:
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n n? mega flops
10 1000 0.001
50 125000 0.125
100 1000000 1

500 | 125000000 125
800 | 512000000 512

1000 10° 103
10000 102 10°
100000 10% 10'2 .

Num computador com uma velocidade de 300 megaflops/segundo, o tempo para
resolver o sistema Ax = b é, aproximadamente, de

n tempo (segundos)
10 0.000003
20 0.0416
100 | 0.0033
500 | 0.4166
800 | 1.7066
1000 | 3.3333
10000 | 3333.33(~ hora)
100000 | 33333.3(~ 9.2horas).

Na contagem das operagoes envolvidas, pode-se evitar multiplicagoes por uns e zeros e sub-
tracoes de zeros. Isto reduz o trabalho total de operacoes, na eliminagao, para uma ordem
de n? operacoes.

Retornando, agora, ao hipotético sistema inicial de 50 equagoes e 50 incégnitas, considere-se
o método de Cramer. Cada variavel x; é expressa como o quociente de dois determinantes
de ordem 50 x 50. Escrevendo o denominador det(A) em termos de cofatores realtivos a
primeira linha, tem-se

det(A) = aud@t(AH) — algdet(Alg) 4+ = a1,50det(A1’50). (323)

Cada cofator (—1)"*/det(A;;) é um determinante de ordem 49 x 49. Se os cofatores fossem
conhecidos, ter-se-ia 50 multiplicagoes. Porém, os cofatores 49 x 49 podem ser espandidos
segundo novos cofatores e, assim, sucessivamente. A completa expansao do det(A) requer
50 x 49 x - - - x 2 x 1 multiplicacoes, ou seja 50!, aproximadamente 3.04140932%. Este processo
de céalculo levaria anos num computador. Portanto, o método de Cramer é considerado, at-
ualmente, como um método essencialmente tedrico. A grande vantagem, sobre a eliminagao,
é que o método de Cramer ”desacopla” as incégnitas, através de uma férmula algébrica, ou
seja, nao é necessario conhecer os valores das outrasincognitas, para obter o valor de uma
determinada incognita.

Para n muito grande, a contagem de operagoes para o método da eliminagao, parece
ser desalentadora, uma vez que n® serd extremamente grande. Nao deve ser esquecido, porém,
que a prépria multiplicacdo de matrizes de ordem n x n requer uma ordem aproximada de n?
operacoes. Deste modo, a complexidade computacional para formar A~! é da mesma ordem
que no calculo de A% ou A*A. O calculo da inversa A~! de uma matriz A nao-singular de
ordem n equivale a resolver n sistemas da forma
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Ax =e;, (3.24)
ondee; =[00 --- 010--- 0]", com 1 no i-ésimo elemento para i = 1,2,--- ,n. Neste caso,
tem-se que

Avlzel, AV22827 ety Avn:en. (325)
Assim,
A[Vl Vo - Vn] = [el €y - en] =1 (326)
e, portanto,
Al =[vy - vy (3.27)

Quando as matrizes possuem estrutura, o que é frequente nas aplicacoes, o tempo de computo
reduz-se consideravelmente. Por exemplo, se A é uma matriz tridiagonal, o nimero de
operacoes diminui drasticamente. Pois, em cada passo, somente na linha abaixo do pivo é
realizada a eliminacao. Incluida a retrosubstituicao, a eliminagao Gaussiana com matrizes
tridiagonais é da ordem de

4n  operagoes. (3.28)

Ou seja, que sistemas tridiagonais podem ser resolvidos quase que instantaneamente. Por
exemplo, para n = 100.000, um computador com velocidade de 300 Mflops/seg, levaria,
aproximadamente, 0.00033 segundos! Em geral, para matrizes banda de comprimento w a
complexidade computacional de multiplicacoes e divisoes é da ordem de

w(w—=1)3n —2w +1)/3 (3.29)

operagoes. Observa-se que, para w = n, ou seja, no caso em que a matriz é cheia, se recupera
o valor

a, =~ (n—1)n(n+1)/3.

Se a matriz banda for simétrica, o niimero de operagoes é reduzido para
(w—1)[3(w + 2)n — 2w(w + 1)]. (3.30)

3.3.1 Exemplos Sobre Condicionamento

Outro problema prético é o do ”condicionamento do sistema” . Pequenas variagoes
nos dados podem ocasionar resultados muito diferentes. Nesta situacao, o sistema é dito mal
condicionado.

Exemplo 3.24
Counsidere-se os sistemas

Drx+y=1 z+10ly=1
2Q)x+y=1 x+1.0ly=1.01

Nrx+y=1 099z +y=1.01

O primeiro possui a solugao x = 1, y = 0. O segundo, z = 0, y = 1. Uma variagao
de 0.01 no membro da direita da segunda equacao do sistema ocasiona uma modificagao
da solucao com uma outra ordem de grandeza. Finalmente, a solu¢ao do terceiro sistema é
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x = —1,y = —2, de modo que do primeiro sistema ao terceiro, uma variacao de 0.01 em cada
um dos coeficientes produz uma mudanca na solu¢ao com uma outra ordem de grandeza.
Ao examinar as matrizes inversas de cada sistema,

101 —101 101 —100 100 —100
—100 100 |~ —100 100 |~ =99 100

observa-se que os elementos sao grandes, quando comparados com os do sistema dado.
Em geral, se x e x + Ax sao as respectivas solucoes dos sistemas

Ax=b , A(x+Ax)=b+Ab.

Entao, fazendo a diferenca das duas equacoes, obtém-se

A(Ax) = Ab .

Observa-se que, para uma pequena variacao do dado Ab, a variacao do valor da solucao
Ax vai depender do comportamento da inversa da matriz A ao multiplicar pela variacao
dos dados. Em particular, se as componentes de A sao pequenas e as da inversa sao, em
comparagao, muito grandes.

Na pratica, variacoes nos coeficientes podem estar ligadas ao arredondamento de cifras sig-
nificativas. Pois, os coeficientes podem ser determinados experimentalmente, ou assumido
que, para um propoésito de desenho, eles estao dentro de uma certa tolerancia. Se este nao
for o caso, muito pouco pode ser feito para melhorar a situacao, uma vez que as equagoes
foram formuladas. Em alguns problemas, uma reformulacao com outro embasamento pode
melhorar o condicionamento.

Exemplo 3.25
Considere-se o sistema

1 1 1 _
51’1 +§$2+ 1.773 =1

1 1 1. 1
301+ gT2+ 503 =3

W=

1 1 1 _
ZiL'l + 51’2 + gl‘g =

Que possui solucao exata
r=12, y=-30, z=20

Esses nimeros sao grandes quando comparados com os do sistema, o que sugere que os ele-
mentos da matriz inversa devem ser grandes. Isto somente pode acontecer se o determinante
do sistema for pequeno. De fato, o determinante é 1/43.200 = 0.00023 e a matriz inversa é

72 =240 180
—240 900 —-720 |.
180 —=720 600

Arredondando os coeficientes do sistema para duas casa decimais, tem-se
0.50z1 4+ 0.3329 4+ 0.2523 =1
0.33z1 4+ 0.2525 4+ 0.20z3 = 0.50

0.2521 + 0.20z9 + 0.1723 = 0.33
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A solucao exata do sistema arrendondado é

605 625 9
—_—"-54 —_ - 5 — —20.56.
T 115 5.40, y 115 5.08, =z 16 0.56

Estes ntimeros tém pouca semelhanca com os da solugao do sistema original. O valor do
determinante do sistema arredondado é 0.000112, ou seja, quase cinco vezes o do sistema
original. Além disso, os elementos da matriz inversa do sistema arredondado, com duas casas
decimais, diferem da original por fatores da ordem de 5.

22.32  —54.46 31.25
—54.46  200.89 —156.25
31.25 —156.25  143.75

Geometricamente, as equacoes dos sistemas dados representam planos quase paralelos, por-
tanto de intersecao muito longe! Pode ser observado que esse fenomeno numérico se apresenta
quando o determinante do sistema possuir um valor menor do que se esperaria para os val-
ores dos elementos da matriz.

Exemplo 3.26

Um sistema, constituido por trés molas em série, fixadas em dois apoios rigidos, sujeito a
duas forcas de tensao p; e po

o
. .? il g m \
T1 Ig

— e

Figura 3.1 — Equilibrio de Forca Elastica

é representado pelas equagoes de equilibrio elastico, descritas pelo sistema linear
A+ B)z1— Brs =m

—ﬁZL‘l + ()\ + ﬁ)ZEQ = P2 .

A matriz do sistema e sua inversa sao dadas por

A A+B B ) 1 1+5 5
= e =
B A48 A0 s g0

O condicionamento deste problema depende dos parametros A e 3. Em particular, o
sistema é mal condicionado, quando a natureza das molas é tal que o quociente § ¢é grande.
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Por exemplo, uma mola central muito “dura” e duas molas muito “macias”nas extremidades
fixas as paredes.

Um sistema sera dito bem condicionado quando um pequeno erro nos dados nao
ocasiona um erro relativo grande na solucao. Em variadas estimativas destes erros, com o
uso do conceito de norma matricial, a ser definido posteriormente, encontra-se o chamado
numero de condicionamento

cond(A) = ||A[[[]A™"]]

onde [|.|| denota a norma da matriz A. Assume-se que esta norma verifica a propriedade
|ABJ[ < [|A[[[[B]].
Por exemplo, ||A|| = mazj—1., Y v, |a;;| para uma matriz A = [a;;]. Em particular, ||I}|=1

para a matriz identidade.
Da relacio AA™! = I, e da propriedade acima, segue que cond(A) > 1. Deve
salientar-se que o valor deste niimero, dependera da definicao de norma utilizada.
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3.3.2 Fatorizacao L D U

A fatorizacao LU nao apresenta simetria, no seguinte aspecto: enquanto U possui
pivos na sua diagonal principal, os elementos diagonais de L sao unitarios. Este fato pode
ser revertido extraindo de U uma matriz diagonal D composta inteiramente pelos pivos. Por
exemplo,

1 00772 1 1/2 1/2
= 2 10 ~1 0 1 2
-1 -3 1 —4]lo o0 1

Resulta, deste modo, que a decomposicao triangular A = LU pode ser escrita na forma

A=1LDU, (3.31)

onde L é triangular inferior e U é triangular superior, ambas com elementos diagonais
unitarios. D é a matriz diagonal formada pelos pivos. Observe-se que a notacao utilizada,
ainda que possa gerar confusao, consiste em denotar a matriz triangular superior com ele-
mentos diagonais unitarios pela mesma letra U.

A decomposicao A = LDU permite resolver um sistema Ax = b em trés passos:

1. achar cde Lc=b
2. achar z de Dz = ¢
3. achar x de Ux =z

A decomposi¢ao LDU ¢ tnica e permite flexibilidade para o calculo pratico das
matrizes L e U. Por exemplo, isto acontece com a reducao de Crout, na qual considera-se
LD como sendo uma matriz triangular inferior L (sem elementos unitérios na sua diagonal)
de modo que A = LU com U triangular superior e elementos unitarios na sua diagonal.
Esta reducao permite calcular alternadamente as colunas de L e de U.

3.3.3 Fatorizacao LDL!

Para matrizes simétricas, a decomposicao LDU pode ser escrita numa forma mais
simples. Por exemplo, a matriz tridiagonal simétrica

210 07

1210

A=101 21

0012,

possui a fatorizacao A = LU, onde

1 0 0 0 2 10 0
12 1 0 0 o3z 1 0
L=1"%9 213 1 0| © VY=o 0 314 1
0 0 3/4 1 0 0 0 5/4

Escrevendo
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2 0 0 0 1 1/2 0 0
U — 0 3/2 0 0 0 1 2/3 0
10 0 3/4 0 0 0 1 3/4 |
0 O 0 5/4 0 0 1
decorre que

2100 1 0 0 O 2 0 0 0 1 1/2 0 0
1210 |1/2 1 0 o|]o32 0 o 0 1 2/3 0
012 1| 0 2/3 1 0 0 0 3/4 0 0 O 1 3/4
001 2 0 0 3/4 1 0 0 0 5/4 0O O 0 1

Assim, para matrizes simétricas a decomposigao LDU resulta da forma

A =LDL". (3.32)
Deve-se observar que se uma matriz possui essa fatorizacao, entao ela deve ser simétrica.
Pois, A* = (LDL")! = (L")!D'L' = LDL’ = A.
3.3.4 Fatorizagao LL' de Cholesky

Matrizes simétricas que possuem a fatorizacao LDL® com D > 0, ou seja, que todos
0s pivos sao positivos sao chamadas matrizes positivas definidas. Para este tipo de matrizes
a fatorizacao pode ser ainda mais simples.

Com relagao ao exemplo anterior, a matriz D pode ser escrita na forma vD+v/D.

Assim
2 0 0 0 V2 0 0 0 V2 0 0 0
032 0 0| | o0 3/2 0 0 0 3/2 0 0
0 0 3/4 0 1o 0 3/4 0 0 0 3/4 0
0 0 0 5/4 0 0 0 5/4 0 0 0 5/4

Denotando L = Lv/D, decorre que L' = v/DL!. Deste modo, obtém-se a fatorizacio
de Cholesky
A=LL",

onde L é uma matriz triangular inferior. No exemplo,

2100 V2 0 0 0 V2 V2/2 0 0
121 0 | v2/2 V32 0 0 0 V3/2 V2/3 0
012 1| 0  V2/3 2/vV/3 0 0 0 2/V3 V32
001 2 0 0 3/2 5/2 0 0 0 +/5/2

A obtencdo da matriz L, na fatorizacdo A = LL", é realizada como segue



lin =an

-1 Y2
li = [aii - Zl?j] ;o
j=1
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=2 -, n
(3.33)
j—1
lij :(1/ljj)la1]_zl]kllk’] ; ]:17 2,"',TL, Z:j+177n
k=1
L =0, 1<j.
Exemplo 3.27
Resolver o sistema
4 -1 0 0 1 1
-1 4 -1 0 2 | |0
0 -1 4 -1 x3 | | 0|7
o 0 -1 4 T4 0
utilizando o método de Cholesky.
Solucao
Tem-se
iy, 0 0 O
|l e 00
L= l31 I3 I3 0
lag liz laz lag
Assim
l11 =2
g =—1/2 Iy = (15/4)"?
I3, =0 lsg = —(4/15)1/2 I35 = (56/15)'/2
ly =0 lyp =0 lis = —(15/56)Y2 1y = (209/56)"/2 .

A resolucao de

LL'x=b,
equivale a resolver dois sistemas triangulares
Lz =b
L'x =z
Primeiro para z e, apods, para X.
Tem-se que
2 0 0 0 2 1
—(1/2) (15/4)1/2 0 0 | |0
0  —(4/15)/2  (56/15)/2 0 z | |0
0 0 —(15/56)'/2  (209/56)"/2 2 0
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possui a solucao
2 =1/2, 2=1/(60)Y2, 25=1/(840)"% | 2z, =1/(11704)"/?

A solucao do segundo sistema triangular é por retrosubstituicao ascendente. Assim,

2 —1/2 0 0 1 1/2

0 (15/4)'/2 —(4/15)1/? 0 Ty | 1/(60)/2

0 0 (56/15)/2  —(15/56)/2 xzy | | 1/(840)Y/2

0 0 0 (209)1/2 T4 1/(11704)'/2

possui a solugao

2y =1/209, x3=4/209, x5 =15/209 e x; =56/200 .
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3.4 Sistemas Lineares Singulares
Os sistemas de equacgoes algébricas lineares

Ax=Db,

em que a matriz dos coeficientes A possui determinante nulo, sao chamados de sistemas
lineares singulares .Este tipo de sistemas apresenta dois problemas: o sistema pode nao
ter solugao ou, se possuir solugao, esta nao é determinada de maneira unica. Ou seja, um
sistema singular pode ser inconsistente (sem solugao, no sentido usual) ou consistente e
subdeterminado (tem solugao, porém nao necessariamente tnica).

Considere-se o seguinte sistema de equacoes lineares

Ty + To + + Ty = b1
261 + 29 + + 2z4 = by
m — (3.34)

25U1 + 3.%2 + x3 + 41‘4 :b4

Este sistema ¢ singular, uma vez que o determinante do sistema ¢é nulo, pois a segunda linha
¢ um multiplo da primeira.
O primeiro passo, na eliminacao Gaussiana, produz o sistema

Ty + T2 + + zy =b
0z;y + Oxy + Ox3 4+ Oxzy =by—2by
To + T3 = b3

Ty + T3 —+ 2(134 :b4—2b1.

Eliminando x5 da ultima equacao e permutando as linhas, decorre

T + Xy + Ty = C1 = b1
T2 + I3 = (3 = b3
21’4 = C3 = b4 — b3 — 2b1 (335)
0 = Cy — b2 - 2b1
Em termos matriciais
Ux=c, (3.36)
onde
1100 by
101 10 | b3
U=1000 2" = b —bs—2n
00 00 by — 2by

Observe-se que, num sistema singular, pelo menos uma linha da matriz triangular
U deve ser nula, isto é, tem-se a presenca de pivos nulos. As linhas nula simpoem restrigoes
sobre o dado b. No exemplo, o dado b deve ser tal que ¢, = by — 2b; = 0. Se esta condicdo
nao € verificada, isto €, by — 2b; # 0, entao o sistema € inconsistente e nao possui solu¢dao
para o dado b. Satisfeita essa condi¢ao sobre o dado b, o sistema Ux = ¢ pode ser resolvido
por retrosubstituicao para as varidveis bdsicas x1,xs € x4, que correspondem aos pivos nao
nulos, deixando-se x3, que corresponde a um pivo nulo, como uma varidvel livre. Assim,

Ty = (b4 — bg — 261)/2

T3 = a

To = b3 —a

xry = b1—I2—!E4:251—(3/2)53—54/2+a7

(3.37)
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onde x3 = a é uma constante arbitraria. Deste modo, tem-se que a solugao do sistema nao é
unica , ou seja, nao é bem determinada, pois para qualquer valor de a tem-se uma solucao.
Decorre que

T1 1 2b1 - (3/2)b3 - b4/2
- T . —1 b3
X=l g | Tl 1|7 0
Ty 0 (b4 — b3 — 2b1)/2

Um critério tedrico para saber a priori se um sistema singular é inconsistente, isto
é, nao possui solucao no sentido usual, pode ser obtido da identidade de Cramer

det(A)x = adj(A)b ,
Um sistema com det(A)= 0 serd consistente se
0=adj(A)b, (3.38)

Se o dado b nao satisfizer a condicao 3.38, entao o sistema para esse dado nao podera
ter uma solugao usual x, isto é, o sistema ¢ inconsistente com o dado b. Por exemplo,

4.1]1 + 31’2 =0
—81'1 — 6l‘2 =1

nao possui solugao no sentido usual, pois a condi¢ao (8) nao ¢é satisfeita:

o] 4 2[2]-[£ 22

A nao existéncia de solucao classica deste sistema deve-se ao fato que suas equagoes sao
incompativeis. Pois, multiplicando a primeira equacao por -2, obtém-se

—8x1 — 629 =0,

a qual nao é compativel com a segunda equacao do sistema.
Se no sistema anterior, o dado b for mudado, isto é,

4£L'1+31'2 = 1
—8xr1 — 6y = —2

obtém-se um sistema consistente. Certamente, a segunda equacao é redundante, pois é o
dobro da primeira, e nao acrescenta informagao alguma para a obtencao da solu¢ao. Fazendo
To = a, obtém-se da primeira equagao x; = (1 — 3a)/4. Assim,

X:{(1—3a)/4}

a

satisfaz o sistema para qualquer valor da constante a. Ou seja, a solu¢ao nao é bem deter-
minada.

De este exemplo, conclui-se que um sistema singular pode ser consistente ou incon-
sistente em relacao ao dado b.

Em termos geométricos, o caso inconsistente, para o sistema acima, é representado
como a situacao de duas retas paralelas que nao se cortam e, portanto, nao ha solugao. No
caso consistente, tem-se somente uma reta, entao todos os pontos sobre ela fornecem uma
solucao do sistema, isto é, uma infinidade de solugoes.



67

3.4.1 Posto e Nulidade

Para sistematizar as observacoes da secao anterior, é necessario introduzir os con-
ceitos de posto e de nulidade de uma matriz A. O posto pode ser definido com o auxilio
de determinantes ou com a matriz U que resulta da eliminacao. Estas defini¢oes sao equiv-
alentes.

Uma matriz A possui posto r quando uma das seguintes condicoes equivalentes se
verifica

e r¢é a ordem da maior submatriz quadrada de A que é nao-singular. Isto é, A possui
ao menos um determinante de ordem r que é nao nula, porém todos os determinantes
de maior ordem que r se anulam.

e 1 ¢ o numero linhas nao nulas da matriz triangular superior U obtida por eliminagao
da matriz A. Equivalentemente, r é o nimero de pivos nao nulos.

Uma matriz é dita de posto zero quando todos seus elementos sao nulos, isto é, a
matriz nula. Se A é uma matriz quadrada de ordem n, a diferenca

S=NnN—rT

é chamada de nulidade. A nulidade de uma matriz é o nimero de pivos nulos.
Matrizes quadradas nao singulares de ordem n, possuem posto r =n e nulidade s = 0.

Exemplo 3.28
A matriz

1 21
A=1]4 8 4
01 2
possui posto 2, uma vez que, em particular, a submatriz

o]

tem determinante nao nulo e a unica submatriz de ordem 3 de A é a prépria matriz A que
possui determinante nulo.

Por outro lado, por eliminagao, obtém-se a matriz

1 2 3
U=|01 2
000
cujo posto também ¢é 2.

Para resolver um sistema singular Ax = b, procede-se da seguinte maneira:

1. A eliminacgao gaussiana € utilizada para obter o sistema equivalente Ux = c. Assume-
se que com troca de linhas, se necessaria, as linhas nao nulas de U aparecem em
primeiro lugar e as nulas por ultimo.

2. Determina-se o posto r e a nulidade s.
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3. Os elementos de ¢ sao examinados segundo duas opgoes:

(a) Se ao menos um dos elementos ¢, 1, - - , ¢, for ndo nulo, o sistema é inconsistente
e portanto, o sistema nao tem solucao.

(b) Se todos os elementos ¢,41,--- , ¢, forem nulos, entdo, o sistema é consistente,
Definem-se como variaveis basicas as r variaveis que correspondem aos pivos nao-
nulos e sao definidas as outras s = n — r como variaveis livres.

4. Com a opcao 3b, a resolucao de Ux = c é feita por retrosubstituicao, sendo as varidveis
basicas obtidas em termos das variaveis livres.

Em resumo, para sistemas singulares consistentes, todas as solugoes de Ux = ¢ sao
obtidas atribuindo-se valores arbitrdrios as s = n — r varidveis livres e resolvendo por retro-
substituicao para as r varidveis basicas.

Exemplo 3.29
Resolver o sistema, cuja forma reduzida Ux = 0 é dada por

ry — X9 + 2[)33 + T4 + Ty =
3ZE4 + 5[L‘5 + Tg — Co

4£U6 = C3

0 = Cyq

0 = Cs

0 = Cg

Solucgao

Tem-se duas situagoes. Se ao menos um dos valores ¢y, ¢s5, ¢g for diferente de zero, o sistema
serd inconsistente e nao possuird soluc¢ao no sentido usual. Se ¢4 = ¢5 = ¢ = 0, entao o
sistema sera consistente e tera vérias solugoes. Para esta ultima situagao, as variaveis bésicas
serao i, x4 € xg, correspondentes aos pivos nao nulos 1,3 e 4 respectivamente e as variaveis
livres serao xs9,x3 € x5 . Fazendo-se

To=a, x3=0 € IT5=w,
e por retrosubstituicao, decorre

Tg — C4/4
xy = (e —bw —c3/4)
r, = (Cl—02/3+03/12)+C¥—26+QW/3.

Deste modo, obtém-se a solucao geral

Ty [ (c1 — /3 +¢3/12) + a — 26 + 2w/3 ]
) «
_ | 3| _
X=1 o |~ Cy — Bbw — c3/4
Iy w
Tg C4/4 ]
ou _ _ L ~ _ _ _
61—02/3+63/12 1 —2 2/3
0 1 0 0
0 0 1 0
Xx= 02—C3/4 ta 0 +ﬁ 0 tw -5
0 0 0 1
c4/4 i _0_ | O_ i O_
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Decorre que a solucao ¢é da forma
X = X, + ohy + Shy + whs.

Ou seja, é a superposi¢do de uma solugao particular x, (& = f = w = 0) com multiplos das
solugoes hq, ha, hy da equagao homogénea Ux = 0 , pois

Ux—-x,) =Ux—-Ux,=b—-b=0

e, portanto,
CkUhl + 6Uh2 -+ u)Uh3 =0.

Escolhendo a = 1,3 = w = 0, obtém-se que Uh; = 0. Similarmente, com hy e hs
para adequados valores de a, (e w.

Em geral, considerando que o sistema Ax = b e o seu reduzido Ux = ¢ possuem as
mesmas solugoes, tem-se que a solugcao de um sistema consistente Ax = b, com A de ordem
n e de posto r, € da forma

X =X, + ajhy + - - - + a;hy (3.39)
onde s = n —1r € a nulidade da matriz A. Aqui x, é uma solugcdo particular do sistema,
hy,- -, h sdo solugoes da equacao homogénea Ax = 0 e aq, -+ ,q, SGo parametros ar-
bitrdrios.

Historicamente, a resolugao de sistemas singulares com o uso de determinantes pre-
cede ao desenvolvimento sistematico da eliminacao. Suponha-se que o sistema Ax = b, com
A uma matriz quadrada de ordem n, possui posto r menor do que n. Também, que as
ultimas n-r equagoes sao proporcionais ou combinagoes lineares das primeiras r equacgoes,
isto é, sao redundantes e, portanto, descartaveis. Entao, as equagoes a serem resolvidas sao

a1 Ty + -+ apx, = b — Q11 Trg1 — 0 — Ay
ATy + -+ 4+ Xy = by — Q2rp1Tpp1 — - — A2 Ty
ArpX1 + + 0+ ATy = br — Qrr1Trp1 — 0 — AppTp

pois as outras n — r equagoes nao acrescentam informagao adicional sobre as incégnitas
x1,- -, T, uma vez que podem ser descartadas do sistema.
Escrevendo-se este 1ltimo sistema na forma

Cv=d, (3.40)
onde C ¢ a matriz nao singular de ordem 7, com elementos a;j, e d o vetor coluna 7 x 1,
com elementos b; — @; r41Ur41 — -+ — Ainly, decorre que
adj(C
v= —‘7( )d .
det(C)

Assim, a solucao do sistema singular Ax = b é dada por
v
Tria
X = ) ,

Tn

onde x4, , T, s@0 n — r constantes que podem ser arbitrarias.
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Por este motivo, um sistema singular consistente é referido na literatura como um
sistema subdeterminado, pois as equacoes do sistema nao sao suficientes para determinar
uma Unica solugao.

Exemplo 3.30
Resolver o sistema de equacoes lineares

r1 — 229 + 3x3 = 4
x| + To -+ 21’3 = 5
2:6'1 — T9 + 51’3 =9

Solucao
E facil ver que o posto da matriz dos coeficientes é igual a dois e, portanto, o sistema é
singular. Assim, considere-se o subsistema 2 x 2 de posto 2

r1 — 2$2 = 4-— 3$3
T + o = 5 — 2[[‘3
ou
1 -2 T . 4 — 3373
1 1 T o 5 — 2%‘3
Tem-se

HECCI R O] il

Portanto, a solucao geral é dada por

(14+a)/3

X =

(14 — 7a)/3 ]

onde 3 = a é uma constante arbitraria.

3.5 Sistemas Lineares Retangulares

O tratamento geral de sistemas de equacoes algébricas lineares com coeficientes
numéricos

Ax =D,

em que A é de ordem m x n, x de ordem n X 1 e b de ordem m x 1 é inteiramente analogo
a do caso de sistemas singulares.



Exemplo 3.31
Resolver o sistema de equacoes

3274

Ty — X9 + 223 4+ x4
2x1 — 29 + 4dx3 + Dy
31’1 - 3I2 + 6%’3 + 6]34

Solugao

A eliminacao gaussiana é realizada, no primeiro passo, permutam-se a primeira e segunda

++ 4+ +

51‘5 + 21’6
Ts

Trs + 6xg

81’5 + 21’6
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equacoes e, apos, subtraindo-se multiplos desta nova primeira equacao das outras. O multiplo

a ser subtraido da terceira equacgao é 2 e da quarta equacgao é 3, obtendo-se o sistema

r1 — X9 + 2x3 + x4 +
31’4 +
3ry +
3ry +

Completa-se o processo da eliminacao, subtraindo-se a segunda equacao da terceira e quarta

L5
51’5
55(]5
51’5

equagoes (o multiplo é 1, em ambos casos). Assim,

$1—I’2+21‘3+ZE4+

Z5

3xy + Dxs

= b

+ QZUG = bl
41}6 = bg — 2b2 — b1

O - b4 - 3b2 - b1

+ 2[E6 =
+ 6ZL'6 =
+ 21‘6 =

Tem-se as varidaveis basicas x1, x4, xg, correspondentes aos pivos nao nulos, e as variaveis

livres x5, x3, x5, associadas aos pivos nulos. Por retrosubstituigao, decorre

Tg = <b3 — 2b2 —bl)/4

u
v

Ty =
r1 = by+ w1y —2x3 — 14 — 5,
onde
Ty =
r3 =
T2 =

sao constantes arbitrarias.

w

b4—3b2—61:0,

a qual decorre da ultima equacao do sistema final reduzido. Neste caso, segue que

T bQ
) 0
. ZT3 o 0
x= Ty o b1 Tw
Ty 0
_1’6_ _b3—2l)2—b1_

1

SO oo

[ —2

0
+v (1)
0
0

(b1 - 5ZE5 — 2[L‘6)/3 = (3[)1 + 4b2 - 2b3 - 5U)/3

O = OtO O =

Para que este procedimento seja inteiramente valido, deve-se
assumir, a priori, que os elementos do dado b satisfazem a relacao de consisténcia

Matricialmente, a eliminacao Gaussiana, incluida a troca de linhas, transformou a

matriz do sistema original

0 00
1 ~1 2
A=19 9 4
3 -3 6

S Ut = W

(OOl I O

N O O N
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na matriz escada

1 -1 2110
0 0035 2
U=19g 00004
0 00000

Para matrizes retangulares A de ordem m X n, a definicao de posto r e nulidade
s ¢ a mesma dos sistemas singulares, isto é, r é o nimero de pivos nao nulos e s = n — r.
Através de determinantes, r é a ordem de uma submatriz com determinante nao nulo, porém,
todos os determinantes das submatrizes de ordem maior que r sdo nulos. Ambas definigdes
fornecem o mesmo valor. Observe-se que a nulidade é o nimero de variaveis livres e que r é
o numero de variaveis basicas.

Em geral, o procedimento é o seguinte

E realizada a eliminacao, incluido troca de linhas, obtendo-se um sistema Ux = c.

[ ]

e E identificado o posto 7 e a nulidade s.

e O sistema Ux = c é dito inconsistente se, a0 menos, algum dos elementos ¢, 1, -+ , ¢,
¢ diferente de zero;

e O sistema Ux = c é consistente se ¢, 1 =c¢Cy0="---=¢, =0.

Para sistemas consistentes, sao atribuidos valores arbitrarios as s variaveis livres, cor-
respondentes aos pivos nulos, e resolve-se por retrosubstituicao para as r variaveis
bésicas, que correspondem aos pivos nao-nulos.

A rigor, a resolucao de um sistema retangular consistente equivale a extrair o maior subsis-
tema nao-singular de ordem r x r e inverté-lo, considerando as outras s = n — r variaveis
como parametros. Mais precisamente,

A solucgao geral de um sistema retangular Ax =b, A m xn, para o qual o sistema
reduzido Ux = ¢ € consistente, tem a forma

X = Xp +ath; + -+ ohy

Aqui x, € uma solugao particular (Ax, = b ou Ux, = ¢), hy, ---, h sdo solugoes do
sistema homogéneo associado (Ax =0 ou Ux =0), ay, - ,as sdo parametros livres e s €
a nulidade do sistema, ou seja, s =n —r, onde r € o posto de A.

3.6 Solucgoes Nao Nulas de Sistemas Homogéneos
Um sistema homogéno

Ax =0, (3.41)
com A uma matriz quadrada de ordem n, é sempre consistente, pois, a condicao de con-
sisténcia adj(A)b = 0 é satisfeita para b = 0. Em particular, x = 0 é sempre uma solugao.
E de interesse determinar quando o sistema homogéneo possui solugoes nao nulas.

e Se det(A) # 0, ou seja, a matriz é nao singular, entdo Ax = 0 possui unicamente a
solugao nula. De fato,

x=A"10=0;
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e Se det(A) = 0, ou seja, a matriz é singular, entdo Ax = 0 possui uma infinidade de
solugoes nao nulas que dependem de s parametros, onde s é a nulidade.

Pois, se A ¢é singular de ordem n, entao o posto e a nulidade verificam r < n e

s=n—1r>0.

Resumindo:
O sistema Ax=0, A matriz n X n, possui solucoes nao nulas, se e somente se detA = 0.
Equivalentemente, o posto de A € menor que n.

Exemplo 3.32
Determinar valores de w para os quais o problema de contorno

¢(z) +wd(z) =0
¢(0) =0, o(L) =0

possui como solugoes fungoes nao identicamente nulas.

Solucao
A equacao dada tem a solucao geral

o(z) = crcoswx + casenwz.
Para determinar as constantes ci, co devem-se verificar as condigoes dadas, isto é,
0= ¢(0) = ¢1c080 + cosen0),

0= ¢(L) = cicoswL + casenwL.

Matricialmente, tem-se o sistema homogéneo

1 0 C1 . 0
coswl senwlL co | |0

Este sistema possui a solugao nula ¢; = ¢o = 0 que nao é de interesse, pois ¢(z)
seria uma funcao identicamente nula. Para obter uma solu¢ao nao nula desse sistema, seu
determinante, denotado por A(w), deve ser nulo. Assim,

A(w) = senwL =0

Decorre que

e, para estes valores, o sistema é dado por

o o]0

Por eliminacao gaussiana, resulta
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Deste modo, ¢; = 0. A constante ¢y é arbitraria, porém deve ser escolhida nao nula para
fornecer uma solucao nao identicamente nula. Assim,

n
P(z) = cosenwr, w = %, n inteiro # 0, co # 0.

Observe-se que n deve ser, também, nao nulo para evitar uma solucao que anula-se é iden-
ticamente.
A discusssao acima, pode ser estendida para sistemas lineares homogeéneos retangu-
lares
Ax = b,

onde A é uma matriz m X n, em termos do posto. Mais precisamente,

e O sistema Ax=0, A m X n, possui somente a solu¢ao nula, se, e somente se, o posto
de A é igual a n.

e O sistema Ax=0, A m X n, possui solucoes nao nulas, se, e somente se, o posto de A
é menor que n.

Exemplo 3.33

Um problema tipico, que provém da andlise dimensional, ocorre no escoamento de um flu-
ido. Aqui as varidveis sao a velocidade V', a densidade p, o diametro D, a gravidade g, a
viscosidade p. Em termos das usuais unidades fundamentais para massa M, comprimento
L e tempo T', tem-se:

Grandeza : 'V p D g 1
Dimensoes: LT ML= L LT 2 ML 'T!

Deseja-se, quando for possivel, formular produtos adimensionais da forma
Ve pb De gd Iue
e, em caso afirmativo, determinar o maior nimero possivel de produtos.

Diz-se que um produto é adimensional, quando, ao substituir cada grandeza pelas
suas dimensoes, como na tabela acima, a soma dos expoentes em cada dimensao é zero. Em
outras palavras,

(LT-Y*(ML=3)PLe(LT-2)4(ML~'T~1)* = M°L°T®.

Entao, as trés equacoes seguintes devem ser satisfeitas para as cinco incognitas:

(Das poténcias de M) b + e =0
(Das poténcias de L) a — 3b +c¢c + d — e =0
(Das poténcias de T) — a — 2d — e =0

Tem-se, portanto, o sistema linear homogeéneo

onde
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¢ a matriz dos coeficientes do sistema,

»
I
o a0 o

¢ a matriz coluna formada pelas incégnitas do sistema e 0 é a matriz coluna formada por
ZETO0S.

Realizando a eliminacao gaussiana, com troca de linhas, obtém-se

a 0
1 -3 1 1 -1 b 0
0 1 0 0 1 c|l =10
0 0O 1 -1 1 d 0
e 0

A matriz deste sistema 3 x 5 possui posto 3. Tem-se as variaveis basicas a, b, ¢ e as variaveis
livres d, e. Assim,

c=d—e,
b= —e,
a=3b—c—d+e=-3e—d+e—d+e=—e—2d
Segue que
a —e—2d —1 -2
b —e —1 0
c | = d—e =e| —1 | +d 1
d d 0 1
e e 1 0
Para e = —1 e d = 0, decorre o produto
pV D
1
conhecido como o numero de Reynolds. Parae =0 e d = —1 tem-se o numero de Froude
VQ
L_g.

Com a solugao obtida, observa-se que existe uma infinidade de combinagoes possiveis.
Esta é uma carateristica dos sistemas retangulares homogéneos com mais variaveis do que
equacoes.
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3.7 Geometria Matricial

A manipulagao algébrica com matrizes é extremamente valiosa, porque fornece, si-
multaneamente, uma notagao compacta e um procedimento sistemético para a resolucao de
sistemas de equacgoes lineares. Embora que uma matriz seja, basicamente, uma ferramenta
algébrica, ganha-se muito, se as operacoes estritamente algébricas sao complementadas por
uma descricao geométrica.

Os vetores no plano sao usualmente representados como segmentos de reta desde a origem
(ponto correspondente ao vetor nulo) até o ponto (1, x2) que se considera como o vetor dado
X

Figura 3.2 — Representacao Geométrica

Considere-se a colecao de combinacoes lineares de dois vetores no plano x e y
u=ax+ gy

onde « e 3 sao escalares . Equivalentemente, para x e y considerados vetores coluna, tem-se
matricialmente
u=ax+ fy = Ac,
onde
I
A =[x = CcC =
x vl { Ty 1 } : {

Com relagao a figura,
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Figura 3.3 — Colinearidade e Nao-colinearidade

observe-se que se os vetores x e y nao forem colineares, entao qualquer vetor u , no plano,
podera escrito de maneira tinica na forma de combinacao linear de x e y, para certos escalares
a e 3, que dependemdo vetor u, isto é, c = A~ lu.

Entretanto, se os vetores x e y forem colineares, isto €,

y = kx,

para um certo coeficiente de proporcionalidade k, a matriz A sera singular porque seu de-
terminante é nulo. Um vetor qualquer u podera, ou nao, ser escrito como uma combinagao
linear de x e y, segundo esteja na mesma diregao da reta L quem comtém x e y (”consis-
tente”) ou fora da reta L ("inconsistente”). Pois, a combinacao linear u = ax + fy pode
ser escrita

u=(a+kf)x=ax.

Em particular, para y = —x, obtém-se x +y = 0. Ou seja, 0 = Ac com c = [1,—1]" uma
solucao nao nula.

Resumindo, dois vetores no plano x, y sao nao colineares ou colineares, segundo o vetor 0
possa ser escrito somente como uma combinacao linear nula ou nao, respectivamente. Estes
conceitos podem ser estendidos ao caso de vetores arbitrarios.

Os vetores ap, as, - -+ ,a, de ordem m x 1 sao ditos linearmente independentes, se

a;r, +agxy + - +apr, =0.

for possivel unicamente com x; = 9 = - -+ = x,, = 0. Eles sao ditos linearmente dependentes,
se

a;ry +agxry + - +anr, = 0.

¢ possivel sem que todos os z; sejam iguais a zero.
Para caracterizar quando uma colecao de vetores ay, as, - - - , a, ¢ linearmente independente
ou linearmente dependente, escreve-se a combinagao linear como um sistema homogéneo

Ax =0,

onde A ¢é a matriz cujas colunas sao esses vetores, x ¢ um vetor colunan x 1 e 0 é o vetor
nulo m x 1. Mais precisamente,
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o)
Ax=[a' a® ... a"] .| =awm fagra - +apr, =0.
T
Tem-se duas opcoes:
e O sistema Ax = 0 possui somente a solugao nula, ou seja, a combinacao linear
r1a1 +xoas+ -+ xa, =0
é possivel unicamente se ;1 = x9 =--- =z, = 0.
e O sistema Ax = 0 possui solugoes nao nulas, ou seja
r1a; + x99 + - - - + xha, = 0.

sem que todos os x; sejam iguais a zero.
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Na primeira situacao, os vetores coluna aj, as,...,a, sao linearmente independentes. Isto

ocorre quando a nulidade da matriz A € s =0 e o posto € r = n.

Se ha solugoes nao nulas, entao os vetores coluna ap, as, ..., a, sao linearmente dependentes.

Isto ocorre quando a nulidade é s > 0 e o posto é r < n.

oot e [i] o[ o[

sao linearmente dependentes 7

Solugao

A matriz, cujas colunas sdo os vetores dados, é de ordem 3 x 4. Ela possui posto 3 (< n
e nulidade s =4 — 3 =1 > 0. Portanto, os vetores sao linearmente dependentes.
Exemplo 3.35

Os vetores padrao de ordem n x 1

Exemplo 3.34
Os vetores

O O =
i)
[N N}

)
[y

I
)
N

Il

[a)
0]
=}

Il

=)
—

sao linearmente independentes. De fato,

1
Co
020181+6282—|—"'—|—0nen: . ,

Cn

4)
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unicamente, se ¢; = ¢ = -+ = ¢, = 0. Além disso, cada vetor coluna x de ordem n x 1
pode ser escrito na forma

T
T2
X = . :x1e1+x2e2—|—---—|—xnen,
xn
isto é, como uma combinagao linear dos vetores eq, ez, - - -, €.

A colecao de todos os vetores coluna com n elementos numéricos reais €, usualmente, deno-
tada por E,.

Exemplo 3.36
Os vetores v =1[1 2 3]'ew =[3 2 1] sdo linearmente independentes ?
Solucao

A relacao av + fw = 0 equivale ao sistema

a + 343 0
200 + 28 = 0
3 + [ = 0,
o qual possui solugao nao nula se, e somente se, o posto da matriz
1 3
2 2
3 1

for menor que 2. Como o posto desta matriz é exatamente 2, decorre que os vetores dados
sao linearmente independentes.

Exemplo 3.37
Para um sistema Ax = b com nulidade s > 0, as solugoes nao nulas sao da forma

x = cith; + eohy + -+ - + ¢;hy = He

Os vetores hy, hy, ..., c;h, sao linearmente independentes. Pois, x = 0 ocorrera somente no
caso em que ¢ = ¢p = -+ = ¢, = 0, isto é, a matriz H de ordem n x s possui posto s.
Da discussao acima, decorre que

O posto r de uma matriz € igual ao mdzimo numero de colunas de A linearmente
independentes. Se a andlise for feita em termos da matriz transposta, entdo
o posto r serd igual ao numero maximo de linhas linearmente independentes.
Também, se U € a matriz obtida de A por eliminacdo gaussiana, entdo r serd o
numero de colunas ou de linhas linearmente independentes, e, portanto, igual ao
numero de pivos nao nulos.

Com relagao a um sistema nao homogéno Ax = b, dizer que x é solucao equivale a afirmar
que o vetor b pode ser escrito como combinacao linear das colunas da matriz A, isto é

b:a1x1+a2x2+--~+anxn.

Se b nao puder ser escrito nessa forma, para nenhuma colecao de escalares xq, s, ..., T,,
entao o sistema Ax = b nao possuira solucao.
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3.7.1 Subespacos Lineares, Bases e Dimensao

Em variadas aplicagoes, encontram-se colecoes de vetores H, que sao descritas por
combinagoes lineares. Por exemplo, a colecao de vetores da forma

i
I
o0 oo

onde a, b, e ¢ sao parametros arbitrarios, pode ser escrita

1 0 0
0 1 0
x=a| 0|+l 0] +c| O
0 0 1
0 0 0

Esta combinacgao linear, por sua vez, pode ser escrita na forma matricial x = ®c, onde ® ¢é
a matriz, cujas colunas sao os vetores da combinacao e c o vetor dos parametros, ou seja,

1 00

010 a
x=%c=|0 0 O [b]

0 01 c

000

Uma cole¢ao de vetores H é denominada espaco ( ou subespaco) linear quando é fechada
com respeito a combinacoes lineares com elementos da colecao. Mais precisamente, dados
os vetores x, y em H e os escalares a, (3, o vetor ax + fy é um elemento de H.

No exemplo anterior, tem-se que

ax + By = adc + fPd = Pe,

onde e = ac + #d é um elemento da mesma colegao. Portanto, a colecao desses vetores é
um espaco.

Em algumas situacoes, os elementos da matriz ® podem ser funcoes. Por exemplo, denote-se
por H a colegao formada por todos os polinomios de grau nao maior do que r. Qualquer
polinomio de grau s

P(z) =cy+crz+cpz? +- 42"
pode ser escrito na forma
Co
Plz)=[1 z 22 --- 2" .| = ®c.
c}
Aqui, ® é uma matriz linha cujos elementos sao fungoes, logo H é um espaco linear.

Em muitas aplicacoes, tem-se espacos H cujos elementos sao da forma

X201h1+62h2+“'+03hk,
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para determinados vetores h;, j =1:k.
Matricialmente,

X:[hl h2 hk] . = Pc.
Ck

Um espago linear com elementos do tipo x = ®c é dito de dimensao r quando a matriz
® possui exatamente r colunas linearmente independentes. Neste caso, essas colunas sao
chamadas de base. Certamente, r < k e r é o posto da matriz ®, o qual caracteriza a
dimensao deste tipo de espaco. A matriz ®,, formada pelas r colunas de ® que sao linear-
mente independentes, é chamada de uma matriz base espaco do H.

Quando ¢ fixada esta matriz base, os elementos do espaco H podem ser re-escritos como

x = ®P,x,

onde x, é um vetor coluna r x 1. Deste modo, opera-se como se forem elementos do espaco
E, dos vetores coluna r x 1. Mais precisamente, se

X = ‘I)rxr > y= (I)ryr

ax + by = ®,.ax, + by, = ®,z,,

onde z, = ax, + by,.

Em termos algébricos, isto significa dizer que existira um isomorfismo entre um espago H de
dimensao r e o espago E,.. Ou seja, que as operagoes sao basicamente realizadas em termos
dos vetores coordenadas x,.

Na prética, o conceito de dimensao refere-se ao niimero de parametros basicos (ou “graus de
liberdade”) necessarios para caracterizar a colegao. Por exemplo, a colegao de vetores linha

x=all —2]+b[11]+¢c]2 —1]

possui trés parametros, porém, somente dois parametros basicos sao necessarios. Pois,

2 —1]=[1 —2]+[11]

implica
P x=(a+c)[l =2]+ (b+)[1 1] =c1[1 2] + o[l 1].

Por outro lado, para estabelecer que a dimensao do espaco H, formado pelos polinomios de
grau r ¢ igual a r, deve-se, retomar o conceito de independéncia linear, pois, neste exemplo,
os elementos base sdo as funcoes:1, z, 2z2,---, 2z". Elas serdo linearmente independentes,
se a combinacgao linear

ap+ a1z 4+ a4+ a2 =0,
(que a rigor, é uma rela¢do funcional valida para qualquer valor de z) possuir somente a
solugao
aqp=oa1=--=a;=0.

E um fato conhecido da algebra elementar que um polindmio se anula identicamente se, e
somente se, os seus coeficientes forem nulos. Portanto, como H é um espaco gerado por r
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elementos linearmente independentes, resulta que H é um espago de dimensao r.

Exemplo 3.38
A colecao H de vetores x da forma

»
I
OO0 O Q

possui dimensao 37
Solugao Tem-se que a combinagao linear

a d aa + [d

b e ab + Pe
z=ax+p0y=a |0 |+5] 0| = 0

c f ac+ Bf

0 0 0

¢ um vetor do mesmo tipo dos vetores dados, isto é, com a terceira e quinta componentes
nulas, portanto, H é um subespaco linear. Por outro lado, qualquer elemento x de H pode
ser escrito como

a 1 0 0
b 0 1 0
x=|0|=a|0|4+b|0]|+c| 0| =au;+buy+cus,
c 0 0 1
0 0 0 0 |
onde os vetores -~
1 0 0
0 1 0
(N 0 e 0
0 0 1
0 0 | 0

sao linearmente independentes. Assim, H é um subespago de dimensao 3.

Exemplo 3.39

Suponha-se que o intervalo [0,L] é particionado nos subintervalos [0, 1], [z1, x2], [z2, L]. Considere-
se a colecao L de fungoes continuas que sao lineares em cada subintervalo. Entao L é um
subespaco das fungoes continuas com dimensao 4.

Solucao

Tem-se que a combinagao linear de esse tipo de fungoes é uma funcao do mesmo tipo.
Portanto, L é um subespaco linear. Afirma-se que a dimensao é 4. De fato, em cada
subintervalo sao necessarias duas constantes para caracterizar a reta que descreve a fungao,
isto é, y = ax + b. Sendo trés subintervalos, serao necessarias no total seis constantes:
a,b,c,d, e e f. Por outro lado, sendo a funcao continua, deve-se ter as seguintes relagoes de
continuidade nos extremos dos subintervalos interiores

ar1+b=cxy+b
cro +d=exy+ f



83

Matricialmente,

T 1 —X1 —1 0 0
0 0 i) 1 —XT9 —1

SO /L R
I
—

Como a matriz dos coeficientes possui posto 2, a nulidade sera s = 6 — 2 = 4. Portanto,
havera somente 4 constantes independentes para caracterizar os elementos do subespago L.

OBSERVACAO
Em cada sub-intervalo [z, z;41], j =0:2 com zyp =0, z3 = L, um elemento u(x) do
subespaco L, pode ser escrito em termos dos valores de u nos extremos do sub-intervalo como

w(@) = u(z;)h(z) + u(rj)l(r), 7 <o <wjp,

onde [i(x), lo(z) sao os elementos (interpoladores locais)

X — X
ll(flf) — J+1
Lj+1 = Lj
T — Ty
lg(l‘) = 7 .
Lj+1 = L

Por outro lado, cada elemento de L, pode ser escrito na forma

w() = u(z1)o1() + u(ws)da(w) + ulws)ds(x) + ulwa)dalx)

onde
L=t o <z <1
Tr1—x0 - -

¢1(z) =

0 ry <13
L=IL o <z <1
Tr1—x0 - -
La—L 1 <z < I9
Tro—T1 - -
0 T > Ty
x—T 1y <1 < 3
r3—xI9 — —
x3—T 1y <1 < 3
r3—xI9
0 T < Iy
r3—x
p— To < x < 23

sao os elementos de uma base (global) em L.



CAPITULO 4

O Método Espectral

Este método é utilizado com sistemas lineares simétricos. Tem como base uma
propriedade de ortogonalidade existente entre os autovetores das matrizes simétricas. A
definicao destes conceitos sera feita a seguir.

4.1 Autovalores e Autovetores

A multiplicacdo de um vetor ndo nulo x por uma matriz A gera um novo vetor y,
que pode ser visualizado como uma transformacao do vetor original x. Existird um vetor
transformado, proporcional ao vetor original? Ou seja,

Ax = )\x , (4.1)

para algum escalar A 7  Em caso afirmativo, diz-se que x é um autovetor da matriz A
associado ao autovalor X .

Os autovalores e autovetores aparecem de maneira natural na procura de solucoes do tipo
exponencial para variados sistemas de equacoes, nos quais as incégnitas sao fungoes.

Exemplo 4.40
Determinar para que valores do escalar A o sistema

W Ju+3v =0

dv . _
g tu—v =0
possui solucoes nao nulas do tipo

u = ae™, v = be

Solucgao

Substituindo no sistema, v = ae*,

v = beM, decorre
(Aa — 4a + 3b)eM =0
(Ab+a — b)eM = 0.
Simplificando, obtém-se o sistema

(A=4)a+3b =0

—a+(A—=1)b =0
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Matricialmente,

A—4 3 al|l |0
1 A—1 b|{ 10"
que é do tipo (AI — A)x = 0 ou, equivalentemente, Ax = Ax.

O caso da solucao a = b = 0 nao é de interesse, pois fornece as solucoes nulas u = v = 0.
Para que este sistema homogéneo possua uma solugao nao nula, o determinante deve ser
nulo. Assim,

A—4 3

det{ 1 A—1

]:(A—4)(>\—1)—3:>\2—5)\+1:0.

5—

Decorre que o sistema dado possui solucoes com expoentes \; = E’”LT V2L o )\, = 5

Exemplo 4.41
Determinar os valores do escalar A\, para os quais o sistema

Uk+1 + O6up +3vr, =0
Vk+1 + ug — 2’Uk =0
possui solucoes nao nulas do tipo
Uy = a)\k, v = DAF.

Solucao
Substituindo u e v no sistema dado, decorre

(Aa — 6a+ 3b)AF =0
(Ab+a —20)\F =0,
e simplificando,
(Aa—6)a—3b =0
a+(A—=2)b =0

o qual é do tipo AI — Ax = 0 ou, equivalentemente, Ax = Ax. Matricialmente,

=[]

O caso a = b = 0 nao é de interesse, pois fornece solucoes nulas. Para que este sistema
homogéneo possua uma solugao nao nula, o determinante deve ser nulo. Assim,

A—6 3

det[ 1 \—9

]:()\—6)()\—2)—3:)\2—8>\+9:0.

Decorre que o sistema dado de equagoes em diferencas possui solucoes do tipo ¢\, com bases
expoenciais Ay =4 + VT e d=4—/T.

Exemplo 4.42
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Para a transformacao linear
descrita pela matriz

tem-se que

o-[i] « we]

sao autovetores de A associados aos autovalores A\ = 1 e Ay = 2, respectivamente.

4.1.1 Polinémio caracteristico

Para determinar os autovalores e autovetores de uma matriz deve-se observar que a
relacao
Ax=Xx, com x#0, (4.2)

pode ser escrita na forma de um sistema linear homogéneo

M—-Ax=0, x#0 (4.3)
Para que este sistema possua solucoes nao nulas, seu determinante
A—ay  —ap - —Qin
det|\I — A] = _?21 A _: 2 .:. _C:L% (4.4)
4 = o A —ay,

deve ser nulo. Este determinante é um polinémio de grau n em A, denominado polinomio
caracteristico da matriz A e denotado por P(\). Assim,

P(A) = det|\ — Al = A" + by A" 4+ A" 2 4 o by A+ by, (4.5)

e a equagao

P(\) = det]\I— A] =0 (4.6)

denomina-se a equac¢ao caracteristica da matriz A. Como esta equacao possui n raizes,
decorre que os autovalores de uma matriz quadrada A de ordem n sao as n raizes do seu
polinomio caracteristico. Se uma raiz ocorrer precisamente k vezes, o autovalor sera dito de
multiplicidade k.

A fatorizacao do polinomio caracteristico

PN\ =det A I— Al = (A= A)A=Xa) - (A= \y)

em termos de suas raizes permite determinar se uma matriz é singular ou nao. Pois, fazendo
A =0, e lembrando que det(—A) = (—1)"det(A), tem-se

d@t(A) = )\1)\2 tee )\n y

e decorre a seguinte caracterizagao:
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Uma matriz A € dita singular se, e somente se, ao menos um dos seus autovalores
for nulo; € nao-singular, quando todos seus autovalores forem nao nulos.

Em particular, quando uma matriz for diagonal ou triangular, é facil concluir se é singular:
basta que algum elemento da diagonal seja zero. De fato, o polinomio caracteristico é, para
este tipo de matrizes, o produto dos elementos da diagonal, isto é, dos autovalores.

Exemplo 4.43
Determinar os autovalores da matriz

Solucao
O polinémio carateristico de A é

det 0 A+1 0 =1
0 0 A—1

A-1 0 =2
]:(/\—1)()\+1)(>\—1):)\3—2)\+1.

Suas raizes sao 1 e -1, esta ultima com multiplicidade 2.
Embora uma matriz n X n nao necessariamente tera n autovalores distintos, poderd ter n
autovetores linearmente independentes.

Exemplo 4.44
Determinar os autovetores associados aos autovalores da matriz

5 2 2
A=1]3 6 3
6 6 9

Solugao
Para a matriz dada,

O determinante, desta ultima matriz, é dado por

AP — 2007 + 93\ — 126 = (A — 3)*(\ — 14) .

A equagdo caracteristica de A é (A—3)?(A—14) = 0, a qual tem como solugoes os autovalores
A = 3 de multiplicidade 2, e A = 14 de multiplicidade um. Os autovetores, correspondentes
ao autovalor A = 3, sdo obtidos resolvendo o sistema singular (31 — A)x = 0, ou, equivalen-
temente

(A—3D)x=0,

ou seja,
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Efetuando a eliminacao, decorre o sistema

|

que possui a variavel basica x; e as variaveis livres z9 = a e x3 = b. Assim, o vetor coluna

T —a—0b
T3 b

onde a e b sao constantes arbitrarias, ambas nao nulas simultaneamente, é a forma geral dos
autovetores associados ao autovalor A = 3. Mais precisamente,

I —1 —1
:[]:[ ! 0]
x3 0 1

Observe-se que, em particular, cada coluna é um autovetor e que eles sao linearmente inde-
pendentes.
Quando A = 14, se obtém (A — 14I)x = 0, isto é,

-9 2 2 1 0
6 6 —5 T3 0
Com as operacgoes sobre as linhas, decorre

[ 0 233 11/3”@]:[0]
0 0 0 T3 0

As variaveis béasicas sao x; e xo e a variavel livre é x5 = ¢. Logo, o autovetor associado ao
autovalor A = 14 é dado por
T 1/3
X = [x2]:c[1/2] )
T3 1

sendo ¢ uma constante arbitraria nao nula.
Resumindo, para o autovalor duplo A = 3 tem-se dois autovetores associados

-1 -1
Vi = 1 , Va2 = 0 )
0 1

que sao linearmente independentes. Para o autovalor simples tem-se o autovetor associado

1/3
V3 = [ 1/2 ]

S O N
S O N

ou, simplesmente, a equagao

21’1+2$2+2$3:0,

+0b

1
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Pode ser verificado que estes autovetores sao linearmente independentes.

Exemplo 4.45
Determinar os autovetores associados aos autovalores da matriz simétrica

7T =2 1
A=| -2 10 -2
1 -2 7

Solucao
Para a matriz dada, a equagao carateristica é o determinante da matriz

A—=T 2 -1
[ 2 A—=10 23 ]
-1 2 A—T

Assim,

A2 — 24027 — 180\ — 432 =0

e segue que os autovalores sao 6, 6 e 12. Para A = 6, tem-se

1 -2 -1 1 0
2 —4 2 T = 0
-1 2 -1 x3 0
Efetuando-se a eliminacao, decorre a equagao

LL’1—2$2+I3:0,

que possui a variavel bésica ;1 e as variaveis livres o = d e x3 = e. Assim, o vetor coluna

1 2d — e
T3 (&

onde d e e sao constantes arbitrarias, ambas nao nulas simultaneamente, é a forma geral do
autovetor associado ao autovalor A = 6. Em particular, pode-se escolher v; =[1 0 —1]' e
vo =[1 1 1]*. Quando A\ = 124, se obtém que v3 = [ —2 1]* é um autovetor associado ao
autovalor A = 12.

Matrizes Defeituosas

Em geral, uma matriz n X n nao possui n autovetores linearmente independentes. A matriz
A de ordem n x n é dita nao defeituosa quando possui n autovetores linearmente indepen-
dentes. Caso contrario é dita defeituosa. Por exemplo, matrizes cujos autovalores sao todos
distintos sao nao defeituosas. Entretanto, matrizes com autovalores repetidos podem ser ou
nao ser defeituosas.

Exemplo 4.46
Obter os autovalores e autovetores da matriz

020
A=]100 2].
001

Solucao
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Tem-se o polinomio caracteristico

A =2 0
p(A) = det[\I — A] = [

0 A —2]:/\20\—1).
0 0 A-1

Os autovalores sao A\; = Ay = 0, A3 = 1. Para o autovalor duplo 0, a equacao dos autovetores

correspondentes é
0 -2 0 x1 0
0o 0 -2 o | =0
0o 0 -1 x3 0

Efetuando a eliminacao, vem

0 —2 0 I 0
0 0 =2 o | =10
0O 0 O T3 0

Decorre —2x5 = 0, —2x3 = 0. Assim, para A\; = Ay = 0, 0 autovetor correspondente é

1
Vlza[()],
0

onde a é uma constante arbitraria. Para A3 = 1, tem-se o sistema

1 =2 0 1 0
0 1 -2 T = 0
0O 0 O T3 0

Decorre x1 = 2x9, x9 = 2b, 3 = b, b uma constante. Assim,

4
ngb[2]
1

A matriz dada é 3 x 3, porém somente hd dois autovetores linearmente independentes.
Portanto, a matriz é defeituosa.

Em geral, uma matriz é defeituosa quando possuir um autovalor A de multiplicidade m tal
que a nulidade s do sistema [A\I — Alv = 0 € menor que m. Matrizes ndo defeituosas sao
aquelas em que a multiplicidade de cada autovalor \ coincide com a nulidade do correspon-
dente sistema [A\I — A]v = 0.

Autovalores e Autovetores Complexos

Deve-se salientar que se A for uma matriz com elementos reais, entao todos os coeficientes
do polinomio caracteristico serao reais, entretanto, algumas de suas raizes poderao ser com-
plexas. De um resultado bem conhecido da algebra elementar, as raizes complexas aparecem
como complexas conjugadas. Os autovetores correspondentes aos autovalores reais terao
seus elementos reais. Porém, os autovetores associados aos autovalores complexos podem ter
elementos complexos.

Exemplo 4.47
A matriz
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2 1 0
A:[—l 2 O]
1

possui os autovalores \;y =2+ 14, Ay =2 — ¢, onde i é a unidade imaginaria, e A3 = 1. Para
A1 = 2+, tem-se

1 —1 0 1 0
[AlI—A]lel i 0 :702]:[0]
0 0 142 x3 0

Efetuando a eliminacao

v —1 0 7= 0
0 0 1+ ][ a3 0

Decorre x3 = 0,29 = a, tx; = a. Como i.i = —1, obtém-se 1 = —ai. Assim
[ —i
Vi=a 1
L O

Efetuando os calculos para Ay = 2 — 7, decorre

i
szbl].]
0

Escolhendo a = b = 1, segue que autovetores de matriz real correspondentes a autovalores
complexos conjugados sao complexos conjugados. A rigor, para uma matriz real A = A.
Entao,

Av=)v — AV =)V

4.1.2 Identidade de Cayley-Hamilton

Um resultado na algebra das matrizes, sem contrapartida na algebra elementar, foi
estabelecido por Hamilton para uma classe especial de matrizes e, apds, enunciado na sua
forma geral por Cayley que o considerou ”evidente” , omitindo sua demonstracao. Este
resultado tem profundas raizes na existéncia de divisores de zero na algebra das matrizes e,
de certo modo, “compensa”’ a falta de comutatividade com as matrizes.

Qualquer matriz quadrada A, com elementos numéricos, satisfaz sua equagao
caracteristica, isto €, P(A) = 0, ou, na forma espandida

P(A) =A™ + b A™ ' 4+ b, A+ 5,1 =0. (4.7)

A prova deste importante resultado é mostrada a seguir.
Utilizando-se a identidade de Cramer com a matriz (A\I — A), vem

(AT — A)adj(\I — A) = det(\I — A)T . (4.8)

Os elementos de adj(A\I — A), para A de ordem n X n, sdo todos polinémios em A de grau
n — 1. Assim, pode-se escrever
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adj(AI — A) = A" 1Cy + A" 2Cy + -+ + A\Cp_y + Ch . (4.9)

onde cada C; é uma matriz de ordem n x n. Multiplicando ambos os membros da expressao
por (A\I — A) e igualando os coeficientes da mesma poténcia em A, segue da identidade de
Cramer

para A"! C, =1
para A" Cy—AC; = b1
para A : Cn—AC. = b, I
para 1 : —-AC, = b,L

Multiplicando, pela esquerda, a primeira equacao por A", a segunda por A, _1, etc., e adi-
cionando os produtos resultantes, vem

AC, + An—l(c2 _ ACI) R A(Cn — ACnfl) = (4 10)
=[A™ + A+ -+ b, A+ D IL '
Agora, como todos os termos do membro da esquerda se cancelam, tem-se
0=P(A)I, (4.11)
isto é,
P(A)=0. (4.12)
A seguir, serao consideradas duas consequéncias da identidade de Cayley-Hamilton.
Da relagao P(A) = 0, vem
A" = b A" — b A2 — . b, A bl (4.13)
e multiplicando por A, segue
An-l—l = —blAn - bZAn—l — bn,1A2 - an (4 14)
= by (=A™ — o — b A = b, I) — b APt — .. - T ’
Agrupando as poténcias em A, observa-se que A"*! ¢ uma combinacdo em I, A,--- , A",

Em geral, por inducao, segue a seguinte properiedade

Qualquer poténcia A* de wuma matriz A de ordem n pode ser expressa como uma
combinacao linear das poténcias I, A, A% --- A" 1,

Esta propriedade, estende-se para poténcias negativas de uma matriz nao singular.
Pois, multiplicando P(A) = 0, & esquerda por A~1, decorre

—Al _p A2 by oA — b, ]
bn—l ’
uma vez que b, = det[—A] é diferente de zero.
Este procedimento para calcular a inversa de uma matriz, tem um custo computa-

cional muito elevado, porém pode ser utilizado com matrizes de pequeno porte, ou servir
como ponto de partida para a obtencao de métodos mais eficientes.

At =

(4.15)
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4.2 Vetores Ortogonais

Os conceitos euclidianos de comprimento e de ortogonalidade, relacionados pelo
Teorema de Pitdgoras, sao estendidos ao caso de vetores. Para um vetor x, cujas componentes
x; sao numeros reais, define-se

2 2 211/2
| x ||= [x1+$2+“‘+xn]/ ) (4.16)

como o comprimento ou norma (euclidiana) do vetor x.
Dois vetores x e y sao visualmente ortogonais

h

Figura 4.1 — Vetores ortogonais

desde que formem um triangulo retangulo. O teorema de Pitdgoras, neste caso, forneceria a
relacao

Ix=yIP=I=xI*+ 1y, (4.17)
ou, equivalentemente,
(21 —1)* 4 (2 —12)* ++ (Tn —yn)* = (4.18)
= (@4 ) F ) ‘
Tal relagao é valida, unicamente, se

Observe-se que esta grandeza é idéntica a x‘y, isto é, ao produto da multiplicacdo de um
vetor linha 1 x n (o vetor x*) por uma matriz n x 1 (o vetor coluna y)

hn
Xy =1[z1 - x| 1 | =@y Tayn (4.20)
Yn
ou, utilizando a notacao para a soma,
x'y = szyz (4.21)
i=1

Esta combinacao aparece em toda discussao da geometria do espaco dos vetores coluna,
cujos elementos sao niimeros reais e, as vezes, ¢ chamada de produto escalar de dois vetores,
denotado por < u,v > ou u.v. Aqui, optar-se-4 por denomina-la produto interno e por
preservar a notacao x'y. Um produto interno, para vetores com elementos reais, serd
sempre caracterizado pelas seguintes propriedades basicas:
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1. x'(y+2z) =x'y +x'z ;
x'(By) = px'y, (3 escalar real;
X'y =y'x;

x!x >0, x'x =0, somente, se x = 0;

oo W

Xy <l Iy I

A ultima propriedade é conhecida como a desigualdade de Cauchy-Schwarz e pode
ser obtida a partir das 4 primeiras propriedades. Esta desigualdade permite definir angulos
entre vetores nao nulos. Pois, elevando ao quadrado ambos membros da desigualdade e
dividindo pelo termo a esquerda, tem-se

hxu uywd =1 (4.22)

ou, equivalentemente,

t
X
1< Y o (4.23)
2yl
Se « for um angulo cuja medida em radianos varia entre 0 e 7, entao cos« assume uma
unica cada valor entre -1 e 1 inclusive. Portanto,

x'y
)
[ Iy
para algum angulo 0 < o < 7. Define-se a como sendo o angulo entre x e y. Esta definicao
coincide com as férmulas usuais da geometria analitica para o cosseno do angulo entre dois
vetores no plano ou espago.

As nogoes de comprimento e de ortogonalidade estao associadas ao produto interno.
Dir-se-a, que os vetores X e y sao ortogonais, quando

(4.24)

Cos . =

x'y = 0. (4.25)
Por outro lado, a norma euclideana de um vetor x podera ser escrita
|| = [x"x]"2. (4.26)

Dois vetores x e y sao ditos ortonormais, quando sao ortogonais e possuem norma
unitaria. Certamente, o angulo entre dois vetores ortogonais é /2 .

Exemplo 4.48
Os seguintes vetores sao mutuamente ortogonais:

1.
1 (1) 0
0 0 0
epx=1| . |, €= ; €n = ’
0 0 1



2.

s 21 B km ]

Senn-‘rl S€nn+1 Senn+1

27 A 2k

vi= | Senag | . ove=| Senagg | oo v = | senny

nmw 2nm knm
Sen . q SEN T | SN ]

Solucao

1. E imediato pela definicao.

2. Tem-se que

te,, n ] qin
viv; = Zq:l sengliysengiy

n i—j)n n it+j)n
S cos q((n+J1>) —Yn_, cos q<(n+31))

2

F—m  (n+1)(i—j)m
. sen?(n+1) cos <n+1>J
(i—j)m
(n+1)

sen

sen /2GHDT o (n+1)(i+)
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(1) (et 1)
(L
sen (nj1>
= 0-0=0
A importancia do conceito da ortogonalidade se torna evidente na seguinte pro-
priedade:
Sejam vy, Va, -+, Vi vetores coluna n X 1 mutuamente ortogonais, ou seja,

(vi)lvi=0, para i#j.

Entao, para um vetor particular X com a representa¢ao

X261V1+02V2+“‘+Ckvk,

tem-se os sequintes valores para os coeficientes

xtv;

C;, = 7
Vi'Vi

e, além disso,
Ix[* = x"x = cfllvall* + - + cillviel* -
Isto é uma decorréncia do produto interno de x com cada vetor v;
fo = clv};vl + -+ CkaVk

e de utilizar a hipétese de ortogonalidade.

(4.27)

(4.28)

(4.29)

(4.30)

(4.31)

Desta propriedade, decorre, em particular, que wvetores ortogonais sao linearmente indepen-

dentes. Pois, a combinacao
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0=c1Vy+ Vo + -+ + Vi (4.32)
possui os coeficientes
OtVi
- =0 4.33
o= (4:33)

4.2.1 Processo de Ortogonalizagao

Dados p vetores arbitrarios m x 1, o posto r da matriz cujas colunas sao esses
vetores permite selecionar r deles que sao linearmente independentes. A seguir é dado um
procedimento que permite gerar r vetores mutuamente ortogonais.

Suponha-se que vy, Vg, -+, Vy s4o 1T vetores de ordem m que sdo linearmente independentes.
Defina-se
w1 =V
Wy = vy V2
2 = V27 uig, W1
WtV‘ WtV
W3 = V3 — —2°Wy — —1>w
3 3 W%WQ 2 w’iwl 1 (434)
t
Wik—1Vk WiVg
W, = Vi — .=
k k= Wl we Wh-1 wiw, W1

Entao, os vetores

Wi

qk = k=1:r (4.35)

[[well

sao mutuamente ortonormais.
A prova deste resultado, conhecido como o processo de ortogonaliza¢ao de Gram-
Schmidt, é por construcao:

1. Defina-se w; = vyq;
2. Considere-se wo = v + avy. Como wo deve ser ortogonal a wy

wiwe = wivy + awlvy =0

© t
a=——
Assim,
W§V2
Wo = Vg — tiwl .

3. Considere-se wg = vg + awy + fw;. Como wy, Wa, W3 devem ser mutuamente or-
togonais

t t t t t t
WiWg = WiVs +aw;wy + Swiwy = wivg + Swiwy =0

t t t t t t
W5W3 = WyVg + aWsW3 + SWiwy = Wyvg + awgwa = 0.
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Entao
_ wivs
@ =R
2W2
ﬁ _ W§V3
T owiw
(&
wivs wivs
W3 — Vg — T Wo — T Wi .

4. Continua-se o processo até a obtencao de w, .

Utilizando o fato que [|[w;||* = w’w;, tem-se os seguintes vetores q ortonormais

wy
[[wll

q; =

k—1 ¢ X
Wi = Vi — 21:1 q;vidi, k=2:n

qr = ||Wk||7 k=2:n.

Na préatica, este resultado significa o seguinte. E conhecido que os elementos x = ®c, ¢
uma matriz m X n com posto r e ¢ um vetor n x 1, de espaco linear dH, podem ser escritos
x = ®,x, com ®, uma matriz m X r com posto r e x,, um vetor r X 1. Com o processo de
Gram-Schmidt, os vetores do espaco H, podera ser escritos

x = Wc (4.36)
onde W é uma matriz cujas colunas sao mutuamente ortonormais.

Exemplo 4.49
Ortonormalizar os vetores

vi=[1 11", va=[1 -2 1] e vz=][1 2 3".

Solucao
W1 :Vlz[l 1 1]t,
tV
Wo :VQ—qtiqqu— [1 -2 1]t %Vl = [1 -2 1]t,
W —v _QEV3 qt1V3
3 T V3T g4 aiq A1
= 2 3]t—6q2—g[1 1 1]f=[-1 0 1}
Os vetores
Q =4 —[L L iy
]l V3 V3 VBl
_ g2 (1 =2 171
© == % v
e
q -1 1
4= = | —=!'

=_2 =
lasll V2 V2
sao ortonormais.

OBSERVACOES
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e O processo de Gram-Schimdt permite construir uma base ortogonal, no espaco n-
dimensional, a partir de s vetores dados que sejam linearmente independentes, com
s < n. De fato, como o espaco F, tem dimensao n, devem existir n — s vetores
linearmente independentes aos s vetores dados. Assim, obtém-se n vetores linearmente
independentes. A afirmacao decorre da ortogonalizacao destes n vetores pelo processo
de Gram-Schimdt.

e Em termos computacionais, para manter a ortogonalidade dos vetores calculados pelo
método de Gram-Schmidt, é conveniente modificar o processo. Ao invés de deixar os
vetores originais vy, inalterados, estes vao sendo modificados passo a passo. Ao calcular
wyg, os vetores Vi, Vii1,---,V, sao modificados requerendo que sejam ortogonais a

Wi, Wa, -+, Wi_1. Esta modificacao consiste em retirar de cada vetor v, uma tnica
t
EYi

w
parcela — Wk a cada passo.
k

0 0 0 .
a= w W), W=, j=1:n

wi = wll qz‘wz(j_l)qlw t=j+1n

j—1 i—1
a; = w fwy

Pode ser mostrado que os q; assim calculados sao os memos do processo de Gram-Schimdst.

Exemplo 4.50
Ortogonalizar os vetores vy = [1 1 1], vo=[1 1 —1J}, v3=[1 —1 1] pelo processo
de Gram-Schmidt modificado.

O primeiro vetor é

1
0 0
a = wi/|wil| = =[]

S

Para obter os seguintes dois vetores, tem-se

wi =v,—qlveqy = 21 1 -2
wl =vs—qlvsqn = 21 -2 1
@ =w/Iw =01 =2
wi =vi—dwilqy =[1 -1 0]

a7 =wi /W =50 -1 o)

4.3 Ortogonalidade do Sistema Adjunto
Homogéneo

Considere-se o sistema

Ax=b, (4.37)

onde A é uma matriz de ordem m x n. O sistema
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Aly =d, (4.38)

é referido como o sistema adjunto do sistema dado.
As solucoes destes sistemas possuem uma propriedade que permite estabelecer a consisténcia
do sistema original, dada por

y'b—x'd=0. (4.39)

De fato, considerando-se o produto interno da primeira equacao com y e o da segunda com
X, vem

ViAx=y'b e x'Aly=x'd. (4.40)
Sendo
y'Ax = (y'Ax)' = x'Aly | (4.41)

o resultado segue por simples subtracao.
Do sistema adjunto homogéneo

Aly =0, (4.42)

tem-se, em particular que

y'b=0, paracadaytalque A'y=0. (4.43)

Ou seja, se Ax = b possuir solugao, necessariamente, o dado b deve ser ortogonal a cada
solugao do sistema adjunto homogéneo.

Esta caracterizacao de consisténcia pode ser resumida como segue:

Para que o sistema Ax =b, A de ordem m X n, possua solugao, € necessario que o dado
b seja ortogonal a cada solucao do sistema homogéneo adjunto Aty = 0.

4.4 Matrizes Ortogonais

Uma matriz quadrada A de ordem n x n é dita matriz ortogonal quando suas n colunas sao
mutuamente ortonormais. Por exemplo, a matriz

0 =

1
7o 710
A = 0 1 0
3 1
1 U 7%

tem trés colunas mutuamente ortonormais.

As matrizes ortogonais possuem varias propriedades que refletem a ortogonalidade
de suas colunas. Além disso, a classe das matrizes ortogonais é fechada em relagao a multi-
plicagao matricial. A seguir, sdo enunciadas as seguintes propriedades:

1. AA'=A'A=1
2. (Ax)'Ay =x"y
3. |det(A)] =1
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4. O produto de matrizes ortogonais ¢ uma matriz ortogonal.

A primeira propriedade estabelece que toda matriz ortogonal é nao singular. Também, que
a matriz inversa de uma matriz ortogonal € sua matriz transposta. Entretanto, a segunda
propriedade diz que as matrizes ortogonais preservam o produto interno, em particular, o
comprimento de um vetor. Essas propriedades decorrem da ortonormalidade das colunas. O
valor unitario decorre de propriedades dos determinantes.

Exemplo 4.51

A matriz
1 1 1
V3 V6 V2
1 2
A= V3 Ve 0
1 1 1
V3 NG V2

é ortogonal.
O vetor x=1[a b ¢]', tem comprimento

ixll = V@R
Por outro lado,

b e a ,b

B TVEVE VB

possui 0 mesmo comprimento do vetor x.

Ax=v =]
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4.5 Fatorizacao Espectral de Matrizes Simétricas

As matrizes simétricas com elementos reais possuem as seguintes propriedades fun-
damentais:

1. Os autovalores de uma matriz simétrica sao reais;

2. Os autovetores de uma matriz simétrica associados a autovalores diferentes sao ortog-
onais;

3. Se A for uma matriz simétrica de ordem n, entao a matriz A possuird n autovetores
ortogonais. Ou seja, qualquer matriz simétrica serd nao defeituosa.

4. O sistema Ax = b, com A uma matriz simétrica, possui solu¢ao, nao necessariamente
unica, quando b for ortogonal com qualquer solu¢do do sistema homogéneo Ay = 0.

De fato, da relagito Ax = Ax, tomando os complexos conjugados, vem
Ax=)x ou AX=)X (4.44)
Formando-se os produtos
X'Ax = \X'x,  x'Ax = )Mx'x, (4.45)
e, pelo fato que A é simétrica real, ou seja, X'Ax = x’AX, decorre por subtracao que
0=(\—\)]z|?* (4.46)

Por ser um autovetor, x é um vetor nao-nulo. Assim, A = \.

Das relacoes
Ax =X x, Ay =pfy, (4.47)
obtém-se que
viAx = \y'x , x'Ay = px'y, (4.48)
e utilizando o fato que a matriz é simétrica, decorre

0=A\-pP)y'x. (4.49)

Por hipotese, A — 3 # 0 e, portanto, x e y sao ortogonais.
Exemplo 4.52
Determinar os autovetores associados aos autovalores da matriz simétrica e verificar sua
ortogonalidade.
7 =2 1
A= -2 10 -2 |.

1 -2 7

Solucao
Para a matriz dada, a equagao carateristica é o determinante da matriz
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A—T 2 -1
2 A—10 23
-1 2 A—T
dado por

A% — 24)0% — 180\ — 432

e os autovalores sao 6, 6 e 12. Para A = 6, tem-se

-1 2 1 1 0
-2 4 =2 x| =10 ].
1 -2 1 x3 0
Efetuando a eliminacao, decorre a equacao

$1—2ZE2+J]3:0,

que possui a variavel basica x; e as variaveis livres x5 e x3. Assim, o vetor coluna

T 2£E2 — I3
X = ) = ) R
3 3

onde x5 e x3 sao constantes arbitrarias, ambas nao nulas simultaneamente, é a forma
geral do autovetor associado ao autovalor A = 6. Em particular, pode-se escolher v, =
1 0 —1" e vo=[1 1 1]* que sdo ortogonais. Quando A = 124, se obtém que
vz =[1 —2 1]* é um autovetor associado ao autovalor A = 12 e ortogonal a vy e vy.

A prova da terceira propriedade sera realizada como ilustracao para n = 2. O caso
geral pode ser estabelecido por indugao (veja-se a literatura) ou por outros argumentos, os
quais nao acrescentam informacao pratica substancial para o método espectral.

Suponha-se que A ¢ de ordem 2, que A\; é um autovalor de A e q; um autovetor as-
sociado de norma unitéria. Sera estabelecido que A tem um segundo autovetor qs, associado
a um autovalor Ay, o qual é ortogonal a qy. Para isto, considere-se a matriz

_ | 911 G2 4.50
Q [ 421 Qo2 } (4.50)
onde q; = [q11 go1]" é o autovetor correspondente ao autovalor A\;. Procura-se obter a

segunda coluna de Q a ser obtida de maneira conveniente, escolhendo qi2 € go0, tais que

Qr2qi2 T Ga2g22 =1 € qi2gi1 + Ga2g21 = 0 . (4.51)
Por ser um autovetor, q; é nao nulo e ao menos um de seus elementos é diferente de zero.
Suponha-se que ¢ # 0, entao

=0, q2=- 1 (4.52)
411

satisfazem a segunda equagao. Escolhe-se # de modo que a primeira equacao seja satisfeita.
A matriz Q, por construcao, é certamente ortogonal. Do produto

B=Q'AQ=Q'Aq: Aq:]=Q'\iq1 A, (4.53)

decorre
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Q'AQ = [ qir g2 1 [ A1qi1 a11q12 + a12q22 1

Q12 G422 A1 a21Gi2 + G22G22
(4.54)

— )\1 (Q%l + q%l) 612 _ )\1 b21
A (Q11Q12 + QQ2q21) bao 0 by |-

Uma vez que B é simétrica, pois B! = Q'A'Q = Q'AQ = B, obtém-se que bj, = 0. Assim,

Q%Q:{% &}:D. (4.55)

Desta relacao segue que AQ = QD, ou seja, que Aq; = Aiqy e Aqs = byeqz. Como by
deve ser o outro autovalor \s de A e q. seu autovetor associado, o qual é ortogonal ao
autovetor qi, associado a A;, conclui-se que amatriz simétrica real A de ordem 2 x 2 possui
2 autovetores ortogonais.

A prova da ultima propriedade decorre da ortogonalidade do sistema adjunto homogéneo.

4.5.1 O Método Espectral
Considere-se o sistema

Ax = b, (4.56)

onde A é uma matriz simétrica de ordem n.

Este tipo de sistema pode ser resolvido com o uso de autovetores e autovalores. Suponha-se
que vy, Vg, - -+, Vu sa0 os n autovetores ortogonais associados aos autovalores Ay, Ay, - -,
A, da matriz A.

Escreva-se a solucao x na forma

X =c1Vy+ Ve + -+ CyVn , (4.57)

onde os coeficientes ¢, devem ser determinados. Substituindo na equacao e utilizando o fato
que o0s Vv sao autovetores, isto é, Avy = A\yVvy, vem

Algvi+ -+ cpvn) =clAvi+ -+ c,Avy,=Db (4.58)

aMvi+ -+ e A v, =b (4.59)

Aplicando o produto interno de vy com a tltima expressao, tem-se membros com o vetor

vilahive + -+ e\ v = vib (4.60)

e decorre pela ortogonalidade

Ck)\kath = thb = tik s k= 1, 2, e, N. (461)
Se a matriz simétrica A for nao singular, entao todos seus autovalores serao diferentes de
zero e os coeficientes ¢, sao dados por
tik

= —. 4.62
A ViV ( )

Ck
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Deste modo, a solugao do sistema Ax = b sera da forma

biv, btv,
_ e 2Va 4.63
X = STV Y (4.63)
Os vetores
Q=X k=1:n (4.64)
vl

sao mutamente ortonormais. Além disso

tik ||:k|| Vi btqk
— = v, =DbtLk = 4.65
)\kathVk Mg vl A R (4.65)
Assim,
thll thz bt(ln - bt(lk
_ e —2q, = 4.66
x =5 q: + N s+ -+ Y d kE_O N & (4.66)

Exemplo 4.53
Resolver pelo método espectral o sistema Ax = b, onde

7T =2 1 1
A=| -2 10 =2 |, b=| -2 |.
1 -2 7 3
Solucao

Os autovalores sao \; = 6 = A9, A3 = 12 e os autovetores correspondentes v; =
1 0 —1",vo=[1 1 1]fevz3=[1 —2 1]'. Escreve-se a solugdo na forma

X = C1V1 + CaVg + C3V3,

onde vy, v, v3 sa0 0s autovetores de A. Sustituindo os dados acima, vem

Ax = 6161]1 + C26U2 + 63121)3 =b

Assim,
(’Ul)tb 1
Cc1 = = — =
6(’01)t’01
(Ug)tb 1
Co = = —
6(1}2)t1)2 9
(Ug)tb 1
C3 — = —
6(U2>t1)2 9
Portanto, a solucao é o vetor
1
18
1
X = ~9
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O método acima descrito é chamado de método espectral. Num contexto funcional
é, simplesmente, o método de Fourier para a resolucao de equacoes diferenciais.

4.5.2 O Caso Singular

Se a matriz A for singular, entao para que Ax = b seja consistente, o dado b devera
ser ortogonal a cada solucgao do sistema adjunto A*w = 0. Como A ¢é simétrica, isto implica
que b deverd ser ortogonal com cada autovetor correspondente a um autovalor nulo. Nesta
situagao, a solucao nao € tunica, e é dada por

X = Z )\kathvk + Z CLVK (4.67)
ARA0 Ap=0

onde o0s ¢, sao constantes arbitrarias.

4.5.3 Fatorizacao e Diagonalizacao

O método espectral pode ser formulado matricialmente como segue.
Defina-se a matriz

Q=g a2 -+ daul, (4.68)
onde q1, qz, - - -, qn Sa0 autovetores ortogonais correspondentes aos autovalores Ay, Ag, -+,
An, € normalizados pela condigao

alak=1, k=1,2---, n. (4.69)

Uma vez que as colunas de Q sao ortonormais, tem-se que Q'Q = I, ou seja, Q é uma matriz
ortogonal. As relacoes

Agi =Ma1, Adz=XNqz, -, Adn = \udn (4.70)
podem ser escritas na forma
Algr - do]=[Ad;r -+ Adu] =M1 -+ A\udn - (4.71)
Definindo a matriz diagonal
A
D= A ,
An
decorre que
AQ=QD. (4.72)

Multiplicando esta igualadade & diretita por Q! e utilizando o fato que Q'Q = I, obtém-se
a importante fatorizacao espectral de uma matriz simétrica real:

A =QDQ', (4.73)

denominada fatorizagao espectral ou diagonalizagao de uma matriz simétrica. . A matriz
diagonal D, formada com os autovalores é dita matriz espectral e a matriz ortogonal Q,
formada com os autovetores, é dita matriz modal.
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Exemplo 4.54
Determinar as matrizes modal e espectral para a matriz A do exemplo anterior. Verificar a
fatorizacao espectral.

Solucao
Tem-se que
6 0 0
D=0 6 O
0 0 12
e
1 1 1
V2 VB V6
1 2
Q= 0 5 —%
11 1
V2 VB NG

Da multiplicacao matricial, decorre que A = QDQ?.

4.5.4 Poténcias de uma Matriz simétrica

A fatorizacao espectral de uma matriz simétrica permite calcular facilmente a inversa
de uma matriz simétrica nao singular e as poténcias de uma matriz simétrica qualquer.
Se A for uma matriz simétrica nao singular, o sistema Ax = b possuird a solucao x = A~'b.
Por outro lado, da fatorizacao espectral e sendo Q é uma matriz ortogonal, tem-se

A~ = (Q'DQ)" = Q'D'Q (4.74)
Assim,
x=A"b =Q'D'Qb. (4.75)

Observe-se que o termo a direita é uma expresao compacta para a férmula obtida pelo
método espectral.

A fatorizacao espectral de uma matriz simétrica permite, também, calcular suas poténcias.
Se A = Q*DQ, entao

A’=AA=(Q'DQ)QDQ)=QD*Q. (4.76)
Por inducgao,
A" =QD*Q', k=0,1,2,--- . (4.77)

Observe-se que, para A simétrica nao singular, esta formula é também vélida para k negativo.

Exemplo 4.55
Calcular A2 para a matriz do exemplo anterior.

Solucgao
Tem-se que

A7?=QD?Q*=Q| 0 £ 0 Q%



107

4.5.5 Desacoplamento

A fatorizacao espectral

A =QDQ’ (4.78)
permite transformar a equacao
Ax =D (4.79)
numa mais simples. De fato, substituindo A pela sua fatorizagao
QDQ'x=b (4.80)
e multiplicando & esquerda por Q?, obtém-se
DQ'x = Q'b (4.81)
ou, simplesmente,
Dy =d, (4.82)
onde
y=Q'x, d=Q'. (4.83)
Assim,
My = dy
Aoy = da
(4.84)
MYn = dy.
Neste sistema, cada variavel y; estd isolada, ou seja, o sistema estd desacoplado para
as variaveis v, yo, - -+, Yn. oS¢ todos os autovalores de A forem nao-nulos, tem-se
Y, = (Al)_ldl s 1= 1, e, N, (485)
ou
y=D"'d. (4.86)

A solucao do sistema original Ax = b é a mesma que foi determinada anteriormente,
ou seja,

x=Qy=QD 'b=QD 'Q'b=A""'b. (4.87)

Geometricamente, o método espectral é uma conveniente mudanca de coordenadas para
desacoplar um sistema simétrico.
Resumindo:
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Se A for uma matriz simétrica de ordem n, entao A possuira somente auto-
valores reais e n autovetores ortogonais associados. Além disso, se qi, qa,

-+, gn forem estes autovetores normalizados e D = diag[A\y --- \,|, entdo ’
A = QDQ', (4.88)
onde Q=1[q1 -+ dn| wma matriz ortogonal .

4.6 Extensao do Método Espectral

A classe das matrizes simétricas é restrita, contudo o método espectral pode ser
estendido a uma classe mais ampla: as matrizes quadradas de ordem n que possuem ex-
atamente n autovetores linearmente independentes . Tal extensao é feita de duas maneiras
distintas que sao especificadas a seguir.

4.6.1 Biortogonalidade da Matriz Adjunta

O primeiro procedimento consiste em introduzir a matriz transposta At e seus n
autovetores. Além destas matrizes possuirem os mesmos autovalores, tem-se a seguinte pro-
priedade da bi-ortogonalidade :

Se v é um autovetor de A com autovalor X e w um autovetor de A* com diferente autovalor
B, entdo v e W sao ortogonais.

De fato,
Av = v, Alw = PBuw,
wfAv = ', vPAtw = Botw (4.89)
0=(\—-pB)w'v

Suponha-se que uma matriz quadrada real A de ordem n possua n autovetores independentes
v; € que sejam w; os n autovetores de At Considere-se a equacao

Ax=b (4.90)
e escreva-se
X = C1Vy + Vg + -+ + €, Vp, (4.91)
obtendo-se, na equacao anterior
Ax =c A\ vy + caAava + - + e\, Vn = b. (4.92)
Pela ortogonalidade entre os autovetores de At e os autovetores de A, decorre
aawivy = wib
cAawWhve = wib

(4.93)

ChdnWiv, = wib.
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Destas relacoes, para o caso em que A é nao-singular, pode-se obter os coeficientes ¢; e for-
mar a solucao x. Observe-se que este processo ¢ muito semelhante ao utilizado com matrizes
simétricas, porém é mais complexo, pois requer o calculo dos autovetores de A e de A®b.
Mais precisamente:

Se a matriz A € nao singular, ou seja todos seus autovalores \y sao diferentes de
zero, decorre que a solugcao do sistema Ax = b, escreve-se

x=Y i, (4.94)

j=1 J

onde 0s v sdo 0s autovetores de A e 0s Wi sao os autovetores de A®.

4.6.2 Diagonalizagao de Matrizes Nao Defeituosas

Além do desacoplamento produzido pela bi-ortogonalidade, a segunda maneira de
estender o método espectral nao requer o uso direto da matriz transposta e é obtida da
maneira seguinte. Suponha-se que uma matriz quadrada A de ordem n possua n autovetores
independentes vy, va, -+, Vu, associados aos autovalores Ay, Ao, -, A\, respectivamente.
Agora, a equacao

Ax =D (4.95)
com
X = CVi+cva+---+ CnVn,
b = dvy+dovat e+ dyvy (4.96)
é equivalente a equacao
Ax = cl)\lvl + 02)\2V2 + -+ Cn)\nvn = d1V1 +---+ ngn. (497)

Pela indepéndencia linear dos autovetores de A, obtém-se

Cl)\l = d1
02)\2 = dg

. (4.98)
e = dy.

Se a matriz A é nao singular, ou seja, todos seus autovalores \; sao diferentes de
zero, decorre que a solucao do sistema Ax =b é

X = Z WY (4.99)
7j=1
Deve ser observado que as relacoes

AV1 = )\1V1 y AV2 = >\2V2 y oot AVn = )\nvn (4100)

podem ser escritas na forma matricial

[Avy - Avyl=[\Mvi - A\Val (4.101)

ou, simplesmente,
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A1
A2
Alvy -+ vpl=[v1 - Vg . : (4.102)
An
Definindo as matrizes

— [Vl Vn]7

(4.103)
Q = diagl\y -+ A
decorre

AV =VQ ou A=VQV-1l (4.104)

uma vez que a matriz V é nao singular, pois suas colunas sao independentes, por hipotese.
Esta extensao do método espectral equivale a substituir na equacao Ax =b, a
fatorizacao A = VQV 1. Assim,

(VQV Hx =b (4.105)

e determinando a solucao

x = (VQ 'V b, (4.106)
ou seja,

Al=vQlv1t, (4.107)
Observe-se que com as substituicoes

x=Vc, b=Vd (4.108)
na equacao Ax = b, obtém-se

(VQV Ve =Vd (4.109)

ou seja, o sistema desacoplado
Qc=d.
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4.7 Formas Quadraticas

Historicamente, num contexto mais geral do que para as matrizes, o método espec-
tral é devido a Fourier. Na &lgebra das matrizes, o estudo espectral foi desenvolvido por
Sylvester em conexao com as formas quadraticas. Estas apresentacoes sao complementares
e valiosas na pratica.

Considere-se um sistema composto por trés massas conectadas em série com quatro
molas, sendo duas delas engastadas como mostra a figura

Ko ke k; ks

Figura 4.2 — Forma Quadratica

Se x1, x2, x3 denotam os deslocamentos das massas vibrantes desde suas posicoes de equilibrio,
e se as molas obedecem a lei de Hooke, com constantes de rigidez k; positivas, entao da lei
de Newton, aplicada a cada massa decorre

dQSL’i
SR
onde z, = x4 = 0. Matricialmente, tem-se

= ki — (ki + kig)2s + ki,  k=1:3, (4.110)

mq 0 0 .i'l ko + k’l k’l 0 1 0
0 mey O Ty | + —ky ki + ko —ko To =10 (4111)
0 0 ms S.L"g 0 —kg k2 + kg T3 0
ou
M + Kx = 0. (4.112)

As matrizes M, K sao chamadas matriz de massa e matriz de rigidez associadas a este
sistema, respectivamente. Multiplicando a esquerda ambos os lados de (4.112) por X!, vem

x'Mx + x'Kx =0 (4.113)
e substituindo
i Ao
x'Mx = %[x Mx] (4.114)
.t d. .
x'Kx = —[x'KXx]| (4.115)
dt
decorre
d. 1 1
—[=x'Mx + =x'Kx| =0 (4.116)

dt 2 2
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isto é, a energia

1 1
E = %M + ox'Kx (4.117)

¢ preservada ao longo do movimento. O sistema (4.112) é dito conservativo e define-se a
energia cinética e energia potencial do sistema como sendo as formas quadrdticas

1

4 = SX'Mx (4.118)
L

Gk = 5X Kx (4.119)

ou

_ -2 -2 )
qm = M1T] + MoX5 + M3T3

@ = (ko + /ﬁ)x% — 2k1x120+

+<k1 + k’Q)SC% — 2k2;€2133 -+ k:gsc%,

respectivamente.

Em geral, uma forma quadrdtica homogénea em n varidveis ou simplesmente forma quadrdtica
¢, ¢ uma funcao real da forma

q= Z k= Oan = Ona;;x;z, (4.120)

A matriz quadrada A=[a;;] de ordem n é chamada de matriz associada com a forma q e,
vice-versa, diz-se que a forma ¢ estd associada a matriz A. Matricialmente, pode-se escrever
de maneira compacta

q = x"Ax, (4.121)

onde A é a matriz associada e x é o vetor coluna

x
)
x=|""1. (4.122)
Tn
Pode-se verificar que
1
q=x'Ax = ixt(A + Ahx (4.123)

Como a matriz A = A + A é simétrica, sera considerado a seguir que a matriz associada a
quadratica é uma matriz simétrica. Por exemplo,

q=2*+zy+y° (4.124)

pode ser escrita

g=x y][ Hﬂ (4.125)

N =
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onde a matriz associada é simétrica.

q
Z |
/

_
e

T

Figura 4.3 — Forma Quadratica

As formas quadraticas homogéneas mais simples sao aquelas em que sua matriz associada é
uma matriz diagonal

q = dl.’L‘12 + d2x22 —+ ...+ dnl'nz = XtDX, (4126)
onde
d; 0 0
D— 0 dy 0
0 0 ... d,

Formas quadraticas deste tipo sao ditas diagonais ou desacopladas.

A fatorizacao espectral de uma matriz simétrica permite reduzir uma forma quadratica a
uma forma diagonal. Pois, substituindo A = Q'DQ, decorre

¢ =x'Q'DQx = Qx'DQx. (4.127)
Introduzindo a mudanca de variaveis

z = Qx (4.128)
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obtém-se

q = ZtDZ = )\12’12 + )\2222 + ...+ )\nzn27 (4129)

onde os \; sao os autovalores de A.

A importancia das formas diagonais reside no fato que elas representam combinagoes
de quadrados e nao possuem, portanto, termos de produtos cruzados. Por exemplo, as conicas
cx? 4+ dy? = 1, cujo estudo é mais simples que o de ax? + cxy + by* = 1.

Observe-se que se a matriz A for singular, entao possuird um autovalor nulo. Portanto, a
coordenada de z na direcao do autovetor associado ao autovalor nulo estara ausente. Uma
forma quadratica sera dita nao degenerada quando a matriz asociada for nao singular e serd
dita degenerada quando a matriz associada for singular.

Para uma matriz simétrica nao singular, pode-se utilizar a fatorizacao A = L!'DL para
diagonalizar a forma quadratica. Mais precisamente,

¢ = x'L'DLz = Lx'DLx (4.130)

q=12'Dz =d\ 2} +dyzy + -+ dn22, (4.131)

onde os dj sao os pivos da matriz A.

A diferenca entre o uso da fatorizacao espectral e o da fatorizacao Gaussiana, além da nao
singularidade da matriz associada a forma, estd no cardter das operacoes efetuadas para
obté-las. No método espectral, o processo é analitico (célculo das raizes de um polinémio
com um processo iterativo), entretanto, no método da eliminagdo o processo é algébrico
(numero finito de operagoes algébricas).

4.7.1 Quociente de Rayleigh

Se A for uma matriz simétrica de ordem n, para cada autovetor, isto é,

AVk = )\ka, (4132)
tem-se que
thAVk = /\k||Vk||2 (4133)
ou
LA
A = h=VE (4.134)
t
V. Vi
A expressao
viAv
R(v) = (4.135)

é chamada de quociente de Rayleigh. Este quociente serve para caraterizar o maior ou o menor
autovalor de uma matriz simétrica. Pois, substituindo a fatorizacdo espectral A = Q'DQ
no quociente e com a mudanca de varidaveis y = Qx, obtém-se

_v'Q'DQv _ y'Dy (4.136)

R
viv yly

ou
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My A+ Ay

R (4.137)
ity
Suponha-se que os autovalores estao na ordem decresente
A > A > > A (4.138)
Mas, como

yity ety
decorre que R < \2. Este valor é atingido quando y = Qv;. Deste modo é obtido o Principio
de Rayleigh
Seja A uma matriz simétrica A de ordem n. Suponha-se que o maior autovalor é lambda, .entao

LA
A =mazR(v) = maxvvtvv, v#0 (4.140)

Além disso, R atinge valor mdzximo quando v € um autovetor correspondente a ;.
Observe que, se for realizada a minimizacao do quociente, serd obtido o menor autovalor.

Este resultado nao é valido para matrizes nao simétricas ainda, com autovalores reais. Por
exemplo,

Exemplo 4.56
Seja

1 94
A { Lo } |
Esta matriz possui os autovalores A\ = 2 e A\ = 1. Porém, A\ = 2 nao é o maior valor do
quociente de Rayleigh. Pois, para o vetor v; = vy =1

VIAV o} + 94vvp + 205 97

= =—2>A
R 5 =M

2 2
v v] + U3

O principio de Rayleigh se aplica somente a matrizes simétricas.

4.7.2 Formas Definidas e Modos Normais
Uma matriz simétrica A é dita positiva definida quando

x'Ax >0, x#0. (4.141)

Utilizando a fatorizagao de Cholesky e a fatorizagao espectral, tem-se as seguintes caracter-
izagoes das matrizes simétricas positivas definidas

1. Uma matriz simétrica é positiva definida se, e somente se, todos 0s pivds sao positivos.

2. Uma matriz simétrica € positiva definida se, e somente se, todos os autovalores sao
positivos
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Este tipo de formas quadraticas aparecem frequentemente no estudo de sistemas mecanicos
conservativos. Com relagao ao exemplo das massas e molas no inicio desta secao, observa-se
que

XtKX = ]CO.I'% + ]fl (.%‘1 — ZL’Q)2 + k‘Q(IQ — 1’3)2 + ]{?31’3 (4142)

Como os k; sao positivos, tem-se x'Kx > 0 exceto se 71 = x5 = 13 = 0, ou seja, a matriz
K é positiva definida. Por outro lado, para a matriz M tem-se

X'Mx = myi] + mois + mai3 (4.143)

Tem-se x'Mx > 0, exceto se oy = a9 = --- =2, = 0 e segue que M também é positiva
definida.

Estas formas quadraticas podem ser diagonalizadas separadamente. Porém, as matrizes
modais utilizadas nao necessariamente sao as mesmas para as matrizes M e K. A questao é
a seguinte: Serd possivel diagonalizar ambas as formas quadrdticas de maneira simultanea,
isto €, com uma mesma matriz modal Q?. A resposta é afirmativa.

Em primeiro lugar, relaciona-se M e K através de um problema de autovalor. Suponha-se
que solugoes oscilatérias do tipo

x = ey (4.144)

devem ser determinadas, para certos valores de w e vetores v nao nulos. Substituindo na
equacao

%X =iwe™'v, %= (iw)’e“tv (4.145)
decorre
M+ KJv=0 (4.146)
originando o problema generalizado de autovalor

Kv = w*Myv, v #0. (4.147)

As solucoes deste problema sao denominadas modos. Eles possuem uma certa propriedade de
ortogonalidade. Suponha-se que v, u sao solugoes correspondentes a w e 7y, respectivamente,
ou seja,

Kv = w?*Myv, v#0
Ku = v*Mu, u#0
Da simetria de K e M, vem
0= u'Kv-—vKu
= wu'Mv — y*vMu
= [w? —*]viMu.
Portanto, para w # 72,
uMv = viMu =0

uw'Kv = viKu = 0.
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Como M ¢ simétrica e positiva definida, tem-se

M = Q'DQ (4.148)

onde D é uma matriz diagonal cujos elementos diagonais, os autovalores de M, sao positivos
e Q uma matriz ortogonal. Sendo Q'Q = QQ' =1, segue

QMQ'=D (4.149)
Escrevendo D = vDv/D, obtém-se

[x/ﬁQ} M [\/ﬁQT ~1 (4.150)

Assim,
RMR'=1, R=+vDQ (4.151)
Definindo
C = RKR' (4.152)
segue que a matriz C é simétrica. Portanto,
C =VAV' (4.153)
onde V é uma matriz ortogonal e A uma matriz simétrica. Decorre
VCV = VIRKR'V = A (4.154)
onde A é uma matriz diagonal. Defina-se
U =R'V=vDQV (4.155)
Entao,
U'KU = A. (4.156)

Similarmente, da relacio RMR'! = I, segue

U'MU =1 (4.157)

Resumindo:
Sejam M, K matrizes simétricas. Suponha-se que M € positiva definida. Entdo, existe uma
matriz nao singular U, tal que

UMU =1, UKU=A (4.158)

com A uma matriz diagonal cujos elementos diagonais wi sio nao negativos, e positivos se
K for positiva definida. Além disso,

Kuj = w/Mu; (4.159)

para cada coluna de U. Matricialmente,

KU = MUA (4.160)

Com este resultado, tem-se as solucoes complexas
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ek, e Wrlyy, k=1:n, (4.161)
as quais podem ser substituidas pelas solucaes reais
sen(wgt)ug, cos(wit)ug. (4.162)

Assim, a solugao da equacao Mx + Kx = 0 pode ser escrita

n

x(t) = Z[aksen(wkt) + brcos(wit)|uy. (4.163)

Para K positiva definida, ou seja, os wy sao positivos, as constantes ¢, podem ser obtidas
das condigoes iniciais

x(0) = x,, %(0) = %,. (4.164)
Mais precisamente,
> buy = x, (4.165)
k=1
e
Z AWy = XO. (4166)
k=1
Matricialmente,
bl wi1aq
by waay .
[y wy -+ u,]| . . = [Xo Xo)- (4.167)
bn  wnan

A matriz a esquerda ¢é precisamente a matriz U, a qual é nao singular, e o sistema pode ser
resolvido para ay, by, isto é

b=U'x, (4.168)

a= VAU 'x, (4.169)
onde b=1[b by... b,)", a=la;as... a,)} e VAl =diaglw; wy ... w,]".

4.8 Decomposicao de Matrizes em Valores Singulares

Uma matriz A de ordem m x n nao admite necessariamente uma fatorizacao espec-
tral. Porém, A'A e AA! sao matrizes simétricas de ordem n X n e m x m, respectivamente.
Portanto, posssuem autovalores reais e autovetores ortonormais. Mais precisamente, o pro-
blema de autovalor

A'Av = \v | v #0 (4.170)
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possui n autovalores reais A\ > Ay > --- > )\, e n autovetores ortonormais qi, qz, - -, Qn,
respectivamente. De modo similar, o problema de autovalor

AA'a = )u, u#0 (4.171)

possui m autovetores ortonormais uy, us, - -+, Uy, correspondentes a m autovalores reais
a2 Qg 2 2 Qe
Defina-se a matriz modal associada com A!A

V=[q1q ... da, (4.172)

que é ortogonal e de ordem n x n. Considere-se a matriz modal associada a AA’

U=[u uy ... u,) (4.173)

que é ortogonal e de ordem m x m.

Os autovalores da matriz A'A sao negativos, pois

AWv =vIA'Av = (Av)'(Av) (4.174)

ou seja,
Mv|? = |Av]* > 0, (4.175)
Suponha-se que Aj, A9, -+, A\, sa0 positivos e que os outros n — r autovalores sao nulos.

Para os autovalores positivos sao definidos os wvalores singulares

ok =V s E=1:r (4.176)
Defina-se a matriz X de ordem m X n

01

(4.177)

Pode ser establecido que
A =UxV'
Também, que r é o posto da matriz A.

Resumindo:

Para qualquer matriz real A de ordem m xXn e posto r existem matrizes ortogonais
U, V de ordem m X m e n X n, respectivamente, tais que

A =UXV. (4.178)

A matriz 3 € de ordem m X n com elementos diagonais

MZX2Z2 22 pn==X20
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e elementos nao-diagonais nulos, onde o numero r de autovalores nao nulos de

A'A € o posto de A.

Em particular, para matrizes quadradas a matriz 3 € diagonal, e se A for nao
singular, entao

MZ>A > >N, >0

Os numeros o1 = VA1, 09 =+/Ag, ---, 0, =1+/\,., isto é, as raizes positivas dos autoval-
ores nao nulos de A*A, sao chamados de valores singulares de A e a fatorizacao A = UXV?
¢ dita decomposicao em valores singulares de A.

Exemplo 4.57
Construir a decomposicao em valores singulares da matriz

1 2
Az [2 5].
3 7
Solucao
Tem-se
ta | 14 33
A'A = {33 48]
e
5 12 17
AAt =112 29 41 |.
17 41 58

Os autovalores de A'A  sao, de maneira aproximada, A; = 91.9674, X, = 0.0326 Os
correspondentes autovetores sao

q1 =

q2 =

[ 0.3898 ]

0.9209
0.9209 '

—0.3898

Para a matriz AA', tem-se os autovetores

0.2327 0.5774 —0.7826
w=|05614 |, w=| 05774 |, uy=| 05928 |.
0.7941 —0.5774 —0.1848

Assim,

s _ [ VOL.9674 0 0
- 0 V00326 0 |’

0.5614  0.5774  0.5928

0.7941 —0.5774 —0.1848

0.2327  0.5774 —0.7826
U= , V= l0.9209 —0.3808

0.3898  0.9209 ]
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Exemplo 4.58
Construir a decomposicao em valores singulares da matriz

2 2 =2
A:[ 2 2—2].

-2 =2 6
Solucao
A matriz
12 12 —20
A'A=| 12 12 -20
—20 —-20 44
possui os autovalores 64, 4 e 0 com correspondentes autovetores ortonormais
1 L 1
V6 V3 V2
1 1 1
q1 = V6 ) q2 = V3 ) ds = V2
1
7 73 0
Assim,
_ 1 4 1
V6 V3 V2
1 1 1
V=% ¥ =
2 1
s oY

é a matriz espectral correspondente a A'A. Similarmente, AA' possui a matriz modal dada
por

V64 0 80

0 v4a| [0 2

_ L I

NG V3 V2

1 1 1

U=|"w »u =
2 1

i VY

Por outro lado,

V64 0
0 V4
0 0

>

oo O

Um céalculo direto mostra que

8 0 0
A=U|0 2 0]|V"
000

Deve-se observar que, no caso de matrizes simétricas, a decomposicao em valores singulares
coincide com a fatorizacao espectral, isto é, U=Q, Vi=Q! ¢ X =D.
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4.8.1 Interpretacao Geométrica

A decomposicao em valores singulares fornece uma importante caracterizacao do efeito
geométrico de uma matriz como transformagao. Para tanto, considere-se os vetores trans-
formados

y = Ax (4.179)
onde A é uma matriz de ordem m x n. Com a mudanca de variaveis
y = Uw, x = Vu, (4.180)
obtém-se
w = U'y
= U'Ax

= U'UTZV'Vu=Xu

ou, em termos das componentes,

w = 01Uy
Wy = 02U9
w, = O,
Wry1 = 0
W, = 0
Consequientemente,
W19 Wr 9 2 2
(—) '+ + (=) =uj+-+u;
01 Or
e
w"ﬂ_"_l T e e e — wm — 0

Tem-se dois casos:

l.r=n
Nesta situagao, para u tal que |[ul|* = uf +--- +u? = 1, obtém-se

(

w
_12+..+(—)2:1
o1 On

Ou seja, a esfera unitaria n-dimensional é transformada numa elipse n-dimensional.
Aqui, A e X sao matrizes nao singulares e as equacoes Ax =y ou Xu = w podem ser
resolvidas de maneira Unica para qualquer dado.

2. r<n
A esfera n-dimensional é transformada no interior e contorno de uma elipse r-dimensional
no hiperplano w,.; = --- = w,, = 0. O sistema Ax =y possui solugao , somente, se

o sistema Yu = w, possui solucao. Este caso acontece unicamente quando w esta em
qualquer direcao da elipse r-dimensional, ou seja, w, 1 = -+ = w, = 0.
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IR

Figura 4.4 — Interpretacao Geométrica

Para n = 2, por exemplo, tem-se as seguintes situagoes:

f"’ﬁ\ | |
N | |

= =1

Figura 4.5 — Caso Bidimensional

Nesta situacgao, € claro que a equacao Xu = w possui solugao para qualquer w. Entretanto,
para r = 1 o sistema Yu = w possui solucao, somente, se w estiver sobre a linha . Em
outras palavras, a existéncia de solugoes esta diretamente relacionada ao nimero de direcoes
que a matriz A preserva como transformacao, isto é , o posto r é uma medida para avaliar
o quanto a "solidez” é mantida (cheia) ou enfraquecida (comprimida ou distorcida).



CAPITULO 5

Equacoes Diferenciais Matriciais

Neste capitulo serao considerados sistemas de equacoes diferenciais de primeira e segunda
ordem, seguindo, no possivel, a abordagem escalar. O estudo das equacgoes diferenciais
matriciais, abordado através da analise de modelos interessantes com aplicacao em diversas
areas de interesse, fard uso dos trés principios das equacoes lineares:

1. PRINCIPIO DA DECOMPOSICAO
A solucao de uma equacao linear nao-homogénea pode ser decomposta na soma de
uma solucao homogénea geral e uma solugao nao-homogénea particular.

2. PRINCIPIO DA SUPERPOSICAO
A combinagao linear de solu¢oes homogéneas é solugao homogénea.

3. PRINCIPIO DA REPRESENTACAO
Existe uma solugao fundamental que carrega toda a informagao de uma equacao difer-
encial linear

5.1 Um sistema de primeira ordem como modelo da hemodialise

A principal fungao do rim é remover residuos de produtos tais como uréia, creatinina e
excesso de fluido do sangue. Quando os rins nao estao funcionando corretamente, residuos
acumulam-se no sangue; quando niveis téxicos sao alcancados, a morte é certa. A remocao
dos produtos téxicos do metabolismo e a restauracao do volume e da composicao dos liquidos
corporais em direcao a normalidade pode ser realizada com a didlise com um rim artificial.
Felizmente, a didlise nos rins remove os residuos de produtos do sangue de pacientes cujos
rins nao estao funcionando adequadamente. Em certos tipos de insuficiéncia renal aguda,
um rim artificial pode ser usado para fazer o paciente suportar até que os rins reassumam
sua funcao. Milhares de pessoas com insuficiéncia renal irreversivel, ou mesmo com remogao
total dos rins, estao sendo mantidas por 15 a 20 anos pela didlise com rins artificiais [Keener].

O principio basico do rim artificial é passar o sangue por delgados canais sangiiineos
limitados por uma fina membrana. Do outro lado da membrana ha um liquido de didlise
para dentro do qual as substancias indesejaveis do sangue passam por difusao.

A Fig. 5.9 mostra os componentes de um tipo de rim artificial no qual o sangue
flui continuamente entre duas delgadas membranas de celofane; fora da membrana esta o
liquido da didlise. O celofane é suficientemente poroso para permitir que os componentes
do plasma, exceto as proteinas plasmaticas, se difundam em ambas as diregoes: do plasma
para o liquido da didlise ou do liquido da dialise de volta ao plasma. Se a concentragao de
uma substancia for maior no plasma que no liquido da dialise, havera transferéncia efetiva
da substancia do plasma para dentro do liquido da didlise.

A intensidade do movimento do soluto pela membrana de didlise depende
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do gradiente de concentracao do soluto entre as duas solugoes;

da permeabilidade da membrana ao soluto;

da area de superficie da membrana

da quantidade de tempo em que o sangue e o liquido ficam em contato com a membrana.

Assim, a intensidade maxima de transferéncia de soluto ocorre inicialmente quando
o gradiente de concentragdo é maior (quando a didlise é iniciada) e torna-se mais lenta a
medida que o gradiente de concentracao é dissipado. Num sistema de fluxo, como é o caso da
"hemodialise”, na qual o sangue e o liquido da didlise fluem pelo rim artificial, a dissipacao
do gradiente de concentracao pode ser reduzida e a difusao do soluto através da membrana
pode ser otimizada aumentando-se o fluxo do sangue e/ou do liquido da didlise.

Durante o processo de hemodidlise, o sangue do paciente é bombeado, usualmente
a uma taxa de 1 a 3 decilitros por minuto. O liquido da didlise contém algumas substancias
benéficas ao corpo, as quais sao difusas para o sangue. O liquido da dialise flui em dire¢ao
contraria a do sangue, usualmente a uma taxa de 2 a 6 decilitros por minuto. Os residuos
de produtos do sangue sao difusos através da membrana a uma taxa proporcional a uma
diferenca de concentragao dos residuos de produtos no sangue e do liquido da diélise.

Seja u(x) a concentragao de residuos no sangue e v(z) a concentragao de residuos
no liquido da didlise, onde = é a distancia ao longo do dialisador; ()p representa a taxa de
fluxo do liquido da didlise através da méaquina; e (s representa a taxa de fluxo do sangue
através da maquina (dialisador).
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e

Linha de sangue arterial

Membrana de celofane
iftubo contendo sangue)

I

Solucéo ja

g WEEN Solugio fresca  Banho a | ol '
* Ar comprimido.Mpara dialise - temperatura § utilizada na
T B e constante didlise !

Diagrama de uma mdquina de didlise renal il
gt m = 1__._. - R II’” I

Figura 5.1 — Diagrama da méaquina de hemodidlise para o rim

Entao, tem-se o modelo

v =—k(u—wv t
o < hu ) ot 5

onde k é a constante de proporcionalidade, f(t) e g(t) sao fontes (”aditivos” na maquina ou
no sangue).

Sejam, L o comprimento do dialisador, (0) = u, a concentragao inicial dos residuos
no sangue e v(L) = 0 a concentragao inicial de residuos no liquido de didlise. Entao deve-se
resolver o problema de valor inicial

Qu 4 k(u =) = S0
;(%)DZ 170 (u—v)=g(t) (5.2)
v(L)=0

O sistema de equagoes diferenciais lineares de 1* ordem (5.2) pode ser escrito matricialmente
como

d
cd—[tj + BU = F(t) (5.3)

onde os coeficientes C, B sao as matrizes
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Qs 0 ko —k
o= g m-[ AT

e U, F sao os vetores coluna

U:{gy dwﬁzwz[%ﬁﬂ, F(t)

Il
| — |
Q
T~
~
SN—"
—_

5.2 A equagao Cu' + Bu = F\(t)

Um sistema de equacoes diferenciais lineares de 1¢ ordem

duq du2 dun,
dur el AT O b A biun = At 4
e + c12 " +-ta " +briut + bioug + -+ + bipu fi(t) (5.4)
du1 duz dun,
dur e T R b ot bopun = falt :
21 + c22 m +- 4o o + ba1u1 + ba2uz + - - + b2npun f2(t) (5.5)
(5.6)
du du du
Cnl d_tl + CnQd_: +--+ Cnnd_tn + bpiul + bp2uz + -+ + bpnun = fn(t)v (5-7)
pode ser escrito matricialmente como
dU

onde os coeficientes C' = [¢;;], B = [b;;] sao matrizes nxn e U, F' sao vetores coluna nxl. A
matriz C serd assumida nao-singular.
Na literatura, é usual colocar (5.8) na forma normal

dU
= = AU + f(1) (5.9)

onde A=—-C~'B, f=C"'F.

Uma forma integral da solugao de (5.8) pode ser obtida de maneira andloga ao caso escalar
em termos de uma solugao fundamental h(t). Por atuar sobre dados iniciais que, neste caso,
sao vetores, a solucdo h(t) deverd ser uma matriz.

O célculo desta solucdo h(t) é usualmente realizado de maneira simbélica ou numérica. No
calculo simbdlico a distincao fundamental entre uma ou outra técnica é o uso ou nao de
autovetores vinculados ao sistema (modos). Estas técnicas, podem ser agrupadas em trés
grandes métodos:

e Modal ou Espectral
e Nao-Modal ou Nao -Espectral

e Numérico
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A sequir, a manipulacdo com matrizes deve ser realizada da maneira usual, como se
fossem escalares. Somente deve-se ter atencdao redobrada na ordem das matrizes num deter-
minado produto. Pois, a propriedade da comutatividade nem sempre € valida para matrizes.
Por outro lado, qualquer definicao que envolva um processo limite, deve ser entendida como
envolvendo o mesmo processo limite para cada componente. Por exemplo, para a matriz

f(t) =[fi;(t)] de ordem n x n, define-se

%_ [dfgt(t)], / ft)dt = { / fij(t)dt], (5.10)

desde que, respectivamente, cada componente seja diferenciavel ou integravel.

5.2.1 Foérmulacao integral

Considere-se o problema de valor inicial

Ch(t) + Bh(t) = 0, (5.11)

onde 0 denota a matriz nula, com condicao inicial

Ch(0)=1 (5.12)

A obtengao de h(t) pode ser feita pelo método de Cauchy das séries de poténcia

ou, série de Taylor, pois todas as derivadas de h(t) em ¢t = 0 podem ser obtidas direta-

mente da equagao e, assim, serem utilizadas. Por exemplo, C’h(()) + Bh(0) = 0 implica

h(0) = —(C~'B)C~', Ch(0)+ Bh(0) =0 implica A(0) = (C~*B)2C~'. Por indugao,
h*(0) = (=C7'B)*C~!. A expansio em série de Taylor de h(t) pode ser escrita

— h*(0) k — (=C7'B)kk -1
ht) =2 A =2 EEEE
k=0 k=0

a qual, em analogia ao caso escalar, corresponde a expansao de Taylor da exponencial de
uma matriz, isto é

h(t) = e ¢ B0t (5.13)
vem a ser a solugao do problema de valor inicial (5.11)-(5.12).
Para obter uma férmula integral para a solucao u(t), fazemos atuar h(t — 7) como
fator integrante. Para tanto, sera utilizada a seguinte propriedade:
R'(t)C + h(t)B =0, h(0)C = 1. (5.14)
Esta propriedade segue por substituigao direta de (5.13) em (5.11).

h(t) € solugdo a esquerda e a direita da equag¢io Cu' + Bu =0

Entao,

/ Wt — ) f(F)dr = / h(t — 7)[Cul(7) + Bu(r)]dr

= h(t—71)Cu(7)|} + / W (t —7)C + h(t — 7)Blu(r)dr
= u(t) — h(t)Cu(0)
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Decorre a formula integral

t
u(t) = h()Cu(0) + / h(t — ) F(r)dr, h(t) = O Bto (5.15)
conhecida como formula de varia¢ao de parametros. Em particular, para condicao inicial
nula u(0)=0, tem-se que
t
u(t) = / h(t — 7)F(r)dr (5.16)

é uma solucao particular da equagdo nao-homogénea (5.8). Ela é denominada de resposta
forcada.

Por simples derivacao e substituicao, segue que, para 7 considerado como parametro,
u(t) = h(t+ 1)

¢ solugdo da equagao homogénea C'u + Bu = 0 com o valor inicial u(0)=~h(7). Da formula
integral (5.15) com F=0, decorre que h(t) satisfaz a propriedade de semigrupo

h(t+7) = h(t)Ch(r) = h(r)Ch(t) (5.17)

Em particular,
h(t)™' = Ch(—t)C (5.18)

5.2.2 O Método de Variagao de Parametros de Lagrange

Este método consiste em procurar a solucao do mesmo tipo do que a homogénea, porém, per-
mitindo que as constantes sejam fungoes. Assim, u(t) = h(t)c(t), com ¢(t) a ser determinada.
Substituindo na equacao, vem

Ch(t)e(t) + Ch(t)é(t) + Bh(t)e(t) = Ah(t)e(t) + F(2).

Como h(t) é solu¢ao homogénea, decorre que

Assim, pela propriedade (5.18)

é(t) = Ch(—t)CC F(t) = Ch(—t)F(t).

Integrando, vem

c(t) = ¢(0) + / Ch(—T)F(1)dr.

Entéao, utilizando a propriedade de semigrupo (5.17) e a condigao C'h(0) = I, vem

= h(t)h(0) u(0) + / h(t)Ch(—7)F(7)dr

= h(t)Cu(0) + /t h(t — 7)F(T)dr.



que nao é outra coisa do que (5.15).

Propriedades da exponencial de uma matriz
Para a equagao matricial
dUu

E:AU+f(t)

tem-se que h(t) vem a ser a exponencial de uma matriz A:

o E0)
k! N k!

k=0 k=0

i kik
AR

h(t) =

A matriz exponencial e possui as seguintes propriedades:
p p prop
t+ _ A TA
1. et+1) A = etdem4,
el =1,

(etA)—l = g tA,

- W N

A 0 -0 eMt 0 ... 0
0 X - 0 |, | 0 e ... 0
e

0 0 - A

0 0 .- etnt
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(5.19)

(5.20)

A exponencial de uma matriz diagonal é uma outra matriz diagonal cujas componentes
sao as exponenciais das componentes da matriz diagonal dada. Assim

(5.21)

5. A solucao da equagao matricial na forma normal v’ = Au + f(t) é escrita na forma

u(t) = eu(0) + /Ot AT f(1)dr.

5.3 O método matricial espectral

(5.22)

A seguir, apresenta-se o método espectral para a resolucao de sistemas lineares de primeira
ordem. Este método funciona bem para matrizes nao-defeituosas, isto é, matrizes que geram
bases de vetores formadas por seus autovetores. Dito de outro modo, se houver autovalores
repetidos, entdo a multiplicidade geométrica de um autovalor (nimero de autovetores inde-
pendente associados com esse autovalor) é igual a multiplicidade algébrica do autovalor (o
numero de vezes que ¢ raiz da equagao caracteristica). Os seguintes classes de matrizes sao

particularmente nao-defeituosas

e Matrizes com autovalores nao repetidos

e Matrizes simétricas
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5.3.1 Caso homogéneo

Considere-se a equacao homogénea

Cu' +Bu=0

O método de Euler de obter solugoes do tipo exponencial é adaptado ao caso ma-
tricial considerando-se solucoes do tipo

u=eMv, v#0

Por substituicao direta na equacao homogénea, segue a equagao algébrica ou pro-
blema de autovalor

[AC + Blv =0 (5.23)

Esta equagao possui solucao v nao-nula se o determinante do sistema ¢é nulo, ou seja,
A deve ser uma raiz do polinémio caracteristico

P(\) = det|]\C + B]. (5.24)

Nesta situagao, A é dito autovalor e v um autovetor associado. Se os coeficientes C,

B sdo n x n, entao, tem-se n autovalores {1, Ao, - -+ , A\, } € 0s n autovetores correspondentes
{v1,v9,+++ ,v, }. Pelo principio da superposicao linear e (5.21), tem-se que

u(t) = 1My + e’y + -+ cpe’iy, = Velle

é solucao homogeénea. Aqui ¢ é o vetor cujas componentes sao as constantes cg, V' é a matriz
n X n cujas colunas sao os autovetores vy e

N O - 0
T 52
0 0 - A\,

Para determinar as constantes ¢y, utiliza-se o valor inicial u, = u(0) da solugao. Assim,

u(0) = c1v1 + vy + -+ - + CpUp.

Tem-se o sistema algébrico linear Ve = u,. Este sistema possui solucao tnica ¢ = V~tu,
para qualquer u, dado, se V' for nao singular, ou seja, seu determinante ¢ nao nulo ou,
também, suas n colunas sao vetores linearmente independentes. Sob esta hipdtese, tem-se
que a solucao da equagao homogénea

Cu' +Bu=0
¢ dada por

u(t) = Z cre o, = VeV 1u(0) (5.26)
k=o

Como deve ser u(t) = h(t)Cu(0), identifica-se h(t) como sendo a matriz
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h(t) = VMVt = Ze)"“tvkwgC'_l (5.27)
k=o

onde w’ denota o vetor transposto do vetor w, e w} denota a k-ésima linha da matriz V!

Exemplo 5.59
Resolver o problema de valor inicial

onde

A:

1 1 -2 1
12 1 |, uy=1|0|.
0 1 —1 —2

A equagao caracteristica com C=I e B=-A vem a ser

A—1 -1 2
1 A—2 -1
0 -1 A+1

N — Al = =N +2224+ 1 -2=0.

a qual é simplificada para (A + 1)(A — 1)(A — 2) = 0. Entdo, os trés autovalores sao
A = —1,X = 1,3 = 2. Para determinar os correspondentes autovetores, substituimos
sistematicamente Aj, Ay, A3 em (A I-A)w=0 para A e resolvemos para w nao nulo. Fazendo
isto, vem

)\1 =-1—
—2w1 — Wy + 2U}3 = 0
w, — 3w2 — W3 = 0
Wy = 0
)\2 =1—
— W2 -|—2UJ3 =0
w; —wyg —wg = 0
— W2 —|—2w3 =0
)\3 =2
211)1 —w2+2w3 =0
w; —wy = 0

— Wy + 3w3 =0

Resolvendo esses sistemas por eliminagao gaussiana, obtém-se os correspondentes autovetores
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r 1
)\1——1, V1 = 0
L1

r 3

)\2:1, Vg — 2
1]
17

A3:2, Vg = 3
1]

Assim, a solucao general do problema é dada por

u(t) = cre” vy + cpe’ + cze®

Para determinar as constantes ci, co, c3, utilizamos o valor inicial

1 1
3]: 0].
1 -2

e obtém-se um sistema da forma Ve = u, cuja solucao' é ¢ =V tu,. Assim,

¢ ro ~-1/6 —1/3  7/6 1 —5/2
-] 338 8
cs -2 -1/3  1/3  1/3 ][ -2 -1

A solugao ao problema de valor inicial dado é

1 3
Uy =C1V] +Co0—24+c3v3 —¢c1 | 0| +ca| 2 | +¢3
1 1

— O =
w o O
JE G —t

5 3 3 3 1
ult)=—=e | 2 | +=e| 2] | 3],
2 1] 2 [1 1
ou,
_%eft_{_ get 7
u(t) = | —be ' + 3e! — e~

5
2

et 4 %et e

1A matriz V, cujas colunas sao os autovetores, é inversivel, pois os autovetores sdo linearmente indepen-
dentes devido que correspondem a autovalores diferentes.
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O caso simétrico

O método espectral aplica-se apenas a resolucao de sistemas em que o problema de autovalor
(5.23) é nao defeituoso, isto é, que gere n autovetores linearmente independentes. Isto sempre
ocorre quando C, B sao matrizes simétricas que comutam. Em particular, quando C' =1 é a
matriz identidade e B é uma matriz simétrica. Nesta situacao os autovetores sao ortogonais
e, além disso, a matriz V é ortogonal. Assim V! = VT, Decorre a expansdo espectral da
solugdo fundamental h(t) do sistema simétrico v’ + Bu =0, BT = B:

(VA+B)YV =0, C=1I (5.28)
h(t) = VeMVT = Ze’\’“tvkvg (5.29)
k=o

5.3.2 O caso nao-homogéneo

A solucao da equacao nao-homogénea

Cu' + Bu = F(t) (5.30)

pode ser obtida pelo método espectral com o uso do principio da superposicao linear.
Procura-se a solucao da forma

u(t) = up(t) + up(t). (5.31)

onde a solugao homogénea é escrita como combinacao linear das n solucoes do tipo expo-
nencial e*v, ou seja,

up(t) = cre™o; + cpetvy + -+ e, (5.32)

Uma solugao particular nao-homogénea u,(t) pode ser decomposta em um somatério
de n solugoes particulares, sendo cada uma delas da mesma forma que as correspondentes
componentes da entrada F', escrita como combinacao linear dos autovetores. Em outras
palavras, escreve-se em primeiro lugar o termo F' como combinagao linear da base de au-

tovetores {vy,vq, -+ ,v,} da seguinte maneira
F=VV'F =dw +dyvy + -+ + dyoy, (5.33)
onde V' corresponde a matriz modal denotada por
wi
| e
V=[vi vo2 -+ v,] e V=] " [. (5.34)
wT

n

Assim, w;Tv; =68, para i,j=1:n e d;=w" fparacadai=1:n.
Procura-se entao uma solugao particular da forma

up(t) = wiP(t) + u (t) + - - - + u,’ (1), (5.35)

com u;” do mesmo tipo da componente d;(t)v; de F, relativa ao autovetor v;. Entdo as
j-ésimas solucoes particulares sao tais que

u;P(t) = g;(t)v;. (5.36)
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Para determinar os valores dos coeficientes g, () resolve-se o sistema equivalente desacoplado,

dg;
dt

resultante da substituigdo da expressao (5.36) para u;? no sistema original (5.102). Uma
solugao particular ndo-homogénea para a equacao (5.37) é dada por

(t) = N\jg;(t) +d;, paracada j=1:n, (5.37)

¢
g;(t) :/ N ddr (5.38)
0

Para determinar as constantes da parte homogénea (5.32), utiliza-se o valor inicial da solu¢ao
u(t) em t = 0, resultando desta forma

¢=V"" (ug — u,(0))

onde ¢ corresponde ao vetor das constantes da parte homogénea wy,(t).

Ao igual que no caso de sistemas simétricos homogéneos, o calculo da inversa da
matriz modal V simplifica-se para V=1 = V7T,

Exemplo 5.60
Resolver o problema de valor inicial

Cu+ Bu = F(t)
u(0) = u,

onde

o-[43] o[ 2] r-[3]. w-[3]

Multiplicando a equacao por C~!, vem o sistema

= Au+ f(t),
~7/10  1/2
A= { 1//2 —3{/5 ] )

ft)=C'F(t) = { 200 } :

Os autovalores e autovetores da matriz A sio

13+ v101 1
)\1 = e Ul fr
20 14++/101
L 10 .
1
13 — 101
AQ — I — /[)2 —
20 1—v101
L 10 _
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Tem-se a matriz modal cujas colunas sao os autovetores

1 1
V= [ 1+yI0T  1-v101 }
10 10

e como a matriz A é simétrica,

1 14+/101
T b
1 l—m
10
Tem-se a solugao geral
u(t) = cre™Mty + coetuy + up(t)

onde, neste caso, por ser f(t) = b um vetor constante, a solugao particular ndo-homogénea
pode ser obtida pelo método dos coeficientes a determinar, isto é, supor que é do mesmo
tipo do que f(t). Como o termo nao-homogéneo é nao-constante, substitui-se u,(t) = d na
equagao dada u(t) = Au(t) + b e decorre o sistema 0 = Ad + b. Sendo A nao-singular, vem

[ —1200/17
= | —1000/17 |

Para determinar as constantes ¢; e ¢, utiliza-se o valor inicial

J— a1y [ —60/17 —50/17 HQO}

~50/17  —70/17 0

u(0) = u, = 101 + U2 + u,(0) = Ve +d.

Decorre

c=V " u, —d) = V' u, — d]

9/17 + 19/17/101
9/17 — 19/17v/101 |

A solugao do problema é

9+ 19v101
17

Ju—
i
o
=1

u = ef<
()= ) + (= o

13+\/ﬁ)t |: 9 —19v101 7(13—\/10*1# [
20 7)6 20

_ 1200
14101 +{ —@ }
10 10

5.4 Métodos nao-espectrais

Estes métodos nao utilizam autovetores. Serao descritos o método operacional da transfor-
mada de Laplace e o método polinomial.

e Método Operacional
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Aplicando-se a transformada de Laplace em ambos os lados do sistema

du
— +Bu=F
C o + Bu (t)

e utilizando-se a propriedade L(u') = sL(u) — u(0) com a condicdo inicial dada tem-se que

(sC+ B)U(s) —u(0) = F(s). (5.39)

Considerando-se A(s) = sC + B, que denota uma fungao matricial de primeira
ordem, na variavel s, resulta que

U(s) = H(s)u(0) + H(s)F(s), (5.40)
onde H(s) = (sC + B)™'.

A fim de retornar a varidvel original do problema, aplica-se a transformada inversa
de Laplace.

Deve ser observado que H(s) é o fator de transferéncia para entradas do tipo expo-
nencial

F(t) = e™v.
Pois, procurando solugoes do mesmo tipo
u(t) = e”w,

e substituindo no sistema (5.39), vem

(sC + B)w = v.
Assim,
w = H(s)v.
Exemplo 5.61
Resolver o sistema
’lll = —2u1—|—u2+1
ug = Uy — 2'LL2

sujeito as condicoes iniciais

Aplicando a transformada de Laplace em cada equacao do sistema, vem
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VI

(s +2)Ui(s) — Us(s) =

—Ui(s) + (s +2)Us(s) = 1.

Resolvendo este sistema algébrico, obtém-se

2
A )
s+1
UQ(S) = —8(8 T 3)

Tomando a inversa da transforma de Laplace, decorre a solucao

g
—
—~
-
~—
Il
|
Wi Wl
ml
w
~~

|
w
X

_l_

Wl = Wl
)

<
Do
—~
~
SN—
I

Resposta Freqiiéncia

Na préatica, ¢ muito importante a determinacao de solugoes diante termos nao-homogéneos
de natureza harmonica, isto é

Cu + Bu = cos(wt)a + sen(wt)b.

onde a, b sao vetores coluna. Na forma normal, tem-se o sistema
uw = Au(t) + f(1),
A = —C'B,
f(t) = cos(wt)r + sen(wt)w,
r = Cla, w=C-1b.

Procurando uma solugao particular do mesmo tipo que f(t)

u,(t) = cos(wt)q + sen(wt)d,

com ¢, d vetores coluna, e substituindo na equacao, decorre o sistema

—wsen(wt)q + weos(wt)d = cos(wt)Aq + sen(wt)Ad + cos(wt)r + sen(wt)w.

Igualando os termos em seno e cosseno, vem

wd—Aq=r
—wq— Ad =w
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ou, na forma de um sistema matricial bloco

[ —A wl__q_ T
_—wI —A _d__ w |-

Pré-multiplicando a esquerda pela matriz adjunta, vem

—A —wl [ -A wI ][q] A —wI r
wl —A _—wI —A__b__ wl —A ’

venl

A2+ W] 0 q| | “Ar—wuw
0 A? + 2T b | | wr—Aw |°
Deste modo, se A = iw nao é autovalor da matriz A2, e portanto, det[w?I + A] # 0, segue
que

q = —(WT+A) " (Ar +ww),
w = (W + A*) Y wr — Aw).

A solucao particular u,(t) a uma entrada harmonica vem a ser a resposta freqiiéncia

uy(t) = (W + A?) 7 [—(Ar + ww)cos(wt) + (wr — Aw)sen(wt)] (5.41)
Observa-se que as amplitudes r e w da entrada com freqiiéncia w, sao modificadas pelo fator

H(iw) = (W + A)™! (5.42)

chamado de funcao freqiiéncia.

Exemplo 5.62
Obter a resposta freqiiéncia e funcao freqiiéncia do sistema

Cu+ Bu(t) = F(t),

onde

O sistema dado na forma normal ou de estado, esta dado por & = Au + f(t) com

7 1 1
——= —= cos(t) + = sen(2t)
A | 2 2 o 2
11 113 |’ 1 ) + 3 (21)
_— - — cos —sen
8 100 2 8

O termo nao-homogéneo pode ser escrito na forma
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—_

f(t) = cos(t) + sen(2t)

| —

1
2
3
8
Pelo principio da superposicao linear, a resposta freqiiéncia sera

up(t) = ur(t) + us(?)

onde uq(t) é a resposta a freqiiéncia wy = 1 e uy(t) é a resposta a freqiiéncia wy = 2. Observe-
se que a amplitude w; do termo seno é nula para a primeira freqiiéncia e que a amplitude
9 do termo cosseno ¢ nula para a segunda freqiiéncia, decorre de (5.41) que

u,(t) = (wii + A?) = Ary cos(wit) + wry sen(wyt)]
+(w3i + A) " H—ww; cos(wat) — Awsy sen(wot)]

e com o uso de software simbolico Maple, tem-se a resposta aproximada

(1) = 0.249 cos(t) + .0679 sin(t) + .0490 cos(2. t) 4 .104 sin(2. t)
U\ = 119 cos(t) 4 .0230sin(t) + — .0737 cos(2. ) 4 .0751 sin(2. ¢)

Aqui a funcao freqiiéncia é dada por

Siw + 7 diw +3
| | . “8w? 1 3Tiw + 26 —8w? + 37iw + 26
H(iw) = (iw + A)™ = diw + 3 3iw + 5

—8w? + 37iw + 26 —8w? + 37iw + 26

Observe-se que na entrada original F(t) tem-se as freqiiéncias desacopladas, entre-
tanto em f(t) estao acopladas devido a multiplicagdo pela inversa da matriz C. A resposta
freqiiéncia reflete o acoplamento das freqiiéncias.

5.4.1 Método Polinomial

A fungao exponencial de uma matriz estd incluida na classe de fungoes matriciais da forma

1) =3 PO (5.43)

obtidas a partir de séries de poténcias convergentes do tipo

:L’k

fla) = 07 (5.44)

pela substituicao da variavel x pela variavel matricial A de ordem n. Este tipo de fungoes
podem ser calculadas com o uso do teorema de Cayley-Hamilton.
Da divisao
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fa) )
W_Q( )+px)7 (5.45)

resulta que
f(x) = p(x)q(z) +r(x) (5.46)

onde

p(z) = det[lx — A]

corresponde ao polinomio caracteristico da matriz A de grau n e

n—1
r(z) = Z k2", (5.47)
k=0
um polinémio de grau n — 1. Substituindo z=A em (5.46), segue que

f(A) = q(A)p(A) +r(A) = r(4) (5.48)

uma vez que, pelo teorema de Cayley-Hamilton, p(A) = 0. Assim, o célculo do valor da
soma para f(A) é reduzido a determinacao do polindémio r(A)

flA) =r(A) =a, 1 A" 4 a, oAV 2+ -+ a1 A+ aol, (5.49)
onde os escalares a,_1, an_2, - -+, a1, ag sao determinados conforme segue.
Para cada autovalor \; de A, tem-se de (5.46) que
fA) =r(N)), (5.50)

pois p(};) = 0.
Se A; é um autovalor duplo de A, considere-se

Derivando-se (5.46) decorre

FOG) = pA)d() +BA)a(Ny) + () = 7(A).
Em geral, para cada autovalor A de multiplicidade k, sendo k£ > 1, formula-se as
seguintes equagoes, envolvendo as derivadas de f(A) e 7(\) com respeito a A:

fOhay, = iWhoy,

fher = ey (5.52)

fk_l()\)‘,\zAj = Tk_l()\)‘Azxj
Resolvendo o sistema de n equagoes (5.52) para os s autovalores distintos A; com
multiplicidade m;, j=1:m, tais que m; 4+ mq + --- + mg = n; obtém-se, assim, os val-
ores dos coeficientes ay, e desta forma tem-se a expressao para f(A) através da equagao (5.49).
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5.5 Comportamento assintético

A maneira como as solucoes se comportam quando t cresce indefinidamente é de
interesse na teoria e nas aplicacoes. Como foi observado, as equagoes lineares produzem
solugoes semelhantes aos termos nao-homogéneos, porém acompanhadas de algumas de-
formacgoes devido a interacao do sistema com a excitacao. Se todas as solucoes do sistema
homogéneo tendem para zero quando ¢ vai para o infinito, entao o sistema ¢ dito assintotica-
mente estdvel e as solugoes homogéneas sao ditas respostas transientes. A solugao particular
nao-homogénea ¢ dita resposta permanente.

Como as solugoes do sistema Cu’ + Bu = 0 sdo da forma u(t) = h(t) Au(0), é claro
que o seu comportamento é o da solugao fundamental h(t). Com o uso do método espectral,
para o caso do problema de autovalor AA 4+ B ser nao defeituoso, a representagao

h(t) = VeMV AT = Zek’“tvkwgfl_l
k=o

mostra que o comportamento de h(t) segue o dos termos exponenciais. Assim,

yeAkt’ — |eRe)\kt€

Im/\kt‘ — eRe)\kt.
Decorre dai que h(t) é assintoticamente estdvel se, e somente se todos os autovalores possuem
parte real negativa.

No caso geral v’ = Au, A = —C~!B, uma matriz qualquer, pode ser utilizada a de-
composicao matricial de Jordan: existe uma matriz nao-singular V tal que A = VJV ! J =
D+N, DN = ND com D uma matriz diagonal cujos elementos diagonais sao os autovalores
de C', e N uma matriz nilpotente (N™ = 0, para algum m < n). Entao, h(t) = Ve!PeNV 1.
Observa-se que o comportamento de h(t) com (5.13) vem a ser o de eP?, isto é, da parte real
dos autovalores como foi feito no caso nao-defeituoso pois, por N ser uma matriz nilpotente
a sua exponencial é reduzida a um polinémio.

5.6 Integracao de um modelo de rastreio de aeronaves rigidas

A fim de ilustrar a aplicacao dos diferentes métodos espectrais e nao -espectrais na
solucgao de sistemas lineares de primeira ordem, apresenta-se um modelo na area de dinamica
de controle de sistemas. [Lyshevski|, [Bryson]|.

A dinamica de muitos avioes pode ser modelada considerando-os como corpos rigidos
que sofrem agao de forgas do tipo gravitacional, aerodinamica e de propulsao conforme mostra
a Fig. 5.2.
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Figura 5.2 — Forcas que agem em uma aeronave

Neste modelo, as forcas atuantes sao a elevacao causada pela aerodinamica das asas,
que atua perpendicularmente a velocidade denotada por L; o empuxo T produzido pelos
motores do aviao na direcao do vetor velocidade; as forcas de arraste, que correspondem a
forcas aerodinamicas que se opoem ao empuxo, normalmente sao proporcionais a velocidade
dadas por D e o peso W, forca devido a gravidade que atua perpendicularmente ao horizonte.

Os movimentos das aeronaves podem ser descritos fornecendo-se a posicao, a ve-
locidade do centro de massa, a orientacao e a velocidade angular de um conjunto de eixos
fixos no corpo em relagdo a um conjunto de eixos de referéncia. Usualmente é conveniente
escolher eixos de referéncia fixos em relagao a terra. Considerando-se que a velocidade dos
avioes é pequena se comparada com a velocidade orbital, pode ser assumido que os eixos de
referéncia fixos a terra podem ser aproximados como eixos inerciais.

As equacoes dinamicas do movimento sao formuladas em termos da aceleracao in-
ercial v e da aceleracao angular wp, cujas componentes da velocidade do centro de massa
e velocidade angular em relagao aos eixos de referéncia sao denotadas por v = [u,v,w] e
wp = [p, ¢, 7], respectivamente.

As equagoes cinematicas relacionam as taxas de localizacao do centro de massa do
avido no sistema de eixos de referéncia [x,y, z] com a velocidade do corpo e, as taxas dos
angulos de Euler [¢, 6, ¢] com as componentes da velocidade angular.
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Figura 5.3 — Nomenclatura para movimentos longitudinais de uma
aeronave
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Figura 5.4 — Nomenclatura para movimentos laterais de uma
aeronave

Os movimentos longitudinais e laterais de uma aeronave sao descritos empregando-
se, usualmente, eixos alinhados aos eixos do aviao, conforme Figs. 5.3 e 5.4. Tais movimentos
sao monitorados pelo deslocamento de superficies de controle sobre asas e cauda (aileroes,
flaps e lemes) que podem trocar a inclinagao, de modo que as forgas aerodinamicas mudam
a orientacao da ponta do aviao. A Fig. 5.5 ilustra o comportamento do angulo de inclinagao
sob a acao de diferentes deflexoes nos aileroes.
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Figura 5.5 — Controle do angulo de inclinagao através dos ailerdes

Com o objetivo de ilustrar problemas de controle de rastreio ou de dinamica longi-
tudinal e lateral de aeronaves serd considerado neste trabalho, conforme [Lyshevski, 2001],
um modelo linearizado para um aviao caca.

O vetor velocidade é denotado por v [m/s], sendo que o angulo de ataque dado por «
[rad], fornece a diregao do vetor velocidade v, ou seja, corresponde ao angulo formado entre
o vetor velocidade do aviao e o eixo x de orientacao do seu corpo. O angulo de inclinacao
longitudinal, formado entre o horizonte e o eixo x do avido denotado por 6 [rad], o angulo
de giro em torno do eixo paralelo ao eixo normal do avidao dado por ¢ [rad] e o angulo de
rolamento longitudinal dado por ¢ [rad] sao denominados na literatura de angulos de Euler;
sendo que as respectivas taxas de variagdes serao denotadas por ¢, p e r [rad/s]. O angulo
de deslizamento lateral serd dado por (3 [rad], as deflexdes dos estabilizadores horizontais
direito e esquerdo por dyg(t) e 0y (t) [rad], respectivamente; os parametros dpg(t) € dpp(t)
[rad] corresponderao as deflexées dos flaps direito e esquerdo, respectivamente; 6¢(t) e dg(%)
[rad] as deflexdes do comando dianteiro e do leme, respectivamente.

A altitude do aviao estd relacionada com o seu angulo de inclinacao , o qual indica se
este esta direcionado para cima ou para baixo. Normalmente o aviao ascende suavemente, de
modo que a aerodinamica de suas asas produz a elevacao suficiente para vencer a gravidade.
Nao se tem nivel de voo quando 6 = 0 e sim quando # = a. A Fig. 5.2 mostra o aviao
ascendendo pois, tem-se # > «. Para andlise das condicoes de voo a quantidade de elevagao
aumenta quando a também aumenta.

A dinamica lateral-longitudinal de uma aeronave pode ser estudada aplicando-se o
modelo de espago de estado, resultando em

#(t) = Az(t) + Bu(t), (5.53)

onde x(t) = x é o vetor de estado e, u(t) = u, o controle de entrada, denotados por
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v
a
dHR
g OHL
x=|p e u= g?j . (5.54)
f %
0
o R
L ¥ ]

Considerando-se os coeficientes matriciais A e B dados por

r —0.016 8.4 -09 -96 -15 027 -0.086 0 0 7
—0.003 -1.2 1 0 0.08  0.062 0.009 0 O
—0.0001 39 —0.85 0 0.017 0.0038 0.04 0 O

0 0 1 0 0 0 0 0 0
A= —0.003 0.15 0.02 097 -—-0.56 0.13 =091 0 O [,
—0.00001  0.71 0.03 0.01 —48 -3.5 022 0 0
0.00001 -094 0.06 0.006 9.2 -0.028 -051 0 O
0 0 0 0 0 1 0 0 0
L 0 0 0 0 0 0 1 0 0
r 0.12 0.12 -0.38 3.8 0 0 7
-0.16 -0.16 -0.27 -0.27 O 0
-9.5 -9.5 —-2.5 —-2.5 0 0
0 0 0 0 0 0
B= 0.019 -0.019 -0.001 0.001 0.42 0.053 |,
—-2.9 2.9 -3.1 3.1 073 0.92
3.1 -3.1 0.78 —=0.78 0.61 —045
0 0 0 0 0 0
L 0 0 0 0 0 0

o modelo ¢ instavel. Entao o modelo é estabilizado com o uso da técnica de desenho do
regulador quadratico, que determina uma matriz de ganho 6tima. Para uma formulagao
detalhada veja-se [Rohrs, Bryson, Lyshevski]. As simula¢oes numéricas para a obtencgao da
matriz de ganho foram realizadas usando-se o software MATLAB. Donde resulta o sistema
de estado aumentado estavel representado por

Xs(t) = AXs(t) + f(1), (5.55)
com a sai da, Xx(t) = Xx e, a entrada, f(t) = f, sendo vetores de ordem 12 dados
por
Y -
@ 0
q 0
0 0
s 0
= | T er=1) (5.50)
2 0
(3 0
zoet 1
xd)ref 1
R L1 ]

O coeficiente matricial



do sistema tem como valores

[ —0.1204 7.8278  —0.8666 —8.9564
—0.0541 —1.6149  0.7321  —1.4244
0.2823 —0.2155 —12.8651 —74.7071

0 0 1.0000 0
0.0040  0.0368  0.0047  0.8903
A, — | 00508 02064 —0.0610 —0.5143
L= | —0.0176 01756  0.2366  2.1404
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 ~1.0000
0 0 0 0
o0 0 0 0
[ —0.0721  0.0418  —0.0964  0.2968
0.1630 05441  —0.2064  4.6170
6.1769  21.8555 —6.4212 186.8032
0 0 0 0
—0.7924 11833 —2.4891 —1.6853
A, — | 838585 34970 281265 38232
27 | 115978 —12.6074 —34.7830  1.0057
0 0 0 0
1.0000 0 0 0
0 0 0 0
0 ~1.0000 0 0
L0 0 —1.0000 0

—1.5962
—0.82660.1466
—35.7809

0

—3.6061
—47.4985
20.0887

[N e ev N e Nan)

—0.0056
—0.7051
—29.4511

0

—1.2657
27.0789
10.0947

(v en e el an)

—0.2636

3.4039
0
0.3003
—3.4888
—2.2848
1.0000
0

0
0
0

0.0686
0.5457
21.2980
0
3.3541
—56.5742
58.8791

[evenen e an)
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Com o objetivo de estudar o problema de controle do erro de rastreio considera-se
o sistema sujeito a condigoOes iniciais nulas e deste modo, calcula-se a resposta forcada do

mesimo.

O sistema de primeira ordem na formulagao de espago de estado dado pela equacao
(5.55) foi resolvido utilizando-se os método espectral e o método nao-espectral operacional,
cujas variaveis fornecem a dinamica dos movimentos laterais e longitudinais do problema
aerodina-mico. Os resultados obtidos através destas técnicas sao apresentados nas Figs. 5.6,

5.7 e b.8.
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Figura 5.8 — Dinamica Longitudinal

O erro de rastreio é dado por e(t) = 7.(t) — y(t) onde 7.(t) é uma entrada de

referéncia associada aos angulos de Euler, denotada por

Tg(t)
re(t) = | ro(t)
ry(t)
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5.7 Um modelo de segunda ordem para a suspensao de um carro

Aborda-se nesta secdo um modelo de suspensao de um veiculo. Tais modelos, embora ap-
resentados de forma simplificada, sao bastante usados na teoria de controle de sistemas
dinamicos, sendo que uma das aplicagoes desse tipo de formulacao é a analise dos efeitos das
vibragoes sobre os veiculos em relagao ao conforto dos passageiros e a capacidade dos mesmos
manterem-se na estrada, isto é, a eficiéncia do sistema de suspensao do carro. Estes efeitos
podem ser observados a partir da variacao de diferentes parametros tais como os coeficientes
da suspensao, as irregularidades da estrada e a posicao do assento, entre outros.

=< B "y A

Wi
e

Considere-se um modelo simplificado da metade de um carro, conforme mostra a
Fig. 5.9. De acordo com [Lyshevski] considere-se o sistema sem movimento de rolamentos
laterais.
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Figura 5.9 — Modelo da suspensao da metade de um carro

Os deslocamentos y; e y5 sao as entradas; os parametros m; e mo representam as
massas equivalentes das rodas dianteira e traseira, respectivamente; enquanto ms representa
a massa da estrutura principal do automovel e m, a massa equivalente dos assentos e dos
passageiros. As propriedades de elasticidade e dissipagdo de energia (atrito viscoso) dos
pneus sao dadas por (ksi, ks3) e (By1, Bus), respectivamente; para o sistema de suspensao
do carro representa-se por (kg, ks1) € (Bya, Bua), respectivamente. A rigidez dos assentos é
expressa por kgs.

Aplicando-se a 2% Lei de Newton as rodas obtém-se

mify = ksi(y1 — y2) + Bul(gl - yz) + koo (ys — y2) + BVQ(Q?, - y2) (5.58)
mofe = kss(yYs — ys) + Bus(Us — Us) + ksa(yr — v6) + Bua(U7 — Us) '

Denotando-se por [; e Iy as distancias das extremidades esquerda e direita ao centro
de massa do carro, respectivamente e, supondo angulos pequenos, as relagoes geométricas
relativas ao deslocamento do centro de massa da estrutura do carro e o angulo de giro podem
ser expressas por

Iy
Yoem = Y3 + Ll (y7 — y3),
ly
Ys = Y3+ m(?ﬁ — Y3),
W= Y7 — Ys

oL+l
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Assumindo-se forcas sobre a massa ms da estrutura do carro, resulta

msfom = ks2 (Y2 — y3) + Bua(¥2 — Us) + ksa(Ys — y7) + Boa(U6 — U7) + kos(ya — ys).  (5.59)

Utilizando-se a lei rotacional de Newton tem-se a equagao

Jio = —likso(ya—y3) —li Bua(92—03) Hloksa (Yo —y7) +Hlo Bua (U6 —U7) — (l1—12) kss (ya—ys). (5.60)

Finalmente, assumindo forcas sobre a massa dos passageiros e dos assentos, obtém-se
a expressao

Mafis = ks (Ys — Ya)- (5.61)

As equagoes diferenciais ordindrias de segunda ordem acopladas dadas por (5.58),
(5.59), (5.60) e (5.61) definem o modelo mateméatico para o sistema de parametros concen-
trados da suspensao da metade de um carro, o qual é denotado matricialmente por

A2V 0) + 4% (1) + Aw(t) = F() (5.62)
onde
F(t) = Boul(t) + Bl%(t). (5.63)

Os vetores correspondentes a entrada u(t) e saida y(t) do sistema sdo de segunda e
quinta ordem, respectivamente, denotados por

Y2

Ys n
y(t) = yS)M e u(t) = [ s } )

Ya

Os coeficientes matriciais Ay, Ay, Ag, By e By sao da forma

mp O 0O 0 O
0 mge O 0 O
Ay=1| 0 0 mg 0 0 |,
0 0 o J 0
0 0 0 0 my
Bz/l + By2 0 _Bl/2 Bu2l1 0
0 BI/3 + Bl/4 _Bu4 _By4l2 0
A= —By2 —Byy Byo+ Byy  Buylas — Byoly 0 ||
Bysly —Byaly  Byalo — Byoli Byoli + Buyl3 0
0 0 0 0 0
ksl + ksZ 0 _ks2 ks2l1 0
0 ks3 + ksa —koa —kgalo 0
Ay = —ks2 —ksa ko + kga + kg5 ksaly — ksoly + kgs(l2 — 11) —ks5 ,
kgaly —ksaly  ksalo — ksoly + kss(lo — 1) ksol? + ksal3 — kes(lo — 11)?  —kgs(l2 — 11)

0 0 —kss —kss(lo — l1) kss
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ksl 0 Byl 0
0 ksd 0 Bl/3
BO = 0 0 [§ Bl = 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

Como pode ser observado, neste problema os coeficientes matriciais A; sao simétricos.

Supondo-se que a entrada no sistema se da apenas na posicao dos pneus de acordo
com as irregularidades da estrada, considere-se, para efeitos de ilustracao, entradas do tipo
oscilatérias nas duas rodas dadas por

0, 0<t<a
y1=ys =4 A— Acos(2mwt), a<t<b
0, t>b

com amplitude maxima de A. Esta entrada é mostrada na Fig. 5.10 com A=0.075, a=0.25,
b=0.5, w = 4.

REE

.1

073

.05

3.0 -

002

Figura 5.10 — Entrada tipo oscilatéria nas rodas

5.8 A equagao Mu" + Cu' + Ku = F(t)
No estudo do sistema matricial de segunda ordem

Mu" + Cu' + Ku = F(t) (5.64)

com coeficientes M, C, K matrizes constantes de ordem n X n, u, F' vetores n x 1 e M
nao-singular, se fara uso dos trés principios das equacoes lineares, citados no inicio deste
capitulo.

A solugao matricial fundamental ou resposta impulso ou solugao dindmica da equacao Mu” +
Cu'+ Ku = F(t) é definida como sendo a matriz h(t) de ordem n x n que satisfaz o problema
de valor inicial homogéneo

Mh" +CH + Kh =0, (5.65)
h(0) =0, MH(0) =1,
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onde I denota a matriz identidade n x n e 0 a matriz nula.

Do Principio da Decomposicao, tem-se que a solugao da equagao diferencial nao-homogénea
Mu" + Bu' + Ku = F(t)
pode ser escrita na forma
u(t) = un(t) + up(t)
onde uy, é solugao da equagao homogénea

Mu" + Cu' + Ku =0 (5.66)

e u,, uma solucao particular da equagao nao-homogenea.

Para qualquer vetor constante ¢ de ordem n X 1, tem-se que u(t) = h(t)c é solucao
homogénea. Derivando (5.66) segue que h'(t) também é solu¢do. Assim, pelo segundo
principio

u(t) = h(t)a+ h'(t)b

é solucdo homogénea. As matrizes h(t), h'(t) formam uma base matricial, denominada base
dinamica; as constantes a, b podem ser determinadas de maneira tinica em termos de valores
iniciais arbitrarios u(0) e u'(0):

u(0) = (O)a+h/( bo=M"1b — b= Mu(0)
u'(0) = 1'(0)a + R"(0)b = M~ta— M*CRH(0)b — a = Mu'(0) + Cu(0).

Decorre dai que

u(t) = [W(t)M + h(t)Clu, + h(t) M, (5.67)

satisfaz o problema de valor inicial homogéneo

Mu" + Cu' + Ku = 0, (5.68)
uw(0) = u,, u'(0)=ul

As matrizes
ho(t) = W' (t)M + h(t)C, (5.69)
hy(t) = h(t)M (5.70)
formam outra base para as solu¢oes homogéneas. Ela é dita normalizada , devido que
ho(0) = I, h(0) =0, (5.71)
hi1(0) =0, h}(0)=1. (5.72)

Uma solucao particular nao-homogeénea ¢é fornecida pela resposta for¢ada. Ela possui condi¢oes
iniciais nulas em ¢t = 0 e é dada pela integral
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u(t) = / h(t — 7)F(7)dr.

De fato, pela regra de Leibniz e os valores iniciais de h(t), vem

t

u'(t) = h(t — 7)F(7)|r=¢ + / B (t—71)F(r)dr = / B (t —7)F(7)dr

o

u'(t) =Nt —7)F(T)|r= + / R'(t — 7)F(7)dr = W' (0)F(t) + / 't — 7)F(7)dr

o

Assim,

t
Mu" + Cu' + Ku= MKW (0)F(t) + / [MA'(t —7)+ CW(t — 1)+ Kh(t — 7)|F(7)dr = F(t)
Dessas relagoes ¢ claro que u(0) = 0, v'(0) = 0.
Assim, a solugao do problema de valor inicial
Mu" 4+ Cu' + Ku = F(t) (5.73)
u(0), «'(0) dados
é dada pela férmula de variacao de parametros
t
u(t) = [A' ()M + h(t)Clu(0) + h(t) Mu'(0) +/ h(t — T)F(T)dr. (5.74)

5.8.1 O método de Cauchy

A solugao matricial fundamental h(t)pode, em principio, ser descrita por uma série de Taylor
hit)=>" hjﬁ, (5.75)
5=0

onde h; = h¥)(0). Substituindo em (5.66), e utilizando (5.117), obtém-se a equagio recursiva

th+2 + Chj+1 + Kh] == thrgM + hj+1c + hJK = 0,

Mhy =1, h,—=0. (5.76)

Na resolucao de (5.76), ser sdo considerados os casos:
1. Nao-conservativo (cldssico e nao-classico) C' # 0
2. Conservativo, C=0.

Infelizmente, devido ao fato de que, em geral, os coeficientes matriciais M, C', e K
nao necessariamente comutarem, a obtencao analitica de hy, nao é tarefa simples. Porém, o
caso conservativo, ou nao-amortecido C' = 0, pode ser facilmente resolvido pelo método de
Cauchy.
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Quando C = 0, a equagao matricial torna-se
Mu" + Ku = F(t) (5.77)
e é dita nao-amortecida ou conservativa. Neste caso, o problema de valor inicial

th+2 + Kh] - hj+2M + hJK - 0,

Mhy =1, h, =0, (5.78)
pode ser resolvido por inducao. Tem-se que
how = 0, hoppr = (=D (M'K)*ML. (5.79)
Desta maneira, a solucao fundamental é dada por
h(t) = i(—l)’“(M‘lK)’“M‘lt%—H.
e~ (2k + 1)!

e em analogia ao caso escalar tem-se que

sen(v M~1Kt)
h(t) = , (5.80)
VM-TKM-1
onde o simbolo funcional para h(t) tem como sentido sendo uma série de poténcias, bem
definida para qualquer par de matrizes M, K, com M nao-singular.
No caso geral, multiplicando por M ! a equacao

My +Cu +Ku=0

vem uma equacao do tipo

W+ Bu +Au=0, B=M-1C, A= M-1K

Se os coeficientes B,C comutarem (BC=CB), entao, a solugao fundamental h(t) desta ultima
equacao é dada por

Bt/ senh(v/ B? — 4At/2)
B2 — 44/2

senh(v/ B2 — 4At/2) = ) k1
112 D>V = /) Gy,

h(t) = (5.81)

onde

2k 4+ 1)!
pr (2k+1)
Quando os coeficientes nao comutarem, o que ocorre na maioria das vezes, o processo iterativo
para obter os coeficientes h; torna-se dificultoso e sua identificacao resulta praticamente
inviavel.

5.8.2 O método espectral

O método espectral para a resolucao de sistemas lineares de segunda ordem é muito utilizado
com sistemas conservativos e com sistemas nao-conservativos em que a matriz de atrito
C possui uma estrutura particular. Em geral, funciona bem com sistemas que possuem
autovalores distintos.
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5.8.3 Caso homogéneo
Considere-se a equacao homogénea
Mu" + Cu' + Ku = 0.
Por substituicao direta na equacao, a procura de solugoes do tipo exponencial
u=eMv, v#£0,
segue a equagao algébrica ou problema de autovalor

[NM +\C + KJv = 0. (5.82)

Esta equacao possui solugao v nao-nula se o determinante do sistema ¢ nulo, ou seja, A deve
ser uma raiz do polindmio caracteristico

P()\) = det[]N>M + \C + K]. (5.83)

Nesta situacao, A é dito autovalor e v um autovetor associado. Se os coeficientes M, C, K
sdo n X n, entao, tem-se 2n autovalores { Ay, A, - -+ , Ao, } € 08 2n autovetores correspondentes
{v1,v9,+++ ,v9, }. Pelo principio da superposicao linear e (5.21), vem

u(t) = 1My 4 0e™uy + -+ et = Vele

é solucao homogénea. Aqui ¢ é o vetor cujas componentes sao as constantes ¢, V é a matriz
n X 2n cujas colunas sao os autovetores vy, chamada de matriz modal e a matriz diagonal

N O -0
| 550
0 0 - Aoy

formada com os autovalores do sistema (5.82), vem a ser a matriz espectral.
Para determinar as constantes ¢y, utilizam-se os valores iniciais u, = u(0), «'(0) = u/ da
solucao. Assim,
u<0) = V1 + CoUa + + - - + Coplap, = Ve
UI(O) = Cl>\17j1 + CQ)\QUQ + 4 an)\gnvgn = VAC

Tem-se o sistema algébrico linear

(]

4 )-(2]

Este sistema possui solucao tnica ¢ para qualquer u,, u, dados, unicamente se a matriz do
sistema for nao singular. Isto equivale a que seu determinante seja nao nulo, ou, também,
que suas 2n colunas

AU A2 - AguUay

{“1 va o e } (5.86)

sejam vetores linearmente independentes.
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Sob a hipdtese de que as 2n colunas dadas em (5.86) sao linearmente independentes, tem-se
que a solucao da equagao homogénea

Mu" + Cu' + CKu =0
é dada por
u(t) = Velle,

com V a matriz modal (??), A a matriz espectral (??) e ¢ solugao de (5.85). Esta hipdtese
¢ sempre valida no caso em que todos os autovalores sao distintos.

Modos Normais

No caso conservativo
Mi+ Ku = F(t)

C = 0, suponha-se que M e K sao matrizes simétricas reais, com M positiva definida. O
problema de autovalor

(MM +K)v=0 (5.87)
possui autovalores que sdo sao reais ou puramente imagindrios ( A = iw). Pois, sendo M,
_ vTKv 4

K matrizes reais segue que \? = T € um numero real. Dai que o autovalor A serd
real quando o quociente for negativo ou puramente imaginario quando é positivo. Como M
é positiva definida, segue que todos os autovalores serao puramente imaginarios nao nulos
quando K for positiva definida e sera incluido o zero como autovalor quando K for matriz
positiva semi-definida?.
Assuma-se que M e K sao matrizes simétricas positivas definidas.

Com esta hipdtese todos os autovalores sao puramente imagindrios, ou seja, existem solucoes
oscilatérias do tipo u = €“'v ou, u = cos(wt)a + sen(wt)b, e origina-se o problema general-
1zado de autovalor

(—w*M+ K)v=0
ou

Kv =w*Mv, v #0. (5.88)

As solugbes deste problema sao denominadas modos. Observe-se que vy € o correspondente
autovetor para os autovalores iwy e —iwy.

Os autovetores possuem uma conveniente propriedade de ortogonalidade. Suponha-se que
v, u sao solugoes correspondentes a w e 7y, respectivamente, ou seja

Kv=w?*Muv, v#0

Ku=~*Mu, u#0

Da simetria de K e M, vem

2A matriz K satisfaz v! Kv < 0 para qualquer vetor v.
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0=u'Kv—v'Ku=wu"Mv—~*v'Mu= [w? —*v'Mu.
Portanto, para w # 7,

utMv =0

u'Kv=0.

Como M, K sao matrizes positivas definidas, tem-se v Mv > 0, v'!Kv > 0.

Os autovetores podem ser escolhidos de modo que viMwv, =1, k = 1:n. Para tanto, as
solugoes v* obtidas resolvendo o problema de autovalor (K — w?M)v = 0 sdo normalizados
com respeito da matriz M, isto é

v = vp /o) (Vi) I Muy, k=1:3.
Resumindo, sao obtidas solucoes

(—wiM + K)vy =0, k=1:n

do problema de autovalor (5.88)de modo que

0, k#j 0,k #j
vﬂﬁg:{lk:j : vyﬁy:{wzk:j (5.89)

A matriz V cujas colunas sao os autovetores vy € referida como sendo matriz modal. A
matriz diagonal 2 cujos elementos diagonais sao as freqiiéncias wy é referida como matriz
espectral. Matricialmente, tem-se as relacoes

VIMV =1, VIKV = Q2 (5.90)

Os autovetores vy, sao referidos como sendo modos normais e 0s wy como frequéncias naturais
do sistema conservativo M, K.

Para obter a solucao do sistema homogéneo M1 + Ku = 0 que satisfaz as condigoes iniciais
u(0) = u,, u(0) = 4,, considera-se a solugao geral obtida do principio da superposicao linear
com as solugoes do tipo exponencial, isto é

n

u(t) = Z[c,ke’i‘”’“t + e oy (5.91)

k=1

pois, v € 0 mesmo autovetor para os autovalores —iwy, twy.

Para determinar as constantes ¢y, utilizam-se os valores iniciais u, = u(0), «'(0) = u/ da
solucao e a propriedade de ortogonalidade dos modos.

OBSERVAGAO
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No caso em que A = 0 é autovalor, o autovetor correspondente é chamado de modo-rigido.
O sistema pode movimentar-se como corpo rigido sem deformagcao nos elementos elasticos.

REPRESENTAGAO MODAL DE h(t)

O processo anterior para obtencao da solucao do problema de valor inicial

Mii+ Ku =0 (5.92)

u(0) = u,, u(0) = 1, (5.93)
pode ser simplificado com o uso da resposta impulso. O calculo modal de h(t) é como segue.

Da primeira relagao em (5.90), vem

M =VvV,
Assim, substituindo em (5.80), decorre
sen(t " sen(wit)
h(t)=V V= ——— vk 5.94
=V = 3 (5.94)

Decorre que a solucao do problema de valor inicial

Mii+ Ku =0 (5.95)
(5.96)
u(0) = up, 4(0) = 1, (5.97)

¢ dada por

sen(wgt)

u(t) = Z cos(wyt)vgvru(0) + Z vrvp(0). (5.98)

W
k=1 k=1 k

Exemplo 5.63

Considere-se um sistema torsional com trés discos que possuem momento de inércia de massa
I =2 x 103kg.m?, I, = 3 x 103kg.m?, e Is = 4 x 103kg.m?. Os coeficientes de rigidez dos
eixos conectando esses discos sao k1 = 12 x 10°N.m, ky = 24 x 10°N.m, e ks = 36 x 10° N.m.

1. Obter a matriz modal e a matriz espectral do sistema.

2. Determinar a resposta livre como resultado das condigoes iniciais
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As equagoes do movimento sao

MO+ KO =0
onde
I, 0 0 "1 0 0
M = [0 I, 0|=2x10°]0 1,5 0 | kg.m?
0 0 I 0 0 2
[ Ky —ky 0 1 -1 0
K = —k1 ki+ ke ke =12x10°| =1 3 =2 | N.m
0 —ky ko4 ks | 0 -2 5

9 — [61 62 93]t
Aqui 601, 05,03 sao as oscilagoes torsionais dos discos.

A procura de solugbes oscilatérias u = sen(wt + ¢)v do sistema, conduz ao problema de
autovalor (—w?M + K)v = 0. Substituindo valores e simplificando, decorre o sistema

( 1 0 0 1 -1 0 0 E
—6[01,50 T -1 3—2])1): 0|, g=—""_
0 0 2 0 -2 5 0 | 6 % 102
ou
1—ﬁ -1 0 V11 [0
O -2 5—25 V31 _O_

Este sistema possui solugao v nao nula para um certo valor de § somente se o determinante
do sistema anula-se. Decorre a equagao caracteristica

ﬁ3_5a5ﬁ2+775ﬁ_2:07
a qual possui as raizes

£ =0,3516 B2 = 1,606 B3 = 3,542.
Como w? = 6008, as freqiiéncias naturais associadas com as raizes 3;, (32, (33 sao dadas,
respectivamente, por
wy = 14,52rad/s wy = 31,05rad/s w3 =46, 1rad/s.

Os modos sao obtidos resolvendo por eliminagao (5.99), para cada valor daraiz (G, k=1:3.
Escolhe-se os autovetores

1 1 1
vt = [0,649], v = [ —0,607], v = [—2,54].
0,302 2,438



Para obter a relacao VMV = I, os vetores acima sao normalizados

v = v /) (Vi) Moy, k=1:3.

Assim,

017 014 .0048
V=1 .011 -.008 -.012
.0051 —.0095 .012
é a matriz modal e
0= 0 31,05 0

14,52 0 0 ]
0 0  46,1)

é a matriz espectral do sistema de discos dado.
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A forma dos modos é como segue. Consiste em desenhar um autovetor v como funcao
de varidvel discreta, isto é, unir os pontos (1,v1),(2,v4),-+,(n,v,) onde vy é a k-ésima

componente do vetor v.

Tercemo modo

Figura 5.11 — Modos dos sistemas de discos

A resposta livre é dada por (5.91) com n=3

3
u(t) = Y (cope ™ + ey
k=1

segue que
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(C_k + Ck)Uk

ol

w |
—

= iwk(ck — ck)vk

o
—_
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Utilizando a propriedade de modos normais (5.89) com o primeiro modo, isto é, viMuv; =1,

viMuvy =0, viMuvz =0, vem

c1+Cc_q

Ci —C_1

ou,

I

Resolvendo este sistema 2 x 2, vem

HINE

Co . 1
C_o o -1
[ ey ] B !
C_3 B -1

Assim,

0.0893cos(14.52t) + 1.46sen(14.52t) — 0.00504cos(31.05 * t) — 0.389sen(31.05t) 4+ 0.00528cos(46.1t) + 0.0538sen(46.1t)

u(t) =

0.0268c0s(14.52t) + 0.437sen(14.52t) 4 0.00342c0s(31.05t) + 0.264sen(31.05t) 4+ 0.0132c0s(46.1t) + 0.134sen(46.1t))

1
1

—_ =

—_ =

= v MO(0) = 5.254

vt MO(0)

W1

= —85.614

e | [ 5254
ey | T | —85.61i

5.254

- [ 2.627 — 42.81
~85.61i | — | 2.627 + 42.81i

Similarmente com os modos vy € v3,

| 27.781 —0.18 — 13.89:

[ 11
—11.19; | — | 0.55 — 5.5957

Os graficos das componentes da resposta livre, sao dados a seguir.

Figura 5.12 — Componentes da resposta livre

[ —0.36 ] B { —0.18 + 13.89i |

0.55 + 5.595i |

|

0.0578cos(14.52t) + 0.942sen(14.52t) + 0.00306c0s(31.05t) + 0.236sen(31.05t) — 0.0132cos(46.1t) — 0.134sen(46.1t)
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O caso simétrico nao-conservativo

No caso em que os coeficientes M, C, K sao matrizes simétricas reais, M, K nao-singulares,

e todos os autovalores Ai, Ao, -+, )\, s@o distintos, pode ser obtida a féormula espectral para
h(t)
2n by
ht) = ZreMty! 1
()=> ¢ (5.100)
k=0
onde
sp = Aivk Moy — viCuy, (5.101)

para cada autovetor v, correspondente ao autovalor A;. Para uma discussao do método
espectral e extensao ao caso nao-simétrico veja-se [Copetti,R.].

COMENTARIO

O estudo de sistemas com coeficientes M, C'; K que gerem autovalores puramente imaginérios
é um tema de continuada pesquisa. Eles aparecem frequentemente com sistemas de natureza
giroscopica ou que envolvam rotagao. Por outro lado, a verificagao de que os autovalores de
um sistema M,C,K sao todos distintos nem sempre é uma tarefa simples. O caso conservativo,
C =0, e com M, K simétricas positivas definidas é o mais conhecido. Os autovalores
sao todos puramente imagindrios e distintos. Resulta que as matrizes M, K podem ser
simultaneamente diagonalizadas por uma mesma matriz V, segundo a discussao anterior
sobre modos normais, isto é

VIMV =1, VIKV = Q2.

O uso de modos normais é muito utilizado ao supor que a matriz C satisfaz a condicao de
Rayleigh

C =aM + BK,

para certas constantes «, 3. Pois, fazendo a mudanca de varidvel

u="Vq

e pré-multiplicando a esquerda por V' a equacao

Mii+ Ci+ Ku = F(t)
decorre
VIMVG+VICVq+VIEVg = V'E(t) = f(?)

G+ (al + Q)¢ + Vg = f(1)
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Esta ultima equacao esta na forma desacoplada, isto é, equivale a resolver para cada com-
ponente g do vetor g, uma equagao escalar

G + (a0 + Bwr)dn +W]%Qk = fi(t), k=1:n.

5.8.4 O caso nao-homogéneo

A solucao da equacao nao-homogénea

Mu" + Cu' + Ku = F(t) (5.102)
pode ser obtida com o uso do método de variacao de parametros. Para isto, procura-se uma
resposta da forma

u(t) = c1(t)eMtoy + co(t)e vy + -+ enp(t)e Moy, (5.103)

onde os A\, v sao os autovalores e autovetores do sistema e os coeficientes sao fungoes
a serem determinadas. O calculo das derivadas de u(t) é simplificado com a condigao de
Lagrange

2n
> ety =0, (5.104)
j=1
de modo que,
2n
u'(t) = Z ¢j(t)Aserituy, (5.105)
j=1

Substituindo-se a expressao para u(t) e suas derivada (5.105) na equagao (5.102), resulta
que

2n
MY é(t)hedtyy = F(t). (5.106)
j=1

Assim, as duas equagoes descritas por (5.104) e (5.106) formam o sistema linear

N

c'j(t)e’\jtvj =0
1

J

N
3

éj(?f))\j(?)\thUj = F(t)

M0 0 1T aw 0

s v e v 0 e 0 | |am | |

)\11)1 )\21)2 cee )\QnUQn :| : . N 0
0O 0 ... elont Con(t) M'F(t)
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O sistema pode ser representado de forma compacta por

VeP'e(t) = F(t), (5.108)
onde denota-se
et 0 ... 0
v 0 et ... 0
V:[VD}, ePt = N E (5.109)
0 0 ehent
¢1(t) 0
. ¢ (1) :
ety =1 . e F(t)= 0 : (5.110)
Con(t) M=1F(t)

Resolvendo-se (5.108) em termos das componentes do vetor ¢(t) resulta

&(t) = (VeP) T F(t) = Ve PUE(), (5.111)

sendo que a solucao desta equacao diferencial matricial de primeira ordem, para t = 0, pode
ser integrada componente a componente. As condicoes iniciais para as ¢;(t) sao determinadas
a partir das condicoes iniciais para o sistema, isto é

c(0) =V! { u(0) } . (5.112)

5.8.5 Métodos nao-espectrais

Este métodos nao requerem o uso de autovetores e sao apresentados diretamente com a
equacao de segunda ordem.

O método operacional

Outra maneira de
obter a férmula de variagao de parametros (5.74) e obter outras propriedades da solugao
fundamental h(t), consiste na utilizacdo do método operacional da transformada de Laplace.
Considere-se a equacao diferencial

Mu" + Cu' + Ku = F(t),
w(0) = u,, u'(0) = u
onde M, C, K sao matrizes arbitrarias n x n. Aplicando a transformada de Laplace a esta
equacao, obtém-se
Ms*U(s) — M1(0) — Msu(0) + C [sU(s) — u(0)] + CU(s) = F(s),

onde U(s), F(s) sao as transformadas de Laplace de u(t) e F(t), respectivamente. Através
de simplificagoes, decorre a equacao operacional

A(s)U(s) = (sM + C)u(0) + Mu(0) + f(s), (5.113)
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onde

A(s) = s°M +sC + K.

De (5.113), segue que a transformada de Laplace H(s) da solugao fundamental h(t) satisfaz
a equacao operacional

A(s)H(s) = 1, (5.114)

ou seja, a matriz de transferéncia H(s) é a inversa do polinémio matricial A(Is).

H(s)=A(s)™' = [s°M +sC + 7. (5.115)
Assim, pré-multiplicando (5.113) por

decorre

U(s) = H(s)Mu(0)+ (sH(s)M + H(s)C)u(0) + H(s)f(s).

e utilizando a transformada inversa de Laplace, obtém-se uma féormula para as solugoes de
(5.113), em termos da solugao fundamental h(t),

u(t) = h(t)Ma(0) + (h(t)M + h(t)C) u(0) + / t h(t — 7)f(r)dr. (5.116)

A equagao (5.116) mostra que, para conhecer a solu¢do do sistema (5.113), é suficiente de-
terminar a solucao fundamental ou resposta impulso associada ao mesmo.

A seguinte propriedade de comutatividade é valida para h(t). Ela segue de tomar a trans-
formada inversa de Laplace em (5.114), pois H(s) ¢ inversa a direita e a esquerda de A(s).
Assim,

| ME'+CH + Kh=h"M + B C +hK =0 (5.117)

Exemplo 5.64
Determinar a solucao do sistema homogéneo

1 0 —1 Uy (1
01 O Us Us

sujeito as condicoes iniciais

+

O ==
e
_— o O

SOLUCAO



A equacao operacional, que decorre de aplicar a transformada de Laplace,

(s*M + sC + K)U(s) = (sM + C)u(0) + M/ (0),

é dada por
s2+s+1 S —s2+1 —25+5
s s+ s+1 0 U(s)=| 2s+5
s2—1 0 s2+s+1 4s + 7

Invertendo a matriz dos coeficientes, para obter U(s), vem

(283 4+ 8s? — 65 — 2)(s?* + s+ 1)
485 + 125" + 253 + 852+ 14s +5

Ur(s s st 4+ 483 + 752 + 25
Uis) Uzgsg 2(s +1)(3 +j;( )+7 + 25+ 6)
Ug(S) s

onde P(s) é o polinomio caracteristico

P(s) =det(s’M + sC + K) = s* + 65> + 195> + 375 + 26.

Decorre
ua (t) L=H(Us(s))
u(t) = | wa(t) | = | L7HUa(s)) |,
us(t) L= (Us(s))
onde
RCIE SN JV: SR
ui(t) = 5 + 2e [cos 5 t 3\/§sen 5 t
OBt —14 ., |5 V3T V3 e |19 VB9
ug(t) = 5 e [1 0052t 12\/§se 2t + 4082t—|—
_ 10 | 203 VB 2 |03 - A V3
us(t) = 3¢ +e cos2t+s t cos2t \/5861’1275

Uma férmula analitica para a solugao h(t)

168

Tem sido possivel estabelecer uma férmula analitica para a solugdo fundamental h(t) e a
matriz de transferéncia H(s) [Claeyssen|. Esta férmula envolve trés equagdes caracteristicas

dos tipos algébrica, diferencial e em diferengas. Mais precisamente,

2n j—1
:Z]Z:bd] () han |,

j=1 i=0

(5.118)
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onde hy = h*(0) satisfaz a equacdo matricial em diferencas

<A1hk+2 +‘(7hk+1 +‘(7hk ::O, (5.119)

com valores iniciais

ho=0, Mhy=1I.

O polinomio de grau 2n, denotado por

2n
P(s) =det [Ms*>+Cs+C] = Z bis”, (5.120)

corresponde ao polindmio caracteristico associado ao sistema, e d(t) representa a
solugao do problema de valor inicial expresso por

bond®™ (t) + gy 1d® V() + - -« + byd/ () + bod(t) = 0, (5.121)

com os valores iniciais dados por

d(O) = O? d(O) = 07 R} d2n_2(0) = 07 b2nd2n_1(0) = 1. (5122)
Aplicando-se a transformada de Laplace em (5.118), obtém-se que a matriz de trans-

feréncia é dada pela expressao

2n j—1

H) = (M 450+ K =3 Y bty = et (6129

onde

2n j—1
=> JZ bis' ™ hyy . (5.124)

j=1 i=0

e P(s) definido por (4.106)

Foérmula para o caso de raizes simples

Quando todas as raizes s, de P(s) forem distintas, a férmula para h(t) pode ser simplificada.
Tem-se que d(t) dada por

2n st
1= 5,
= ' (se)
e, com a introducao dos polinomios
s)= bis’ ' j=1,2 -, 2, (5.125)
decorre que
2n j—1 2n Jj—1—1 skth
=22 ), .
Pl Sk

7j=1 =0

Deste modo,
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2n n
E
h(t) =Y Epe™, H(s)=)Y_ - _’“Sk, (5.126)
k=o k=o
onde
1 2n
Be= 55 ; g (sk)han-j (5.127)

As férmulas para h(t) e H(s) sdo obtidas facilmente, na implementagao de sistemas
de pequeno porte, com o uso de softwares simbolicos.

Exemplo 5.65
Determinar a solugao do problema de valor inicial

][R L s ][

LW Ot
|
N
_
| — |
S <
[
NN
~
S—
_
Il
| — |
S
w 3
~
)
~
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Solucao
Tem-se o polinémio caracteristico

P(s) =det(s’M + sC + K) = s* + 65> + 195> + 375 + 26.

A solucao da equacao diferencial caracteristica

dD () + 6d® (t) 4+ 19d(t) + 37d(t) + 26d(t) = 0,

com os valores iniciais

¢ dada, de modo aproximado, por

d(t) = —0.072239 =275 1 (.10396 e ~126558) _ (0.031716 e 7100401 cos(2.5543 )
— 0.038004 (710940 ge)(2.5543 1).

Por recursao, obtém-se da equacao caracteristica em diferencas

Mhyro+ Chysr + Khy =0, hy =0, Mhy=1, k=0:1,

que

21
hl_M[ll],

hy — —M—lohlz[:g :g}

hy = —MChy— M 'Khy — { —7 4 } .
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Substituindo os valores obtidos acima em

4 j-1

h(t) = bhU ™ () hy_;

j=1 i=o

e, com o calculo da integral

obtém-se as componentes

ug (t) = 0.982cos2t + 1.13sen2¢ + 0.345¢ — 0.0307 + 0.0182 e >™" — 0.0979 ¢ 27"
—0.872¢ ' c0s2.55t — 1.39 e 'sen2.55¢

us(t) = 0.528 cos2t + 0.536 sen2t + 0.577¢ — 0.475 — 0.156 e ™' + 0.590 e 127"
—0.486 € " cos2.55t — 0.712 e " sen2.55 ¢

U1 (t)

Observe-se que a solucao u(t):{ (1) } ¢ a superposigao da solugdo permanente u,(t), a

qual corresponde ao termo forcante dado, e a solugao transiente uy(t) que é uma solucao do
sistema homogéneo, como mostra a figura (5.13).

Figura 5.13 — Respostas u1(t) e us(t)

5.8.6 A formulagao de estado

Na literatura classica [Kailath], [Ginsberg], o estudo da equagao de segunda ordem (5.64)
consiste em reduzi-la a uma equacao de primeira ordem com a transformacao de Hamilton,
ou formula¢ao no espago de estado. Fazendo z1 = u, 2o = v/, tem-se que 2] = v’ = 29, M 2}, =
Mu" = —Cu— Cu' 4+ F(t) = —Cz — Czy + F(t). Assim, o sistema

/
2 =z,

Mz, = —Cz —Czn+ F(t)
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pode ser escrito como

M% + Cz = f(¢) (5.128)
onde
I 0 0 -1
SRR 5

Decorre dai que

z@)::haﬁ40)+l/ﬁh@——r)F(ﬂdr, h(t) = e~ A4~ (5.130)

onde a matriz de ordem 2n x 2n

_ 0 1
A: —A lB == |: _A,10 _A,10 (5131)
é referida como sendo a matriz companheira de A, C' e C'. Aqui
Ah'(t) + Bh(t) = h'(t)A + h(t)B = 0, (5.132)
h(0) = 0, Ah'(0) = I. (5.133)

Qualquer informacao relativa a solu¢ao u(t) da equacgao de segunda ordem (5.64) deve ser
obtida de (5.130) através das n primeiras componentes de z. Por outro lado, tendo em conta a
equacao (5.74), varias propriedades para as equagoes de segunda ordem podem ser induzidas
convenientemente a partir da formulacao de estado. Por exemplo, pode ser estabelecida a
seguinte relagao entre as solugdes fundamentais h(t) e h(t)

ho(t) bt WA+ hHC  h(t)A
h(t) = { h;8 th } = { h”§t§A+h’((t))O h’((t))A]

Também, utilizando a relagao
dketA/dtk _ AketA

segue que as poténcias da matriz companheira sao dadas por

b hk ][ henA+mC ok
A= |: h,o,kJrl hl,k+1 :| - |: hk+2A+hk+1C hk+1 (5134)

Aqui hy, = R (0) é a solugdo do problema discreto de valor inicial

Ahk+2 + Chk-+1 + Chk - 0
hy =0,Ahy = I
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e hoy = hS(0).

Existem outras mudancas de varidvel para obter equagoes equivalentes de primeira ordem,
porém nao acrescentam nada de novo. Ainda que este caminho da redugao possa simplificar
as demonstragoes de resultados obtidos por outros meios ou ser 1til para checar resultados
esperados, ele apresenta uma visao estreita sobre a dinamica das equacgoes de segunda ordem
e dificuldades na sua manipulacao. Observe-se que a varidvel dependente z possui agora o
dobro de componentes da varidvel original u e que a solu¢ao fundamental h(¢) é de ordem
2n x 2n.

5.9 Comportamento assintético

Como foi visto com sistemas de 1* ordem, o sistema de 2% ordem é dito assintéticamente
estavel quando as solugoes do sistema homogeneo tendem para zero quando t tende para
infinito.

As solugoes do sistema Mu"” + Cu’ + Cu = 0 sdo da forma wu(t) = h(t)Mu'(0) + [0/ (t)M +
h(t)Clu(0). Seu comportamento no infinito é o da solu¢ao fundamental h(t) e de sua derivada
h'(t). Utilizando as férmulas (5.118) e (??), decorre que este comportamento é determinado
pelo comportamento de d(t). Assim, h(t) € assintoticamente estdvel se, e somente se, todas
as raizes de P(s), isto €, os autovalores do problema de autovalor [\*M + A\C' + Clv = 0,
possuem parte real negativa.

5.10 Filtragem
As caracteristicas de filtro da equacao

Mu" + Cu' + Ku = F(t,z)

sao observadas com entradas

F(t,r) = e“'v.

A resposta particular u = €™z pode ter como resultado que vetor z de menor (ou maior)
amplitude ("norma”) do que da entrada v. Substituindo u e F'(¢,x) na equagao tem-se

[(iw)*M +iwC + K|z =v (5.135)
A equacao (5.135) possui solugao bem definida
z = [(iw)*M + iwC + K| 'v = H(iw)v, (5.136)
com
L Qiw)
H =
(1w) P(iw)v

onde Q(s) = adj[s*M + sC + C]? e P(s) = det[s?M + sC + C] é o polinomio caracteristico,
desde que s = iw nao seja uma raiz de P(s), isto é, um autovalor do sistema M,C,K. Se
A = iw, é um autovalor do sistema e w esta perto de wy entdo P(w) serd muito pequeno e,
em conseqiiéncia, w serd um vetor de grande amplitude. (fenomeno da ressondancia).

3Aqui adj(A) indica transposta da matriz dos cofatores de A, isto é, a matriz adjunta ou, também dita
matriz adjugada



CAPITULO 6

O Método Dos Minimos Quadrados

Um sistema arbitrario de equacoes lineares Ax = b pode nao, ter uma solucao,
isto ¢, o dado b ¢ inconsistente. Ou seja, nao é possivel realizar a retrosubstituicao como
resultado da eliminacao Gaussiana No entanto, em certas situagoes é necessario resolver o
sistema de alguma maneira, por exemplo, quando o niimero de equagoes sobrepuja o niimero
de incognitas. Na pratica, isto ocorre na observacao ou aquisi¢ao de dados. Ha mais dados
disponiveis do que incognitas. Uma vez que, como resultado de medicoes experimentais
deve-se prever algum tipo de solugao, faz-se necessario ampliar ou reinterpretar o conceito
de solucao.

Suponha-se, por exemplo, que haja uma relacao linear entre uma variavel dependente y e
uma variavel independente x, ou seja,

y=ax+ (6.1)

e que sejam realizadas medigoes em y para varios valores de z, originando a seguinte tabela

x[0[3[5[8]10
v 2[5[60]11

Graficando estes pontos, observa-se na fig. 6.1 que nao estao situados sobre uma linha reta.

10

Figura 6.1 — Método dos Minimos Quadrados

Este fato é devido a erros nas medigoes ou aos parametros « ou  nao serem con-
stantes. Ignore-se a segunda possibilidade. Considere-se que as medigoes estao sujeitas a
erros.
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Se y; denota o valor medido para y quando x = x;, entao a relagao entre y; e x; pode ser
escrita como

yi=ar;++e, (6.2)

onde e; denota o erro que provém da medicao. Agora, o problema consiste em deduzir “os
melhores valores possiveis” de a e  ou, em outras palavras, encaixar a “melhor” linha reta
entre os dados graficados na figura 6.1. Este procedimento foi proposto por Legendre, que o
denominou de método dos minimos quadrados. Uma fundamentacao do método, em conexao
com a teoria da probabilidade, foi feita por Gauss.

O critério, para determinar os parametros « e (3, é o de minimizar a soma dos quadrados
dos erros devido a m medigoes:

m

E=) el =) (yi—av-p)7, (6.3)

=1

na qual m denota o nimero total de observagoes. Dai o termo de “minimos quadrados”.
Para minimizar F/, calcula-se as derivadas parciais em relacao a « e 3, obtendo-se as condi¢oes

OF “
T = E,=-2 ;(yl —ax; — B)r; =0 (6.4)
€
OF “
a—ﬁ:Eﬁ:_QZ(Qz—a%—ﬂ)ZO, (6.5)
=1

as quais dao origem ao denominado “sistema de equagoes normais”. Observe-se que, para «,
B que satisfazem essas equacoes, Fos >0 ¢ E,oEss— (FEap)? > 0 entao, E atinge um valor
minimo. Visando discutir estas equacoes, sao introduzidos o vetor dos dados y;, a matriz de
dados z; e o vetor incégnita com os coeficientes desconhecidos o e 3 representados por

Y1 rp 1
To 1
y=| 2., a=|" |, x:[a}, (6.6)
N . . ﬁ
Ym Ty 1

respectivamente. Se e denota o vetor erro com elementos

e; =Yy — (ax; + B) (6.7)

entao

e=y— Ax (6.8)

e as condi¢oes F, = E3 =0 podem ser escritas como

Ozzm:eixi e Oziei, (6.9)
i—1 i=1

respectivamente. Na forma matricial, tem-se
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€1
r1 Ty - T, ()] B 0
1 1 -1 : 1 0]
em
isto é,
Ale =0, (6.10)
ou, de modo equivalente,
Ally - Ax) =0, (6.11)
ou
A'Ax = Aly (6.12)

que é denominada equac¢ao normal associada ao sistema Ax = b.
Substitutindo valores, decorre
m 2 m
dim1 T D el Ti ] [ Q ]

E:'ll Li m

cuja solucao é

— — Oy
a=y— iz, B = — (6.13)
OLU
onde
m m
_ i—1 Yi — i—1 Li
y:Zz 1 , ZL’:ZZ 1 (614)
m m
sao os valores médios de x e y, respectivamente,
mo 9
x;
02 = § =7 (6.15)
— m
=1
é o desvio padrao de 1, w9, , Ty €
Oay = Z — T7, 7= Z (6.16)
— m “— m
i=1 i=1
é a covariancia entre os valores x1, x9, +++, T, € Y1, Y2, * -+, Ym. Para estes valores de «

e #, areta y=axr+ [ é denominada linha de regressao de y sobre x.
No exemplo numérico, dado pela tabela anterior, a equagao normal é dada pelo sistema

5 25 al| | 33
26 198 G| | 227 | ¢
Resolvendo este sistema, obtem-se a@ = 2.01 e § = 0.88. A linha de regressao deste exemplo
¢ a do grafico anterior.

Exemplo 6.66
Existe evidéncia tedrica para supor que os dados na tabela
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z| 1.0 | 1.5 | 20 | 25 | 3.0 | 3.5
213.00]234 182|142 1.10 | 0.86

devem estar sobre uma exponencial decrescente z = Me ™%, Determinar os valores M e k
utilizando o método dos minimos quadrados.

Solucao

Tem-se seis dados para determinar dois parametros. Tomando o logaritmo, segue [nz =
InM — kx. Fazendo, y=1Inz, §=InM e o= —k, obtém-se a relacao linear y = ax + f3.
Em termos de z e y, os dados da tabela sao

x 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5
y=Inz | 1.0986 | 0.8502 | 0.5988 | 0.3507 | 0.0953 | -0.1508

Tem-se o sistema sobredeterminado

al0+3 = 1.0986
al5+4 =  0.8502
a2.0+3 =  0.5988
a25+4 = 03507
a3.0+4 = 0.0953
a35+4 = —0.1508

Aplicando o método dos minimos quadrados, isto é, formando a equacao normal e resolvendo,
decorre que a linha de regressao de [nz sobre x é calculada determinando (com 4 casas
decimais) os valores médios T = 2.2500, ¥ = 0.4738, o desvio padrao o2 = (0.7292 ¢ a
covariancia o,, = —0.3650.

Assim,

a = —k = —0.5005, B =InM = 1.5999

Portanto,

2 = 4.95¢705

6.1 A Equacao Matricial Normal

A discussao anterior pode ser generalizada rapidamente para o caso em que ¥y de-

pende linearmente de n parametros oy, as, ---, «,, ou seja,
y=o1(x)on + ga(@)az + - -+ + Pulz) ey (6.17)
onde ¢1, ¢o, -+, ¢, sao fungoes simples. Por exemplo,
o1(z) =z, ¢o(x) =2%, ¢s(x) = 27, s Gpoi(x) =2 gu(x) = 1.
Para cada um dos valores xy, x3, ---, x,, tem-se as medigoes
Yi = Q1G4 + Qe + -+ QpQin, 1=1:m,

onde a;; = ¢;(z;). Matricialmente,

Ax = b, (6.18)

com
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¢1(z1)  ¢a(z1) -+ Pala)
A =[p;(x)] = | 91(2) @aw2) -+ ¢ula2)

e
(651 Y1

(8% Y2

X = A b= .

O, Yn

Se o numero de observagoes for maior do que o nimero de varidveis (m > n), o sistema
linear

b=Ax, (6.19)

em geral, serd inconsistente. Em consequéncia, os valores a1, ag, ---, «, serao indetermi-
nados. Suponha-se um erro e; em cada medicao, isto é

Y :ozlaﬂ+042ai2—|—---—i—anam—i—ei, 1= 1, 2, e, M (620)

Entao, os valores a1, aso, ---, a, podem ser selecionados de modo a minimizar a soma dos
quadrados dos erros

€ = bl - Z (69107772 (621)
k=1

ou seja,

E = Z(bz — O1Q41 — Oy — =+ + — anam)Q . (622)
i=1
Escrevendo

e=b—-Ax, (6.23)

decorre
E=(b- Ax)t(b —Ax)=|b- AXH2 . (6.24)

As condigoes necessdrias para a minimizagao do erro quadratico total £

0=FEo =-2Y (bi—oag— - —anai)ay 3  j=12--,n, (625

=1

originam a equa¢ao normal

A*Ax = A'b . (6.26)

No caso em que ¢;(z)=2"', i=1:n—1 e ¢,(x) =1, asequagdes normais definem os
coeficientes de uma regressao polinomial.

Surge a pergunta: como é que a solugao por minimos quadrados estende o conceito de solugao
classica? Em verdade, tem-se que
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Qualquer solucao de um sistema consistente Ax = b € uma solu¢ao por minimos
quadrados, isto é, A'Ax = A'b.

De fato, se o sistema Ax =b possui solucao x, entao multiplicando-o por A! decorre
que X satisfaz a equacao normal A'Ax = A'b e, portanto, é uma solucao por minimos
quadrados. Deve ser salientado que o reciproco nem sempre € valido.

6.1.1 Resolucao da Equacao Normal

Dado o sistema Ax =b com A de ordem m X n, considere-se a equagao normal

A*Ax = A'b. (6.27)

Com o auxilio da decomposicao em valores singulares de A pode ser estabelecido que a
equacao normal é sempre consistente. Mais precisamente,

A equacao normal A*Ax = Atb sempre possui solucao, a qual ndo é necessari-
amente unica.

Suponha-se que a matriz A de ordem m X n possui posto r. Entao, substituindo na equacao
normal

A'Ax = A'b, (6.28)
a decomposicao em valores singulares da matriz A,
A =UxV', (6.29)
onde U é de ordem m x m, > de ordem m X n e V de orden n x n, decorre
VIIUtUZVix = VEfU'D. (6.30)
Utilizando a ortogonalidade das matrizes U, V e introduzindo a mudanca de variaveis
z=V'x, d=Ub (6.31)
com z de ordem n X 1 e d de ordem m x 1, obtém-se o sistema
Yiyz = Xtd. (6.32)
Aqui
[ 1/02 0 ]
0 1/o2 0
PIDIE 0 - 1/e2 0 0
0 0 0
00 00

é uma matriz n X n e



[ dl/Ol
dQ/O'Q

std = | d,/o,
0

0

¢ um vetor n X 1. Resolvendo o sistema, tem-se a solucao geral

_ _d,
=, A=
01 o
sendo
Zri1, '+, Zp arbitréarios.
Assim,

x:Vz:Zi—iqur Z Crdk
k=1

k=r+1

com ¢ uma constante arbitraria. Ou seja, a equacao normal é sempre consistente.
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(6.33)

(6.34)

Por outro lado, a solucao por minimos quadrados nao é necessariamente unica, porém, ¢é
possivel escolher, com um certo critério, uma destas solucoes. Para isto, observe-se que,

devido a ortogonalidade dos vetores qy, tem-se

r dk 2 n
=30 (5) v
k=1 \°FK h=r+1

A solucao por minimos quadrados

é a que possui a menor norma euclidiana. Esta solugao pode ser escrita na forma

d1/0'1
N d2/0'2
X :[Q1 qz ... qr]

d,./o,

ou, simplesmente,

(6.35)

(6.36)
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— dl/a_l -
d2/0'2

X+ = [ql q2 qn] dr/ar = VE+Utb s

0

onde a matriz X1 ¢ obtida quando os elementos inversos Uik sao colocados na diagonal

principal da transposta da matriz 3, isto é,

— 1/0_1 -

»t = Lo (6.37)

¢ uma matriz n X m. Assim,

xt = VEtUD = A b,

onde
AT =VXTUD.

Os trées casos seguintes devem ser considerados:
1. A é uma matriz quadrada nao singular de ordem n;
2. A é uma matriz m X n com posto r = n;
3. A é uma matriz m X n com posto r < n.

Nos dois primeiros, A*A é nao singular, e portanto, a solucao por minimos quadradados é
tinica. No terceiro caso, ainda que a matriz A*A seja singular, isto é, a matriz A é de ordem
m X n e tem posto r menor do que n, as equagoes normais sao consistentes e possuem mais
de uma solucao. Aqui xt representa a unica solugcdo que possui norma euclidiana minima.

Exemplo 6.67
Resolver o seguinte sistema de equacoes através dos minimos quadrados

—31’1 + Ty =
=2z +w9 =
T+ Ty = —
T+ xo =
201 + 19 =
31’1 + X9 =

RN~ OotND

Solugao
A matriz do sistema é
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-3 -
-2 1
-1 1
A= 01
11
2 1
L 3 1]
Tem-se que
ta | 280
A*A = { 0 7
possui os autovalores 28 e 7, com correspondentes autovetores ortonormais q; = [1 0]" e

gz = [0 1]J*. Similarmente, a matriz AA* de ordem 7 x 7 possui os autovalores 28,7 e 0
(repetido 5 vezes) e a matriz modal obtida é

e}

=
o

42

S D AL =
S S S S S S
N [N) | &) | [} | &)
o o o o o o

42

§|H§|z‘o§|“ o o o o

L gy
—_ N
g’ OEIHSME o o
i I
[\] w
Q’ Q‘“%*’;% o o o

c

Il
S A N (=
S o e

8

21

e, calculando a matriz dos valores singulares, tem-se

= 0 0 0 0 0 0

AT—V | V® ¢
1
0 % 000 00
Assim,
xt=A"b

6.1.2 Inversa Generalizada de uma Matriz

Na algebra das matrizes, o método dos minimos quadrados permite estender o con-
ceito de inversa. Deste modo, todas as matrizes singulares ou inversiveis, quadradas ou re-
tangulares possuirao uma inversa generalizada. Este conceito sera introduzido gradualmente
e, uma vez que esteja bem estabelecido, poder-se-a formular a nocao de inversa generalizada
de uma matriz de maneira algébrica; isto é, somente em base de defini¢oes e propriedades.
Dai que, na literatura, a inversa generalizada é referida frequentemente como a inversa do
Moore-Penrose .

Nesta seccao a inversa generalizada sera introduzida de maneira simples e concreta. Para
cada dado b, o sistema Ax = b possui uma solucao por minimos quadrados de minima
norma x'. Escrevendo

x" =A"b (6.38)
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decorre que

At =VETUt (6.39)

onde
_— 1/0_1 -

s+ _ 1/o,

0

Na literatura, a matriz A" definida acima é chamada de pseudo-inversa de A ou inversa
generalizada de Moore-Penrose de A. A pseudo-inversa possui as seguintes propriedades
algébricas:
AATA =A ATAAT = AT
(6.40)
AAT =(AAT) ATA =(ATA)

Resumindo:

Com a introducao da pseudo-inversa de uma matriz A de ordem m X n, tem-se que o sistema
Ax = b possui, para b arbitrdario, uma unica solucdo por minimos quadrados de minima
norma, mais especificamente,

A~ 'b, se det(A) #0 ;
x=A"b=<( (A*A)'A'b, se posto de A =n; (6.41)

VX*TU'h, se posto de A <n.

6.2 A Fatorizacao QR

A resolugao da equacao normal pode ser, em principio, realizada através de qual-
quer método para matrizes simétricas. Entretanto, o sistema Ax = b pode ser facilmente
resolvido, se a matriz A for ortogonal. Pois, pela ortogonalidade, a equagao normal

A'Ax = A'b (6.42)

é simplificada e obtém-se

x = A'b. (6.43)

Em geral, as matrizes nao-singulares ou as matrizes retangulares cujo posto é igual ao seu
nimero de colunas, nao sao ortogonais, contudo é possivel “ortogonalizd-las”, através do
processo de Gram-Schmidt descrito a seguir. Este processo, de ortonormalizacao das colunas
de uma matriz A, induz uma importante fatorizacdo. Por outro lado, do ponto de vista
numérico, deve ser observado que, como a inversa de uma matriz ortogonal é sua transposta,
este tipo de matrizes é bem condicionado.

Os vetores gerados pelo processo de Gram-Schmidt (??) podem ser escritos

wi = [[wilan, (6.44)



wi=a;—» (qfay),  j=2: ng

onde os q; sao ortonormais. Definindo

Wi = 744 , i = ||wil| .
e
Tij = qitaj , para <]
obtém-se
7—1
Wj = aj — Z’f’ijqi.
i=1
Assim,
i—1
a =74+ 2 T
= T1;d1 7292 + -+ 7j5q5
logo
h
7’2j
7"‘. .
a = [(h qz - qn] 77
0
L. 0 -
Segue-se que
1 Ti2 -+ Tin
0 rog «+r Ty
A=la; az--- ap|=[q1 q2-- 0y
0 0 Tnn

ou, simplesmente,

A =QR.
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(6.45)

(6.46)

(6.47)

(6.48)

(6.49)

(6.50)

(6.51)

Aqui Q é uma matriz de ordem m X n , cujas colunas saoortonormais, ¢ R é uma matriz

triangular superior. Tem-se o seguinte resultado

Qualquer matriz real A de ordem m X n, com colunas linearmente independentes, pode ser
fatorizada em A = QR. As colunas da matriz Q, de ordem m X n, sao ortonormais e R €
uma matriz triangular superior inversivel de ordem n X n. Se a matriz original € quadrada,



entao Q € uma matriz quadrada e, por tanto, uma matriz ortogonal.

Exemplo 6.68

Construir uma fatorizacao QR para a matriz

Solucao
Tem-se que

Assim,

Portanto,

ax

Va

T'22

q2

az

23

V3 233—7"13(11—7"23(12:[—2/3 2/3 2/3]t7

r33 = ||vs]| =

a3

Vi

11

12

— aut e — L
rs=as q1 = 75 -

7“11(11:[1 1 O]t7

32—7"12(11:[1/2 —1/2 1]t,

[vall = v/2/3 ,

— V2 __

T22

T2 Q1 +r2dz =/1/2q1++/3/2 q2,

2/3 [1/2 —1/2 1",

= a5’ a2 = /2/3 (1/2) = \/1/6 .

— Vs _
733

ag

13

3/4[-2/3 2/3 2/3]",

=713 Q1 + 723 42 + 33 43

=/1/2 a1 ++/1/6 a2 + \/4/3 qs .

185
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V3 VB I
a1 az ag]=[a1 q2 as] | 0 +/3/2 /1/6

0 0 4/3
Exemplo 6.69
Obter a fatorizacao QR da matriz
1 1 -1
1 0 0
A=11 0 -2
1 1 1
Solucao
Pelo processo de Gram-Schmidt, tem-se
1 1/2 —1
1 | —1/2 o 1
Wi = 1 ) W2 = _1/2 ) W3 = -1
1 1/2 1
Entao,
1 1
= —W = W = —W
q1 oW1 q2 2, 43 oW
= llwill =2, rp=ajq =1 rz=ajq=-1
roe = [[wa =1, ro3 = agds = 1
e
Assim,
1 1
2 2 2
1 _1 1 2 1 -1
A=|7 2 T1lo 1 1
2 2 2 0o 0 2
1 1 1
2 2 2

A fatorizagao QR de uma matriz quadrada A pode ser utilizada na resolu¢ao de um sistema
consistente Ax = b. Pois, substituindo A = QR na equagao, vem

QRx = b,
ou, por ser Q ortogonal
Rx = Q'b.

Sendo R triangular superior, pode-se resolver por retrosubstitugao.



187

Exemplo 6.70
Utilizar a fatorizacao QR para resolver

1 1 -1 0
1 0 O - 1
1 0 27| 3
1 1 1 -2
Solucao
Do exemplo anterior, pode-se escrever
1 1
2 2 2
11 1 2 1 -1 (1)
2 2 2
QRx = 11 1 0 X = 3
2 2 2
L1 0 0 2 -2
2 2 2
Multiplicando este sistema por Q?, obtém-se
1 1 11
2 1 -1 2 3 3 32 ! 1
0 0 2 11 11 _9 —2
2 2 2 2
Por retrosubstituicao, z3 = —1, x5 = —2, ;1 = 1. Assim,

1
Xx=1| -2 1.
-1
O uso da fatorizacao QR na equacao normal

A'Ax = A'b,

também, fornece uma solucao imediata. Pois,

R'Rx = R'Q'b

ou, para A m X n com posto n
x =R7!'Q'Db.

6.2.1 Matrizes de Householder

Do ponto de vista numérico, o processo de Gram-Schmidt deve ser modificado .
Os vetores calculados qi poderao ser nao ortogonais, devido aos erros de arredondamento
e as subtracoes. Para evitar este problema, o cédlculo dos wy é feito gradualmente, sem
a subtragao sucessiva e simultanea com todos os multiplos dos w; para j < k£ como no
Gram-Schmidt.
A obtencao da fatorizacao QR, ainda com a modificao do processo de Gram-Schmidt, pode
ser inexata. Porém, esta fatorizacao pode ser obtida com o auxilio de sucessivas matrizes de
Householder. Uma matriz de Householder, ou um refletor elementar, é uma matriz da forma

vvt

H=1-2_—.
[[vif?

(6.52)
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Usualmente, o vetor v é normalizado e H reduz-se a I — 2uu®. Em qualquer caso, H ¢ uma
matriz simétrica e ortogonal

H =1I-2ud) =1-2v'u=H (6.53)
e
H'H = (I-2uu)(I-2uu’) =1—4uu’ +4uv‘uu’ =1. (6.54)
Assim,
H=H'=H"' (6.55)

As matrizes de Householder possuem a seguinte propriedade, a qual é muito importante no
pré-processamento matricial em métodos numéricos:

Dado o vetor a, entdo a matriz de Householder H =1 — 2vv®/||v||? , comv =a —r,
transforma a em r .

De fato,
_ Y’
Ha—a-o@-0@-ra (6.56)
(a—1)@-1)
Como H deve ser ortogonal, |[Hal| = |la]| = ||r||, tem-se aa =r'r. Assim,
2(a—r)ta . 2(afa—r'a)
(a—r)t(a—r) =~ (ata—2atr+rtr)
2(ata—rta)
2(ata—rta) 1
Decorre que
Ha=a—(a—r)=r. (6.57)

Exemplo 6.71
Utilizando uma matriz de Householder, triangularizar a matriz

3 4
Sty
Solugao
Transforma-se o vetor

no vetor

A matriz de Householder, com
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- conz_ | 0.6 0.8
H=T1-2v"/|v|* = [0.8 —0.6]

A matriz H é simétrica e ortogonal, entretanto HA é triangular:

06 038 3 4 5 24
HA:[O.S —0.6} {4 0]:{0 3.2} '
No exemplo anterior, deve ser observado que A = QR com Q = H' = H. Em geral,
a fatorizacao QR pode ser obtida com auxilio de sucessivas matrizes de Householder. A
primeira delas, Hy, transforma a primera coluna de A na primeira coluna de R. A segunda,

H,, transforma a segunda coluna de H; A na segunda coluna de R e, assim, sucessivamente.
O produto dessas matrizes é a matriz ortogonal Q.



CAPITULO 7

Métodos Iterativos e Equacoes em Diferencgas

7.1 Introdugao

O método da eliminacdo Gaussiana (ou qualquer uma de suas variantes) aplicado
no sistema nao-singular Au = b, é denominado método direto. Pois, com os dados A e b é
realizado um nimero finito de operagoes alagéricas para obter a solucao.

Se A é esparsa, no sentido que um alto percentual de seus elementos sao zeros,
a eliminagao Gaussiana, usualmente, nao é beneficiada pela presenca desses zeros. Os el-
ementos zero, num passo da eliminacao, nao necessariamente permanecem oS mesmos Nos
passos seguintes ( “fill-in”). Ainda que,hoje em dia, existam técnicas de armazenamento para
diminuir este “fill-in”, ha outros métodos, chamados de métodos iterativos que visam aprox-
imar a solucao da equacao Au = b, quando A ¢ grande e esparsa. Em muitos casos, estes
métodos preservam os zeros e o padrao dos elementos nao nulos.

A descricao de um método iterativo é a seguinte. Dada uma aproximacao inicial ug
da solucao e, utilizando-a ug como dado de “entrada”, obtém-se uma nova aproximacao u
por algum algoritmo que utilize A e b denominado passo de refinamento. O processo
¢ repetido com uy, usando o mesmo algoritmo, para produzir us. Em geral, ux,; ¢ um
refinamento de uyx. Espera-se que a seqiiéncia de vetores ug, uy, ---, ug, --- convirja
para a solucao exata u. A construcao de um método iterativo segue o seguinte principio. A
matriz A é substituida por uma matriz mais simples e nao singular B de modo que produz
o sistema equivalente

Bu=(B—-Au+b. (7.1)

Multiplicando ambos membros deste sistema pela inversa de B, decorre

u=Mu+d, M=B'B-A), d=B'b. (7.2)

O membro da direita é considerado como um algoritmo de refinamento e define-se o método
iterativo

Ukt+1 = Muk + d s (73)

que gera a seqiiéncia de aproximacoes
Uo, Uz, -, Uk, -~ . (74>

7.2 Métodos de Jacobi e de Gauss-Seidel

O método mais antigo é o de Jacobi. A matriz B é a parte diagonal da matriz A.
Se todos os elementos a;; sao nao nulos, entao o calculo da inversa dessa matriz diagonal



é extremamente simples. A matriz B para o método de Jacobi é denotada por D =
diaglayy, @2, -+, Gpy). A iteragao

Duy,, = (D — A)uk +b, (7.5)

escreve-se em componentes

a11(ul)k+1 = (—a12u2 — Q13U3 — - — alnun)k + by

ann(“n)kJrl = (_anlul — ApaUg — *+* — an,nflunfl)k + bn .
Assim,

1 )
(ui)k+1:__[zaij(uj)k+bi] ; =12, -, n.
Yi i

Quando A é esparsa, na expressao acima, os termos a direita sao em maioria zeros e o passo
de uy para ugyq , torna-se facil. A questao importante, é saber quando e com que rapidez a
iteracao converge.

Exemplo 7.72
Para o sistema

320 1 )
0 2 1 o | =1 3|,
1 0 2 XT3 3
as primeiras aproximacoes da solucao exata, comecando com z° = 0, sao
5/3 2/3 7/6 8/9
3/2 |, 3/4 |, 7/6 | 11/12
3/2 2/3 7/6 11/12

e observa-se uma rapida convergéncia para a solugao exata

H

A matriz de iteragao é

0 2/3 0
M=I-D'A=| 0 0 1/2
/2 0 0

Exemplo 7.73
Para o sistema

3 2 1 il
0 2 3 i) =
2 0 2 XT3

obtém-se as aproximagcoes sucessivas

6
)
4
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w N W

2 ~1/3 7/
el ] (]
2 0 7/

e nao existe convergéncia para a solugao exata u=1[1 1 1J-.
Para discutir a convergéncia do método, é conveniente desenvolver conceitos basicos de
equagoes em diferencgas. Isto sera feito n seguinte secao.

O método de Jacobi é sempre convergente, quando A é diagonal dominante, isto é,
com propriedade seguinte

jasgl > > la|,  i=1,2,- 0. (7.6)
J#i
Para matrizes A simétricas e positivas definidas cujos autovalores sao menores que 2, o
método de Jacobi também é convergente.

7.2.1 Método de Gauss-Seidel

Para uma matriz A de grande porte, a iteracao de Jacobi requer que sejam man-
tidas todas as componentes de ux na memoria, até que o célculo de uy,; seja realizado.
Uma variacao deste método, consiste em utilizar as componentes de ui; logo que forem
calculadas. Assim, w1 coloca-se na memoria utilizada por uy , conforme cada componente
vai sendo calculada. Por exemplo, para o sistema

106 1 1 Ul b1
1 1 10° us

escreve-se a iteragao de Jacobi

10%(ur)gpr = by — (ug)p — (us)k
106(U2)k+1 = bg — (ul)k — (u3)k (78)
10%(ug)ki1 = bz — (u1)k — (u2)y -

Com esta variagao, a aproximacao da primeira componente é determinada pela primeira
equacao. Este valor pode ser utilizado na segunda equacao, para obter uma aproximagao da
segunda componente. As duas aproximacoes obtidas sao utilizadas para obter a aproximagao
da terceira componente da terceira equacao. Assim,

109(u1)gs1 = by — (u2)p — (us)k
10%uz)ir1 = b2 — (wn)er1 — (us) (7.9)
10%(us)irr = by — (ui)rrs — (u2)rpa
Este método, atribuido a Gauss-Seidel, é escrito na forma matricial
Duk+1 =b— Luk+1 — Uuk s (710)

onde
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D =diagla11, ax, -+, Gpl .,
[0 0 0

oo |’ g
| a;ﬂ Ap2 - an,'.n—l O
B 0 a12 PR .« .. a’ln

U - 0 0 Aoy - a?n

Definindo
M= (D+L)"'U, d=D+L)'b. (7.11)

decorre o esquema iterativo de Gauss-Seidel

Uk = Mug +d (7.12)
O método de Gauss-Seidel converge para os seguintes tipos de matrizes

1. A é diagonal dominante.

2. A é simétrica positiva definida.

7.3 Equagoes em Diferencas

Uma equacao em diferencas é uma equacgao que relaciona o valor

U1l Ek;
U2 k
uy = : (7.13)
ui(k)
com outros valores ( usualmente préximos ) de uma seqiiéncia de vetores u,, us, ug, ---. Por

uma equacao linear em diferencas de primeira ordem com coeficientes constantes, entende-se
uma equagao da forma

Duk+1 = Buk + gk , (714)

onde os coeficientes B e D sao matrizes quadradas de ordem n e gy, é um vetor n x 1. A
equacao ¢ considerada como regular, quando D ¢ nao-singular; caso contrario como singular.
Um equacao regular é escrita como

Up41 = Allk + fk (715)

Este tipo de equagoes surge naturalmente na solucao numérica de equagoes diferenciais ou
em modelos, onde a varidvel independente é discreta (inteira) ou quando convém, matem-
aticamente, considera-la como tal. Parte da especificagao, de uma equacao em diferencas, é
a colecao dos inteiros k, para os quais a relacao 7.14 é valida. Esta colecao pode ser finita
ou infinita. Por exemplo, k£ =0,1, 2,---, N ou k=p p+1,---, p+ N ou
k=0,1,2, 3,---.
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7.3.1 Equacoes Homogéneas
No método de Jacobi ou de Gauss-Seidel, o erro
e =Uup—u (7.16)
satisfaz uma equagao do tipo

€r11 = Mek. (717)

Quando o termo fy esta ausente na equacao 7.15, isto é,

Ukt+1 = Auk s (718)

a equacao em diferencas é dita homogénea.
A solucao pode ser obtida por simples recursdao, uma vez que um valor inicial ug
seja especificado. Por repetidas substituicoes,

u; = AUQ
Uy = Au1 = A.AU.O = AZU.O (719)
Uug = A.AZUO = A3u0
e, de modo genérico,
u = Afug k=0,1,2,--- . (7.20)
Deste modo, a convergéncia dos métodos de Jacobi e de Gauss Seidel esta direta-
mente relacionada com a convergéncia do termo MP*e, para zero. Isto pode ser feito através
do seguinte método.
7.3.2 O Método Espectral: Solugoes Exponenciais
A equagdo ugy; = Au possui solucoes da forma
u;, = \v, v#0 (7.21)
quando v é uma autovetor de A. Pois, substituino e simplificando
My = A(Nfv) = M Ay (7.22)

decorre que Av = \v.
Se A é uma matriz simétrica (ou é uma matriz ndo defeituosa) de ordem n, entao
tem-se n solucoes exponenciais

k k k
(M) ve, (A)va, s (M) Vi,

correspondentes a cada um dos n autovetores, vy, va, - -+, vy, associados aos n autovalores

A1, A2, -+, A, da matriz A, os quais sao linearmente independentes (ortogonais no caso A

simétrica). Nesta situagao, a superposicao ou combinagdo linear destas solugoes exponenciais

uy = cl()\l)kvl + CQ()\Q)kVZ + .+ cn(/\n)kvn , (7.23)

é a solucao geral da equagao linear em diferencas

Ukgi1 = Allk . (724)

De fato, esta combinacao é sempre solucao da equacgao, pois
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Weir = (M) vy 4 4 () vy
= M)AV + -+ c(\)FAV, (7.25)

= Ales(M)"vi 4+ cn(An)fvn] = Auy

De outro lado, como os n autovetores vj sao linearmente independentes, para qualquer

vetor n x 1, considerado como dado inicial ug, é possivel determinar coeficientes c¢; ( ou
_ t t ~ . i

¢; = (vj)'ug/(vj)'v;y , quando os v;j s@o ortogonais), tais que

Ug = Vi + Ve + -+ ¢, vp - (7.26)
Deste modo a equagao uyx,; = Auyg, com ug dado, tem como solugao
u = Afug = cAFvy+ -+, Afv,

(7.27)
= cl()\l)kvl + -+ cn()\n)kvn ,

que é uma combinacao linear das solugoes exponenciais.

Conclui-se que as solugoes da equagao vy, = Aug convergem para vetor O se todos os au-
tovalores da matriz A possui parte real menor que a unidade. A taxa de convergéncia estara
determinada pelo raio espectral da matriz A, isto é, pelo autovalor com maior valor absoluto.

Exemplo 7.74
Resolver ug;; = Auyk considerando a matriz

7T =2 1
A= [ -2 10 -2 ]
1 -2 7

Solucao
Os autovalores de A sao 6 (duplo) e 12. Para A = 6, tem-se os autovetores

1 1
vy = 0 e vo=| 1]
—1 1

Para A =12, o autovetor associado

L

é ortogonal a vy e va.
Escrevendo o vetor ug na forma

U, = C1V1 + G2V + C3V3

onde vy, Vg, Vg sao os autovetores de A, decorre

uk2616kV1+026kV2+0312kV3.

Exemplo 7.75
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Verificar que o método de Jacobi converge para um sistema com Ax = b, com

32 2
A:[021],
10 2

Solucao
Tem-se a matriz de iteracao

0 2/3 2/3
M=I-D'A=| 0 0 1/2|,
/2 0 0

cujo raio espectral é cerca de O.75. Por tanto, ha convergéncia.

7.3.3 Desacoplamento

O método espectral, descrito na secgao anterior em termos das solugoes exponenciais,
pode ser analizado matricialmente como segue.
A matriz modal

V=l[vi - vy (7.28)
juntamente com a matriz espectral
D = diag[A\1 -+ A (7.29)
ambas correspondentes a matriz A, tornam possivel a fatorizagao
A=VDV', (7.30)
No caso, A simétrica, tem-se que V1 = V. Segue,
A? = (VDV Y (VDV ) =VD?*Vv! (7.31)
e
A3 =VD3v! (7.32)
e, genericamente
A =VDkv1. (7.33)

Sustituindo esta expressao para A¥ em 7.20, resulta

u = (VDV Hrfue = VD*Vluy, k=1,2,---. (7.34)

Esta formula, esta relacionada com a combinacao linear de solugoes exponenciais.
De fato, se

c=V'iu=[ - cl, (7.35)

entao

Ve =ug (7.36)
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u = VDFV 1y,

(/\l)k sk €1
S (he) 02 (7.37)
()‘n)k Cn

= (M) vi+ e (M) va .

Em particular, os coeficientes ¢; para o valor inicial ug sao tais que

o =c (A)°vi+ -+ (M) v, (7.38)

ou, equivalentemente, Vc = ug, ou seja, ¢ =V lug.

Uma outra maneira de realizar essa operacao, que produz o mesmo resultado, é
substituir A = VDV ™! diretamente na equacio em diferencas uxy1 = Augx e, apds,
multiplicar pela pela inversa de V a esquerda de ambos os membros, obtendo-se

V'u, =DV 'y . (7.39)
Através da mudanca de variavel
zic = V uy uyx = Vzy , (7.40)
decorre
Zpi1 = DZk > (741)
cuja solucao é
()\1)11‘C &1 Cl(/\l)k
k (Ao)" C2 c2(Ao)"
zx = D"z¢ = . | = ' . (7.42)
k ' :
(/\n) n Cn(/\n)k

Aqui ¢; denota a j-ésima componente de zg.
Observe-se que a solucao zy dada por 7.42, pode ser obtida diretamente do sistema
7.41, o qual esta na forma desacoplada

(1)1 = (A)(zh
(Zkt2)2 = (A2)(2k)2

| (7.43)
(zk+1)n = (An)(2k)n -

Deste modo a determinacao de cada componente de z; nao estara vinculada as demais.
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7.4 Solugoes Transientes e Estacionarias

Considere-se a equagao nao-homogénea 7.15, em que o termo f; independe de k,
isto é,
Uki+1 — Auk + f. (744)

A solucao geral escreve-se

U = Up,k + Up, k (745)

onde up; € a solucao geral homogeénea e u,; é alguna solucao particuar nao-homogeénea.
Supondo que a matriz A é de ordem n X n, nao defeituosa e com autovalores e autovetores
Aj e vj, respectivamente, tem-se

Unp = NV + A+ e\ v, (7.46)

Como o termo nao homogéneo é um vetor constante, procura-se determinar uma soluc¢ao
estaciondria

Upk =C (7.47)
que nao depende de k. Assim,
c=Ac+Tf, (7.48)
ou seja,
I-A)c=f1. (7.49)

Se (I — A) é uma matriz nao singular, isto é, A\ = 1 néo é autovalor de A, entao

c=I-A)'f, (7.50)
é a tunica solugao estaciondria de ?77.
Se a matriz A possui raio espectal menor que 1, decorre que a solucao geral
Up = U + Upp = LNV + M+ e Moy, + (T— AT (7.51)
converge para a solugao estacionaria quando k& — oco. Nesta situacao, a solucao homogénea
é dita transiente e a solucao estacionaria é dita, também, de solucdo permanente.
7.4.1 Meétodo Operacional

A resolucao de equagoes em diferecas pode ser realizada com o uso da transformada
z. Para uy, define-se

%) uy
U(z) =) = (7.52)
k=o
como sendo a transformada z da funcao de varidvel discreta ue, uy, «--, uyg, ---. A pro-
priedade de translacao
= Uk+1
U(z) —zu, = 7.53
U) - 2wy =30 (75

k=o
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permite transformar uma equagao em diferencas

Uil = A uy + fk, (754)
com valor inicial u,, em uma equagao algébrica para U(z), isto é,
2U(z) —2zu,=AU(z) + F(2) (7.55)
ou
UR)=[I-Al" zu, + 21— A]7'F(2) (7.56)

A solucdo uy vem a ser a transformada inversa de U(z).
Para uma equagao em diferencas de segunda ordem,

A U2 + B U1 + C g = fk (757)

com valores iniciais u, e uy, o método operacional é o mesmo, tendo em conta a prorpiedade
de translacao

2 2 —17 _ Uiz
22 U(z) — 2" [u,+uy 2 ]; at (7.58)

No MATLAB, os comandos para a transformada z e sua inversa sao ztrans(u) e
invztrans(U), respectivamente. Por exemplo,

w=' 27— (=5)"/7;

z

U = trans(u) = m;

u = invztrans(U) = 2" /7 — (=5)" /7.

No caso de vetores o matrizes, a transformada z e sua inversa devem ser aplicadas a cada
componente.

No MAPLE, os comandos sao os mesmos. Somente muda a maneira de entrar a
funcao

ztrans(u(n),n, z); invztrans(U(z), z,n)

e mantém a notacao para as variaveis independentes original e da transformada. No caso de
vetores o matrizes, a transformada z e sua inversa devem ser aplicadas a cada componente.
No Maple, é utilizando o comando adicional map.

7.5 Método da Poténcia

Diversos métodos iterativos para o calculo dos autovalores de uma matriz tém sido
desenvolvidos. O mais simples, e o menos eficiente, é o chamado método da poténcia. Se A
é uma matriz nao-defeituosa com um autovalor dominante, digamos A{, entao da expansao
espectral

Zo =Cl AN Vi+CoAaVa+ - -+ A\ Vi, (7.59)

obtém-se que
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n

2 =Az1=A2=> c; N\ v;. (7.60)
j=1
Portanto,
Zy u )\jk
Lk AR, 7.61
NG 01V1+;CJA1 Vj ( )

e, no limite, quando k tende para infinito, a seqiiéncia converge para um autovetor associado
ao maior autovalor. De outro lado, o quociente de i-ésimas componentes arbitrarias, entre
dois iterados consecutivos

241,
Zk,i

(7.62)
tende para o maior autovalor \;.

Outros métodos iterativos consistem em considerar uma seqiiéncia de matrizes sim-
ilares Axi1 = Qy LAk Q, tais que possuam os mesmos autovalores da matriz A e que
convirjam para uma matriz que exiba os autovalores de A (por exemplo, uma matriz diago-
nal). Em particular, tem-se o método QR, no qual a seqiiéncia é gerada por

Ak = Qk Rk; Rk Qk = Ak+1; k= 07 17 27 ) (763)

com Qy ortogonal e Ry triangular superior. A seqiiéncia converge para uma matriz triangular
superior. Se A for uma matriz simétrica, ela podera ser pré-processada (reduzida para uma
matriz tridiagonal) e o método serd aplicado a esta ultima matriz. este método é utilizado

no MATALB.



CAPITULO 8

Métodos Variacionais

Uma maneira diferente de resolver o sistema Ax = b, consiste em consideré-lo
como proveniente de um processo de otimizacao. Por exemplo, no caso escalar, considere-se
a pardabola

q(x) = %axQ —bux. (8.1)
Esta fungao possui um valor critico quando
d(x)=ax—0b=0. (8.2)
Ou seja,
r=a'b (8.3)

Sendo que ¢”(z) = a , decorre que a parabola possui um minimo global para esse valor de x
quando a > 0 e um méximo global se a < 0. Entao, resolver ax = b equivale a minimizar (
ou mazimizar) a fungio quadrdtica q(z) = ax® —bx.

No caso matricial, considere-se a funcao

1
q(x) = 3 x'Ax —x'b. (8.4)

Suponha-se que a matriz A é simétrica e positiva definida. No lugar de utilizar as condigoes
do calculo, pode ser estabelcido que se x,, for a solucao de Ax = b, entao, para um outro
vetor y, tem-se

a(y) —d(xm) =3¥*Ay-y'b—ixp Ax+xb (55)
= %(Y_Xm)tA(y_Xm) .
Como A é positiva definida, a ultima expressao nunca pode ser negativa, e é zero se y — Xy, =
0. Logo, q(x) assume um valor minimo para X,, = A~'b. Neste ponto

Gmin = 3AT'B'AA'b—-A"'b'b
— —IA'b.

O reciproco também é vélido. Se x,, minimiza ¢(x), entdo Axy, = b.
Resumindo,
Se A € simétrica e positiva definida, entao

(8.6)

q(x) atinge um wvalor minimo no ponto onde Ax =b.
O valor minimo é q(A™'b) = —2b* A~ 'b.
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8.0.1 Meétodo de Rayleigh-Ritz

Considere-se o problema de temperatura estacionéria

numa placa que ocupa a regiao plana 2, e que assume o valor de contorno
T(z,y) =0 (8.8)

para pontos no bordo I' da placa.
O método de Rayleigh-Ritz consiste de trés passos.

1. A equacao dada é escrita na forma compacta

Ku=F (8.9)
onde K = -2, w=T(z,y) e F = f(z,y). Considera-se a forma quadratica
funcional

1 t t

q(u) = U Ku—u'F (8.10)

onde é definido o produto escalar funcional

utv:/u(x,y)v(a;,y) dxdy. (8.11)
Q
Assim

0= [ uen) P utepdety— [ o) fa)dady 12

Utilizando integragao por partes, tem-se

ou ou

Oou Ou
/Qu(x,y)a—xdﬁdy:u(x,y)% T ) ow s

dxdy (8.13)
Com a condi¢ao de contorno u(z,y) = 0 para pontos em I', resulta

ou ou\”
/Qu(:p,y)%dxdy: —/Q (%) dxdy (8.14)

Similarmente, com a integracao com a derivada parcial com relacao a y. Observe-se
que essas integracoes podem ser simplificadas com o auxilio da identidade de Green

2o(x xdy = v(z u(z xdy — | u(x O(z,y)
[ ) 7 oteg) dedy = [ Fo(e0). 7 uteg) dady [ ate.) D ds

onde g—fl = yun ¢ a derivada na direcao normal exterior ao contorno I'. Assim,
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q:/Q [(%)2+ (g—zﬂ da:dy—/gf(x,y)u(x,y)d:z;dy (8.15)

Esta integracdao apresenta duas caracteristicas. Na equacao original aparece derivada
parcial sequnda, entretanto, apos a integracao, somente aparece a primeira derivada.
Durante a integragao € incorporada a condi¢ao de contorno.

2. E introduzida uma aproximacao funcional para a temperatura

u="T(z,y) =u ¢1(7,y) + uz d2(z,y) + - + un dn(z,9) (8.16)

onde as fungoes ¢;(z,y) satisfazem as condigoes de contorno do problema.

Substituindo wu, g—“ e g—“ na forma ¢, decorre
x Yy
1 t t
qin KU-UF (8.17)
onde
Uy f1
u
u=| .|, F= JTZ . K = [ky] (8.18)
un In
onde

_ o 0¢; 0¢;  0¢; 0¢;
fk—/Qf(x,y) ox(z,y) dedy, ki; —/Q [81; 2 T 9y Oy dxdy (8.19)

3. O sistema

KU =F (8.20)
¢ resolvido para determinar os valores u; nos quais g atinge valor minimo.

Deve ser salientado que o método de Rayleigh-Ritz é véalido para problemas simétricos e
positivos definidos, isto é o operador K verifica

u'Kv =v'Ku, u*Ku > cuu (8.21)

onde ¢ é uma constante positiva. A matriz K que resulta do processo de minimizacao da
forma quadratica g preserva essas propriedades, isto é, é simétrica e positiva definida.



