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1 EQUACOES DIFERENCIAIS LINEARES

1.1 Introducao

O estudo das equagoes de ordem N

al d'u
S A0 = 50, (11)
5=0
onde os coeficientes A; sdo matrizes escalares constantes (independentes do tempo)
de ordem nxn, u = u(t) a fun¢do incdgnita e r(t) o termo nao-homogéneo ou
excitagao de ordem nx1, pode ser feito de maneira direta, inferindo resultados a
partir do que é desenvolvido para equacoes de primeira e segunda ordem, ou, de
maneira indireta com o uso da formulacao de estado que reduz uma equacgao de
ordem N para uma de primeira ordem. Isto ultimo é encontrado na literatura, dai
que nossa énfase seja, na medida do possivel, de forma direta. Para tanto, serao
utilizados os trés principios das equagoes lineares, enunciados a seguir.

Nas aplicagoes, usualmente r(t) pode ser de natureza forcante, isto é,

denotar um termo simples

f(&) =r(t), (1.2)

ou um termo que descreva uma dinamica de controle

Mo @iy
0= 8,50 (13)

onde os coeficientes B; s@o constantes e z = z(t) denota a varidvel de controle.

Com o proposito de considerar ambos tipos de sistemas, pode ser assu-
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mido que f(¢) é uma combinacao de ambos, ou seja,

Z jdt £+ (). (1.4)

1. PRINCIPIO DA DECOMPOSICAO
A solucao da equacao linear nao-homogénea pode ser decomposta na
soma de uma solugao homogénea geral e uma solugao nao-homogénea

particular. Assim, a solugao de (1.1) pode ser escrita

u(t) = un(t) + uy(t),

onde uy, é solugao da equacao homogénea

N .
ZA] (1) =0, (1.5)

7=0
e u, uma solucdo particular da equagao nao-homogénea (1.1).

2. PRINCIPIO DA SUPERPOSIGAO

e A combinacao linear de solugoes homogéneas é solucao homogénea.

e Se o termo nao-homogéneo é uma combinacao linear de fungoes
af + [g, entao a solucao é a combinagao linear com as solugoes

correspondentes as funcoes, isto é, auy + Su,.

3. PRINCIPIO DA REPRESENTAGAO
Existe uma solucao fundamental que carrega toda a informagao de uma

equacao diferencial linear.

Este ultimo principio serd mostrado de maneira formal, através da obtencao de uma
formula de variagao de parametros com o uso do método operacional da transfor-

mada de Laplace e supondo o caso reqular em que a matriz Ay é nao-singular. A
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validade dessa metodologia serd posteriormente estabelecida de maneira rigorosa.

1.2 Representacao integral da solucao

A solugao do problema inicial

N

d'u
ZAJ@@) = f(t), (1.6)
j=0
d AN~
u(0) = uo, d—?(O) =g, "+, dtTff(O) = u{" Y, (1.7)

pode ser formulada através da transformada de Laplace. Aplicando-se entao, a

transformada de Laplace em (1.1) resulta a equagao operacional
N N j-1
(Z SJA]) U(s) = > & 7 Ay = F(s), (1.8)
j=0 j=1 i=

onde u}, = u(0) denota as condigoes iniciais da saida no tempo t = 0. As expresses

U(s) = /000 e *tu(t)dt, F(s)= /000 e " f(t)dt, (1.9)

+ +

correspondem as transformadas da saida u(t) e do termo forcante r(t), respectiva-

mente 1.

Assim, a transformada da saida pode ser expressa por

7j—1

U(s) = H(s) (Z > Sj_l_iAjué> + H(s)F(s), (1.10)

]:1 1=

1O limite inferior 07 indica que os valores iniciais serdo incorporados as transformadas das
derivadas de uma saida em repouso para t < 0. Este nao é o caso quando se considera 0~ como
limite inferior. Para maiores detalhes veja-se [Lanczos, 1956].
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onde

H(s) = (i sjAj) , (1.11)

=0

é denominada fung¢do do sistema representado pela equagao (1.1).

A inversa da transformada de Laplace da matriz H(s) é chamada de
resposta a um impulso do sistema (1.1), sendo denotada por h(t). Ela vem a ser

uma matriz de ordem n que satisfaz, para t > 0, o sistema

A;R9(t) =0, (1.12)

1

sujeito as condicoes iniciais

h(07) =0, A(0T) =0,---, hN2(0") =0, AypV"D(0T) = 1. (1.13)

Como H(s) é a inversa do polinémio matricial A(s), dado por

INOEDPEN (1.14)

J=0

segue-se que h(t) é uma solucdo a esquerda e a direita, isto é,

N N
S AR () =D ()4 =0. (1.15)
j=0 j=0

Aplicando-se a transfomada inversa de Laplace em (1.10) e, utilizando-

se o fato de que

LhD(t)) = s'H(s), paraj=0:N —1, (1.16)

devido as condigoes iniciais de h(t) obtém-se uma expressao para a resposta total do

sistema (1.1), em termos da resposta a um impulso associado ao sistema. A saida é
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entao dada por

u(t) = Z Z RO () Al + /0 t h(t —7)f(7)dr. (1.17)

O primeiro termo do segundo membro corresponde a resposta livre do sistema e o
ultimo vem a ser a resposta forcada. A resposta é expressa em funcao das condicoes

iniciais e da entrada do sistema (1.1).

Introduzindo-se as fungdes matriciais
N—j—1
i)=Y h9()Aj 14, para j=0:N -1, (1.18)

=0

as quais podem ser denotadas matricialmente por

A Ay - Ay

Av-1 Any O
An 0 0

(1.19)
a salda pode ser expressa de maneira explicita em relacao aos valores iniciais, ou

seja,

u(t) = ‘ hy(t)ud 4 /Ot h(t — 1) f(7)dT. (1.20)

Deve ser salientado que se os coeficientes Ay, sao matrizes simétricas, entao a solugdo
h(t) € também uma matriz simétrica. Para isto utiliza-se o fato que h(t) € solugao

pela esquerda e pela direita.

OBSERVACOES

1. A rigor, as férmulas (1.17) ou (1.20) sao vélidas, em principio, para t >
0. Porém, pela teoria de equagoes diferenciais ordinarias, é conhecido

que a solucdo h(t) do problema de valor inicial é unica e definida para

Ay Ay As -+ An
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todo valor de t. Dai que, por direta substitui¢ao em (1.1), verifica-se

que
N j-1 ¢

u(t) =Y U () A + / h(t —7)f(7)dr, (1.21)
j=1 i=0 0

¢ a solucao de (1.1), com condigoes iniciais dadas em t = 0 e f(t)

atuando em todo instante de tempo ¢ real. Similarmente,

N-1

u(t) = Z hy(t)ud + /Ot h(t — 1) f(T)dr, —00 <t < 0. (1.22)

Jj=

2. Como os sistemas considerados possuem coeficientes constantesao isto
¢, autonomos, eles possuem a seguinte propriedade: para qualquer
translagao do tempo em f(t), tem-se que a forma da saida é a mesma,
porém, com a mesma translagao aplicada no tempo. Dai que, a solucoes
com valores iniciais num tempo arbitrario ¢, podem ser expressas pela
formula de variagio de parametros dada por (1.21), pode ser escrita

por

=z

-1

u(t) = hj(?f—to)u(j)(to)—F/th(t—T)f(T)dT, (1.23)

j to

Il
o

para valores de t dentro do intervalo de atuagao de f(t).

3. Deve ser salientado que no caso de sistemas onde os coeficientes variam
com o tempo, uma solucao e suas derivadas nem sempre formam uma
base [Howland, 1911]. Porém, a solugao fundamental h(¢,7) de um
sistema linear variante no tempo gera sempre uma base de solucoes,

veja-se [Miller, 1963].

EXERCICIO

Seja H(s)=(sI — A)~! a funcao do sistema de primeira ordem % = Au. Escrever
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formalmente H(s) como uma série geométrica, inverter por transformada de Laplace

termo a termo, e obter que

Xk Ak
Bty =t =3 t,:,l (1.24)
k=o ’

ExXERcicIo
Seja H(s)=(s*I + A)~! a funcao do sistema de segunda ordem i+ Au = 0. Escrever
formalmente H(s) como uma série geométrica, inverter por transformada de Laplace

termo a termo, e obter que

sen t\/ 2, 2kl Ak
— E 1.2
h(t) 2/€ + 1 ( 5>

k:o

Uma justificativa rigorosa desses exercicios serd dada com o uso de fungoes matrici-

ails.

ExXERcicIO
Refazer os exercicios anteriores com os sistemas Su + Ru =0 e M1i 4+ Ku = 0 para

obter a correspondente solugao fundamental h(t).

1.2.0.1 Resposta Impulso e Func¢ao de Transferéncia
No caso de sistemas de controle em que f(¢) é dado pela expressao

M &’z
t) = ;ij(t), (1.26)

conforme descrito em (1.3), a resposta forgada

/Ot h(t —7)f(7)dr,
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pode ser explicitada em termos de z e de seus valores iniciais. Integrando-se por

partes, e utilizando-se os valores iniciais de h(t) resulta que

/ (t—7 <Z B~ ) dr = /Otg(t —P)a(r)dr = Y0 3 W 0By,
— (1.27)
onde u
gt —7)=>Y n9(t—-1)B (1.28)

sendo z5 = 2(V(0) os valores iniciais do controle. A fungdo g(t) = g serd referida
como a resposta impulso do sistema de controle. Assim, a solu¢ao do problema de

valor inicial

N dj
;%Aj - +ZB] (1), (1.29)
du d¥ "ty (N—1)

u(0) = u,, E(O) = Ug, ", W(O) Uy, 5 (1.30)

é dada pela férmula de variacao de parametros

u(t) = Z Z RU=I=D () Ajuly + /0 h(t —7)f(T)dr
- Z ' hU=1=9(1) B,2'(0) +/0 g(t —7)z(1)dr, (1.31)

onde g(t) é dada por (1.28).

EXERcICIO
Mostrar que expressao (1.28) pode também ser obtida através do calculo da trans-

formada inversa de Laplace.
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Diante de condicoes inicias nulas, tanto da entrada quanto da saida

tem-se, a partir de (1.10), que

U(s) = G(s)U(s), (1.32)

onde

S
S

G(s)=H(s)> s'B;=>» s'H(s)B;, (1.33)

3=0 3=0
é a funcao de transferéncia do sistema de controle, relacionando-se as transformadas
da entrada e da saida. Aplicando-se a transformada inversa de Laplace na equacao
(1.33) e utilizando-se a propriedade (1.16) obtém-se a resposta impulso (1.28) do

sistema.

Caso as condigoes iniciais da entrada e da saida sejam nulas (u} = 0 e

uj = 0), a resposta for¢ada do sistema pode ser expressa através da convolugao

u(t) = /0 g(t —71)z(T)dr. (1.34)

1.2.1 A Funcao do Sistema através de Entradas Exponenciais

A equacao

N diu i
ZAJ-%@ = e, (1.35)

possui uma solugao do tipo exponencial u(t) = e*v com v um vetor nao-nulo, quando

o sistema algébrico

(Z Ajsj) v =w, (1.36)
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possui solucao para v. Assim,

v = (i Ajs]) = H(s)w (1.37)

desde que o determinante do sistema algébrico seja nao-nulo.

Por outro lado, o sistema homogéneo

N .
d'u
ZAj%(t) =0, (1.38)

A

admite solugoes do tipo exponencial u(t) = e*v com v um vetor nao-nulo, quando

o sistema algébrico homogéneo

N
<Z AW) v =0, (1.39)
j=0
possui solucao nao-nula. Isto é o caso, se e somente se, o determinante do sistema

P(X) = det (1.40)

N
> AN
j=0

¢ nulo. Neste caso A é referido como sendo autovalor do sistema e v o correspondente

autovetor.

Assim, a funcao do sistema H(s) estd4 bem definida desde que s nao seja

autovalor do sistema.

1.2.2 FEquacao adjunta temporal

A férmula de variacao de parametros,pode, também, ser obtida pelo
método de Lagrange-Riemann, que consiste em utilizar h(t-7) como fator integrante.

Multiplica-se ambos membros da equagao (1.6) no tempo 7 por h(t-7), integra-se
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com respeito de 7, e aplica-se os valores iniciais de h(t) e o fato que é solugao a

esquerda (1.15).

Diante da presenca de autovalores complexos numa matriz quadrada A

escalar, real ou complexa, é conveniente o uso do produto interno unitario
% * =T
(a,b) =a'b, a* =7 (1.41)

para vetores coluna n x 1 com componentes complexas. No caso de vetores com
componentes reais, este produto coincide com o produto interno real a’b. A rigor,

esses produtos somente diferem na propriedade de simetria complexa

{a,b)y = (b,a)

ou

a'b=10"a.

Assim, para uma constante «,
(a,ab) = ala, by, (aa,b) =a(a,b).
Para uma matriz real A e sua transposta A, verifica-se a relacao
(v, Au) = (ATv,u).
Também, se Au = Au, entao
(v, Au) = (v, \u) =07 \u = A" u.
As seguintes propriedades saovalidas para matrizes reais:

1. Uma matriz quadrada real A e sua transposta A7 possuem os mesmos

autovalores.
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2. Se ATw = aw e Av = Bv com o # 3, entaow?v = 0.

3. Para qualquer solugaow da equagaoadjunta w(t) = —ATw(t), o pro-

duto w2 é constante para cada solugaode (?77).

Entretanto, para uma matriz complexa A, verifica-se
(v, Au) = (A*v,u) (1.42)

onde A* = A" é chamada matriz adjunta de A. As seguintes propriedades saovalidas

para matrizes quadradas escalares:

1. Os autovalores de uma matriz A e de A* saocomplexos conjugados.

2. Bi-ortogonalidade. Os autovetores de A e A* correspondentes a auto-

valores distintos saoortogonais.

A seguir, considerem-se os sistemas homogéneos de primeira e segunda

ordem, respectivamente, com coeficientes constantes

St + Ru = f(t) (1.43)

Mii+ Ci+ Ku = f(t). (1.44)

onde os coeficientes S, R, M,C e K saomatrizes de ordem n X n, e u é um ve-
tor de ordem n x 1. Os sistemas acima seraoconsiderados sempre regulares, ou seja,

S no sistema de primeira ordem e M no sistema de segunda ordem saonao-singulares.

Usando o produto interno com os sistemas de primeira e segunda ordem

St + Ru = f(t) (1.45)
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e
Mii+ Ciu+ Ku = f(t), (1.46)
tem-se
(v, Su) + (v, Ru) = (v, f)
e
(v, Mii) + (v, Ct) + (v, Ku) = (v, f),
respectivamente
Integrando as duas equacgoes acima de a a b, decorre
b b
/ [(v,SU) + (v, Ru)] dT = / (v, f)dr
e

b b
/ [(v, M) + (v, Cu) + (v, Ku)|dr = / (v, f)dr.

Para os termos com derivadas, observe-se que para uma matriz quadrada A, tem-se

b b
/(v,Aﬂ)dT = <A*U,u>2—/ (A*0, u) (1.47)

/(U,Aﬁ)dT = <A*v,u>g—<A*@,u>|ﬁ;+/ (A", u). (1.48)

a

EXERCICIO
a)Verificar, integrando por partes, a validade das relagoes (1.47) e (1.48) para a
primeira e segunda derivada em u. Assuma que u e v sao diferencidveis.

b)Generalize para n-ésima derivada em u.
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Assim, para os sistemas de primeira e segunda ordem, verifica-se no

intervalo [a,b]:

[mﬁw=é%wwwzl%wmwﬂﬂm@, (1.49)

onde
Su + Ru, primeira ordem
l(u) = : (1.50)
Mi+ Cu+ Ku, segunda ordem
—S5*0 + R*v, rimeira ordem
I*(v) = P , (1.51)
M*y — C*0 4+ K*v, segunda ordem
e
(S*v,u)|? primeira ordem
B(v,u) = : (1.52)

((M*v,4) — (M*0,u) + (C*v,u))|%  segunda ordem

A seguir, focalizamos a metodologia com a equacao de segunda ordem.
Suponha-se que h(t) denota a solugdo fundamental associada com a equagao nao-
homogeénea (1.46), isto é,

Mh(t) + Ch(t) + Kh(t) = h(t)M + h(t)C + h(t)K = 0 (1.53)
h(0) =0, Mh(0)=h(0)M =1, (1.54)

onde a segunda equacao vem da propriedade (1.15). Para um t arbitrério e fixo,

considere-se

o(r) = W (t — 1), (1.55)
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de modo que

oh*(t —7) _8h*(t —7)

o(t) = 57 = T : (1.56)
. _ PRr(t—T) O2h*(t — )
i(r) = 5 = g (1.57)

De (1.51) tem-se,
(v(1)) = M*6(1) — C*0(7) + K*v(r) = M*h*(t — 7) + C*h*(t — 7) + K*h*(t — 7(1.58)
onde h significa derivacao com respeito de t. Assim,

Jyh(t =) f(r)dr = [{(I*(h*(t — 7)),u(7))dr + B(h*,u)  (1.59)

onde o termo a direita

! *azh*<t - T) *ah*(t - T) *7 % " *
/0 (M 572 - C 5 + K*h*(t — T)) u(T)dr + B(h*, u)

pode ser reduzido para

ES

/t (M*'h*(t — )+ CR (= 7) + KR (- T)) u(r)dr + B(h*,u)

= /t [h(t — )M + h(t —7)C + h(t — T)Ki| u(7)dr + B(h*, u).
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Como h(t) é solucao a direita e pela esquerda (1.53), a integral no termo a direita

da igualdade é nulo. Por outro lado, utilizando as condigbes iniciais de h(t) vem

B(h*,u) = (M*h*(t —7),0) — (M*(=h*(t — 7)), u) + (C*h*(t — 7), u)|

= h(t — 7)Mu(r) + h(t — ) Mu(7) + h(t — 7)Cu(7)|}

= —h(t)Mu(0) —u(t) — h(t)Mu(0) — h(t)Cu(0). (1.60)
De (1.60) e (1.69) obtém-se a férmula de variagao de parametros
ult) = (hM + h(t)c) w(0) + hMa(0) + / t h(t — 7)f(s)ds, (1.61)

para o problema de valor inicial de segunda ordem

Mi(t) + Cu(t) + Ku(t) = f(t) (1.62)
u(0) = up, (0) = ,. (1.63)
DEFINICAO
A equacao
M*w(t) — C*w(t) + K w(t) =0 (1.64)

¢é dita equacao adjunta temporal da equagao

Mii(t) + Cu(t) + Ku(t) = 0. (1.65)

DEFINICAO
A fungao h(t,7) = h(t — 7) é chamada de fun¢ao de Green temporal ou funcao de

Green dinamica da equagao (1.62).

Teorema 1.1. A funcao de Green temporal h(t,7) da equacio (1.62), satisfaz as

sequintes propriedades
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Oh(t,T)

1. h(t,7) e sua derwada =5~ sio continuas em R?.

2. h(r,7)=0

Oh(r,7) __
3.om—g— =1

o MEMLD) | oOMLT) 4 Kop(t, 1) = 0.

Prova

Deixamos como exercicio a prova dessas propriedades elementares.

Teorema 1.2. Seja h(t) a solu¢ao fundamental de (1.62) e h.(t) a solucao funda-

mental da equacao adjunta (1.65), isto é€,

M#ho(t) — C*ha(t) + K*hu(t) = 0 (1.66)

h.(0) =0, M*h.(0) = 1. (1.67)
Entao, a func¢ao de Green temporal adjunta h(t,7) = h.(t — T) satisfaz
hi(t,7) = —=h*(T — 1) (1.68)
Em particular,h,(t) = —h*(—t).

Prova

Seja v = h.(t —n) e u=h(t —&). De (1.49) com a=¢, b=n, T7=t, segue que

0= B(h*v h) = <M*h*(t - 77)7 h(t - 5)) - <M*h*(t - 77)7 h<t - §)> + <C*h*(t - 77)7 h(t - 5)) ?:{
= h(t —n)Mh(t — &) — Bi(t — n)Mh(t — &) + hi(t —n)Ch(t — &)/

= —h*(€ —n)Mh(0) — RE(0)Mh(n — €).
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Como 7, £ sao arbitrarios, segue que h,(t—7) = —h*(7—t). Deixamos como exercicio

verificar que h,(t) = —h(—t).

EXERcicIO

a)Mostrar que para uma equagao de primeira ordem, as fungoes de Green temporais
(direta e adjunta) satisfazem h.(t,7) = h*(7,1).

b)Generalize o conceito de equagao adjunta para ordem N, bem como a relagao que

existe entre as fungoes de Green temporais. x

ExERcicio

a)Sejam u solugao da equagao S (u) + Ru = 0 e w uma solucao da equacao adjunta
—S*w 4+ R*w = 0. Mostrar que w*Su = 0, isto é, w*Su é constante.

b) Obter uma propriedade para o caso de solugdes u, w da equagao Mii+Cu+Ku =0

e da sua adjunta, respectivamente.
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1.2.3  Transformacao de Hamilton e Representacdao no Espaco de
Estado para Sistemas Lineares de Ordem Superior

Em principio, um sistema de ordem arbitrario

N

> Aji% = f(t), (1.69)

J=0

sendo os coeficientes A; matrizes de ordem n; a solu¢do v = u(t) e o termo nao-

homogéneo f(t) = f de ordem nxz1, pode ser reduzido para um sistema de primeira

ordem.
Defina-se a seqiiéncia de N vetores de ordem n denotados por
(
21T =y
Z9 = y
(1.70)
_ ., N-1
| AN = Y
Entao a equagao (1.69) pode ser escrita como
Zl = 29
22 = Z3
IN-1 = 2N
i = —Ay'Agz — AT Aize — - — AT A san o — Av T AnCian 4+ f
(1.71)

Colocando-se as N equagoes na forma matricial resulta uma equagao

diferencial matricial de primeira ordem denotada por

Z=AZ+F, (1.72)
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onde

S 0
21
0
z=| 2|, F=
0
ZN
L . A]_Vlf
0 I 0 0
0 0 I 0
A= : : : : : : (1.73)
0 0 0 e I
—AnTTAy —ANTTAL —ANTMAy 0 —ANTMANL

A matriz A é chamada de matriz companheira, sendo que para este caso a matriz

exponencial e pode ser identificada em termos dos elementos da base dinamica

normalizada [ho, by, -+, hy_1] para equagoes de ordem N. Ela é dada pela matriz
bloco ~ _
ho h hn_o  hy—
A = hf) h.l . hN_‘Q hN_‘l . (1.74)
N-1 N-1 N-1 N-1
| h(() ) hg b hg\f—Q : hg\f—l )

A prova desta importante propriedade, decorre do fato que o membro a direita, que

denotamos por E(t), verifica E(0)=I e E(t) = AE(t) = E(t).A.

Deve-se ser salientado que muitas das propriedades conhecidas para a

matriz exponencial podem ser adequadamente transportadas para a base dinamica.

EXERCICIO
Mostrar que E(t) verifica E(0)=L, E(t) = AE(t) = E(t)A.
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1.3 Teoremas Fundamentais

Nesta secao, sera estabelecido rigorosamente a existéncia da solugao
fundamental h(t) de um sistema de ordem N como inversa da fungao do sistema
H(s) e a validade da férmula de variagdo de parametros para a solu¢do do problema
de valor inicial. Também, sera obtida uma férmula nao-espectral para o calculo de

h(t).
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1.4 Calculo das solucoes

As técnicas ou métodos existentes para determinar as solucoes do pro-

blema de valor inicial

N gy
ZAJ-%@) = f(t), (1.75)
j=
du . dN "y _
u(to) = o, a(fo) =Up, ", W(to) = u{MY, (1.76)

podem ser agrupados em trés grandes classes:

e Espectral ou Modal
e Nao-Espectral ou Nao-Modal

e Numérico

A diferenca entre os primeiros dois métodos, refere-se ao uso ou nao uso de autove-

tores (modos).

Na literatura, estas técnicas sao desenvolvidas de maneira ampla para os
sistemas de primeira ordem. Os sistemas de ordem superior sao entao transformados
em sistemas de primeira ordem através da transformacao de Hamilton. Nesta secao
sao descritas algumas técnicas analiticas gerais para a resolucao de maneira direta

de sistemas de ordem arbitraria através de métodos espectrais e nao espectrais.
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1.4.1 Métodos Espectrais

O método espectral para resolucao de sistemas descritos pela equagao

(1.75) se aplica quando o problema associado de autovalor

N
(Z Aj)\j) v=0, para v #0, (1.77)

§=0
gera a partir de seus Nn autovalores (A1, Ao, -+, Ayy,) € dos autovetores correspon-
dentes (vy,vg, -+ ,Uny), uma matriz V' de ordem Nn, denotada por
-Ul 2 oo Unp Il Vo _
V= ')\1?]1 ')\2112 T ')\anUNn _ V(?D 7 (1.78)
I M A oy A o, | ] V,DN-1 |

cujas colunas sao linearmente independentes. Nessa expressao, D é a matriz espec-
tral, uma matriz diagonal de ordem Nn, cujos elementos da diagonal correspondem

autovalores do problema e V, é a matriz cujas colunas sao os autovetores associados;

isto é,
D= . . . (§] V;,: V1 Vy -++ UnNn . (179)

Em particular, este resultado é satisfeito quando o sistema possui todos os autovalo-
res distintos. A técnica de superposi¢ao linear é usualmente utilizada quando tem-se
uma entrada simples do tipo exponencial, trigonométrica ou polinomial, entre outras

que sejam simples de obter uma solucao particular nao-homogénea.
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1.4.1.1 Caso Homogéneo

Para resolver o problema inicial homogéneo

N .
d’u
2{:14j5ﬁ7(t):: 0, (1.80)
j=0
du . dVN"lu No1
U’(O) = U, E(O) = Ugy """, W(()) = U(() ), (181)

escreve-se a solucao na forma
Nn
u(t) = E ey, (1.82)

J=0

onde as constantes c¢; sao obtidas resolvendo-se o sistema

C1U] + CoUg + * + + + CNnUNn = Uy
CIA1U1 + CoAoUs + -+ - 4 CNR ANRUNR = U
)
N-1 N-1 N-1 N-1
Cl)\l V1 + CQ>\2 g+ -+ CNTL)\NTL UNn = Uy

cuja matriz dos coeficientes corresponde a matriz V.

EXERCICIO

Modificar o processo acima para o caso dos dados iniciais estarem fornecidos em

t=to.

EXERCICIO
Seja h(t)=e*! a solucao fundamental associada do sistema (t) = Au(t).

a) Verificar a seguintes propriedades

1. h(t+s)=h(t)h(s)



1 Teoria de Sistemas de Ordem N 25

3. h(t) = Ah(t) = h(t)A
4. Se Av=\ v, entdo h(t)=e"v.

5. Se D é uma matriz diagonal com elementos d;i = \;, entao

et 0 0 -+ 0
0 e>\2t o -.- 0

eth = . o ' . (1.83)
0O 0 0 eAnt

6. Se A= PDP~! onde D ¢ diagonal, entdo h(t) = Pe'P P71,
7. Se ®(t) denota uma matriz base de solugoes, entao h(t) = ®(t)®1(¢).
1.4.1.2 Caso nao-homogéneo

Solugoes particulares da equagao nao-homogeénea podem ser obtidas de
maneira simples para certos tipos de fungoes elementares. Por exemplo, para os

seguintes tipos de funcoes

e Linear f(t)=ct + d

e Harmonica f(t)=e“'v

tem-se as solugoes particulares

up(t) = Ayt [et +d — 41457 ¢] . (1.84)

u,(t) = H(iw)e™"w, (1.85)
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onde
H(iw) = (Z(m)%) : (1.86)

corresponde a resposta em freqiiéncia do sistema.

Para termos nao-homogéneos gerais, o método espectral pode ser uti-
lizado com o método de Lagrange da variacao de parametros. Porém, como este

ultimo é bastante geral, ele serd incluido como método nao-espectral.

ExXERcicIO

Considere a equagao de primeira ordem 4(t) = Au(t) + f(¢) com A de ordem nxn e
f(t) continua nx1 e o dado inicial u(0) = u,. Suponha que A nao é defeituosa, isto
é, possui n autovetores vy, vq, - -+ , v, que sao linearmente independentes.

a) Seja V a matriz modal e W=V ! sua inversa. Denote-se as linhas de W como
sendo w! , i=1:n. Escrever f como combinagao linear da base formada pelos autove-
tores e determine os coeficientes f relativos a essa base. Sug: f=VV~!f,

b)Para cada parcela d;v; da combinagao linear de f, obtenha uma solugao particular
da mesma forma u,; = g;(t)v; com wu,;(0) =0, j=1mn .

c)Escreva a solugdo do problema de valor inicial em termos da base modal e da

solucdo particular obtida em b).

EXERcICIO

Considere a equacao de primeira ordem descrita no exercicio anterior.

a) Mostrar que a mudancga de varidveis y = V ~lu desacopla a equagao, isto é, a
transforma num sistema com coeficiente uma matriz diagonal D.

b)Mostrar que

t
u(t) = VeP'Vlug + V/ PV (1Y dr (1.87)
0
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1.4.1.3 Meétodos Nao-Espectrais

Nestes métodos considera-se o método operacional que utiliza a trans-
formada de Laplace, a férmula obtida para h(t), ja introduzidos, e o método de

Lagrange da variacao de parametros. Nesta subsecao somente aborda-se este ultimo.

Seja {¢1 ¢p2 -+ dnn} uma base de solugoes do sistema homogéneo
N .
d’u
> g0 =0,
7=0

A solugao para sistemas do tipo (1.75) escreve-se na forma
u(t) = ci1(t)p1(t) + ca(t)Pa(t) + - - 4 enn(t)Pnn(t) = (t)c(t), (1.88)

onde ¢ = [¢1 Gg - ¢Nn]-

Para determinar as fungoes ¢;(t) assume-se as condigoes de Lagrange
d(t)c®(t) =0, para k=1:N —1. (1.89)
Assim, resulta que as k-ésimas derivadas de u(t) sdo da forma
u®) (t) = ®®(t)e(t), para k=1:N —1. (1.90)

Substituindo-se a expressao para u(t), dada por (1.88) e para suas derivadas (1.90),

na equagao (1.75), resulta

Ay®WN V(1)) = f(t). (1.91)
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Desta forma, as N equagoes descritas por (1.89) e (1.91) formam o

sistema linear

que pode ser escrito na forma matricial por

[ oit)  det) o ot [ aw ] [ o ]
d1(t) A0 o Onn(t) ¢éa(t) B :

: : : S I
NU@ oI eV | L enal®) || AV ]

ou, de maneira matricial compacta

We(t) = F(b). (1.92)
Denotando-se,
i ] [ () ] 0]
W(t) = (I) L ot) = ézft) e F(t) = 0 , (1.93)
KX énn(t) | | AN ()

We(t) = F(t). (1.94)
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Resolvendo-o em termos das componentes do vetor ¢(t), obtém-se
e(t) = W) F(t). (1.95)

Integrando,obtém-se um valor de c(t) para a solu¢do nao-homogénea. u(t) = ®(t)c(t).

Por outro lado, realizando integracao definida entre ¢, e t, segue

c(t) = c(to) + twil(T)f(T)dT. (1.96)

to
Assim, a solucao (1.88) pode ser escrita na forma

u(t) = ®(t)c(to) + /t O(tYW L (1) F(r)dr, (1.97)

to

sendo o vetor inicial ¢(tg) obtido a partir das condigoes iniciais do problema, isto é,

Uo

Uy

C(t()) = (I)il(to) : . (198)

UN-1

EXERciCIO

Mostrar que a matriz W é nao-singular.



2 SISTEMAS DE PRIMEIRA E SEGUNDA
ORDEM

Neste capitulo, realizaremos o estudo de dos sistemas particulares de primeira
e de segunda ordem por serem de grande interesse nas aplicacbes. As técnicas a serem
utilizadas podem ser identificadas do ponto de vista espectral ou nao espectral, conforme
seja necessario ou nao o uso dos autovetores dos coeficientes matriciais envolvidos no
sistema, respectivamente. Deve ser ressaltado que a formulacao permite uma adequada

analogia com o caso escalar, com a introducao de fungoes matriciais e o método espectral.

2.1 Funcoes Matriciais

Se trata de ampliar o conceito de funcao escalar para fungoes matriciais, tal
como sen(A), exp(A), etc., onde A é uma matriz, mediante o uso de séries matriciais de
poténcias > ¢, A*. O resultado principal desta secdo é o teorema de reducio polinomial
que expressa o valor da série chAk como um polindomio matricial de grau n — 1 onde
n é a ordem da matriz A, cujos coeficientes sao calculados pelo processo de interpolacdo
de Hermite. Para efeitos de calculo numérico podemos simplificar o processo de inter-
polagao mediante os métodos diretos (calculo direto de fungdes matriciais para certo tipo
de matrizes), os métodos polinomiais (usando os autovalores da matriz) e os métodos de

decomposi¢ao (usando autovalores e autovetores da matriz).

Para cada matriz A = [a;j], . ,, consideramos a norma de A como:

n
1A|| = max » " fa|-
j=1n 4

i=1

O seguinte critério de convergéncia serd o ponto de partida para a definicao de funcao

matricial, como uma extensao de funcoes definidas analiticamente.

Lema 2.1. Se a série escalar

o0
E ckzk
k=0

30
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tem raio de convergéncia R, entdo a série matricial
o0

Z cpAF

k=0

converge para qualquer matriz quadrada A que satisfaca || Al < R.

Prova. Seja AF = [a(.l.g) parak >1,e A =1=[6;] . = [a@

:|T'L><7l

k
jal] < AR < AF, k> 0.

Comparando, teremos que:

N

5~ e

k=0

N 00
< Sl < 3 lelll AR < o0, 4] < R, ¥N 0,
k=0 k=0

(o, ¢]
. N ;. N P s k
pois a convergéncia da série de poténcias chzk é absoluta. Logo, a série chagj)
k=1
converge para ||A| < R, para i, j arbitrérios, e portanto _ cx A¥ converge. O

Definicao 2.2. Seja f(z) uma fungao escalar que admite uma expansao em série de Tay-

lor:

para toda matriz quadrada A de ordem n x n com | Al < R.

Exemplos:
Como ilustracao , teremos as seguintes funcoes matriciais:

m

1. p(A) = lg) e A¥, funcio polinomial.

k
2. A=) %, funcao exponencial.
k=0 F:
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X aVk A2k+1
3. sen(A) = kz:% %, fungao seno.
X 1\k A2k
4. cos(A) = %%, funcao cosseno.
- 2k+1
5. senh(A) = Ig) (212:—_:1)!, funca@o seno hiperbdlico.

T A2k - . .
6. cosh(A) = & 2R funcao cosseno hiperbdlico.

7. In(I + A) = ZM

|All < 1, fungao logarftmica.
k=1

Observemos que se f(A) estd bem definida, entao também é o caso para as

funcoes “derivadas” f)(A). Assim, por exemplo, teremos que:

_ i -1 i f(k+1) (0) Ak

k!
k:l k=0

esta bem definida.

= fk
Por outro lado, a funcao F(t) = f(tz) = kE fk—,(o)zktk, onde f(z) é inteira
—0 :
(R = o0), pode ser derivada com respeito a t, isto é:

d = F90)

) =2 o— ol = 2f'(t2).

i

Portanto,

d :
T/ (tA) = Af'(tA).

As funcbes matriciais possuem varias propriedades, que permiten seu em-

prego nas mais variadas situagées
o0

Propriedades: Sejam f(z Z ez, = dp2* funcoes escalares definidas para
k=0

|z| < R e seja A uma matriz quadmda de ordem n tal que ||A|| < R. Se cumprem:

1. Se h(z) = f(2) + g(z), entao h(A) = f(A) + g(A).

2. Se q(z) = f(2)g(z2), entao q(A) = f(A)g(A) = g(A)f(A).
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3. Se P ¢ uma matriz nao-singular de ordem n X n, entdo :

f(P71AP) = P71f(A)P. (2.1)

4. Se X € um autovalor de A e v é um autovetor associado a X\, entdo f(\) €

autovalor de f(A) e v um autovetor associado a f(N), quer dizer:

Av =)dv = f(A)v=f(N\)v.

5. Sew é um autovetor generalizado de A correspondente ao autovalor \, entao

s=1or(h) ,
f(Aw = / ,SA) (A= \I)'w, (2.2)

onde (A — X)*w = 0 para k > s.

6. Sejam fi(2) =3 Chy..., fm = S, dpz®, m funcées escalares que convergem

para |z| < R, e seja ®(x1,x2,...,Tm) um polindmio em m varidveis tal que:

q>(f1(2)af2(z)v .. ,fm(z)) =0.

Entao :
(I)(fl(A)’ f2(A)’ LR fm(A)) = Oa

para qualquer matriz A de ordem n X n tal que ||A|| < R.
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Prova. 1., 2., e 3. sao propriedades ébvias. Por outro lado, 4. é um caso particular de 5.

Provemos 5. Temos as seguintes igualdades:

fAW = Y gAfw=> e [(A- M)+ A"w
k=0 k=0
— ckz<,>AkJ(A—M)ﬂw:chk< )A’H(A—M)Jw
k=0 j=o0 \/ i=0k=j N
o ];Ckﬂ(k) AET GOSN .
= > : (A= A)w= L (A= A w
j=0 7 PR

pois (A — M )Iw = 0, para j > s, ¢ fU)(\) = kE ij!(/;))\k—j_
=j

Agora provemos 6. Seja I'(z) = ®(f1(z), f2(2),- .., fm(z)). Como ® é um
polinémio, a fungao I'(z) é uma combinagao de somas e produtos de séries de poténcias,

e é, portanto, uma série de poténcias. Logo, podemos escrever I'(z) na forma:

oo
I(z) = Z o2,
k=0

o0

para certas constantes oy, k > 0. Como I'(z) = 0 para |z| < R, entao dapzk =0 para
k=0

o0
|z| < R. Disto concluimos que aj = 0, Yk > 0. Logo: I'(A) = >0-AF=0e portanto
k=0

q)(fl(A)ﬂfQ(A)v"'7fm(A)):0' UJ

2.2 Definicao Equivalente de Funcoes Matriciais

A seguir, serd dada uma definicdo equivalente de funcao matricial utilizando

integrais de contorno complexas. Precisamos dos seguintes resultados prévios:

Lema 2.3. Seja A uma matriz de ordem n X n com autovalores contidos em uma curva

I’ fechada e suave. Logo, se

m
p(z) =3 et
k=0
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€ um polinomio qualquer, se cumpre que:

Prova. Seja J = diag[z1, ..., 2] a forma normal de Jordan de A, quer dizer, A = P~1JP

para alguma matriz P nao-singular. Logo:

1 1 “
— (2] — A = — I—-pPlyp)~! k
57 7{(2 ) p(2)dz 27m’7€ [(z JP) kZ:OCkZ dz
= > e [ifpl(zf - J)lekdz}
— 21 Jp

— éckp—l {2%@ 7{ (21 — J)_lzkdz] P. (2.3)

Suponha-se que A e diagonalizavel. Entao, J é uma matriz diagonal e segue que

1 1k - 1 2F 1 2k
%ﬁ(z[—J) 2'dz = dlag [%ﬁmdz,,%fiﬂz_zndz

= diag [zf,... zk]

’n

= Jk

Logo, por (2.3):

1

— _ A _ ~1 7k
QM%F (2] — A) " 'p(2)dz kZOCkP Jkp

= > aAb=p(A).
k=0
L]

Se A nao é diagonalizdvel, entdo, existe uma seqiiéncia de matrizes Ay que
sao simples (diagonalizdveis com autovalores nao repetidos) que converge para A. [JOHN,
Lemma pp.104) Assim,

_ T _ 1 -1 _ 1 -1
p(A) = kh—{gop(Ak) = klingo 57 ji(z] Ap) p(z)dz = 57 f}(zf A)" p(z)dz
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pois,

Rip= (2 —Ap)™' — R=(2I—-A)"

ExXERCiCIOS
1.Mostrar que Ry converge para R para z suficientemente grande.
2.Escrever (zI — J)~! como série geométrica para z suficientemente grande.

3. Utilizar o exercicio anterior e simplifique a prova do lema.

Dada uma matriz A e uma funcao complexa f : D — (' analitica de valor

singular com dominio D € C simplesmente conexo, definimos:

F4) = = 61— 27 1),

= o

onde I' é uma curva fechada e suave contida em D e que contém no seu interior todos os

autovalores de A.

Lema 2.4. Se {gm(2)},°_, € uma seqiiéncia de fungées analiticas sobre D tal que:
gm(2) — g(z) uniformemente sobre D,

entao

gm(A) — g(A).

Prova. Para todas as fungoes ¢,,(z), podemos considerar uma s6 curva I' C D e obser-

vamos que cada termo da matriz:
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converge uniformemente ao termo respectivo da matriz:

1
o

3(4) = 57 T = A 'g()d

Agora, enunciamos a defini¢do equivalente:

o0

Teorema 2.5. Se f(z) estd definida por > ci2® para |z| < R, entao para qualquer matriz
k=0

A de ordem n x n com ||A|| < R se cumpre que:

FA) =S adt = 5 § (eI - ) ) = ()

k=0

onde I' € uma curva fechada e simples que contém os autovalores de A.

{fm(z) = Z ckzk}
k=0 m=0

converge uniformemente a f(z) para |z] < R', R' < R. Se todos os autovalores de A estao

Prova. A seqiiéncia

contidos em |z| < R/, entdo pelo lema 2.3

1 1
fn(4) = 5 ?{(zf A o (2)dz = chA = fm(A),
k=0
onde I': |z] < R”, R' < R” < R, e aplicando o lema 2.4 obteremos que:

2;27{@1 A)7H(2) dz—chAk

k=0
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2.3 Teorema de Reducao Polinomial

oo
Lema 2.6. Seja f(2) = o2k, |z| < R e A uma matriz com autovalores \; de multi-
k=0

plicidade m;, i =1 : s, respectivamente, contidos em |z| < R. Entao :

f(2) = a(2)p(z) +r(2),

n—1

onde p(z) = det(zI — A), r(z) = kE bp2® € um polinémio de grau n — 1 e q(z), certa
—0

funcado de z.

Prova. A funcao ﬁ tem uma expansao em fracoes parciais, digamos:

B —_ ).\’
p(Z) i=1 j=1 (Z )\Z)
logo, considerando a aproximacao de f(z) mediante sua soma de Taylor para cada um dos

autovalores diferentes e correspondente multiplicidade,

(Z - Ai)jfl

G- F9D0) + Rji(z — \;)

onde Rj; é de ordem (z — A;)7, podemos escrever

f(z) _
D»S =3 o)

p(2) i=1 j=1

com ¢(z) analitica onde f(z) é analitica.

Considerando que
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segue que
~\ (z = AP~ p(z)
= Qs f()\l) + (Z - /\z)f/()\z) +...+ —f(j )()\2) —_—
>3 -1y AP
é um polinomio de grau n — 1, e decorre a igualdade desejada. O

A existéncia de divisores de zero na dlgebra de matrizes, da qual o teorema

de Cayley-Hamilton é possivel, permite obter o seguinte resultado central:

Teorema 2.7 (Redugao Polinomial). Seja f(z) a funcdo escalar definida pela série
o0

convergente > cx?® para |2| < R. Entio para qualquer matriz A quadrada de ordem
k=0

n x n, com ||A|| < R, ezistem constantes by, k=0 :n — 1, tais que:

n—1
F(A) =r(A) =) b A", (2.4)
k=1

n—1

onde r(z) = l; bz, Além disso, os coeficientes by, k =0 : n—1, sdo obtidos do sequinte
=1
sistema de equacgoes :
rON) = 90N, j=0:mi—1,i=1:s, (2.5)

onde \;, i = 1: s, sdo os autovalores de A com multiplicidade m;, respectivamente.

Prova. Tem-se que
adj(zl —A)  Q(z)
det(zI —A)  p(z)

(21 — A)_1 =

onde Q(z) = Zz;é Qrz" vem a ser um polinémio matricial em z de grau n-1 e p(z) é o

polinémio caracteristico da matriz A. Entao,

) = g f 1= QMZQk # o)+ ha:

- QWZZQIC% % 271'2?{2@ z

1
= jé(zl A) 7 (2)dz = r(A)

o
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Para obter os coeficientes do polinémio r(z), observe-se que
p(A) = det(AT — A) = JJ(r = x)™.

=1

implica que para cada ¢ = 1 : s se cumpre:

) J
P = LPE i o mo .
dz’ z=N\;
Além disso, pelo Lema 2.6,
f(z) = a(2)p(z) +r(2) (2.6)

onde r(z) é um polinémio de grau n — 1:

n—1
r(z) = Z bzt
k=0

Usando a regra de Leibniz para derivar (2.6) j vezes, obtém-se:

J
FD) = ST (F) g9 () p® (2) +r0)(2),
> (3 e

e por (2.3) obteremos que:

rDO) = FD(N), j=0:mi—1,i=1:s.

OBSERVAGAO

Uma prova heuristica (plausivel, formal, nao-rigorosa) segue do Lema anterior com o
uso do teorema de Cayley-Hamilton. Substituindo z por A em f(z)=q(z)p(z)+r(z), vem
f(A)=q(A)p(A)+r(A)=r(A) uma vez que p(A)=0.
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2.4 Extensao da Definicao de Funcoes Matriciais

Podemos observar que nas férmulas estabelecidas para calcular f(A), assim
como no teorema de redugao polinomial somente se precisa conhecer os valores de f(z)
para z = A;, ¢ = 1 : s onde A; é um autovalor de A. Levando em conta esta idéia, vamos

ampliar a defini¢do de uma funcao matricial da seguinte forma:

Definigao 2.8. Seja A = [a;;] uma matriz com valores proprios A\, k = 1 : s de

nxn

multiplicidade my,, respectivamente.

1. Uma funcdo escalar f(z) € dita definida no espectro de A se erxistem os

valores f9(\), 7 =0:my — 1, para cada autovalor A\, k=1 s.

2. Se f(z) é uma fun¢ao escalar definida no espectro de A, se dird que o po-
n—1

linémio r(z) = kZ biz" € um polinémio de interpolacio para f(z) se:
=0

rDN) = fO ), j=0:mp—1, k=1:s.

3. Se f(z) € uma fungao escalar definida no espectro de A e r(z) é um polinémio

de interpolagdo para f(z), definimos:

O valor r(A) pode ser calculado usando (2.4) ou qualquer dos métodos refe-
ridos na segao 2.1.
Observacao : As fungdes 2™/™ e In(z), m, n inteiros, sdo fungoes escalares definidas em
espectros de matrizes nao -singulares; sem embargo, sao funcoes de valores multiplos, pois

se z=re,—1m < 0 <, entdo parak=0:n—1:

S/ m/n | oo %(9 + 2km) + i sen%(G + 2km) |, (2.7)

In(z) = Inr+i(0+ 2km). (2.8)
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Se A é uma matriz nio singular, A™/™ ou In(A) é a matriz resultante de considerar k = 0

em (2.7) ou (2.8), respectivamente, e se chamara valor principal.

Para a composi¢ao de fungoes matriciais, veja-se o teorema em [JOHN,

ppl13].
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2.5 Sistemas de Equacgoes Diferenciais de
Primeira Ordem

A funcao exponencial matricial aparece de forma extensiva na resolugao do

problema de Cauchy

Bu + Cu(t) = F(t)
u(to) = uo
onde B = [bj;],....., C = [cij],,,, 580 matrizes constantes, B nao-singular, F'(t) = [fi(t)],,«;

é um vetor de fungdes continuas que dependem de ¢, u = [u;(t)], ., é um vetor de

incégnitas, i = [4;(t)],, 1, € to, up sdo dados.

Na forma normal, tem-se a equacao
i = Au(t) + f(2), (2.9)

onde A= —B~1C, f(t)=B71F(t).

. . kik
Em analogia ao caso escalar (4 = au), consideremos h(t) Z AL

Derivando j vezes:
dj d At kik—j
o h(t) = E j < )ckA t

d7
= AJZ]<> Atk‘y—AJ@G

resulta, em particular:
d At

e = Aet = M A, (2.10)

Logo,
u(t) = eAtt0)y, (2.11)
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vem a ser a solugao do problema de Cauchy homogéneo:

u = Au,
(2.12)
u(to) = Ug.
Considerando (2.9) e usando (2.10) teremos:
w—Au=f(t) = eMliu— AeMu=e"Af(1)
d
— (et = gy,
integrando entre tg e ¢, e considerando a condigao inicial de (2.9):
t
e Mu(t) — e AMou(ty) = / e~ A5 f(s)ds;
to
e por ultimo obteremos:
u(t) = eA(t_tO)U(to) —1—/ A9 f(s)ds.
to
Resumindo, teremos o seguinte resultado:
Teorema 2.9. O problema de Cauchy
Bi+ Cu = F(t)
u(to) = U
tem como solucao
t
u(t) = h(t —to)ucto) + / h(t —7)f(T)dr. (2.13)
to

onde f(t) = B1F(t) e h(t) é a matriz fundamental nzn

h(t) = e“B71= 3 ﬁB_1 = L f(z[— A)tet*dzB™!
=0 k! 211 r ’

A = -B'C
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que satisfaz o problema de valor inicial

Bh+Ch=0
Bu(0) =1

A matriz de transferéncia ¢ dada por
H(s)=(sI+B'C)"'B™!

e definida para qualquer escalar s que ndo seja autovalor de -B~1C.

2.5.0.4 Cdlculo de et

Existem muitos métodos para o calculo da exponencial de uma matriz. O
trabalho de Moler e Van Loan (Nineteen ways of computing the exponential of a matriz,
SIAM Rev,December 1978), faz uma descrigao sobre eles. Recentemente, Moler (STAM
Rev.2003, acrescenta o mais um método. Aqui somente serd apresentado o método espec-

tral e a férmula nao-espectral.

Considere-se que A é uma matriz de ordem nzn, cujos autovalores sao de-
notados por (A1, A2, -+, \,) e os autovetores correspondentes dados por (v, vy, -+ ,vy).

Assuma-se que os n autovetores sao linearmente independentes.

Seja V' = [v1,ve,- -+ ,vy,] @ matriz modal e D = diag[A\1, A2, -+, \p] a matriz

diagonal autovalores ou matriz espectral. Entdo, para A=V DV ~! tem-se
etA — etVDV—l — VelPy—1.
Na prética, o calculo da inversa da matriz modal pode ser dispendioso. Porém, se A é

uma matriz simétrica este célculo é simples uma vez que V! = V7T isto é, a base de

autovetores e ortonormal. Assim

e = VOV — yetPyT A= AT (2.14)
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Em forma expandida, tem-se

n
et = Z Myl A= AT, (2.15)
k=1

A funcdo matricial e!* pode ser obtida como caso particular da férmula
apresentada no primeiro capitulo para equacoes de ordem arbitraria. Ela é definida para

qualquer matriz quadrada A pela expressao

n

j—1
=" (ZZ bn_kdj—l—’f(t)hnj> . (2.16)
=0

A relagao (2.16) envolve trés equagdes caracteristicas dos tipos algébrica, diferencial e em

diferencas. A equagao algébrica corresponde ao polinémio caracteristico
n
P(s) =det(Is — A) = Z br.s”, (2.17)
k=0

associado ao sistema (t) = Au(t) o qual fornece os valores dos coeficientes by. A fungao
temporal d(t) cujas derivadas aparecem na equagao (2.16) satisfaz o problema de valor

inicial dado por
b d™ () + bp_1d™ () 4 - - 4 byd(t) + bod(t) = 0, (2.18)
com condicoes iniciais
d(0) =0, d(0)=0,---,d"2(0) = 0, byd” 1(0) = 1. (2.19)
E por ultimo, a funcao discreta hy satisfaz a equagdo matricial em diferencas
hjy1 = Ahy, hy = h¥(0), (2.20)

sendo o valor inicial hg = I. A solucdo h, = A* é dada pelas poténcias da matriz A. Isto

pode ser dispendioso se A é uma matriz de grande porte.
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2.6 Sistemas de Equacoes Diferenciais de
Segunda Ordem: Caso Conservativo

Vamos resolver o sistema de segunda ordem sem atrito (conservativo)
Mi+ Ku = F(t) (2.21)

mediante o uso de fungoes matriciais. Suporemos que M é nao-singular.

2.6.1 Caso Homogéneo

Consideremos a equagao (2.21) com f(t) = 0:
Mi+ Ku=0. (2.22)
Pelo método de Cauchy, supoe-se uma solugao da forma
o0
u(t) =) upth/k!.
k=0
Substituindo na equacao, decorre
Mugyo+ Kup =0

ou, simplesmente

Ugt2 + Aug =0,
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onde A = M~'K. Iterando, vem

uy = —Au,
us = —Au
_ _ 42
uy = —Auy = A%u,
_ _ A2
us = —AU3 =A ui

Por inducao,
U = (—1)kAkuo Ugkt1 = (—1)kAku1.

Assim,
B oo (_1)kAk:t2k oo (_1)kAk:t2k+1
u(t) = <kzo ok )t kzo P A

Observa-se que a primeira série de poténcias corresponde, de maneira simbdlica, com a

expansio de cos(v/At) e a segunda com a de %\/\Z/Z).
Teorema 2.10. O problema de Cauchy
Mii+ Ku =0,
(2.23)
uw(0) = up, u(0) = uq,
onde M = [myj], ., € wma matriz quadrada constante nao-singular, K = [k;;] .. € uma
matriz quadrada constante, u = [u;),,,; € um vetor de incégnitas que dependem de t e

i = [1;(t)],,51, tem como tnica solugdo

u(t) = ho(t)uo + hy(t)uq,
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onde h(t) e h(t) estio definidas como sendo

ho(t) = cos(VM~1Kt) = i (M 1K)kt2k, (2.24)

=0

IK)kt2k+1

ha () = sen(VM~TKt) i

2.25
M-1K — 2k +1)! (2:25)

2.6.2 Caso Nao-Homogeéneo

Consideramos a equacao (2.21) com f(¢) continua. A matriz fundamental
h(t) pode ser utilizada como fator integrante. Multiplicando por h(t —7) e integrando por

partes duas vezes o termo da segunda derivada em u(7), vem

h(t — 7)Mi(7) + h(t — 7)Ku(r) = h(t — 7)F(7)

t t t
h(t — )Ml + / h(t — 7)Mudr + / h(t — 7)Kudr = / h(t — 7)F(T)dr
to to to

t t
—h(t — to) Mi(t,) + h(t — T)Mul; — / (h(t —7)M + h(t — 7)K)udr = / h(t — 7)F(r)dr
to to
Como h(t) é solugao pela esquerda e direita, decorre que
_ t
u(t) = h(t —to)u(to) + h(t —to) Mu(t,) + / h(t — 7)F(7)dr.
to
Resumindo, obteremos o seguinte:

Teorema 2.11. O problema de valor inicial:

Mi+ Ku = F(t),

u(to) = Uy, il(to) = uj,

onde M = [m;;] ¢ uma matriz constante ndao-singular, K = [k;j] é uma matriz
Winxn ’ Jinxn

constante, F(t) = [Fi(t)], ., € um vetor de fun¢oes continuas, u = [u;(t)], ., € um vetor
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de incégnitas que dependem de t, i = [i;(t)],,..;, € to, W, w1 sdo dados, tem como solug@o

t

u(t) = ho(t — to)ur, + h(t — to)u(t,) + / hi(t — s)M Y F(s)ds,

to

onde ho(t) = h(t)M, hi(t) = h(t)M sio as séries definidas em (2.24) e (2.25), respecti-

vamente, e

Rl t2k+l sen(VM~1Kt)
h(t) = DMKyt = 2.26
)= 3 VR Gy — (2.26)
€ a solucao do problema inicial
Mh+ Kh =0,

h(0) =0, MAh(0)=1I.

Simbdlicamente, tem-se

/i sen <\/Z(t - t0)> t sen (\/Z(t - s))
u(t) = cos | VA(t —tg) | up + u+/ f(s)ds
(t) = cos (VA(t — to) ) o T R v (5)
2.6.3 Frequéncias naturais e modos de vibracao
Se uma das matrizes M ou K for nao-diagonal na equagao
Mi+ Kz = 0. (2.27)

entao haverd acoplamento das coordenadas. O método espectral (andlise modal) permite
introduzir uma mudanca de coordenadas que des-acopla as equagoes, isto é, permite trans-

formar as matrizes M, K em matrizes diagonais de maneira simultanea.

O primeiro passo, no método espectral, consiste em procurar solugoes expo-
nenciais no tempo, isto é, do tipo z(t) = eMv onde v é um vetor ndo-nulo. Substituindo

a suposta solucao, na equacao diferencial anterior, decorre o problema de autovalor gene-
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ralizado

(VM +K)v=0 (2.28)

O sistema anterior possuira solu¢ées nao-nulas somente se o seu determinante for nulo.

Assim, A deverd ser raiz da equacao caracteristica
det(\>M + K) =0

Em particular, para obter solugoes harmonicas x(t)=Asen(wt+ ¢) considera-se que A = iw

com w real. Neste caso,

(K —w?’M)y = 0 (2.29)

det(K —w’M) = 0. (2.30)

Os valores A = iw sao chamados de autovalores do sistema e, os vetores v, de autovetores
ou modos. Quando w tem um valor real, é referido como fregiiéncia do sistema e o

correspondente autovetor v, como modo associado a freqiiéncia w.

Em geral, as raizes w? de (2.30) podem ser reais ou complexas conjugadas.
Entretanto, condigoes nao muito restritivas sobre as matrizes M e K garantem que

2

as raizes w* sao nao-negativas.

Teorema 2.12. MoD0OS NORMAIS

Suponha-se que as matrizes M, K sao simétricas de ordem nxn com M positiva defi-

nida. Entao, (2.30) possui n raizes reais w%,w%, -+ w? e o0s correspondentes autovetores
V1, V2, + , Uy obtidos de (2.29) podem ser escolhidos de maneira ortonormal com respeito
da matriz M, isto é

vi Mv; = 6kj, k,j=1:n (2.31)

Se K é ndao-negativa definida,isto é, viKv > 0 para qualquer vetor v nxl, entdo as n raizes

$G0 nao-neqativas.
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Prova
O problema generalizado de autovalor (2.29) pode ser escrito Sv = w?v com S = M~ 1K.

A matriz S é simétrica com relacio ao produto interno < v, w >yr= v? Mw, pois
< v, 8w >=vT MSw = (vl MSw)T = w?' ST Mv = (Sw)T Mv =< Sw,v >
Portanto, a matriz S possui n autovalores reais e um conjunto ortonormal de n autovetores

Sv, = w,ka, k=1:n

< Vg, Vj >pM = v,vajzékj, k,j=1:n

Decorre que os w,% sao reais e os autovetores correspondentes sao ortonormais com respeito

do produto interno < v,w >= v’ Mw. A 1ltima afirmacdo decorre do fato que de (2.29)

2 _ v'Kv
segue-se w” = e > 0.
COROLARIO
Sejam

V=1[vsvg - vyl (2.32)
a matriz modal cujas colunas sao os autovetores, e
02 = diag|w? w3 --- W3] (2.33)
a matriz espectral cujos elementos na diagonal sdo os quadrados das freqiiéncias. Entao,
vimv =1, VIKV =Q2, (2.34)

Portanto, as matrizes M e K podem ser simultaneamente diagonalizadas por uma mesma

matriz modal V.

Resumindo, para obter a solucao do sistema homogéneo Mz + Kz = 0, que

satisfaz as condicoes iniciais z(0) = x,, ©(0) = &,, considera-se a solugdo geral obtida do
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principio da superposicao linear com as solucoes do tipo exponencial, isto é,

u(t) = Z[c_kefi“”“t + cpe™k vy, (2.35)
k=1

uma vez que v é o mesmo autovetor para os autovalores —iwy, iwy.

Na determinagao das constantes ¢, utilizam-se os valores iniciais u, = u(0),

v/ (0) = u, da solugao e a propriedade de ortogonalidade dos modos.

EXEMPLO

Considere-se um sistema torsional com trés discos que possuem momento de inércia de
massa I} = 2 x 103kg.m?, I, = 3 x 103kg.m? e I3 = 4 x 103kg.m?. Os coeficientes de
rigidez dos eixos conectando esses discos sdo k1 = 12 x 10°N.m, ky = 24 x 10°N.m e

ks = 36 x 10°N.m.

1. Obter a matriz modal e a matriz espectral do sistema.

2. Determinar a solucao homogénea ou resposta livre como resultado das condigoes

Iniciais

0,1 10
0(0)= | 0,05 |, 0(0)=| 15
0,01 20

As equagoes do movimento sao

MO+ K6 =0,
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onde

I 0 0 1 0 0

M = |0 I, 0|=2x10°|0 1,5 0 |kgm?
0 0 I3 0 0 2
b =k 0] 1 -1 0

K = | —ky ki+ky —ky |=12x10°| -1 3 —2 |Nm,
i 0 —ko ]{24-]4:3_ 0 -2 )

0 = [0 6o 63)7.

Aqui 01,609, 03 sdo as oscilagbes torsionais dos discos.

A procura de solugoes oscilatérias u = sen(wt + ¢)v do sistema, conduz ao

problema de autovalor (—w?M + K)v = 0. Substituindo valores e simplificando, decorre

(2.36)

o sistema
1 0 O 1 -1 0 0
w2
-6810 1,5 0|+ | -1 3 -2 v o= o,ﬁ—m
0O 0 2 0 -2 5 0
ou 1-3 -1 0 V11 0
—1 3—1,5ﬁ -2 V21 = 0
0 -2 5-248 V31 0

Este sistema possui solucao v nao-nula para um certo valor de 3 somente se

o determinante do sistema anula-se. Assim, decorre a equacao caracteristica

5% —5,562+7,56—2=0,
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a qual possui as raizes

B1 = 0.3516, (B2 =1.606, B3 = 3.542.

Como w? = 6008, as freqiiéncias naturais associadas com as rafzes 1, 32, 33

sao dadas, respectivamente, por

wy = 14.52rad/s, we = 31.05rad/s, ws =46.1rad/s.

Os modos s@o obtidos resolvendo-se (2.36) por eliminagao para cada valor

da raiz B, kK =1:3. Escolhem-se os autovetores

1 1 1
vi=10,649 |, vs=1| —0,607 |, v3=| —2,54
0,302 0,679 2,438

v = v/ (vi)TMuy, k=1:3.
Assim,

017 .014  .0048
V=1 .011 -.008 -.012
.0051 —.0095 .012

¢ a matriz modal e

14,52 0 0
Q=| 0 31,056 0
0 0 46,1

¢ a matriz espectral do sistema de discos dado.
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A forma dos modos é como segue. Consiste em desenhar um autovetor v

como fungao de varidvel discreta, isto é, unir os pontos (1,v1),(2,v2), -, (n,v,) onde vy

¢é a k-ésima componente do vetor v.

Primeiro modo

oone

o006

Segundo modo

Terceiro modo

Figura 2.1: Modos do sistema de discos

A resposta livre é dada por (2.35) com n = 3

Segue que

0(t) = cre™uy + c2e™? vy + c3e™3tug

te 167y 4 e_ge 2y 4 ¢_ge T3y,
3
6(0) = Z(c_k + c) vk,
k=1
3
0'(0) = iwk(Ck — Ck)Vk-

B
Il
—
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Utilizando a propriedade de modos normais com o primeiro modo, isto é,

UlTle =1, UlTMUQ =0, UlTMvg = 0, resulta

ci4+c1 = vIM60) = 5254,
T M6(0
el —c_q = i MOO) _ gx 61
W1
ou
11 1 5.254
-1 1 c_q —85.61i

Resolvendo este sistema 2x2, vem

-1
c1 1 1 5.254 2.627 — 42.81%

c_1 -1 1 —85.611% 2.627 + 42.813

Similarmente, para os modos v e vs obtém-se

—1

ey 11 0.36 —0.18 + 13.89

s 11 97 78i —0.18—13.80i |
1

cs 11 1.1 0.55 + 5.595i

s 11 —11.19 0.55 — 5.595

Assim,

0.0893c0s(14.52t) + 1.46sin(14.52t) — 0.00504c0s(31.05 * t)
—0.389sin(31.05t) + 0.00528cos(46.1t) + 0.0538sin(46.1t)

0(t) = 0.0578cos(14.52t) + 0.942sin(14.52t) 4+ 0.00306c0s(31.05t) + 0.236sin(31.05¢t)
—0.0132c0s(46.1t) — 0.134sin(46.1t)

0.0268cos(14.52t) + 0.437sin(14.52t) 4+ 0.00342c0s(31.05t) + 0.264sin(31.05t)
+0.0132c0s(46.1t) + 0.134sin(46.1t))




2.6 Sistemas Conservativos

Os gréficos das componentes da resposta livre sao dados a seguir.

MV UMA MMVAUA

Figura 2.2: Componentes da resposta livre

2.6.4 FExpansao em modos normais na resposta-impulso

Se as condigoes dos modos normais forem satisfeitas por M e K, ou seja,
VvimMv =1, VTKV =Q2,
decorre desta primeira relacao e, apds, multiplicando por K, que
L=yvv?T MT'K=VVTK.

Entao,

Tem-se que
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Com o uso da segunda relagao dos modos normais, obtém-se
(VVTE)" = v V7K.

Assim

(VVIE)MWVVT = v VTRVYVT = vy T,

Portanto,

0
n(t) = VL senddt

VT KV =MVQ?
MK Q

ou, expandida em modos,

_senQt g ~sen(wit) g
h(t) =V—a—V —kzzoiwk Uy, (2.37)

Para a resposta forcada

o(t) = / h(t — o) (7)dr,

tem-se, na forma modal,

a(t) = / vT%v F(r)dr (2.38)

o

ou

_ fot senwi)(lt—T) fl (T)dT
t senwy (t—7) d
sy =y | P RO

] fot senw:zT(Lt—T) fn(T)dT ]

onde f,(t) é a k-ésima componente do vetor VT f(t).
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2.6.5 FEzxpansao em modos normais na matriz de transferéncia

A matriz de transferéncia do sistema nao-amortecido
Mi+ Kz = f(t)

é dada por
H(s) = [s*M + K™%

Se as relagoes de modos normais forem satisfeitas pelas matrizes M e K, isto

VIimMv =1, VIKV =02
e, como H(s) é a transformada de Laplace da resposta-impulso (?7), tem-se

sen{)t
Q

H(s) = L(h(t)) = L(V Vv =VI[sir+ Qv

1
o= 000 0
1
[s2T + Q%! = 0 w0 0
1
L 0 0 0 - s24w?Z

Conclui-se que a matriz de transferéncia é dada por

S _ U1T
=z 0 o - 0
s2twi U,T
2
0 3= O 0
H(s) = [u1 ug ug -+ uy) sty ud
0 0 0 PRt
L stw; 4 ug




ou, em forma equivalente,

n T
2 1 _ 112 21-17,T _ UkU
H(s) = [s?M + K]™! = V[T + Q27'V _;152*‘”? (2.39)
Em particular, tem-se a funcao freqiiéncia matricial
- N2 ~1 N2 21T _ N~ URUL
H(iw) = [(iw)"M + K]7 = V|[(iw)* I + Q*]7'V" = ; " (2.40)
2.7 Sistemas de Segunda Ordem: Caso Geral
Considere-se a equacao diferencial
Mi+ Ci+ Kz = f(t), (2.41)

onde M, C, K sao matrizes arbitrarias n x n, M nao-singular. Suponha-se que x e suas
derivadas sao de ordem exponencial. Aplicando a transformada de Laplace a esta equacao,

obtém-se
Ms*X (s) — M#(0) — Msz(0) + C [sX(s) — 2(0)] + KX(s) = F(s).
Através de simplificacGes, decorre a equagao operacional
A(8)X(s) = M2(0) + (sM + C)z(0) + F(s), (2.42)

onde

A(s) = 8*M + sC + K,

e X(s), F(s) sao as transformadas de Laplace de z(t) e de f(t), respectivamente.

61
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A solugdo fundamental ou resposta-impulso matricial, ou a solugao dinamica,

h(t) é introduzida como a soluc¢ao do problema

Mh+Ch+ Kh=0,

) (2.43)
h(0)=0, Mh(0)=1
ou, equivalentemente,
Mh+Ch+ Kh=3(t)I,
_ (2.44)
h(0)=0, Mh(0)=0.
Da equagao operacional para h(t), decorre
A(s)H(s) =1, (2.45)

ou seja, H(s) é a transformada de Laplace de h(t) e serd denominada de matriz de trans-

feréncia do sistema (2.62).

Observe-se que uma matriz nao-singular comuta com sua inversa. Entao, a
rigor, tem-se que a matriz de transferéncia comuta com o polindémio matricial A(s), isto

¢,

decorre
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Agora, com a transformada inversa de Laplace, obtém-se uma férmula para as solugoes de

(2.62), em termos da resposta-impulso,

2(t) = h(®)M(0) + (h()M + h()C ) 2(0) + /0 "t = ) () (2.46)

Esta equagao (2.46) mostra que, para conhecer a solugdo do sistema (2.62), é suficiente

determinar a resposta impulso associada ao mesmo.

Sob o ponto de vista fisico, a resposta a um impulso unitario pode ser inter-

pretada da seguinte maneira. Considere um sistema com n graus de liberdade

Mz + Ci+ Kz =0, (2.47)

onde C e K sao matrizes arbitrarias. Seja x(t) a resposta diante das condi¢oes iniciais

Mi(0) = e, «(0) =0,

onde

0

é o j-ésimo vetor canoénico. De acordo com (2.46), a solucao de (2.47) é dada por
x(t) = h(t)e; (2.48)
e, assim, a k-ésima componente de x(t) é

2r(t) = ea(t) = e h(t)e; = hiy(t). (2.49)
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De (2.49), pode-se afirmar que o elemento hy;(t) da resposta-impulso h(t) € a resposta
da k-ésima componente do sistema, relativa a uma forca unitdria concentrada na j-ésima
componente, e com forcas nulas nas outras componentes do sistema. Por consequinte,
Hy;(iw) € a resposta freqiiéncia para a k-ésima componente, que corresponde a uma forca

concentrada no j-ésimo elemento do sistema.

2.7.1 Formulas fechadas para a resposta-impulso

Para que (2.46) seja rigorosamente a solugdo do problema inicial, é ne-
cessdrio justificar sua substituicdo na equagao bem como verificar a existéncia de h(t) e

sua ordem exponencial e encaizar os dados iniciais quando ¢t — 0F. Tem-se que

2n j—1

h(t) =Y " 0;d9 = () han (2.50)

j=1 i=0

onde os b; sao os coeficientes do polindémio caracteristico
2n .
p(A) =det (WM +AC + K) = > bA>" ", (2.51)
i=0
d(t) a solugao da equacao diferencial caracteristica
bod @™ () 4 brd@ N (#) + - -« + bop_1d(t) + band(t) = 0, (2.52)

d(0) =0, d(0)=0,---,d?2(0) =0, bod® Y (0) =1,

e as matrizes nxn h; = h)(0), satisfazem a equacio em diferencas

Mhjio +Chji1 + Khj =0,
Mhy =1, hp=0.

(2.53)
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A matriz de transferéncia é caracterizada como

S]
H(s) =) > bi——han (2.54)
S5 )

Conclui-se que, para o cdlculo da resposta-impulso matricial, € necessario considerar trés
equagoes caracteristicas: uma algébrica (polinémio caracteristico), uma analitica (equagdo
diferencial para h(t)) e uma discreta (equacao em diferencas para hy, que corresponde a

k-ésima derivada de h(t) na origem).

A resposta-impulso pode, em principio, ser descrita por uma série de Taylor

e aproximada de maneira polinomial. Isto é, escrevendo

h(t) =Y hj=, (2.55)
=0 7

onde h; = h\9)(0), e substituindo em (2.43), obtém-se a equagio recursiva

th+2+0hj+1+Khj =0,
Mhy =1, hy=0.

Porém, sob o ponto de vista numérico, o truncamento da série pode acarretar erros
numéricos, como foi discutido por Moler e Van Loan (SIAM Rev,December 1978), para o
caso da resposta-impulso associa-da a um sistema de primeira ordem (exponencial de uma

matriz).

Por outro lado, o método espectral, isto é, a determinagao de solucgoes do

tipo exponencial z(t) = eMy para o sistema nao forgado
Mi+Cx+ Kx =0,
conduz & resolucao do problema de autovalor

(MM +AXC+K)v=0, v#0. (2.56)
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Este procedimento equivale a determinar as raizes (autovalores de (2.56)) do polinomio

caracteristico
2n '
p(A) =det (’M + AC + K) =) b A>""" (2.57)
i=0

e, posteriormente, achar os autovetores ou modos v. Porém, como até hoje nao estabelecido
um teorema do tipo dos modos normais, ainda para matrizes M,C,K simétricas positivas

definidas, o método espectral resulta ser restrito para sistemas gerais M,C,K.

2.7.1.1 O caso de raizes simples

Quando todas as raizes s, de p(s) forem distintas, a férmula para h(t)

pode ser simplificada. Aqui, h(t) é obtida de

>
h(t) =
o (k)
e, com a introducao dos polinémios
j—1
QJ(S) = Z bisj_l_lv ] = ]-7 27 T 72n) (258)
i=0

decorre

s i
h(t)zzzbiz /(s :
j=1i=0 k=0 P {5k
Deste modo,
2n n Ek
h(t) =Y Epes', H(s) = 2.59
0= B, H) =3 7 (2.59)

onde

2n
1
by = —— i(sp)hon—j . 2.60
k p/(Sk)j;QJ( k)ha J ( )
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Para o caso de raizes simples, a derivada de h(t) em ¢ = 0 conduz & resposta-impulso

discreta

2n
hj = Eys],. (2.61)
k=o

2.7.2  Exemplos numéricos

As férmulas para h(t) e H(s) sao obtidas facilmente, na implementagao
de sistemas de pequeno porte, com o uso de ”softwares” simbdlicos ou numéricos, tais como

o Maple ou o Matlab.

Exemplo 1

Determinar a solucao do problema de valor inicial
1 -1 G1(t) N f J—) q1(t) N 5 -3 a(t) | _ | 4cos2t
-1 2 da(t) -4 8 a2 (t) -3 7 az (1) 3t
q(0)={ 0}, q<o>={ 0}.
0 0

Solucao

Tem-se o polinémio caracteristico

p(s) =det(sM 4+ sC + K) = s* + 653 +195% + 37 5 + 26.
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A solucao da equacao diferencial caracteristica
A () + 6R3) (t) + 19A(t) + 37h(t) + 26h(t) = 0,

com os valores iniciais

¢ dada, de modo aproximado, por

h(t) = —0.072239 ¢(~27255%) 4 (10396 ¢(~1:26651)
—0.031716 (199407 cog(2.5543 )

—0.038004 e(~1-00108) gen (25543 ¢).

Para a equacao caracteristica em diferencas

Mhyyo +Chgy1 + Khyp, =0, ho =0, Mhy =1, k=0:1,

tem-se

h; = , ho= , hg=
Substituindo os valores obtidos acima em

4 j-—1

h(t) =D bhI D ()hy

j=1 i=o

e com o calculo da integral
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obtém-se

q1(t) = 0.982cos2t + 1.13sen2t 4 0.345t — 0.0307 + 0.0182 ¢ ~273*

—0.0979¢ 127t — 0.872¢ " c0s2.55¢ — 1.39 et sen2.55 ¢

g2 (t) = 0.528 cos2t 4 0.536 sen2t + 0.577¢ — 0.475 — 0.156 e~ =3¢

+0.590e 127t — 0.486 ¢t c0s2.55t — 0.712 ¢t sen2.55 ¢

. q(t ) - .
Observe-se que a solugao ¢(t)= Q ¢ a superposicao da solugdo permanente z(t),

q2(1)
a qual corresponde ao termo forcante dado, e a solugao do sistema homogéneo, a solucao

transiente xp.(t).

6 8 10

Figura 2.3: Respostas ¢;(t) e qa(t)



2.7 Sistemas Nao-Conservativos

Exemplo 2

Determinar a solucao do sistema homogéneo

1 0 -1 Q1 1 1 0 g1 1 0 1 a1 0
0 1 s 0 0 1 s -1 0 1 s 0
sujeito as condigOes iniciais
1 3
q0)=12 |, a0)=|2
3 1

Solugao

Tem-se o polindmio caracteristico

p(s) =det[s°M +sC + K| =255 +45° + 45" + 453+ 45>+ 45+ 2.

A solucao da equagao

21O (1) 4+ 4h®) (t) + 4h W (¢) + 44B) (¢) + 4h(t) + 4h(t) + 2h(t) = 0,

com os valores iniciais

é dada por

70
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1 4 1 t \/3 \/g _t \/g
h(t) = 56 — —e 2COS(7t) + Ee 23611(7@
1 \/§ \/3 t \/g
—562008(715) — —662sen(7t).

Os valores de hj, para j = 2 : 5, sao obtidos por recursao, através da equacao matricial

em diferengas

Mhyyo+ Chgy1+ Khp, =0, ho=0, Mhy =1.

Assim, com h, = 0, a matriz nula é obtida, e as demais sdo dadas por

3 03 0 -3 —3 L1y

bi=1| g1 | M2=|-3 -1 3| bs=]5 51}

202 L 3 3 0] 0 -1 0|
s b
=15 05 =ty g g
R 5 03

Agora, serdo calculadas h(t) e sua derivada, h(t), através da férmula fechada.

Substituindo os valores em

q(t) = [n(t)M + h(t)C]q(0) + h(t) M ¢(0),
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obtém-se
15t -9 3 2 3
at) = ~t 4 2¢t?[cos~——t — —senit];
9 2 33 2
o5t — 14 5 3 7 3
@(t) = et — e’ [—c £ - —sen\/_t]
6 127 2 12v/3 2
19 3 9 3
+e_t/2[zcos§t + 4—\/§se %t];
10 2 V3
a(t) = 3¢ +e [3cos2t
3 4 3
tsen~——t] — e t/?] ‘\/_t - —sen\/_t]
2 T /32
30 /
20
10
1 .
of T 5 & 4 5
1 t
_10; \ A
1 _

Figura 2.4: Respostas ¢1(t), ¢2(t) e gs(t)

2.7.2.1 Formulacao de Estado

Na literatura, o tratamento da equacao geral de segunda ordem

Mi + Ci + Kz = f(t),



2.7 Sistemas Nao-Conservativos 73

é realizada através da transformagao de Hamilton

I
T =uU, To=1U T =
T2
Obtém-se o sistema de primeira ordem
&= Az + F(t), (2.62)
where
0 1
A= , (2.63)

-M7'K -M~'C
é a matriz companheira de ordem 2n X 2n, x o vetor de estado 2n x 1 e F(t) = col[0 f(t)]

o termo nao-homogéneo 2n x 1.

Isto tende, em principio, a obscurecer propriedades naturais da equacao de
segunda ordem e ser nao muito estético em termos de teoria. Porém, permite adaptar
varias propriedades dos sistemas de primeira ordem para os sistemas de segunda ordem

quando formulados em termos da base dinamica.

tAy, v # 0, originam autovetores da forma

Solugoes exponenciais x = e

y= : (2.64)

onde v é um autovetor do sistema de segunda ordem e A seu correspondente autovalor,

isto ¢, v satisfaz [\2M + AC + K]v = 0.

E f4cil estabelecer que

et = , . (2.65)
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Pois, denotando E(t) o termo da direita, verifica-se, com uso das propriedades da base

ho(t), h1(t) que E(0) é a matriz identidade. Por outro lado,

. ho(t) hy(t 0 I ho(t) hy(t
() — AB(1) = “0() "1() B .0() .1()
ho(t) ha(t) ~-M~'K -M~'C ho(t) ha(?)

B 0 0 oo
~MYKhy, — M~ 1Ch, —M'Khy — M~ 1Chy 0 0

Por diferenciacao da matriz exponencial, obtém-se a seguinte representagao para as poténcias
da matriz companheira:
AF = ’ ’ : (2.66)
hok+1  higks1

(k)

onde hg = hy  (0) satisfaz o problema discreto de valor inicial

M2+ Cqry1 + Kqp =0 (2.67)

Go=1,Mq =0 (2.68)
ehir= hgk) (0) satisfaz o problema discreto de valor inicial

Mgp2+ Cgry1 + Kqi =0 (2.69)

Go=0,Mq = I (2.70)

As seguintes propriedades sdo uma extensao de aquelas que aparacem com seno e cosseno
no caso de sistemas nao-conservativos (C' = 0).Elas decorrem da propriedade de semi-grupo

da matriz exponencial e da sua representacao em termos da base dinamica normalizada

ho(t)? hl (t)

hl (t + S) = ho(t)hl(s) + h1 (t)h(s),
(2.71)

hi(t 4 s) = ho(t)hi(s) + hi(t)h1(s).
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ou, em termos da base dinamica h(t), h(t)

h(t + s) = ho(t)h(s) + h(t) MR (s),
(2.72)

R (t+ 8) = R ()h(s) + B () ME(s).

Através da diferenciacdo da matriz exponencial e uso da férmula para as poténcias da
matriz companheira, obtém-se uma propriedade geral de permuta de derivadas (shifting)

nas derivadas da solugao fundamental h(t) quando descrita pela férmula

(2n) j—1
bld(J 1- l) ) han_j.
J=111=0
Tem-se
(2n) j—1
bidU ) W) hgp_jug, k=0,1,2,---. (2.73)
7j=11i=0

Utilizando o teorema de Cayley-Hamilton com a matriz exponencial, e novamente a
férmula para as poténcias da matriz companheira, pode ser formulada uma extensao do

referido teorema para duas matrizes. Tem-se

2n

> bihgn—jip =0, p=0,1,2,--. (2.74)
i=0

Devemos observar que a validade dessa identidade é em certa forma andloga ao caso de

multiplicar a identidade de Cayley-Hamilton de uma matriz A por uma poténcia dela.



3 EQUACOES EM DIFERENCAS LINEARES

3.1 Introducao

O estudo das equagoes em diferengas de ordem N

N
> Ajursy = fi (3.1)
=0

onde os coeficientes A; sao matrizes de ordem nxn, ur = w(k) a funcao incognita e

rr = r(k), k inteiro, o termo nao-homogéneo ou excitagdo de ordem nx1, pode ser feito
de maneira direta, inferindo resultados a partir do que é desenvolvido para equagoes de
primeira e segunda ordem, ou, de maneira indireta com o uso da formulagao de estado que
reduz uma equacao de ordem N para uma de primeira ordem. Isto tltimo é encontrado na
literatura, dai que nossa énfase seja, na medida do possivel, de forma direta. Para tanto,

serao utilizados os trés principios das equagoes lineares, enunciados a seguir.

Por simplicidade, a discussao apresentada sera restrita a termos nao-homogéneos

que sejam nulos para tempo negativo.

Pode-se considerar, também, o caso em que
M
fe=7e+ Y _ Bitgsj N =M, (3.2)

J=0

onde os coeficientes B; sao matrizes de ordem nxp; os y; sao vetores px1 e o 7, ¢ um termo

nao-homogéneo. Certamente, o sistema
N
> Ajuys =i, (3-3)
§=0

é equivalente ao sistema com termo nao-homogéneo (3.8), fazendo-se f = ry, B; = 0 para

j=0:M.

76
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Nas aplicagoes, usualmente r; pode ser de natureza forgante, isto é, denotar

um termo simples

Tk =Tk, (3.4)
ou um termo que descreva uma dinamica de controle
M
fo = Biyti, (3.5)
§=0

onde os coeficientes B; sao constantes e y, = y(k) denota a variavel de controle.
Com o propdsito de considerar ambos tipos de sistemas, pode ser assumido

que fr é uma combinacao de ambos, ou seja,

M

Je = Z Bjyk+j + Tk- (3.6)
=0

1. PrRINCIPIO DA DECOMPOSIGAO
A solugao da equacdo linear nao-homogénea pode ser decomposta na soma
de uma solucao homogénea geral e uma solugao nao-homogénea particular.

Assim, a solucéo de (3.1) pode ser escrita
Uk = Upk + Up,k;

onde up j € solugao da equacao homogenea

N
> Ajupyj =0, (3.7)
=0

e uy j; uma solugao particular da equacao nao-homogeénea (3.1).

2. PRINCIPIO DA SUPERPOSICAO

e A combinagao linear de solucbes homogéneas é solucao homogénea.
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e Se o termo nao-homogéneo é uma combinacao linear de funcoes o f +3g,
entao a solugao é a combinacgao linear com as solugoes correspondentes

as funcoes, isto é, auy + Bug.

3. PRINCIPIO DA REPRESENTACAO
Existe uma solucao fundamental que carrega toda a informacao de uma

equacao diferencial linear.

Este tdltimo principio serd mostrado de maneira formal, através da obtencao de uma
férmula de variacdo de parametros com o uso do método operacional da transformada
de Laplace e supondo o caso regular em que a matriz Ay é ndo-singular. A validade dessa

metodologia serd posteriormente estabelecida de maneira rigorosa.

3.2 Representacao das Solucoes

Por simplicidade, a discussao apresentada sera restrita a termos nao-homogéneos

que sejam nulos para tempo negativo. Pode-se considerar, também, o caso em que

M

fe=7k+ > Bjyksj, N =M, (3.8)
§=0

onde os coeficientes B; sao matrizes de ordem nxp; os y; sao vetores px1 e o 73, ¢ um termo

nao-homogéneo. Certamente, o sistema
N
> Ajuyy =i, (3.9)
=0

é equivalente ao sistema com termo nao-homogeéneo (3.8), fazendo-se fi, = i, Bj = 0 para

j=0:M.

O sistema (3.1) pode ser discutido com o uso da transformada de Laplace
em tempo discreto, denominada transformada Z ou combinando-se a formulagao continua

obtida anteriormente com o uso de série de poténcias, conforme [Claeyssen, 1990b]. Neste
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trabalho, serd abordado a segunda opg¢ao. Considere-se o problema de valor inicial

ANugeN + AN1UupeN—1 + .o+ Aruggr + Aoug = fi
Up = U, U] = UT,++ ,UN—1] = UN_7, (3.10)
onde os valores de uy sao fornecidos para k=0:N-1.

A solugao fundamental h(t) de um sistema em tempo continuo satisfaz o

problema de valor inicial

AnEN () + Ay 1hN=D 4 4 Ayh(t) + Agh(t) = 0

. (3.11)
h(0) = 0,h(0) = 0,--- , hV=2(0) = 0, ANh{N —1)(0) = 1.
Escrevendo
S~ b (k)
h(t) = thg, hi, = h¥)(0). (3.12)
k=0

e substituindo-se (3.12) no problema inicial em tempo continuo (3.11), decorre que hy é

solugao do problema inicial discreto

Anhgyn + AN—1hgen—1 + ...+ Athgg + Agh =0
ho =0,h1 =0,--+ ;hy—2 =0, Axhn_1=1,

(3.13)

sendo I a matriz identidade de ordem n.

Esta solucao matricial sera referida como a solucao fundamental discreta do
sistema (3.1) quando considera-se k = —oo : 0o ou de resposta a um impulso discreto
quando definida nula para tempo negativo. Certamente, para tempo positivo ambas coin-

cidem.

Decorre de (1.15), que hy satisfaz também

hts NAN + b N 1AN—1+ ...+ hgi1 AL + hiAp =0, (3.14)

ou seja, hg é uma solucao a esquerda e a direita.
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Além disso, o problema inicial dado pela equagao (3.13) é equivalente para

k > 0 com o problema inicial

Anhpyn + An_thgyen—1 + ...+ Athgy + Aghy, = 0(k)

) (3.15)
ho=0,h1 =0,--- ,hAn_2 =0, hny—1 =0
com d(k) definida como a funcao discreta
0, para k=0
o(k) = , (3.16)
1, para k#0
e que permite escrever a matriz identidade na forma
I=1[6(i—j)] para i,7=1:n. (3.17)

E conveniente salientar que se os coeficientes Ay sdo matrizes simétricas,

entao a solucao h; é também uma matriz simétrica.

EXERcicIo
Mostrar que se os coeficientes Ap sao matrizes simétricas, entdo a solucao fundamental

discreta hjy é também uma matriz simétrica.

Considerando

oo

—, uy, = u(0). (3.18)

e substituindo-se (3.12) no problema inicial em tempo continuo

ANU(N) (t) =+ AN_lu(Nfl) 4+ ...+ Al’ll(t) =+ Aou(t) = f(t)

(3.19)
’LL(O) = Uuo, U(O) = Uy, ", U(N_l)(o) — uNfloa
decorre que uy é solugao do problema inicial discreto
ANugyN + AN—1ugyN—1 + - Arugpr + Aoug = fi (3.20)

up = u(0),ur = 0(0),- -+ ,uy—1 =0 =uN=D(0).
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onde assume-se que f(t) é um termo nao-homogéneo da forma
=D figy fe=F00). (3.21)
k=0 '

Do estudo feito no capitulo 1 para sistemas em tempo continuo, decorre de (1.17) que a

solucdo do problema inicial (3.10) é dada pela formula de variagcdo de parametros discreta

N j—1

up =Y > hjo1-iAjul +th i_1fi. (3.22)

7=11=0
Seguindo (1.18), sao introduzidas as funcoes discretas
N—j—1
th = Z hk+iAj+1+z‘, para j =0:N— 1, (3.23)
i=0
e segue-se que a solugao do problema inicial (3.10) pode ser escrita na forma

up = Z hy, juj + th i1 NA fz (3.24)

7=0

Deve ser observado que a solucao dindmica discreta, hi, gera as bases
[Pk0s Pty -+ 5 B n—1] € [hi, g1, - -+, hg-n—1], POis o casoratiano (wronskiano discreto)

é nao singular.

Com o termo nao-homogéneo (3.8), segue de (1.31) que a solugao do problema

inicial é dada por

N j—1 M j—1 k—1 M
Uk—ZZhJ 1— ZA’LL _Zzhj 1—i jyz +Zzh]+k 1—i ]yl+zhk‘ i—177%-
j=11i=0 j=11i=0 i=0 j=0

(3.25)
Os dois primeiros termos do segundo membro correspondem a solugao homogénea do
sistema, introduzida pelas condicoes iniciais da saida e da entrada e os dois tltimos formam

a resposta forcada, devido aos termos y; e 7, respectivamente.
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Considerando-se condigoes inicias nulas, tanto do termo yj, quanto da solucao

ug, decorre de (3.25) que a resposta forcada é dada pela soma de convolugoes discretas

k—1 M k—1
ue =3 D hjpe—1-iBy | wi+ D> hao1mifi = gr Yk + he %, (3.26)
i=0 \Jj=0 i=0
onde
M
gk =Y _ ;B (3.27)
=0

corresponde a resposta impulso discreta.

Para entradas do tipo exponenciais, yr = z*v e fp = 0, tém-se saidas do
mesmo tipo, ux = 2¥G(2)v, onde G(z) corresponde a funcdo de transferéncia discreta

dada por

M
G(z)=> #'H(2)B;, (3.28)
j=0
sendo

N —1
H(z) =z (Z Aizi> : (3.29)

=0

denominada func¢ao do sistema.

3.2.1 Formulacao no Espaco de Estado
Os sistemas discretos de ordem n
N
> Ajupsj = fi. (3.30)
j=0
sendo os coeficientes A; matrizes de ordem n; y;, e f3, funcoes vetoriais em k, com condigoes

iniciais dadas por

Uup, U1, *+*, UN—-1- (331)
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podem ser transformados em sistemas de primeira ordem com o uso da transformacao de

Hamilton. Define-se a sequiéncia de N vetores de ordem n denotados por

Lk = Yk
2k = Yk+1
(3.32)
ZNk — Yk+N-1
A equagao discreta (3.30) pode ser escrita como
21,k+1 = 22k
22 k+1 = 23k
IN-1k+1 = 2Nk
-1 —1 -1 -1 ~1
2N k+1 = —AnNn Aoz — AN Arzop — - — AN AN22N—1k — AN T AN—12NE + AN R
(3.33)

As N equacoes podem ser escritas na forma matricial por um equagao

em diferencas de primeira ordem

Zyp1 = AZ, + Fy, (3.34)
onde
_ - 0 I 0 0
- - 0
21,k 0 0 I 0
0
z
zo=| | F= e A=
0 0 0 I
0
| 2Nk . —~An1Ay —ANT'AT —ANTMAy - —ANTTAN
L AN Jr J

(3.35)




3 Sistemas Discretos 84

Na literatura, a matriz A é denominada matriz companheira discreta e o

vetor Z;, vetor de estado discreto.

Da teoria desenvolvida, resulta que a solucao de uma equacao nao homogéna
de primeira ordem discreta é dada pela férmula
k—1

Zr. = hi 2o + Z hk;,lfjj:k, (3.36)

=0

onde hj é a solugao matricial do problema de valor inicial discreto
hg+1 = Ahg, ho=1. (3.37)

Neste caso, tem-se a férmula de variacao de parametros
k—1
o= APz Y AT (3.38)

r=0

onde as poténcias da matriz companheira A podem ser identificadas em termos dos elemen-

tos da base [hok, b1k, - ,hn—1k) onde hy_; = hy corresponde & solucao fundamental
do sistema
N
> Ajups; = fi. (3.39)
§=0

Para tanto, utiliza-se a relagao (??) para a exponencial da matriz companheira. Decorre

que
[ ho ha g o hn_ok hipAn ]
o ho‘,k+1 hl',k-i-l hJ\T—Q,k—f—l hkji-lAN ' (3.40)
| hog+N-1 PigiN-1 0 AN—2kiN-1 hkiN-1AN |
EXERcicIo

Mostrar a relagao (3.40).
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3.3 Calculo das Solucoes

Do ponto de vista numérico, as solucoes de sistemas discretos sao usualmente
calculadas recursivamente até um numero finito de iteragoes. Porém, no caso de sistemas
lineares é possivel determinar suas solucoes através de técnicas semelhantes ao caso de

sistemas continuos.

Considere-se sistemas lineares discretos representados por

N
Z AjYkrj = frs (3.41)
§=0
com condicoes iniciais
Yo, Y1, 5 YN-1- (342)

3.83.1 Método Espectral

O método espectral para resolucao de sistemas discretos descritos pela equagao

(3.41) se aplica quando o problema associado de autovalor denotado por

N
Z Aj)\j v=0, para v #0, (3.43)
j=0
gera a partir de seus Nn autovalores (A1, A2, -+, Any) e dos autovetores correspondentes
(v1, v2, -+, UNn) uma matriz V de ordem Nn, dada por
vy V2 “** UNn Vo
)\1’01 )\21}2 cee )\N UN VoD
V= ‘ . T = ° , (3.44)
i )\]1\[711)1 )\évflvg A%;lm\/n ] i V,DN-1 ]

com colunas linearmente independentes. Nesta expressao D é uma matriz diagonal de

ordem Nn denominada matriz espectral, cujos elementos da diagonal correspondem aos
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autovalores do problema e V, é a matriz cujas colunas sdao os autovetores associados, ou

seja, denotam-se por

_)\1 0 ... 0 |
0 XA --- 0

D= . . . e Vo=1] v vy -+ UNn]' (3.45)
0 0 - A |

Em particular, este resultado é verificado quando o sistema possui todos os

autovalores distintos.

Para resolver o problema inicial homogénea,

AnugyN + AN—1ukeN—1 + -+ Arugsr + Aoug = 0,

w(0) = uo, w(0) = tg, -+ ,uMN 1 (0) = uN Y

procura-se uma solucao da forma

Nn

up = ch)\fvj = d(k)c (3.46)

j=0

onde
O(k) = [A]fvl Mg - )\f;anN}

Deste modo as constantes c; sao obtidas utilizando os valores iniciais, isto ¢, resolvendo-se

o sistema

V1 + U2 + -+ - + CNnUNR = Y

C1IAIV1 + C2A2V2 + - - - + CNR ANRUNR = n

N-1 N-1 N-1
Cl)\l U1 —|—02)\2 () +"'+CNn)\Nn UNn = YN-1
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cuja matriz dos coeficientes do sistema corresponde a matriz V. No caso nao-homogéneo,

ANUgpeN + AN_1upeN—1 + -+ Aruggr + Aoug = fis

U(O) = Uy, U(O) = 7:L07 e ,U(N_l) (0) _ U(N_l)
considera-se a solucao como uma superposicao linear
Up, = Upk + Up

com u j solucao homogeénea e u,;, uma solucao particular.

O célculo de uma solucao particular é de acordo com a natureza do termo

ao-h é dem d ao. P impl 1 ial a
nao-homogéneo e ordem da equacao. Para f; simples, por exemplo, uma exponencial a”v
ou um polinémio em k, utiliza-se o método dos coeficientes a determinar. Suponha-se que

up, ;. € uma solucao particular. Entao,
up = O(k)e+ up
e o valor da constante é obtido utilizando o valor inicial, ou seja

c= Vﬁl(uo — Up)-

Em geral, o método espectral pode ser utilizado de maneira direta com
equagoes de primeira ordem. Para isto o termo nao-homogéneo é decomposto em compo-
nentes relativas a base de autovetores e, resolve-se com relacao a cada componente. Para
sistemas de ordem N, esta decomposi¢ao precisa de maior estudo. No caso de um termo fy
de natureza geral, poderia ser utilizado o método de Lagrange da variacao dos parametros.
Porém, este método seréd considerado como um dos métodos nao-espectrais uma vez que

utiliza qualquer base de solucdes, nao necessariamente a base espectral.

EXERCicio Obter uma solucdo particular da uy,; = Aug + fr, fr = a, pelo método dos

coeficientes a determinar. O que acontece se a é autovalor de A7
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EXERCICIO

Considere a equagao de primeira ordem wug11 = Aup + fr. Suponha-se A uma matriz

nao-defeituosa de ordem n, cujos autovalores sao denotados por (Ai, Ag, -+, \,) e os au-
tovetores correspondentes dados por (vi, v, -+ ,v,). a)Escreva-se
fro =VVT i =dy o1 + dogva + - + dp gy, (3.47)

onde V' corresponde a matriz modal. Determine as componentes d;; em termos das linhas

T

w; , i=1:n da matriz inversa VL

b)Considere uma solugao da forma
up? = uy kP +ugp” + o+ uni®

com uji? = gjxrv; do mesmo tipo que a componente d;iv; do termo fi, relativa ao

autovetor v;. Mostrar que

k—1

k—1—
Gik =Y _N"TTd
r=0

EXERcICIO
Seja A = VDV !, Utilize a mudanca de varidvel u = V¢ para obter um sistema desaco-

plado. Obtenha a solucao do problema inicial ug1 = Aug + fx, u, dado.

EXERcicIO
Fazer um estudo espectral para equacao de orden N utilizando a formulacao de estado,
ou seja, a matriz A do sistema de primeira ordem corresponde a matriz companheira do

sistema de ordem N.

3.8.1.1 Meétodos Nao-Espectrais

Para equactes em diferencas lineares de ordem N, podem ser utilizado o

método operacional através da transformada discreta Z; sendo que o uso da transformada
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discreta permite a obtencao de uma férmula para a resposta impulso discreta [Claeyssen,

1999], e o método de variagao de parametros com uma base qualquer.
e Método de Variagcao de Parametros

Aplicando-se 0 método no sistema discreto definido por

Anugsen + AN_qukeN—1 + -+ Arugsr + Aogug = [,

'LL(O) = Uo, U(O) = an e 7U(N_1) (0) = ugN_l)

tem-se que a solucao pode ser escrita por

Up = CLEP1E + CoxP2k + -+ CNpkONnE = PrCh,

onde = (P11 Pok -+ Pnnk| € uma base de solugdes da equacao homogénea associada.

Para determinar as fungoes c;;, assume-se as condigoes de Lagrange
Dy AC, =0, para m=1: N —1,
onde ACk = c11 — C. Assim,
Uk+m = PkrmCk, para m=1:N — 1.

Substituindo-se uj, e suas translagoes dadas por (3.48) no sistema (?7?) e, considerando-se

o fato de que cada coluna de ®; é solucao resulta

ANPr NACE = fi.

Assim, as expressoes (3.48) e (3.48) formam o sistema linear
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Nn
§ ACj kD) k41 = 0
i=1

Nn
E :ch,k¢j,k+2 = 0
i=1

Nn
E:ch,k¢j,k+N—1 = 0
Jj=1
Nn

ZANACj,k¢j,k+N = Jfr

J=1

que pode ser escrito na forma matricial como

DLh+1 P2 k+1 ONnk+1 Acy 0
Orkv2 P2kt ONnk+2 Acsy
0
—1
| P1k+N P2k N ONnk+N | | Acnn | AN fr
Denotando-se,
OPrk+1 P2kt1 ONnk Acy 0
¢1,k+2 ¢2,k+2 ¢Nn,k+2 ACQ,k
ACk = e :Fk =
0
1
¢1,k+N ¢2,k+N ¢Nn,k+N ACNn,k AN

o sistema pode ser representado de forma compacta

VAC, = Fy.

Resolvendo-o em termos das componentes do vetor AC;, obtém-se

Cry1 = Cp + V_lfk.
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A solugao da equagao em diferengas matricial de primeira ordem (3.48)
¢ dada por

k-1
Cp = Cp + ZV‘I}}.

j=0
Desta forma a solugao do sistema (?7?) pode ser escrita como
k—1
Uk = Prco + Z O VTLF;.
=0
O vetor ¢y ¢é obtido a partir das condigoes iniciais do problema, ou seja,

Uog

U

Co = V_l

UN-1

e Formula Discreta

A resposta impulso discreta h; pode ser obtida de forma direta, sem utilizar-se a
formulagao de espago de estado, por simples derivagao da férmula (2.50,n=2) para

a solucao fundamental correspondente ao caso continuo.

A resposta impulso discreta corresponde a solucao do problema de valor

inicial discreto dado pela equacao matricial em diferencas

N
> Ajhgy; =0,
7=0

sendo hy, = h*(0) e os valores iniciais dados por

hozoa hlzoa T hN*ZIOa ANthlzl-



Decorre que hy = h¥)(0) é dada por
Nn j—1
e =) > bidkgjiahnj,

j=1 i=0

onde os parametros b; sao os coeficientes do polinomio caracteristico associado ao

sistema, denotado por

P(z) = det

N

)
E Ajz
Jj=0

Nn
- nh
k=0
a funcao discreta dj, = d® (0) corresponde a solugao da equagao em diferengas escalar
bNndiyNn + ONn—1diy Nn—1 + -+ + bidgy1 + bod = 0,
com valores iniciais

do =0, di =0, dnp-2=0, bynpdnn—1 = 1.

Observe-se que aplicando-se a transformada Z em (3.48) obtém-se a

matriz de transferéncia cuj expressao é

_ . al . B _ Q(Z)
H(z) = (;AJ > i)

sendo
Nn j—1

Q2) =D b . (3.48)

j=1 i=0

92
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