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Quadratura por interpolagdo

Quadratura por interpolacio

O método de quadratura por interpolacdo consiste em utilizar um
polinémio interpolante p(x) para aproximar o integrando f(x) no dominio
de integracdo [a, b]. Dessa forma a integral

/abf(x)dx

pode ser aproximada pela integral

/ab p(x) dx.

Se o integrando f(x) & conhecido em n pontos distintos xi, ..., X,
podemos utilizar algum dos métodos desenvolvidos para encontrar um
polinémio p(x) que interpole f(x;), i=1,...,n.
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Quadratura por interpolagdo

Quadratura por interpolacio

De acordo com o método de interpolagdo de Lagrange, uma vez
determinados os polinémios de Lagrange /;(x), (e a interpolacéo
p(x) =Y, f(x;)li(x) ), a aproximagdo seria entdo dada por

/abp(x)dx = /abiéf(x,-)/,-(x) dx.
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Quadratura por interpolagdo

Quadratura por interpolacio

De acordo com o método de interpolagdo de Lagrange, uma vez
determinados os polinémios de Lagrange /;(x), (e a interpolacéo
p(x) =Y, f(x;)li(x) ), a aproximagdo seria entdo dada por

/abp(x) dx = ’gf(x,-) /ab Ii(x) dx.
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Quadratura por interpolagdo

Quadratura por interpolacio

De acordo com o método de interpolagdo de Lagrange, uma vez
determinados os polinémios de Lagrange /;(x), (e a interpolacéo
p(x) =Y, f(x;)li(x) ), a aproximagdo seria entdo dada por

b

p(x)dx = i f(x;)

a i=1
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Quadratura por interpolagdo

Quadratura por interpolacio

De acordo com o método de interpolagdo de Lagrange, uma vez
determinados os polinémios de Lagrange /;(x), (e a interpolacéo
p(x) =Y, f(x;)li(x) ), a aproximagdo seria entdo dada por

[ ek =Y #x)
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Quadratura por interpolagdo

Quadratura por interpolacio

De acordo com o método de interpolagdo de Lagrange, uma vez
determinados os polinémios de Lagrange /;(x), (e a interpolacéo
p(x) =Y, f(x;)li(x) ), a aproximagdo seria entdo dada por

b n
L/m@w:Zamq.
a i=1
A aproximag3o da integral de f(x) é dada entdo por

'[a@wziqam,

onde os coeficientes C; s3o dados pelas integrais (que podem ser
resolvidas exatamente) . Expressdes dessa forma sio denominadas
férmulas de quadratura. De uma maneira geral, todas as aproximagdes
de operacdes de integracio numérica podem ser descritas nessa forma —
naturalmente, o coeficiente C; vai depender do método utilizado.
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Quadratura por interpolagdo

Quadratura por interpolacio

A chave para determinar os coeficientes € o fato de que os polindmios de
Lagrange, /;(x), dependem apenas dos pontos x;. Ent3o, qualquer que
seja o integrando f(x), uma vez fixados os pontos x;, os polindmios de
Lagrange serdo sdo sempre os mesmos. Se a escolha de f(x) for um
polindmio de grau menor ou igual a n—1, a interpolacdo é exata, ou
seja, f(x) = p(x) e portanto

/abf(x)dx:/bp(x)dx:izn‘iC,-f(x,-).

a

Como a integral indefinida de f é conhecida, entdo a expressio anterior
torna-se uma equac3o para os n coeficientes C;. A escolha de funcdes f
da forma fj(x) = x/ para j=0,...,n—1 da origem a um sistema linear

para os coeficientes.
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Quadratura por interpolagdo

Quadratura por interpolacio

Assim, a partir de um conjunto de pontos {x;}7_,distribuidos sobre o
intervalo [a, b], aproximamos a integral

onde C; sdo solucdo de

(1)°Ci+ ()°C+ ...+ (x2)°Cr =  [PxXPdx = b-a

b b2—32

xCG+xG+... +x,C = [[xdx = 5

n__ .n

() LG+ () LGt o4 ()G = [Pxnlax = 22
n
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Quadratura por interpolagdo

Quadratura por interpolacio

Assim, a partir de um conjunto de pontos {x;}7_,distribuidos sobre o
intervalo [a, b], aproximamos a integral

onde C; sdo solucdo de

C1+C2++Cn = b_a
b2—32
xCG+xCG+...+x,C, = .
bni n
()" TG+ ()" TG+ ()G, = na
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Quadratura por interpolagdo

Quadratura por interpolacio

Exemplo

Vamos utilizar os pontos x; = —1/2, xo =0 e x3 = 1/2 para construir

1/2

uma quadratura para a integral definida -Ll/z
sistema para os coeficientes C; toma a seguinte forma

f(x) dx. Nesse caso, o

G + G + G =
-G + 0 + G
G + 0 + G

Il
W= O =

1 2
cuja solugdo é C; = G3 = 5 e G = 3 Portanto a aproximacio de uma

integral f_lﬁz f(x)dx é dada por

1/2 1
/ F(x)dx ~ = (F(=1/2) +4F(0) + F(1/2)).
e 6

Leonardo F. Guidi Integragio Numérica



Quadratura por interpolagdo

Quadratura por interpolacio

Se conhecemos a aproximacdo de uma integral fab f(x)dx=Y" f(x)GC
€ quisermos encontrar uma aproximac3o para fcd f(y)dy, devemos realizar
a mudanga de variavel y = ax+ 8 (transformag3o afim) que implica

d—p

/Cdf(y)dy:a/cj Flox + B) dx.

Os valores de a e B s3o determinados quando exigimos que os limites de

_ d—
integracdo coincidam: % =ae B = b. Ou seja,
d—c bc — ad
o = = .
b—a ¢ h b—a

e assim,

-d b n
/ f(y)dy:a/ flax+B)dx~a Y flaxi+B)C.
JC Ja l:1



Quadraturas simples
Quadraturas compostas
Método de Romberg

Férmulas de Newton-Cotes

Regra do trapézio

Quando os pontos de interpolacio a=x; < x» < ... < x, = b sdo
igualmente espacados, o método de quadratura por interpolacdo recebe o
nome de férmula de Newton-Cotes.

Nesse caso, os coeficientes da quadratura s3o dados a partir de férmulas
que contém informac&o sobre o intervalo de integracdo e o nimero de
pontos utilizados, na forma do pardmetro h,

B b—a
n—1’

dos pontos x;,
x;=a+(i—1)h, ondei=1,2,...n

e dos pesos que dependem do niimero de pontos utilizados na quadratura.
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Férmulas de Newton-Cotes Quadraturas simples
Quadraturas compostas
W er eb Fen o

Regra do trapézio

Um dos casos mais simples é a regra do trapézio na qual apenas dois
pontos s3o utilizados. A quadratura com dois pontos é dada pela férmula

b
/ F(x) dx ~ Cif(a) + Cf (b),
a
onde C; e (G, sdo solucdo do sistema de equacdes lineares
G+G6G = b-a

b2732
2

aG+bG =

bh—
A solucio do sistema é G, = G, = 5 a_
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Quadraturas simples
Quadraturas compostas
Método de Romberg

Férmulas de Newton-Cotes

Regra do trapézio

Em termos de x; e h, a regra do trapézio para a integral fab f(x)dx
assume a forma

N >

(f () + 1 (x)).
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Quadraturas simples
Quadraturas compostas
Método de Romberg

Férmulas de Newton-Cotes

Regra do trapézio

Estudamos no capitulo sobre interpolacio que se f(" for continua em um
intervalo que contenha (a, b), entdo a cada x no intervalo de interpolacdo
[a, b], existe um & € (a,b) (que depende de x, ou seja, &(x)) tal que

(n) n
F0) = p0) + S [T (x— ).

I
nia

onde n é o namero de pontos de interpolacdo e x;, para i =1,2,...,n sdo
os pontos de interpolac3o.
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Quadraturas simples
Quadraturas compostas
Método de Romberg

Férmulas de Newton-Cotes

Regra do trapézio

Essa relagdo entre f e p permite estimar o erro de truncamento cometido
ao aproximarmos a integral pela regra do trapézio. Entdo, como

(1) + £(0) = [ plx)ai

N>

em vista da relacdo entre f e p temos que

[ e 2@ re) = [0 p(x) o

"

_ /:’ 0N (4~ 2)x— by o,
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Quadraturas simples
Quadraturas compostas
Método de Romberg

Férmulas de Newton-Cotes

Regra do trapézio

Com o objetivo de tornar explicita a dependéncia desse termo em h,

. . . . x—a
vamos realizar a mudanca de variavel de integracio y = 5 Nesse
caso, quando x =a, y =0 e quando x = b, y = 1. Dessa forma,

[ reoaSe@enen = [FEEEE 1 (ray)
= ey -y
0
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Quadraturas simples
Quadraturas compostas
Método de Romberg

Férmulas de Newton-Cotes

Regra do trapézio

Com o objetivo de tornar explicita a dependéncia desse termo em h,

. . . . Xx—a
vamos realizar a mudanca de variavel de integracio y = 5 Nesse

caso, quando x =a, y =0 e quando x = b, y = 1. Dessa forma,

[Tty = [ TEEE 0 ) hay)

0

h3 1

o | f(Eatyh)y(y—1)dy
0

1° teorema do valor médio para a integragdo

Se f e g sdo func¢des continuas e g ndo muda de sinal no intervalo
fechado [c,d], entdo existe um ponto 1 € (¢, d) tal que

d d
| Fgeax=fm) [ g(x)ax.
Cc Cc




Quadraturas simples
Quadraturas compostas
Método de Romberg

Férmulas de Newton-Cotes

Regra do trapézio

Uma vez que y(y — 1) ndo muda de sinal no intervalo [0,1], o teorema
garante a existéncia de um 1 € (0,1) = 3& € (a, b) tal que

. 3 1
[Tty = Do [ -va
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Quadraturas simples
Quadraturas compostas
Método de Romberg

Férmulas de Newton-Cotes

Regra do trapézio

Regra do trapézio

Se f & um funcdo de classe ?(a,b), entdo existe um & € (a, b) tal que

[ e

onde h=b—aex;=a+(i—1)h.

(f(X1)+f(Xz))—*f”(€‘)

N\}

Leonardo F. Guidi Integragio Numérica



Quadraturas simples
Quadraturas compostas
Método de Romberg

Férmulas de Newton-Cotes

D

. ~ . 2
Vamos estudar novamente a aproximagao da integral fi{Ze *“dx, agora
porém, a partir da férmula do trapézio para quadratura. O intervalo de

11
integracdo é [—2, 2} , portanto nesse caso, h=1. De acordo com a

férmula do trapézio

1/2
/ e Pax L (e—l/“ + e—1/4) — 0.77880078.. ..
1/2 2

Quanto ao erro de truncamento na aproximag3o, sabemos que existe um
e 11 tal
——,— | tal que
22) 1

1/2 —x2 1 —1/4 | _—1/4\ _ I 2 —¢2
/ e dx—E(e +e )——E(4C —2)e 5.
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p impl
Férmulas de Newton-Cotes Quadraturas simples
Quadraturas compostas

Método de Romberg

D

1 11
A funcdo T (44’2 —2) e~ *transforma o intervalo (—2,2> no

1 1 _
intervalo 1261/4’6> =(0.06490...,0.16). Esse novo intervalo

determina a regido de possiveis valores para o erro de truncamento. De
fato, a diferenca entre o valor exato e a aproximagdo &
0.143761... € (0.06490...,0.16).
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Quadraturas simples
Quadraturas compostas
Método de Romberg

Férmulas de Newton-Cotes

Regra de Simpson

A regra de Simpson é a férmula de quadratura de Newton com trés
pontos. Nesse caso, o intervalo de integragdo [a, b] é dividido em duas

. Assim, os trés pontos de
a+b
2

a =
é a separagdo entre os pontos

. ... at
partes pelo ponto intermediario

interpolacdo xj,xo e x3 sdo dados por x; =a, xx =a+h= e

b—
x3=a-+2h=>b, onde h=

consecutivos.
A férmula de quadratura possui a forma

b 3
/a F(x) dx ~ ; Cif(x),

onde C;, i =1,2e 3 sdo solucdo do seguinte sistema de equagdes lineares
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Quadraturas simples
Quadraturas compostas
Método de Romberg

Férmulas de Newton-Cotes

Regra de Simpson

G+G+CG = b—a
aC + %b G+bG = 7172532
PG+ () GG = P
A solucdo do sistema é dada por
b—a 2 b—a
CG=—, G=—-(b—- Cx=
1= G=3lbraeG=—
~ b—a
Em termos da separacdo entre os pontos h = >
h 4 h
G==, G=-he G=—.
1=3 %253 e L3 3
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Quadraturas simples
Quadraturas compostas
Método de Romberg

Férmulas de Newton-Cotes

Regra de Simpson

Quanto ao erro de truncamento cometido na aproximagdo, o mesmo
pode ser estimado de maneira analoga a da regra do trapézio.

Regra de Simpson

Se f & um fungdo de classe ¥*(a,b), entdo existe um & € (a, b) tal que

(F () + 47 02) + £ ) — o 7O ()

w| >

/abf(x)dx:

b_
oMeh:AEE,n:a+U—1Mei:LZ3

Leonardo F. Guidi Integragio Numérica



Quadraturas simples
Quadraturas compostas
Método de Romberg

Férmulas de Newton-Cotes

Regras de ordem superior

Regra 3/8 — 4 pontos

Se f & um fungdo de classe €*(a, b), entdo existe um & € (a, b) tal que

/ab F(x)dx = %h(f(x1)+3f(xz)+3f(><3) + f(xa)) — %f(“)(é),

b—a

onde h= ,xi=a+(i—1)hei=123,4.

Regra de Boole — 5 pontos

Se f & um fungdo de classe €°(a, b), entdo existe um & € (a, b) tal que

b 7
/ f(x)dx = %h(?f(x1)+32f(xz) +12f(x3) +32f (x4) + 7f(x5)) — 27"5#6)(&)7
Ja
4

onde h=""2 xi=a+(i—1)hei=1,23,4,5.




Quadraturas simples
Quadraturas compostas
Método de Romberg

Férmulas de Newton-Cotes

Regras de ordem superior

No entanto devemos levar em conta que ndo ha garantias de que o
aumento do niimero de pontos implica a convergéncia da quadratura
para o valor exato da integral.

Isto & um reflexo direto do fato de que as aproximacdes que estudamos
até aqui sdo desenvolvidas a partir da integracdo de um polinémio que
interpola f em pontos igualmente espacados e, como ja estudamos no
capitulo sobre interpolacdo, existem exemplos de funcdes continuas e
com todas as derivadas continuas em algum intervalo cuja interpolacio
polinomial com pontos igualmente espacados ndo converge para f
quando o nimero de pontos cresce (lembre-se da fungio de Runge

f(xX)= ——
(x) 1+ 25x2
A seguir veremos uma técnica de quadratura que garante a convergéncia
para o valor exato da integral de f quando o nimero de pontos n — .

no intervalo x € [—1,1]).
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Quadraturas simples
Quadraturas compostas
Método de Romberg

Férmulas de Newton-Cotes

Quadraturas compostas

Uma maneira de evitar as instabilidades relacionadas a interpolacdo em
pontos igualmente espacados consiste em particionar o intervalo de
integracdo em diversos subintervalos e realizar a quadratura newtoniano
em cada um desses subintervalos com uma pequena quantidade de
pontos.

Dessa forma, o aumento do nimero total de pontos implica uma menor
varia¢do da fun¢do no dominio de integragdo de cada quadratura e
consequentemente, a aproximacio do integrando por um polinémio
torna-se cada vez melhor. No limite, desconsiderando os erros de
arredondamento realizados pela maquina que realiza as operacdes, a
aproximag3o converge para o valor exato quando o integrando for
suficientemente suave.

Veremos duas regras compostas, a regra composta do trapézio e a regra
composta de Simpson.
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Quadraturas simples
Quadraturas compostas
Método de Romberg

Férmulas de Newton-Cotes

Regra composta do trapézio

A regra composta do trapézio consiste em dividir o intervalo de
integracdo [a, b] em n—1 sub-intervalos

[3X2]U[X27X3]U UXn-1,b] = [a, b],

de mesma extens3o h =
n

—a
1 e aplicar a regra do trapézio em cada

intervalo [xk,xk11]-

b X3 b=x,
/a f(x)dx = /: x)dx+/ (x)dx—i—‘..—i-'/x . f(x)dx
~ g(f(a)+f(xz))+ (FO) +f(3))+.. .+ 5 (f(Xn 1) +1(b))

- h (%f(a) +F(xa) 4 F(x3) + oo Fm2) + Fxn1) + %f(b)) ,

onde x;y =a, x,=bexx=a+(k—1)h, para k=1,...)n
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Quadraturas simples
Quadraturas compostas
Método de Romberg

Férmulas de Newton-Cotes

Regra composta do trapézio

Erro de truncamento

A cada subintervalo [xk,xk11] podemos estimar o erro de truncamento
cometido na regra do trapézio: se f € ¢(a,b), existe um & € (xk,Xk+1)
tal que

Xk+1 3
[ 0 d = 5 () + F000) 15780

A unido de todos os intervalos implica

b 1 1 h3 n—1
/ Fx)dx=h( ZF(a)+FOR) +...+ Flxn 1)+ =F(B) ) — = Y F"(&).
; 2 2 12 &
Como, por hipétese, a fungdo " & continua, entdo existe um & € (a, b)
tal que
1 n—1
(€)= Y (k)
n—1 =
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Quadraturas simples
Quadraturas compostas
Método de Romberg

Férmulas de Newton-Cotes

Regra composta do trapézio

Por outro lado, h=
como

i e portanto, podemos reescrever a igualdade
b 1 1 h? ,

[ axt=h( 5F(@)+ FOu) 4ot Floxn1) + 5 £(8) ) = 1 (b ) (£
a

onde § € (a,b).
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Quadraturas simples
Quadraturas compostas
Método de Romberg

Férmulas de Newton-Cotes

Regra composta do trapézio

Regra Composta do Trapézio

Se f & um funcdo de classe ?(a,b), entdo existe um & € (a, b) tal que

/abdxf(x):h (;f(a)+f(X2)+...+f(Xn—1)+ ;f(b)) —%(b—a)f”(é),

b_
onde h:—i, xi=a+(i—1)hei=12,..,n.
-

Note que nesse caso, na auséncia de erros de arredondamento, a
aproximag3o dada pela regra composta converge para a integral exata no
limite h — 0.
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Quadraturas simples
Quadraturas compostas
Método de Romberg

Férmulas de Newton-Cotes

Regra composta de Simpson

De maneira totalmente anéloga, construimos uma quadratura composta
a partir da unido das quadraturas realizadas nos subintervalos com trés
pontos igualmente espacados. A partir de um nimero impar de pontos

. b—a . .
igualmente espacados de h = - aproximamos a integral de f no

. ) . n .
intervalo [a, b] através de quadraturas de Simpson nos intervalos

[2,x3], [x3,X5], -, [Xn—2, B]:

/;bf(x)dx / dx+/ f(x)dx+.. +/b ” (x) dx

S (@) + 4 00) +F0)) + 5 (FO) +47 () (56) + .

o g (F(xn-2) +4F (xn-1) + F(b))

= g[f(a)+4(f(><z)+f(X4)+...+f(x,,,1))+

+2(f(x3)+f(x5)+...+ F(xa—2)) + F(B)],
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Quadraturas simples
Quadraturas compostas
Método de Romberg

Férmulas de Newton-Cotes

Regra composta de Simpson

A regra de Simpson composta pode ser representada pelo somatério

onde
1, sek=1louk=n

Ck=1< 4, sek for par
, se k for impar

N

A analise do erro de truncamento cometido na aproximacio segue a linha
ja estudada na regra do trapézio composta
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Férmulas de Newton-Cotes Quadraturas simples
Quadraturas compostas
Método de Romberg

Regra composta de Simpson

Regra Composta do Simpson

Se f & um fungdo de classe ¥*(a, b), entdo existe um & € (a, b) tal que

[ re9ax=5 5 0= g5 6-ar9c).

onde
1, sek=1ouk=n
Cy=1{ 4, se k for par
2, se k for impar
b—
h= i,Xi=a+(i—l)hei:l,2,...,n
—
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Quadraturas simples
Quadraturas compostas
Método de Romberg

Férmulas de Newton-Cotes

Método de Romberg

Se f for uma fungdo de classe €22 em um intervalo [a, b], ento de
acordo com a férmula de Euler-Maclaurin a sua integral definida nesse
intervalo satisfaz a expressio

b
/ F(x)dx = To+ coh® + cah® + ...+ coh® + oo RRKT2FRRH2) (£,
a

onde T, & a regra composta do trapézio com n pontos e espagamento h,
os coeficientes ¢y, ..., cox ndo dependem de h e & € (a,b) &€ um funcio
que representa o resto do soma.
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Quadraturas simples
Quadraturas compostas
Método de Romberg

Férmulas de Newton-Cotes

Método de Romberg

Se f for uma fungdo de classe €22 em um intervalo [a, b], ento de
acordo com a férmula de Euler-Maclaurin a sua integral definida nesse
intervalo satisfaz a expressio

b
/ F(x)dx = To+ coh® + cah® + ...+ coh® + oo RRKT2FRRH2) (£,
a

onde T, é a regra composta do trapézio com n pontos e espacamento h,
os coeficientes ¢y, ..., cox ndo dependem de h e & € (a,b) &€ um funcio

que representa o resto do soma.

Portanto, de acordo com a férmula, uma quadratura no mesmo intervalo
com 2n—1 pontos, corresponde a um espagamento igual a metade do
original, assim

b N N B 2K B 2k+2 B
/ f(x)dx=Top 1+ <§> +ca <§> +...+cox <§> + Cak+2 <§> fFREE2)(E).

Isto permite combinar as equacdes de modo que o resultado da
combinac3o linear cancela o termo h?:

b 4T 1T,
/ f(x)dx:%+d4h4+“.+dkh2k+o(h2k+2)_
a
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Quadraturas simples
Quadraturas compostas
Método de Romberg

Férmulas de Newton-Cotes

Método de Romberg

4Ton1—T,

A quadratura resultante, " & a quadratura de Simpson

composta com 2n—1 pontos. O mesmo procedimento pode ser
repetidamente iterado com o objetivo de produzir resultados com erro de
truncamento de ordem superior. Algumas dessas combinacdes
correspondem a regras compostas de Newton-Cotes.

O método de Romberg propde a seguinte abordagem. Colecionamos m
quadraturas compostas pela regra do trapézio com 3,5,9,...,2"+1
pontos. Essas quadraturas podem ser convenientemente calculadas
segundo a recursio:

2/-1

1
Toipa =5 Toirnya+hy ) F(at (2k=1)hy),
k=1

1 1
onde hj:% , Ta=ho <2f(a)—|—2f(b)> ej=12,...m
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Férmulas de Newton-Cotes

Método de Romberg

De acordo com a extrapolacdo de Richardson, podemos encontrar a
quadratura de Simpson composta com 2/ 41 pontos através da
combinagdo

4Ty — Toiip

—
Vamos simbolizar essas novas quadraturas por R; 1, ou seja,

R\ — 47-2J'+1 - T21—1+1
1= 3

para j=1,2,....,m. Uma nova sequéncia de extrapolacdes de Richardson
cancelara os termos h*. Denominamos essas novas quadraturas
compostas por R; 5 :
Ry — 16le — Rj—l,l '

s 15
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Método de Romberg

Através de um processo de induco, chegamos a recorréncia

4"R; 1 —Ri—1n1
a1 ’

Rj,n =

paran=1,2,...,j, onde R;o = T, ;. A relagdo de recorréncia é a
expressao do método de Romberg.
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Método de Romberg

Em resumo:

@ calculamos a quadratura do trapézio simples e as m quadraturas do
trapézio compostas T,; ;, de acordo com a recorréncia.

@ em seguida, de acordo com a relaco de recorréncia , calculamos
recursivamente as quadraturas R; 1 para j=1,2,...,m, R;5 para
j=2,....m, Rjzparaj=3,...,m, etc. até Ry, que é a
aproximagdo de ordem O (h2"+2) para a integral [ f(x) dx.
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Quadratura Gaussiana

Os métodos de quadratura que envolvem a interpola¢io polinomial em n
pontos fornecem, por construcdo, o valor exato da integral quando o
integrando é um polinémio de grau menor ou igual n— 1.

Uma vez escolhidos os n pontos x; € [a, b], utilizamos os n polinémios x/,
j=0,1,...,n—1 para determinar os coeficientes C; da quadratura
através da solucdo do sistema de equacdes lineares

n . b pi+1 _ i+l
Z C,' (X,')J :/ XJ dx = —_— .
i=1 a J+1

A quadratura gaussiana utiliza as mesmas equacdes, porém trata os

pontos de interpolacdo x; como incégnitas e inclui outras n equagdes
relacionadas a interpola¢3o dos polinémios x/, j=n,n+1,...,2n—1.
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Quadratura Gaussiana

A férmula de quadratura é determinada pela solucio do sistema de 2n
equacgdes nio lineares

2n j+1 j+1

. ptl_ gt
Y Gy ="—2—, j=012...2n-1
i=1 J+1

em termos das incégnitas C; e x;, i =1,2,...,2n.

Como ja estudamos, através de mudancas de variaveis podemos mudar o
intervalo de integracdo.

Desse modo n3o perdemos nenhuma generalidade ao estudar a solucdo
do sistema n3o linear dado pelo limite de integracdo [—1,1].
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Quadratura Gaussiana

G+ GC+..+C =  [Lx0dx = 1-(-1)=2
x1CG+xC+...+xC = f}leX = 127(271)2 =0
3_(_1)3
()2C+ ()Gt .+ (x)2C = [hxPax = Rz
. 2 kpar
() Gt (¥ Cot oo () Gy = [hxkdx = { e
(X1)2"71 C1+ (X2)2"71 C+...+ (X,,)zn*l C, = fil]_ x2n—lgy = W =0
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Quadratura Gaussiana

E possivel demonstrar que esse sistema possui apenas uma solucdo que
satisfaca os critérios, —1 < x;<1le C; > 0.

Apesar da aparente complexidade apresentada pelo sistema , n3o ¢é dificil
perceber que os pontos x; satisfazem uma equagdo polinomial (basta
isolar as variaveis C; e em seguida as variaveis x; a partir da primeira
equacao.

Na realidade, & possivel demonstrar que os pontos x; s3o as raizes do
polindmio de Legendre de grau n, &2,,.

O polindmio de Legendre de grau n, #,(x) pode ser determinado através
da férmula de Rodrigues:

Po(x) = 2(1nl)jx (e -1)").

De acordo com sua estrutura, é possivel determinar as raizes exatas até,
pelo menos, n=9.
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Quadratura Gaussiana

Os coeficientes C; sdo entio dados pela expressdo

2
(L=x?) (Z4(x:))*

i

Isto permite, a0 menos numericamente, construir a quadratura com um
namero arbitrario de pontos.
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Quadratura Gaussiana

As trés primeiras quadraturas gaussianas no intervalo (—1,1) sdo dadas
exatamente pelos coeficientes:

1
@2pontos: GG=CGC=le —xg=x=
p 1 2 1 2 \/§
@ 3 pontos: C1:C3IZ,C2—2,Xl_X3—\/§eX2—0
1
@ 4 pontos: C1=C4:%(18 \/@), =1-(,
1 1
—x1=X4 = 35(15+2\/%,—X2:X3: £(15—2\/%).
e 5 pontos: C; = G5 = 900 (322-13V/70),
1 128
G=0CG= 322+13
4= 900( +13V70), C
—X1 =X = 35+2ﬁ,—><2:x4f (35—2v70) e
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Integrais impréprias

Nesta secdo veremos algumas estratégias que podem ser adotadas para
aproximar o valor exato de algumas “classes’ de integrais impréprias.

Integrais impréprias sdo aquelas que possuem alguma singularidade nas
extremidades do intervalo de integracdo. Tipicamente, quando o
intervalo de integracdo é toda reta real ou uma semirreta, ou quando o
integrando possui uma singularidade integravel em um ou nos dois
extremos do intervalo.

/; f(x)dx = lim /: f(x)dx

Yoo

Inicialmente trataremos os integrandos que possuem singularidade em
uma das extremidades do intervalo de integra¢do (finito). Os demais
casos podem ser reescritos como um desses.
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Uma classe de singularidades integraveis muito comum é caracterizada

pela presenca do termo
1

(x—a)’
onde a€ R e 0 < r < 1. Neste caso, apesar da singularidade em x = a, a
integral em um intervalo [a, b] é bem definida:

x=b 1

a (x—a) T o 1-r ?

O fato de integrandos dessa familia admitirem primitivas cuja expressio é
conhecida permite o tratamento de integrais de fungdes f : (a,b] = R da
forma

f(x) = (ng:))r, re(0,1),

onde g : [a,b] — R & uma func¢io continua de classe €"[a, b], cuja
derivada g("*1) existe em um aberto que contém a.
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Neste caso, o Teorema de Taylor com a férmula de erro de Lagrange
garante que para cada x € [a, b], existe um & € (a,x) tal que

()= £(2)+£/(2)(x—2) + 38" (@) (x =2 ...+ g "I E) x =)

(n+1

Por simplicidade, vamos considerar o caso em que g é de classe ¢2[a, b]
e possui a terceira derivada limitada no intervalo aberto (a, b).

Seja p> o polinémio de grau 2 formado pelos trés primeiros termos da
série de Taylor anterior e a seguinte decomposi¢cdo para f

_ p2Ax) | g(x)—pa(x)
f(X)_(x—a)’+ (x—a)

Como o denominador do altimo termo contém poténcias de (x — a)
maiores ou iguais a 3, esse termo ¢é livre de singularidades e seu limite &
igual a zero quando x — a™.
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I[remos representar esse termo pela fun¢do G : [a,b] — R (note que G
estad definida em x = a)
g(x) — p2(x)
G(x) = (x—a) ’
0, x=a
Assim, a integral original é decomposta na forma da soma

/ab f(x)dx = /ab (52_();))rdx—|—/ab G(x)dx.

O primeiro termo contém a singularidade mas o seu valor exato é

X >a

conhecido:
bopa(x) (b—a)t" . (b—a)*"  g"(a)(b—a)>"
/a(xfa)r DA s e wA G by s e Sy o

Por construcdo, G é uma funcg3o regular continua, a sua integral definida
pode ser aproximada por um método de quadratura usual.

Leonardo F. Guidi Integragio Numérica



Integrais impréprias

Integrais impréprias

Se a integral imprépria for em um intervalo de comprimento infinito,
como a familia de integrais da forma

f:/ @dx, s> 1,
a Xx°

onde g : [a,%0) & uma fun¢3o continua, suficientemente diferenciavel e
limitada. Nesse caso, o integrando é integravel e .# assume um valor real.
Veremos que é possivel reduzir essa familia aquela que estudamos
anteriormente.

O intervalo de integrac3o é transformado em um intervalo finito através
da mudanca de variavel

1 1 1
t=- = x=- = dx=—_dt,
X t t

que transforma a extremidade x = a na extremidade t =a ' e a

extremidade x = +oo na extremidade t = 0.
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Na nova variavel, a integral assume a forma
7 1
/ g(1/t) (et
l/t
_/ t2 s

Como g é limitada e s > 1, a singularidade em t =0 é integravel e
podemos utilizar a mesma abordagem do caso anterior.
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