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1 Representacao de niimeros em maquinas

1.1 Sistema de numeracao

Um sistema de numeracio ¢ formado por uma cole¢io de simbolos e regras para representar con-
juntos de nimeros de maneira consistente. Um sistema de numeracao que desempenhe satisfato-

riamente o seu proposito deve possuir as seguintes propriedades:

1. Capacidade de representar um conjunto de nimeros distintos de maneira padronizada.

2. Deve refletir as estruturas algébricas e aritméticas dos nimeros

O sistema mais utilizado ¢ o sistema de numeracdo posicional de base 10 ou sistema de numera-
¢do base-10 — o sistema decimal. Em um sistema de numeracio posicional a posi¢io relativa dos
simbolos guarda informacio sobre o nimero que se quer representar. Mais especificamente, posi-
¢Oes adjacentes estdo relacionadas entre si por uma constante multiplicativa denominada base do
sistema de numeragio. Assim, cada simbolo em uma determinada posi¢io contribui aditivamente
com uma quantidade dada pela multiplica¢io do valor numérico do simbolo pela base elevada ao
expoente dado pelo posi¢io. Dessa forma, o numeral, formado por uma sequéncia de simbolos,
representa o numero calculado a partir da soma da contribui¢io conjunta de cada simbolo e de
sua posicao.

Defini¢io 1.1.1 (Sistemas de numeracio base-b). Sistemas de numeracio base-b. Dado um natu-

« 5« 3

ral' b > 1, a colecdo de simbolos “—”, “,” e os algarismos®> {0,1,...,b — 1}, 0 numeral 3
dpdp—1---dido,d—1 -+ (1.1.1)

representa o nimero real positivo

> b, (1.1.2)

j<n
Aplicando o sinal “— a frente do numeral representamos os reais negativos.
8

Observacdo 1.1.2. Quando ndo ha possibilidade de equivoco, dispensamos o subscrito 10 na re-
presentacio decimal. Dessa forma, por exemplo, o numeral 1,231¢, ou simplesmente 1,23, repre-

senta o nmimero 1 x 10942 x 107143 x 1072 . Os algarismos 0 antes da virgula também ndio

'E possivel construir sistemas de numeracio cujas bases sdo inteiros negativos, niimeros irracionais e até com nimeros
complexos. Em particular, é possivel construir sistemas de numerac¢io binarios com base 1 + ¢ ou 1 — ¢ (proposta
por Walter E Penney em 1965). Esse tipo de sistema ¢ capaz de representar os niimeros complexos e pode ser
implementada em hardware, o leitor pode consultar o artigo:

e Jamil, T “The complex binary number system”. IEEE Potentials 20: 39-41 (2002).

2 . .. . .
Quando a base é maior do que 10 utilizamos as letras maitsculas A, B, C, ... para representar os algarismos — essa
¢ a notagdo utilizada na base hexadecimal (base-16).
*Por se tratar de nlimeros reais, a sequéncia sempre ¢ limitada 4 esquerda e portanto n € Z.



1 Representacio de niumeros em maquinas

sdo representados se ndo houver mais algum outro algarismo a esquerda. O mesmo ocorre para
os algarismos zero a direita apds a virgula com excecdo do uso nas ciéncias exatas quando faz-se
necessario registrar a precisao de alguma medida. Assim, evitamos notagées da forma 00 . .. 02,3

para indicar o racional 1gF © Mesmo para notacées da forma 2,30 . ..00, com excecdo dos casos

o . 3 . . .
em que se quer indicar ndo o racional g ™as uma medida com determinada precisdo. Quando a
representacdo de um numero possuir dizimas periddicas utiliza-se como notacio uma barra sobre
A . 1 -/ ) 67 7
a sequéncia que se repete. Por exemplo, ge representado como 0,3 e — ¢ representado como

o 495
0,135.

Os algarismos a esquerda da virgula formam a parte inteira do numeral, os demais formam a sua
parte fraciondria. Os sistemas de numeracio base-b. O sistemas de numeracio base-b sio capazes
de representar unicamente os numeros inteiros, no entanto, o mesmo nao € verdade para nimeros
racionais. Por exemplo, o racional % possui as representacdes 1,1 e 1,09. Essa ambiguidade na

representac¢io posicional se deve ao fato de que para uma baseb > leum k € Z

k

> -1y =pH

j=—o00

Uma forma de evitar a ambiguidade é exigir na defini¢io do sistema de numeragio posicional
base-b que no numeral (1.1.1) deve sempre haver uma quantidade infinita de digitos ndo nulos d;
que satisfagam a desigualdade d; < b — 1. Neste caso, representa¢des da forma 1,09 nio sio

admitidas e em seu lugar utiliza-se a representagdo 1,1%.

1.1.1 Mudanca de base

A partir das expressdes (1.1.1) e (1.1.2) é possivel construir o procedimento de mudanga de ba-
ses. Seja, entdo, X um numero representado na base b como d,d,—1---didg,d—1...p. En-

contrar a sua representacdo em uma outra base g significa encontrar a sequéncia de algarismos

X = ZCngj.

j<m

szczm_l s Czch(), J_l cee g tal que

A seguinte abordagem consiste em separar X nas suas as partes inteira e fracionaria. Seja X°

a parte inteira de X,

X'=Y "dig. (1.1.3)
j=0

De maneira semelhante, seja X7 a parte fracionaria de X,

X' =>"dig. (1.1.4)
Jj<—1

Sem perda de generalidade, a parte inteira sera tratada inicialmente. A divisio de X’ por g d4

*Agradeco aos professores William R. P. Conti e Domingos H. U. Marchetti por essa observacio.



1.1 Sistema de numeracdo

origem a dois termos:

?ﬂ
m\&x

o primeiro termo no lado direito da expressdo anterior é uma fracio, o segundo € um numero
inteiro. Entendendo a operagio anterior como uma divisio ineira, pode-se dizer entdo que a
divisio de X? por g (realizada na base b) possui Z i gJ 1 (que estara representado na base b
em que a operacio foi realizada) como quociente e dy (também na base b) como resto. Portanto,
essa operacio de divisdo inteira nos fornece o primeiro digito da nova representacio, dy. Em
seguida, a divisdo do segundo membro da igualdade anterior (ou seja, o quociente da divisdo
anterior) fornece dy: R
m g1 7 m
2= dig  dy Y g2,

g g
E assim sucessivamente até ser obtido o digito d,, quando o quociente da tltima divisdo for nulo.
Convém lembrar que ao iniciar o processo, apenas a representacio de X na base b ¢ conhecida,
portanto as operagdes de divisdo devem ser feitas na base b. Em resumo, o procedimento incia-se
com a representacio de X’na base b, em seguida obtém-se a representa¢io de g na base b. Uma
vez determinada essa representacio, X* ¢ divido por g; o resto da divisio ¢ o primeiro algarismo
da representacio de X* em base g — o algarismo em si est4 representado na base b — e o quociente

devera ser dividido novamente no passo seguinte.

Ao contrario do que ocorre no procedimento para a mudanga de base na parte inteira, a mu-
danca de base para a parte fracionaria envolve opera¢des de multiplicagdo. A partir da expressio

(1.1.4) € possivel observar que

oo
_J 7. J+1
gXF=d 4+ > dig™,
j=—2
o que fornece o primeiro digito da parte fracionaria — note que no lado direito da expressio an-
terior o primeiro termo é um inteiro e o segundo é um fracionario. Repetindo a operagdo com a

parte fracionéria de g X /:

s = s o
g E dig ' =d_o+ E dig’ .
Jj<=2 J<=3
E assim por diante, os termos da parte fracionaria de X na base g sdo obtidos. Aqui vale a mesma

observacio do paragrafo anterior, as operagdes de multiplicacio devem ser realizadas na base b e

os digitos obtidos estio representados na base b.

Exemplo 1: Vamos representar o numeral 53,2056 no sistema base-8. Nesse caso X = 53¢ e
X7 =0,2056. Para encontrar os digitos da parte inteira na base 8 devemos realizar sucessivas

operagdes de divisdo por 8, como X" esta representado na base 6, devemos realizar todas as



1 Representacio de niumeros em maquinas

operag¢des nessa base’, ou seja vamos dividir por 126(= 81¢):

5% _, L Lo

:4 _—
126 07124

o resto da divisdo, 1g € o primeiro digito (na base 6), na base 8 temos o mesmo digito, ou

seja, 1g. Em seguida, vamos dividir o quociente 4¢:

aqui o resto da divisdo é 46 = 45 e o procedimento termina pois o quociente da divisio é
nulo. Portanto a parte inteira é representada pelo numeral 41g.
Encontramos a representagdo da parte fracionaria através de opera¢des de multiplicagio por

8 na base 6, ou seja, 124:
0,2%@ X 12¢ = 27%6 =26+ 0,%@ ,

a parte inteira da multiplicagio®, 2¢, ¢ o primeiro digito apés a virgula em base 8, 23. Em

seguida multiplicamos a parte fracionaria 0,50 por 8, ou melhor, 124:
0,%6 X 12¢ = 107%6 = 10g + 07%6 R

a parte inteira que resulta da multiplicacdo é 105 = 6g € a parte fracionaria novamente as-
sume a mesma forma, 0,50¢. Isto nos permite concluir que sempre obteremos o mesmo digito
a partir deste ponto. Portanto, 0,205¢ representa o mesmo ntiimero que 0,26g. Combinando

a parte inteira e fracionaria temos finalmente que 53,2056 = 41,26s.

3Para facilitar as operacdes é conveniente utilizar uma tabela de multiplicacdes em base 6 (tabuada em base 6):

le | 26 36 46 56
le | 16 26 36 46 56
26 | 26 4¢ 106 | 126 | 146
36 | 36 | 106 | 136 | 206 | 236
de | 46 | 126 | 206 | 246 | 326
56 | Be | 146 | 236 | 326 | 41

¢ Aqui cabe uma observacio sobre o cilculo de produtos envolvendo dizimas periddicas: o produto 0,205 X 126 pode

10

ser decomposto COomo a soma

0,2056 x 106 40,2056 x 26 = 2,056 + (0,2056 x 26)
2,%6 + ((0726 + 07()@6) X 26)
= 2,056 + (0,46 + 0,0056 x 2) .

Por sua vez, o produto dentro do parénteses, 0,005 x 2, corresponde ao somatério 26 X 220:1 56 x 6~ (k1)
Como 26 X 56 = 14, temos que 0,005¢ X 26 = 21?;1 146 % 67(2]”1), ou seja, 0,005¢ x 2 = 0,014 ¢ portanto
0,2056 X 26 = 0,4146. Assim o resultado do produto 0,205¢ X 126 ¢ igual a soma 2,05¢ + 0,4146.

Somas cujos termos possuem dizimas periddicas sio calculadas da forma usual, no entanto é necessario uma
maior atencio no transporte de algarismo para as posi¢des seguintes. Neste caso, 2,056 +0,4146=2,0506 +0,414¢
e a soma dos algarismos 5¢ € 16 nas posi¢des pares da dizima acarreta o transporte de 1¢ para as posi¢cdes impares.
Dessa forma, temos que 2,056 + 0,4146=2,506. A seguir, esse resultado ¢ apresentado em detalhe com o uso de
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1.1.2 Bits e bytes (e nibbles também...)

O termo “bit” é uma contra¢io de “binary digit” — digito binario — e como tal, pode assumir dois
valores distintos. Registrado pela primeira vez no artigo “Instrumental Analysis” do engenheiro
americano Vannevar Bush, publicado” em 1936. O termo “byte”, criado em 1956 pelo cientista da
computac¢io Werner Buchholz durante a fase de desenvolvimento do primeiro supercomputador
transistorizado IBM 7030, também conhecido como IBM Stretch, correspondia originalmente um
conjunto de tamanho variavel formado por um a oito bits. Devido a popularidade da arquitetura
IBM System/360 (anos 1960) e da familia de microprocessadores de 8 bits langados nos anos 1970,
a quantia universalmente aceita é de oito bits para cada byte. O termo “nibble” nio possui uma
origem clara. Atualmente ¢ utilizado para representar um grupo de quatro bits, ou seja, meio
byte.

Na representagio posicional base-2, o bit assume os valores 0 ou 1. Nas maquinas, um bit é
a menor unidade de informagio; seus dois possiveis valores podem ser interpretados como “ver-
dadeiro” ou “falso” o que possibilita a construcio de operacdes logicas em maquina. Sdo as
operagdes logicas que permitem a realizagdo das operagdes aritméticas com os registros das ma-
quinas.

Um numeral em representacdo binaria com quatro digitos
(dsdadidp),

correspondem a mesma informagdo que pode ser armazenada por um nibble. Em se tratando de
um inteiro sem sinal, os valores no intervalo [0, 15]. Por sua vez, esses valores correspondem ao al-
garismos do sistema base-16 (base hexadecimal), ou seja cada nibble corresponde a um algarismo

hexadecimal.

somatorios para representar as dizimas:

0,2%6 X 12¢ = 2,%@ + 0,4H6
= 2%+ (Z 56 X 6‘2’“> + 046 + (Z 16 ¥ 6‘”“) + (Z 46 X 6_(2k+1)>
k=1 k=1 k=1
= 246+ [ Y (56 + 1) X 6_2'“) + <Z4ﬁ X 6_(%‘”))
k=1 k=1
= 246+ (> 106 x 62’“> + <Z 4¢ % 6<2’““>>
k=1 k=1

Z 1g % 62k+1> + (Z dg X 6(2k+1)>

k=1

oo oo
016+ > 16 x 6_<2k+1)> + <Z 46 X 6_<2k+1)>
= k=1

k=1

D (16 +46) 6‘(2’““))
= 256+ (Y 56 x 6<2k+1)>

[=2]

"Bush, V. “Instrumental Analysis”, Bull. Amer. Math. Soc. 42 (1936), 649-669.

11



1 Representacio de niumeros em maquinas

’ binario ‘ hexadecimal

0000 016
00015 11
0010 216
0011, 316
0100, 41g
0101, 516
0110, 616
0111y Ti6
1000, 816
1001, 916
1010, Asg
1011, Big
1100, Cig
1101, Dig
11104 Eig
1111, Fig

A partir dessa correspondéncia, uma maneira conveniente e natural de representar um sequén-
cia formada por multiplos inteiros de 8 bits € através de sequéncias equivalentes de bytes repre-
sentados por pares de algarismos hexadecimais. O desenvolvimento a seguir ilustra essa possibi-
lidade.

A sequéncia de 8 bits drdgdsdsdsdadidy pode ser entendida como a representacio binaria do

numero inteiro
d7 x 27+ dg x 20 + d5 x 2° + dy x 2* +d3 x 2° + dy x 2% + d1 x 2 + dy.
Ao reagrupar os termos da soma na forma
(d7 x 2% +dg x 2% + d5 x 24 dy) x 2* + (d3 x 2° + do x 22 + dy x 2 + d)
€ possivel verificar que os algarimos dy a d3 e os algarimos d4 a d7 compde, cada um, um nibble:
(drdedsds)y x 16 + (dzdadidp), -

Sejam hy = (drdedsds)s € ho = (dzdadidp), dois algarismos hexadecimais. A soma anterior
corresponde a um niimero cuja representa¢do hexadecimal é da forma (h1hg),4. A sequéncia de
algarismos hexadecimais h1hg é entendida como um byte. Por exemplo, a sequéncia de 16 bits

0001 1111 1000 1011 é convenientemente representada pelos 2 bytes 1F 8B.

1.2 Aritmética de maquina

No ocidente, a utilizagio de um sistema posicional base-10 com algarismos indo-arabicos é cor-

rente desde pelo menos o século XIV, no entanto, em outras culturas € comum encontrarmos

12



1.2 Aritmética de maquina

sistemas — ou pelo menos o seu reflexo na linguagem — base-5, base-8, base-12 ¢ mesmo a uti-

lizagdo matematica de sistemas posicionais base-20 (civiliza¢io maia) e base-60 utilizada pelos
o A . / . ~ N .

sumérios e babilonios com reflexos até hoje na nota¢io para medir Angulos — em graus minutos e

segundos — e nas unidades de tempo minuto e segundo®.

Tipicamente, um numero inteiro é armazenado em um processador como uma sequéncia de
digitos binarios de comprimento fixo denominada registro. Os processadores dispde de um ou
mais circuitos integrados denominados ALUs (plural de unidade logica e aritmética’) cujo papel
€ realizar esse tipo de operag¢des nos registros.

Os computadores digitais atuais, em quase sua totalidade, utilizam ALUs que representam in-
ternamente os nimeros em base-2 (base binaria) e/ou base-10 e realizam operac¢des aritméticas
nessas bases'’. No inicio da computacio eletronica chegaram a ser construidas maquinas que
representavam numeros em base ternaria (base-3)!1. Apesar de sua maior eficéncia e menor custo
de fabricacio, o desenvolvimento foi interrompido devido a crescente producio (e consequente
barateamento devido a economia de escala) e desenvolvimento de componentes para a construgio

de processadores binarios.

1.2.1 Representacido de niimeros inteiros

Se todo o registro for utilizado para representar um inteiro nio negativo a representa¢io € Unica:

um registro de n bits da forma

L doy | duo | dos | | da | di | do |

80 leitor mas interessado deve ler o fascinante texto de Donald Knuth:

* Knuth, D. E. “The Art of Computer Programming, vol2. Seminumerical Algorithms”, 3* edi¢do. Addison-
Wesley, 1997.

em particular, o inicio do capitulo 4 sobre aritmética.

*Em ligua inglesa, arithmetic and logic unit que da origem ao acrénimo. As ALUs foram conceitualmente propos-
tas em 1945 por John von Neumann com parte do computador EDVAC (Electronic Discrete Variable Automatic
Computer), um dos primeiros computadores eletronicos binarios.

10A imensa maioria dos processadores atuais possuem regsitros e realizam operacdes em base binaria. A excecio sdo os
processadores utilizados em calculadoras cientificas e os seguintes processadores fabricados pela IBM: POWERS6,
unidades de processamento do System z9 e System z10. Esses processadores dispde de ALUs que permitem o registro
e operagio em base-10.

10 tinico exemplo é 0 computador SETUN desenvolvido em 1958 na Universidade Estatal de Moscou Lomnossov por
Sergei Sobolev e Nikolay Brusentsov. Essas maquinas foram criadas até 1965 e um novo modelo foi desenvolvido
em 1970, o SETUN-70. Detalhes podem ser obtidos em:

* Klimenko, Stanislav V.: Computer science in Russia: A personal view. IEEE Annals of the history of computing,
v21,n3,1999.

« Zogolev, Y. A.: The order code and an interpretative system for the Setun computer. USSR Comp. Math. And
Math. Physics (3), 1962, Oxford, Pergamon Press, p 563-578.

* G. Trogemann, A. Y. Nitussov, W. Ernst (Hg.), Computing in Russia: The History of Computer Devices and
Information Technology revealed. Vieweg Verlag, July 2001.

» Hunger, Francis: SETUN. An Inquiry into the Soviet Ternary Computer. Institut fiir Buchkunst Leipzig, 2008,
ISBN 3-932865-48-0.
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1 Representacio de niumeros em maquinas

representa o numero (dyp_1dy—ody,—3...dsd1dp)2. Assim, é possivel representar os nimeros in-

teiros entre 0 , representado por 000 . .. 0002 até o inteiro representado por 111...1115:

111... 111y =27 on 2 pon=3 4 ... 4 92 4 9l 4 90 —9n 1,

Naturalmente, também ¢é necessario representar também os inteiros com sinal. No entanto,
existem diferentes maneiras de representa-los através de um registro binario. A seguir, trés das
maneiras mais comuns: representa¢do com bit de sinal, representacdo complemento de um e a

representa¢io complemento de dois.

Representacio com bit de sinal

Essa forma de representac¢io foi utilizada nas ALUs dos primeiro computadores digitais binarios
produzidos comercialmente!?. Consiste na utilizagio de um dos bits para o sinal. Geralmente, o

bit mais significativo no registro (o primeiro a esquerda) ¢ utilizado para esse fim.

De acordo com essa representacdo, um registro de maquina formado por uma sequéncia de 32

bits :

‘S‘dgo‘dgg‘...‘dg‘dl‘do‘
¢ utilizado para representar o nimero binario ((—1)%dso dag ... d2 di dp),. Ou seja, a sequéncia
binaria de 32 digitos (ou bits) sdsg dag ... da di dg € capaz de representar todos os inteiros entre

—231 + 1231 —1(—2147483647 e 2147483647) na forma
(=1)% (do2° + di2' + ... + d502*") .
Nesse caso o maior inteiro representavel ¢ dado numeral I,,,4, = 011...115. Portanto
Iaz = (—1)° (1 +2" +22 4 ... +2%) = 2% — 1 =2.147.483.647.

Levando em conta os nimeros negativos e que o zero possui duas representacoes possiveis (como 0
e —0), essa disposi¢io de dados no registro permite representar os 232 —1 inteiros entre — (231 — 1)
e23t —1.

Essa técnica de registro com n bits permite armazenar em uma maquina todos os 2" —1 nimeros

inteiros entre — (2”_1 — 1) e2n—1_1,

Se em uma operac¢io de soma ou subtracdo o resultado for um nimero que nio pode ser arma-
zenado nos registros ocorre um erro conhecido como overflow. Nesse caso a maquina deve ser
capaz de reconhecer o evento e enviar uma mensagem de erro — se ndo o fizesse, poderia retornar

um numero truncado que nio corresponde ao resultado correto da opera¢io programada.

2Um dos primeiros modelos de computador/maninframe fabricados pela IBM a partir de 1956, 0 IBM305 RAMAC —
um computador no qual ainda eram empregadas valvulas — utilizava essa forma de representagio de inteiros com
sinal. Um dos primeiros modelos transistorizados, o IBM 1401 langado em 1959, também utilizava essa representa-
¢ao.
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1.2 Aritmética de maquina

Representacio complemento de um

Consiste na utilizacio de um registro de n bits da seguinte forma: o primeiro bit representa um
termo aditivo — (2”_1 - 1) e o restante dos bits representam um inteiro nio negativo. Assim um

registro n bits da forma

L doy | duo | dos | o | do | di | do |

representa o inteiro (dy—ody,—3 .. .ded1dp)2 — dp—1 (2"_1 — 1).

O nome da representagdo advém do fato de que nessa representacdo, os digitos do inverso
aditivo de um ntimero sio obtidos através do seu complemento reduzido de base'® no sistema
binario. Essa operacdo equivale também a tomar os complementos reduzidos de base dos digitos
separadamente.

Essa representac¢do contém os inteiros entre — (2”_1 — 1) e 2"~ — 1. O zero possui também
duas representacdes: 111...115 ¢ 000...00,.

Exemplos:

O registro de 8 bits

(oft]ofofoJr]rfo]

representa o inteiro 10001102 — 0 (27 — 1) = 70.
O registro de 8 bits

(tfofuf1frfofof1]

representa o inteiro 01110013 — 1 (27 — 1) = 57 — 127 = —70. Comparando os dois registros,
podemos notar que o segundo ¢ obtido a partir do primeiro trocando-se os digitos 1 por 0 e
vice-versa'*. Essa forma de representagio também foi utilizada em ALUs de computadores mais

antigos'.

Representacio complemento de dois

A representa¢io complemento de dois é a representagio mais utilizada nas ALUs dos processa-
dores atuais por garantir uma maior simplicidade no desenho de circuitos para operag¢des logicas
e aritméticas. Consiste na utiliza¢do de um registro de n bits da seguinte forma: o primeiro bit
representa um termo aditivo —2" ! ¢ o restante dos bits representam um inteiro nio negativo.

Assim um registro n bits da forma

| doy | dos | dos | 0 | d2 | di | do |

representa o inteiro (dp,_odp,_3 . .. dad1dg) — dy— 1271,

B0 “complemento reduzido de base” de um inteiro y com n digitos no sistema base-b é definido como (b™ — 1) — y.
Assim, no sistema binario, o complemento reduzido de base de 0 ¢ 1 e vice-versa.

Ou seja, é a operacio logica “ndo” aplicada a cada bit.

SEntre eles o PDP-1 langado em 1960 pela Digital Equipament Corporation, um computador muito utilizado nos
departamentos de ciéncias exatas de varias universidades (como o MIT, onde em 1961 Steve Russell, Martin Graetz
and Wayne Wiitanen apresentaram o primeiro game programado em um computador digital, o “Spacewar!”); e o
modelo 160A da Control Data Corporation langado em 1960 a partir do projeto desenvolvido por Seymor Cray
(anos mais tarde ele fundaria a Cray Corporation, famosa por seus supercomputadores).

15



1 Representacio de niumeros em maquinas

Nessa representacio, o registro do inverso aditivo de um niimero € obtido a partir do seu com-
plemento de base!®.

Essa representagio contém os inteiros entre —2" ! ¢ 2"~1 — 1 e ao contrario das anteriores, o
zero € unicamente representado por 000 . . . 00,.

Exemplos:

O registro de 8 bits

[0f1foJoJofaf1]0]

representa o inteiro 10001102 — 0 (27) = 70.
O registro de 8 bits

[1fofrfufufof1fo]

representa o inteiro 01110103 — 1 (27) = 58 — 128 = —70. Comparando os dois registros,
podemos notar que o registro do inverso aditivo de um numero ¢é obtido trocando-se os digitos 1

por 0 e vice-versa e adicionando 1 ao resultado.

1.2.2 Representaciao de nimeros com parte fracionaria - ponto-fixo

E possivel estender a técnica utilizada na representaciio dos inteiros para representar com precisio
finita, nimeros que possuam parte fracionaria. Dados dois inteiros positivos p e ¢, interpretamos
um registro de n = p + ¢ + 1 bits como a divisdo por 27 do inteiro de n bits na representacio
complemento de dois. Vamos simbolizar tal registro como R(p, q).

Dessa forma, um registro de 32 bits R(15, 16):

‘d31‘d30‘d29‘~--’d2‘d1‘do‘

representa o numero

((dsodag . . . dadido)y — d3123') 2716 — ((dsodag . . . dizdie)y — d312"°) + (0,d15d14. . . dido),

parte inteira parte fracionaria

Esse tipo de representacio de nimeros é conhecido com representacdo de ponto-fixo. De forma
geral, utilizando p + 1 bits para representar a parte inteira e g bits para a parte fracionaria é
possivel representar os numeros fracionarios no intervalo [—2P, 2P —279] em intervalos igualmente
espacados de 27, Em moédulo, o menor nimero representavel também possui esse valor. Se em
alguma operacio o resultado for um nimero menor em médulo que 277 diz-se que ocorreu um
erro de underflow, em particular a regido compreendida pelo intervalo (—279,277) ¢ denominada
regido de underflow. Da mesma maneira, se o resultado de alguma operagio for maior que 2P —
277 ou menor do que —2P, diz-se que ocorreu um erro de overflow e a regido (—oo, —2P) U (2P —
279, 400) é denominada regido de overflow.

A representa¢do em ponto fixo possui a vantagem de oferecer uma representagdo para nume-
ros com parte fracionaria que podem ser trabalhados dentro de ALUs, ou seja, € possivel realizar
operagdes aritméticas com nimeros ndo inteiros através de circuitos integrados de fabricac¢io sim-

ples. Por esse motivo ela é utilizada em sistemas onde a simplicidade de fabrica¢io e operacio sio

0 “complemento de base” de um inteiro ¢ com n digitos no sistema base-b é definido como b™ — y.
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1.2 Aritmética de maquina

fundamentais.

Entretanto, os registros de ponto fixo possuem a desvantagem de representar numeros distintos
com precisio diferente. Por exemplo os nimeros 9999,1234 e 0,0012113 sdo representados em
base 10 com 4 digitos para a parte inteira e 4 digitos para a parte fracionaria da seguinte forma:
9999,1234 € 0,0012. Enquanto que no primeiro caso o numero é representado com oito digitos,
o segundo dispde de apenas dois digitos para representa-lo. Essa assimetria na representacio em
ponto fixo, caracterizada pela maior precisio com que os numeros de maior valor absoluto sdo

registrados, motiva a introducdo da representa¢io de ponto flutuante.

1.2.3 Representacio de ponto flutuante

Defini¢do 1.2.1 (ponto flutuante). A representacdo x de um nimero real é denominada ponto flu-

tuante normalizado na base b € N, b > 2, se forem satisfeitas as propriedades

1. £ = mb°, onde
2. m:idl,dg...dn n €N,
3.1<d1 <b—-1 e 0<d;<b—1 parai=2,3,...n,

4. e1 <e<ey, ondee, ey, es € 7.
m é denominada significando'’, € expoente e n o mimero de digitos de precisio.

Exemplo 2: O namero 9999,1234 em representagdo de ponto flutuante em base 10 com 8
digitos de precisio ¢ 9,9991234-103. Utilizando essa mesma prescricio, o nimero 0,0012113
¢ representado como 1,2113131 - 1073,

Em uma representacdo de ponto flutuante normalizado, o primeiro algarismo ap6s a virgula é
necessariamente maior ou igual a 1. Portanto o nimero zero esta fora dos casos cobertos pela defi-
ni¢io de ponto flutuante. Usualmente o incluimos em um conjunto denominado sistema de ponto
flutuante onde possui a representacio 0,00...00°. O sistema de ponto flutuante F'(b,n,e1,e3) &
definido como o conjunto de nimeros que inclui o zero e os pontos flutuantes em base b com n

digitos de precisio e expoente que pode variar entre e; e eo inclusive.

Propriedades do conjunto F'(b,n, e, e2)

Ao contrario do que ocorre com os numeros representados por um esquema de ponto fixo, os
elementos sucessivos do conjunto F'(b, n, e1, e2) ndo sdo igualmente espagados. Para exemplificar
essa propriedade vamos considerar o sistema dado pelo conjunto F'(10,2, —10, 10). De acordo

0719 o numeral

com a defini¢do, o elemento positivo mais proximo de zero é¢ o numeral 1,0 - 1
seguinte ¢ 1,1-10710 e assim por diante até o numeral 9,9- 10710, O espacamento entre eles'® ¢ de

0,1-10719. Ap6s o numeral 9,9-10710, vém os numerais 1,0-1072,1,1-1072, ..., 9,9-10~°. Agora

" Também conhecido como coeficiente, ou ainda, mantissa.

¥Note que a diferenca entre esses primeiros numerais ¢ menor do que o menor numeral representavel pelo sistema, ou
seja, se for realizada uma opera¢io de subtracio em ponto flutuante entre quaisquer dois elementos consecutivos
o resultado ser4 nulo.
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1 Representacio de niumeros em maquinas

o espagamento ja ¢ 0,1-107Y e assim por diante até os maiores numerais 1,0-1019, ..., 9,9-10°
cujo espacamento ¢ 0,1 - 10'°, Portanto os elementos estio mais densamente acumulados em
torno do zero.

A cardinalidade de um sistema de ponto flutuante F'(b, n, e1, e2) é dada por |F(b,n, e1, e2)]:
|F(b,n,e1,e2)] =14 2(b— 1)b" ey — e +1). (1.2.1)

A cardinalidade do conjunto é calculada a partir de todas as combinag¢des possiveis para a repre-
sentacdo de um numeral como elemento de F'(b,n, €1, e3), somadas ao elemento zero que ndo
pode ser representado segundo a defini¢ao de ponto flutuante usual. O primeiro termo do lado
direito de (1.2.1) deve-se ao zero. O fator 2 deve-se ao sinal. O fator (b — 1) deve-se aos possiveis
valores que o digito di pode assumir. O fator "' deve-se a combinagio dos b possiveis valores
que os digitos dg, . . ., d, podem assumir. E finalmente, o fator (e2 — e1 + 1) deve-se aos possiveis

valores que o expoente pode assumir.

Arredondamento

A operagido de arredondamento consiste em encontrar um representagio & para um numero £ com
uma determinada precisdo. Essa operagio ¢ usualmente realizada em maquinas para representar
internamente os numeros e o resultado de operacdes aritméticas realizadas sobre eles. Nio ha
uma unica forma de realizar o arredondamento e, de acordo com a aplicag¢io, existem regras mais
convenientes. Vamos discutir as cinco mais comuns e previstas pelo padrio da IEEE.

Qualquer que seja a operag¢io de arredondamento, o resultado depende exclusivamente dos
digitos que compde o numero, a sua magnitude nio desempenha papel algum. Assim, por sim-

plicidade, o tratamento exposto considerara nimeros da forma
Tr = i(do,d_l .. .)b.

Uma operag¢io de arredondamento do niimero x com k digitos resulta em um nimero & com k
digitos de precisio
T = i(do,d,1 o d—k+1)b

onde os valores dos digitos dp, d—_1, ..., d_;+1 sdo determinados a partir dos valores de d_g1,
d_kyd_g_1, ...edaescolha do tipo de arredondamento. Em comum, as opera¢des de arredon-

damento possuem a caracteristica de produzir uma resposta da forma
Z = +(do,d—1...d_ks1)p,
determinada ”truncamento com k digitos”, ou da forma
T+ b =+ ((do,d d 0,0...1
€ - (( 0,4—1--- —k+1)b+(7 )b)7

que consiste em adicionar uma unidade ao digito d_x 11 na representacio Z.
A seguir estio enumerados os cinco tipos de arredondamento mais comuns. Os dois primeiros

sdo arredondamentos para representante mais proximo, os demais sio denominados “arredon-
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1.2 Aritmética de maquina

damentos dirigidos”.

1. Arredondamento para o mais proximo, desempate par: € o numero com k digitos mais

proximo de . Em caso de empate, isto ¢, se os digitos sobressalentes (0,d_xd_g—1...),
1 .. , : :
representarem a frag¢io 3°° digito d_jy1 é arredondado para o algarismo seguinte se d_j11

. / ~ . . . ~
for impar e mantido se par. E a escolha padrio na maioria das situagdes.

Regra:

( z, se (Oad—kd—k—l)b ...<27l ou
se (0,d—d_g—1)p-.. =271 ed_y1 for par;

N
Il

TEb L se (0,d_gd_g—1),...>271 ou
se (0,d_pd_p—1)y...= 271 ed_p 1 for impar.

2. Arredondamento para o mais proximo, desempate no sentido oposto ao zero: é o nimero

com k digitos mais proximo de x. Em caso de empate, isto €, se os digitos sobressalentes

—_

(0,d_gd_—1...), representarem a fracdo > o digito d_j11 é arredondado para o alga-

rismo seguinte.

Regra:
se (O,d,kd,kfl)b o< 27t

&

=N
Il

zEb R se (0, d_pd—p—1)p.-. > 271 ou

3. Arredondamento por truncamento ou no sentido do zero: os digitos sobressalentes sio

descartados. Possui esse nome pois o seu efeito € aproximar os numeros do zero.

Regra:

T =7

4. Arredondamento no sentido de +00: o digito d_j1 é arredondado para o algarismo se-
guinte se o numeral for positivo e os digitos sobressalentes forem nio nulos. Se o numeral
for negativo e os digito sobressalentes forem ndo nulos, o digito d_j, ¢ mantido. Possui esse
nome pois o seu efeito é deslocar os numeros de um valor maior ou igual a zero (ou seja no

sentido de +00).

Regra:
sed_p=d_p_1=...=0 ou

&

sed_j # O paraalgum j > kex < 0;

IS
Il

b se d_; # Oparaalgum j > kex > 0.

5. Arredondamento no sentido de —oo: o penultimo digito é mantido se o numeral for positivo
e os digitos sobressalentes forem nio nulos. Se o numeral for negativo e os digitos sobressa-

lentes forem nio nulos, o digito d_j, é arredondado para o algarismo seguinte. Possui esse
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1 Representacio de niumeros em maquinas

nome pois o seu efeito € deslocar os nimeros de um valor menor ou igual a zero (ou seja,

no sentido de —oo).

Regra:

ﬁl

&

sed_p=d_p_1=...=0 ou

sed_j # 0 paraalgumj > kex > 0;

bR se d_j #0paraalgum j > kex <0.

Exemplo 3: O quadro abaixo apresenta o resultado das opera¢des de arredondamento para

trés digitos.

x|mais proximo,|mais proximo,|truncamento|sentido +oo|sentido —oo
desempate par |desempate «+0—

13.140 13.100 13.100 13.100 13.200 13.100
0,01875 0,0188 0,0188 0,0187 0,0188 0,0187
-3,3196 -3,32 -3,32 -3,31 -3,31 -3,32

-2.145 -2.140 -2.150 -2.140 -2140 -2.150

1.2.4 Aritmética de ponto flutuante

As operagdes aritméticas com pontos flutuantes, simbolizadas pelos termos &, ©, ® e @, e defi-
nidas sobre elementos de um mesmo sistema de ponto flutuante, retornam sempre um elemento
desse mesmo sistema. Idealmente, as operac¢des sio realizadas como se os potnos flutuantes fos-
sem numeros reais e entdo € utilizada uma operacio de arredondamento para que o resultado seja

um elemento do sistema de ponto flutuante.

Um outra propriedade importante dos pontos flutuantes diz respeito as propriedades algébricas
que ao contrario dos reais, racionais e inteiros, em geral ndo sio validas. Vamos representar
as operagdes de adicdo, subtracio, multiplicacio e divisio em ponto flutuante, respectivamente,
pelos simbolos @, ©, ®, @. Dados trés numeros com representagiao em ponto flutuante x, y € 2,

em geral

r®y # z+y,

TRy #F T Xy,
(z@y) Dz # 20 (yd2),
t®(ydz) # @Y & (@2).

Exemplo 4: Sejamz = 1-103 ey = z = 1-10'Y, elementos do conjunto F(10, 3, —10, 10).

Entido

1,00- 1073 & (1,00 - 10'° & 1,00 - 101°)
1,00- 1073 @0
1,00 - 1073,

T® (Yo z)
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por outro lado

(z@y)oz = (1,00-107% @ 1,00 -10'°) & 1,00 - 101°
= 1,00-10* & 1,00 - 10°
= 0.

1.2.5 Cancelamento catastrofico

Z . ~ . . . .
E um efeito presente nas operacdes em ponto flutuante, caracterizado pelo aumento significativo
do erro relativo no resultado da operag¢io. O cancelamento catastrofico pode ser verificado prin-

cipalmente na operacao de subtracio de dois pontos flutuantes muito proximos.

Exemplo 5: Vamos considerar a operagio em ponto flutuante associada a subtra¢io dos nu-
meros racionais 0,9876543210423456789 e 0,9876543209. Se os registros forem de 10 digi-

tos, a representa¢ido dos dois niimeros sera respectivamente
9,876543210 x 107! e 9,876543209 x 10~
A diferenca exata entre os dois nimeros € de
1,423456789 x 107"
enquanto que o resultado da operag¢io de diferenca em ponto flutuante é

1,00000000 x 10710,

uam diferenca de aproximadamente 42%.

Um outro exemplo classico é o das raizes de uma equag¢io polinomial de segundo grau.
Exemplo 6: Seja a equagio de segundo grau
2% + 400z — 0,00004617 = 0.

Essa equag¢io possui duas raizes reais, uma proxima a —400 e outra proxima a 0. As raizes

sdo dadas exatamente por

—400 — \/4002 + 4 x 0,00004617 —400 + \/4002 + 4 x 0,00004617
e .
2 2

A sequéncia de operag¢des em ponto flutuante utilizada para calcular as raizes € dada por

(—b & sqrt ((b® b) © (4,000000000 & ¢))) @ 2,000000000

(—b @ sqre ((b® b) © (4,000000000 @ ¢))) @ 2,000000000,
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onde b = 4,000000000 x 10% e ¢ = —4,617000000 x 10~°. Substituindo os valores e reali-

zando as operag¢des, obtemos

(—b & sqrt ((b® b) © (4,000000000 ® ¢))) @ 2,000000000

= (—4,000000000 x 10
osqrt (1,600000000 x 10° @ 1,846800000 x 10~*)) @ 2,000000000 x 10°

= (—4,000000000 x 10? & sqrt (1,600000002 x 10%)) @ 2,000000000 x 10"
= (—4,000000000 x 10% & 4,000000002 x 10%) @ 2,000000000 x 10°

= —4,000000001 x 107,

Realizando as operacdes para a outra raiz, obtemos o valor 1,000000000 x 10~7. O va-
lor da primeira raiz com os dezesseis primeiros digitos exatos ¢ —400,0000001154249. .. ¢
ha concordancia com os dez primeiros digitos obtidos na operagio em ponto flutuante. O
mesmo nio ocorre com a segunda raiz. Neste caso, o valor com dezesseis digitos exatos ¢é
1,154249999666926 . .. x 10~ 7 e, a exce¢do do primeiro digito, todos os seguintes diferem o
que caracteriza o cancelamento catastrofico.

A inexatiddo no calculo da segunda raiz pode ser diminuida consideravelmente se manipu-
larmos a expressio de maneira a evitar a subtra¢io de dois pontos flutuantes muito proximos.
Analisando a expressio para a segunda raiz, podemos verificar que a operag¢io inexata € a
subtracio presente na soma dos termos —b e v/ b2 — 4c. Neste exemplo, em valores absolu-
tos, b ¢ muito maior que ¢, portanto a representacio em ponto flutuante do termo vb% — 4c
partilha muitos digitos em comum com a representagdo de b.

Evitamos o cancelamento catastr6fico em ponto flutuante realizando o cancelamento na

propria expressio, antes de realizarmos as operagdes em ponto flutuante!:

b+ Vb —4c =

/ 4c
2c

2c

19 . . . . ~ ;. .
Na passagem da segunda para a terceira linha, foi realizada um expansio em série de poténcias para o termo /1 — x

. . N 4c
em torno de z = 0. Ou seja, levamos em consideragio que o termo 7 ¢ pequeno.
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Como b > 0, a segunda raiz pode ser calculada a partir da aproximagio®”

—b+\/b2—4cN c

2 b’
Substituindo os valores das constantes b, ¢ e realizando as opera¢des em ponto flutuante,

obtemos a aproximacio 1,154250000 x 107 que possui um erro muitas vezes menor.

1.2.6 Padrao IEEE754

O padrio IEEE754 (a sigla se refere ao Institute of Electrical and Electronics Engineers) foi desen-
volvido com o objetivo de unificar as diversas implementa¢des em maquina de registros e opera-
¢des em ponto flutuante. A maioria dos processadores atuais possuem unidades especializadas,
denominadas FPUs (Unidades de Ponto Flutuante)?! que suportam o padrio IEEE754 ou pelo
menos suportam um subconjunto obrigatério das defini¢des?.

Além dos numerais em ponto flutuante, o padrio prevé que o registro pode conter informacio
sobre +00, —00, +0, —0, numerais subnormais (menores do que o usualmente suportado em uma
notacdo F'(2,m, ez, e1)) e os NaN (“not a number” reservado para operagdes ilegais como raizes
de niimeros negativos).

O padrio prevé quatro tipos de registros: registros de 32 bits denomindos pontos flutuantes de
precisdo simples, registros de 43 ou mais bits para precisdo simples estendida, registros de 64 bits
para precisio dupla e registros de 79 ou mais bits para precisio dupla estendida. A implementagio
de precisio simples é obrigatéria, as demais sdo opcionais.

A titulo de ilustragdo, vale a pena estudar os registros de precisdo simples.

Os 32 bits do registro de um numeral em precisio simples sio divididos de acordo com o dia-

grama a abaixo,

o [ew [ ] o [ |

o bit s é responsavel pelo sinal, os bits egregg. . .ego representam o expoente e finalmente os bits

MaogMa1. .. Moo representam o significando. Com os 8 bits do expoente representam-se inteiros
entre 0 e 255, no entanto os registros relativos ao 0 (00000000) e 255 (11111111) sdo reservados
para uso especial, sobram portanto os inteiros entre 1 e 254. Segundo o padrio, o inteiro relativo
ao expoente esta deslocado de 127, entdo os 8 bits permitem representar os valores inteiros entre
—126 e 127. Os 23 bits restantes sdo utilizados para representar o significando com 24 digitos
binarios (ja que o primeiro digito é sempre igual a 1 em uma base binaria, nio ha necessidade
explicita de armazena-lo no registro e com isso ganha-se um bit extra) com uma diferenca: no

padrdo IEEE754 os pontos flutuantes normalizados come¢am com o primeiro digito a esquerda

Obtemos uma aproximag¢io mais exata se levarmos em considera¢io os termos de ordem superior na expansio em
série de poténcias. Porém, como os pontos flutuantes deste exemplo armazenam apenas dez digitos, a inclusdo dos
termos adicionais nio altera o resultado da operag¢io (o leitor pode verificar esse fato).

2'Em lingua inglesa, Floating Point Units.

2 Ao contrario das ALUs que também estdo presentes nos circuitos de calculadoras cientificas, o uso de FPUs é mais
comum em processadores para computador. Por exemplo, os modelos de processadores da Intel anteriores ao
486DX nio possuiam uma unidade FPU prépria (apesar de ser possivel a instalagio de uma FPU independente no
computador).
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1 Representacio de niumeros em maquinas

posicionado antes da virgula. Portanto o registro de 32 bits é capaz de armazenar os elementos

ndo nulos do sistema F'(2,24, —126, 127) e mais os casos especiais:

1. zeros: bits do expoente e do significando todos nulos. O bit de sinal pode ser igual a 0 ou

1, ou seja, ha uma representacio para +0 e —0.

2. subnormais: bits do expoente todos nulos e os do significando e sinal guardam informagio

sobre o subnormal.

3. infinitos: bits do expoente todos iguais a 1 e os do significando iguais a 0. O bit de sinal

pode ser igual a 0 ou 1, ou seja, ha uma representacgio para +00 e —o0.
4. NaN': bits do expoente todos iguais a 1 e os demais bits contém informacio de diagnostico.

Exemplo 7: Vamos encontrar o registro equivalente ao numeral 1345,875. O primeiro passo

¢ representar o numero na base binaria:
1345,875 = 10101000001,1115.

Em seguida vamos reescrevé-lo como um ponto flutuante normalizado: 1,0101000001111 -
210 Tgnoramos o 1 antes da virgula e adicionamos tantos 0 a direita quantos forem necessa-

rios para preencher os 23 bits, dessa forma encontramos os bits do significando:

01010000011110000000000.

O expoente vale 10, com o deslocamento de 127, o inteiro a ser representado pelos bits do
expoente € 0 137 = 100010015. O bit de sinal é igual a 0 pois o numero € positivo. O registro

de 32 bits completo é dado por

01000100101010000011110000000000.

1.3 Erros

O principal proposito da computagio cientifica ¢ a construgdo de métodos que permitam obter
aproximag¢des numéricas para um dado objeto cujo valor exato seja impossivel ou muito dificil de
ser obtido. E fundamental que esse métodos produzam as aproximacdes do modo mais eficiente
e acurado possivel(muitas vezes € necessario chegar a um balango aceitavel entre essas duas pro-

priedades). Tal objetivo sop pode ser alcangado se as diferentes fontes de erro forem controladas.

1.3.1 Origem dos erros

Os resultados obtidos através de métodos numéricos podem ser afetados por muitos tipos de erros.
Enquanto alguns deles podem ser dificeis de serem controlados, outros podem ser mitigados ou
mesmo eliminados através de uma conveniente modificacio do método.

De maneira geral, é possivel classificar os erros que afetam o resultado de um procedimento
computacional como erros nos dados de entrada, erros de arredondamento e erros de trunca-

mento.
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1.3 Erros

Os erros nos dados de entrada sdo aqueles relacionados a alguma medida fisica. Os aparelhos
utilizados para medi¢io sempre possuem uma precisio finita —em geral nio muito grande quando
comparada a precisio que € possivel ser obtida na representa¢io de nimeros em maquinas— e nem
sempre € possivel melhora-la consideravelmente.

Os erros de truncamento sdo os mais comuns em algoritmos numéricos. Ocorrem quando, de
alguma maneira, € necessario aproximar um procedimento formado por uma sequéncia infinita
de passos através de um outro procedimento finito.

Os erros de arredondamento sio aqueles relacionados as limitagdes que existem na forma de
representar nimeros em maquinas.

Qualquer que seja a natureza do erro, o método numérico utilizado em um dado problema
deveria ser capaz de estimar as suas consequéncias sobre o resultado: os dados de saida. Vamos
discutir nesta se¢io como “propagar” e controlar essa incerteza presente nos valores nas diver-
sas operag¢des proprias a um procedimento computacional. Devido ao seu carater, os erros de

truncamento serdo estudados em conjunto com os algoritmos que os geram.

1.3.2 Conceitos iniciais

Seja x um numero que se conhece exatamente e £ uma representagio finita, ou aproximacaio, de z,

1
por exemplo z = me & = 3,14159, ou ainda z = 3¢ Z = 0,333. Entido definimos erro absoluto
e erro relativo como:

Defini¢do 1.3.1 (Erro absoluto e erro relativo). O erro absoluto na representacio T é definido por
|z — Z|. O erro relativo é definido como |x|$|x\
Em uma maquina, denominamos “precisdo” o numero de digitos no significando. Por outro lado,
como o proprio nome diz, a “exatidio” ou “acuracia” de uma aproximagio ¢ uma medida de
quanto ela esta proxima do valor exato. Uma maneira de estimar a exatidio utiliza o conceito de
digitos exatos de uma representacio.

Proposi¢io 1.3.2 (Digitos exatos de &)

Seja a aproximacdo T de um niumero x em base b. O numero de digitos exatos em T é um nitmero

natural k que satisfaz as desigualdades

~log, % ~1<k<—log, xxi +1

Através dessas defini¢des podemos apreciar a diferenca entre os conceitos de precisio e exatidio
de uma representacio .

2 representado pelo numeral 0,d_1d_g . . . X b€ e sua apro-

Demonstra¢ido: Seja x um numero
ximagio Z, representada por um ponto flutuante normalizado com n digitos de precisio dos
quais apenas os k iniciais sdo iguais aos de x: 0,d_1d_5 ... d,kcz,k,l ... czn X b°, ou seja,
necessariamente d_j_1 # d_p_1.

Podemos verificar que x € & podem ser também representados por

2=0,d_1d_g...d_j x b +0,d_j_1d_j_o...x b

BSem perda de generalidade, consideramos « e & positivos.
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1 Representacio de niumeros em maquinas

T=0,d_1d_9...d_j x b°+ O,d,k,lci,k,2 e J_n x bk,

O menor valor absoluto para a diferenca®* entre eles é dado pela situacio em que d_j_; e
d_jp_1diferem de uma unidade, todos os demais digitos até o n-ésimo sdo iguais e dj =0
para j > n. Portanto

|z — & > 0,1, x b F = pe=h—L,

Por outro lado, o maior valor absoluto para é dado pela situagio limite na qual todos os

digitos J_k_l,d_k_g, ...dp = 0etodos os digitos d_p_1,d_g_2,... = b — 1. Portanto

lz—2 < 0,(b—1)(b—1)...4xbF

= (b= + (=1 2+.. )b

11 1 b ek
= (14— =+ )b F=ph
(1-j+p-gpte )t

Essas estimativa nos permite estabelecer limites inferiores e superiores para o erro relativo:

be—kz—l be—k

|z — 2|

< < .
|0,d_1d_g...x b = |z |0,d_1d_o ... x b¢|

Levando em conta que [0,d_1d_5 ... x b°| > 0,1, x b° = b~ e que [0,d_1d_o... x b¢| <
0,(b—1)(b—1)...5 x b = b, temos finalmente que

r—x

b*k*l

< < bkt

T

Como todas as quantias na expressio acima sdo positivas e a funcio logaritmo é mon6tona

r—x

—k —1 < log,

‘<—k:+1
[ |

Exemplo 8: Seja x = me & = 3,141675 = 0,3141675 - 10*. Nesse caso a precisio da

representacio T € de 7 digitos, no entanto Z possui apenas 4 digitos exatos. Se conhecéssemos

_x‘

x
o numero de digitos exatos € um natural k tal que 3,58151... < k < 5,58151..., ou seja,

apenas o erro relativo ~ 0,0000262117, de acordo com a proposi¢io, teriamos que

poderiamos concluir que Z possui entre 4 ¢ 5 digitos exatos.

1.3.3 Propagaciao de erros

Vamos assumir que Z € uma aproximacio de um numero x, sem perda de generalidade, vamos

supor que & > Z. Se quisermos encontrar o valor da funcdo f calculada em x mas s6 dispormos

24, N : . .
Aqui a operagio de diferenga é a usual para os numeros reais.
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1.3 Erros

de & devemos aproximar f(x) por f(Z). Se a fungdo f for diferenciavel, pelo teorema do valor

médio (veja o apéndice, teorema 10.8.1) existe um € € (Z,x):

Porém o teorema nio diz nada sobre € além de sua existéncia. Para estimar o erro cometido na

aproximagdo f(Z) devemos utilizar mais informagdes sobre a fun¢do f. Por exemplo, se sou-
. T . ~ / _ ~

bermos que a derivada de f ¢ limitada no intervalo (Z, x), sup,c(; ») |/'(y)| = M, entdo temos

que

[f () = f@)] = ()] |o = & < Ml - Z|.

Mesmo que ndo sejamos capazes de determinar o valor maximo da derivada da fung¢io f no
intervalo (Z, x), ainda podemos considerar o caso em que | — x| := Z ¢ pequeno. Nesse caso, se
1(Z) # 0 e f' ndo varia muito rapidamente na vizinhanga de Z entio como §Z é muito pequeno

podemos considerar M =~ f’(Z) na expressio acima, dessa forma
0f (&) = f(2) = fF(@) ~ f'(@)]x — 2| = f'(2)53.

A generalizag¢io dessa férmula no caso em que f depende de mais de uma variavel é obtida
através de uma parametrizacio de f como uma fun¢io de uma unica variavel.

Para tanto, vamos considerar um conjunto aberto conexo U C R" noqual f : U — R ¢
uma fun¢io continua e diferenciavel. A partir de dois elementos z,Z € U tais que a combinagio
convexa (1 — s)Z + sz pertence a U para qualquer s € (0, 1), segue da diferenciabiliade de f que
a fungio g : (0,1) — R, definida por g(s) := f ((1 — s)Z + sz), € continua e diferenciavel no
intervalo aberto (0, 1). O teorema do valor médio garante a existéncia de um ¢ € (0,1) tal que

g(1) — g(0) = ¢'(¢) e portanto a existénciade um T € U, T = (1 — &) + ex tal que

flo)=f(@) = Vf(@)-(r—-2)

F@-1@ = |5 @) - )
j=1
< S @) -2y
j=11""
= 12 @)l -2
j=1"1""
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Um procedimento semelhante pode ser utilizado no caso de fun¢des que dependam de duas ou

mais variaveis. Seja o erro na i-ésima variavel 0; de um func¢io f que dependa de n variaveis, entdo

o erro propagado na funcio f resultado dos erros nas n variaveis é dado por § f (21, T2, ..., Tp):
n
o - of , . . . .
Sf(21, %oy ..., @p) = g —— (21, %2, ..., Tn)| 0Z;.
= 10

1.3.4 Instabilidade numérica

Alguns problemas matematicos e algoritmos numéricos possuem a propriedade de ampliar dras-

ticamente os erros presentes nos dados de entrada e assim invalidar a saida ou resposta. No con-

texto do calculo numérico, esse fend6meno ¢ denominado instabilidade numérica. A instabilidade

numérica pode estar relacionada as propriedades matematicas do problema ou entdo a estrutura

do algoritmo utilizado para resolvé-lo. De qualquer maneira, ao estudar um problema que pre-

tendemos reescrever numericamente € imprescindivel a analise de estabilidade do algoritmo ou o

condicionamento do problema matematico.

Dizemos que um problema ¢é mal condicionado quando pequenas variacdes nos dados de en-

trada resultam em grandes varia¢des na resposta. O seguinte exemplo ¢ ilustrativo.

Exemplo 9: Seja o polindmio? P(z) = (z—1)(z—2)...(z—20) = 21 -2102%+...+20!.
Ou seja, P é um polinbmio em x com raizes inteiras 1,2,3, ..., 20.

Vamos considerar agora o polinémio P:

P(z) = P(x) + 27221,

Ou seja, P ¢ igual P a menos de um erro relativo de 5,7 - 1071° no coeficiente do termo z°.

As raizes do polindmio P s3o (com cinco digitos)

z1 = 1,0000. .. 26 =5,9999... x10=10,8929...+ 1,1493 ... T11 = T
25 = 2,0000. .. 27 =T7,0003... w10 =128217...+2,1234... T13 = T12
x5 = 3,0000. .. zs =7,9930... w14 =153059...+2,7753... i T15 = TId
24 = 4,0000. .. 29 =9,1472... w16 =18,1813...+2,5489...i T17 = TTg
x5 = 5,0000. .. To0 = 9,5020... z15 = 20,4767...+ 1,0390... i T19 = T8

Um erro relativo de 5,7- 10719 no coeficiente 2 foi capaz de alterar drasticamente parte das
raizes. Como entender esse fendmeno?

Vamos avaliar quanto varia cada raiz z; (j = 1, 2,...,20) quando alteramos o coeficiente
—210 do termo 2. Para tanto vamos considerar o novo polindémio B(a, z) = P(z) —az®.

Esse novo polinémio possui vinte raizes zj(c), j = 1,2,...,20, cada uma delas depende de
. X5 , - . , .
«. A derivada d—j contém informacio sobre quanto a i-é¢sima raiz de P («, =) varia com

@ {a=0
relagio a a quando a = 0. Como P(0,x) = P(x), essas derivadas possuem a informagio

HEsse polindémio é conhecido como um dos polinémios de Wilkinson. Foi introduzido em 1963 por James H. Wil-
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que buscamos sobre as raizes de P.

dz;

Para calcular nio serd necessario encontrar explicitamente a dependéncia das

rafzes em o, basta lembrar que por definicio B(c, zj(a)) = 0 (xj(c) € raiz do polinémio

PB(a, x)) e portanto de acordo com a regra da cadeia

d 0% oP dz;
o OBl (0))) = 5 wi(0) 4+ (o, w5(0)) 5 = 0
e assim, {
d, _ %(a, zj(a))
do Flan (@)
O numerador da expressio acima é simplesmente g%(a,xj(a)) — _ 219 para calcular
0

af(a,xj(a)), basta notar que P(a, ) = (z — 1)(z — 2)...(z — 20) — ax'?, portanto
B, 2) =(x-2) ... (z—20)+(x—1)(z—3)... (x—20)+.. .+ (z—1)... (z—19)~19az"®

ou seja

op 20 20
. 18
%(a,x)——wax +Z H (z —1).
k=1 =1,k
Assim,
dr; _ )
fe —19az1® + 320 T2, wk(@i(a) = 1)

Quando a = 0,B(0,z) = P(x) entdo x;(0) = j para j = 1,2,...,20. Ou seja,

j19 _j19

Hl 1Lik(d = 1) - Hl 1 — D

Na expressdo anterior, 0 somatoério foi retirado pois o unico termo que contribuia erao k = j

dz;
dao a=0

(Por que?).
Por economia de notagdo, vamos denominar a derivada da j-ésima raiz em o = 0 por (j:
19

—J
=( =g (1.3.1)
a0 Hz 150 = 1)

dz;
da

Para determinar o valor de (; basta utilizar a expressdo (1.3.1):

¢(1~82-10718 (6~ —5,8- 10" ¢i1~4,6-107 Cig ~ —2,4 - 107
G~ —82-1071 Cr~25-10° Cia ~ —2,0-108 (17~ 1,9-10°
(3~1,6-1076 (s~ —6,0-10% Ci3 ~ 6,1-108 Cig ~ —1,0- 107
G~ —-21-1073 Co~84-10° Cu~ —1,3-10° Ci9 ~ 3,1-108
(s ~6,1-1071 Co~ —7,6-10%  (¢5~21-10° Coo ~ —4,3-107

E assim podemos notar que enquanto a varia¢io no valor das primeiras raizes é pequena, o
mesmo nido pode ser dito para as demais. O valor das derivadas ilustra o mal condiciona-

mento deste problema.

O proximo exemplo contempla a instabilidade numérica devido ao algoritmo.
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30

Exemplo 10: Seja o seguinte algoritmo para calcular a integral I, := fol dz z™e* 1, onde
n =1,2,... Podemos integrar por partes I:
r=1 .
I, = 2" ex_llm;o — n/ drz" et !
0
— 1-nl, . (1.3.2)

Como I, = 1 — nl,_1, se conhecermos I, poderemos encontrar I3, I3 e assim por diante.
Antes de dar prosseguimento vamos examinar um pouco mais a integral I,,. No intervalo de
. ~ O 1 . d ’ P 1/ d. x_l ’

integra¢io [0, 1], o integrando é sempre positivo, além disso, o termo €*~" é sempre menor

ouigual a 1, isto implica a desigualdade

(1.3.3)

1
O<In§/dm‘x": )
0 n—i—l

Portanto, devemos esperar que os termos I,, decrescam com n e sejam sempre positivos. O

primeiro termo I; pode ser calculado explicitamente utilizando integracio por partes,

1 1
11:/ dwwem_lzl—/ dre® ' =e1.
0 0

Iremos representar I; aproximadamente por I; com cinco casas apos a virgula:
I = 0,367879.

Nesse caso 0 = |I; — I1| ~ 5,6 - 1077, Se calcularmos os demais termos a partir da iteragio

(1.3.2) encontraremos

I} = 0,367879 Is = 0,127120

I, = 0,264242 I; = 0,110160

I3 = 0,207274 Ig = 0,118720 (?)

I, = 0,170904 Iy = —0,0684800 (3?)

I5 = 0,145480 Ip = 1,68480 (???)

O que ocorreu aqui? Ao contrario do observado nas ultimas igualdades acima, a estimativa
(1.3.3) prevé o decrescimento de I, com n e I,, > 0. Vamos analisar a itera¢do levando em
conta a aproximagio inicial. Partimos portanto de I; = I; + J, entdo segundo a iterag¢io

(1.3.2)
L=1-2(I))=1-2(I1 +0) = I, — 26

e entao
Ii=1-3I)=1-3(I,—25)=1I3+3-2-4.

Por indugio temos entdo que
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Ou seja, o erro cresce com o fatorial de n. Dessa forma

Ig~Tg+9'56-10"" ~ Iy + 0,2

Io~Ip—10!5,6 - 1077 ~ Iy — 2.

Felizmente uma pequena alteracdo do algoritmo permite resolver a questdo da instabili-

dade. Basta reescrever a iteracio (1.3.2) como
1
L= —(1—1) (1.3.4)

isolando I,,—1. Utilizando os mesmos critérios é possivel verificar que o erro cometido no
ponto inicial é mais e mais diluido a cada passo do algoritmo (verifique!)

Além dessa propriedade, a diferenca da iterag¢do (1.3.4) reside no fato de que o ponto ini-
cial deve ser um valor de n suficientemente grande para que os indices abaixo possam ser

calculados pelo algoritmo. Agora a estimativa (1.3.3) € ttil, pois ela nos diz que I, decresce

com n e satisfaz a desigualdade I,, < T Portanto podemos utilizar um numero n sufi-

1
n+1

n

cientemente alto e considerar a aproximacio I,, = 0 ou I, =
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1.4 Exercicios

1) Represente em base decimal os seguintes numerais:
a) 1011101,1014
b) 7,78
o) AB,FEyg

2) Utilize no maximo dez algarismos ap6s a virgula para representar o nimero 0,11 nas bases
2,3¢16.

3) Quantos bits, no minimo, sio necessarios para representar os inteiros entre —3000 e 3000
em um registro de maquina. Quais os inteiros adicionais que podem ser representados utilizando

0 mesmo registro?

/ 11 , o o
4) Dado o nimero 7+ 1 + 16’ determine duas bases (menores ou iguais a 9) nas quais o nimero
pode ser representado em notagdo posicional com um numero finito de digitos. Represente o

numero nessas bases.

5) Quantas soluc¢des nio negativas admite a equac¢io 1 @ £ = 1 em uma maquina que utilize o

sistema de ponto flutuante (10,5, —99,99).

6) Represente todos os elementos positivos do conjunto F'(2,3, —1,2) na reta real.

2

7) Qual das seguintes maneiras de calcular o polin6mio £ — 1 é a mais exata no sistema

F(10,6,—20,20) quando x = 1,0001?
s (z@x)ol
C@ol)®@ol)

czeol)d(zol)

8) O seguinte registro hexadecimal corresponde a um ponto flutuante de 16 bits no padrio
IEEE754: . O bits mais significativo representa o sinal, os 5 bits seguintes subtraidos de
15 representam o expoente e os demais o significando. Determine o numero representado em
base decimal. Supondo o arredondamento par, qual € o menor ponto flutuante nesse sistema que

adicionado a 1 retorna um ponto flutuante maior do que 1?

9) Realize a operagio de adi¢io dos nimeros 1,50390625 x 10! ¢ 5,8203126 x 10~ ! no sistema
de ponto flutuante de base 4, com 4 digitos e arredondamento par. A resposta deve estar em base
10.

10) Calcule o valor da expressio 4 /cos (g — at) para = 0,490000 x 10~* em um sistema de

ponto flutuante com 6 digitos de precisido (serdo 3 operacdes). Agora leve em consideracio que

.. m - .
para x pequeno e positivo cos (5 — :L’) ~ x e recalcule o valor da expressio. Se assumirmos que a

segunda forma é a mais acurada, qual o erro relativo cometido no calculo da primeira expressio?

11) A frequéncia natural de ressonincia de um circuito RLC é dada pela expressio
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Determine uma expressdo para estimativa de erro no calculo de fp se C' = 10uF +10% e L =
2,5 x 107 ' uH +5%.

12) Como devemos reescrever a expressiao seguinte
24+ —Va2+4

para valores pequenos de x no sistema F'(10, 10, —20,20) de modo que o erro de arredonda-
mento cometido seja pequeno. Experimente com os valores = {1,000000 - 10~%; 1,000000 -
1077;1,000000 - 10~8}.

13) Dados dois pontos flutuantes x e ¥, determine em quais situa¢des devemos reescrever a

expressao

x2

e? — \/6$2 + cosy

para que a mesma possa ser estimada sem grandes perdas de exatidio.

14) Determine a representacao do numero 20,25 em um ponto flutuante normalizado em base

3 com 8 digitos.

15) Considere a fun¢io de duas variaveis f(z,y) = 2+cos(x) cos(y). Determine uma estimativa
para o erro relativo cometido ao calcularmos f em © = y = 7/4 se o erro absoluto nas variaveis
for 1076,

16) Um registro de ponto flutuante com 10 bits possui a seguinte estrutura: o 1° bit guarda
informacao sobre o sinal, os trés bits seguintes guarda informacao sobre o expoente (deslocado
de trés unidades) e os seis restantes guardam os digitos do significando (a partir do segundo digito,

pois o primeiro é sempre igual a 1). Assim, o registro 1110001000 representa o niimero (—1)! x

0,10010004 x 2673, ou seja, representa —(5—1—%) x8 = —4,5. Qual seria o registro que representa
o numero 6,125?
. N o e +e " .
17) A inversa da funcio cosseno hiperbolico cosh(z) := —y ¢ denominada arco-cosseno

~ r -1 ~ -1
hiperbolico cosh™ (z) = —In (:E — Va2 — 1). Reescreva a expressio para cosh™ ~ de modo que
o seu valor possa ser calculado sem cancelamentos catastroficos. Determine uma aproximacio

com oito digitos para cosh™!(7,47764 x 10°7) a partir dessa nova expressao.

18) Utilize a formula para a propagacio de erros e obtenha uma estimativa para o comporta-
mento do erro relativo cometido na fungio f(z,y) := yv1 + 22 em termos dos erros relativos

cometidos em x € y.

19) Reescreva as expressdes
veXr4+1 — € e Ve 42 — "

de modo que seja possivel obter os seus valores para = 100 utilizando a aritmética de ponto

flutuante da maquina (“doubles” no Scilab).

20) Determine a representa¢io do nimero 20,25 em um ponto flutuante normalizado em base

3 com 8 digitos.
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21) Considere uma maquina cujo registro de ponto flutuante dispde de espaco para a represen-
tacdo de 10 digitos em base 3 para o significando. Determine uma aproximacio com trés digitos

para o erro relativo cometido na representagdo do numero 0,1 nesse registro.

22) Trabalhe no base F(10,4,—10,10) com arredondamento dado pela operagio de trunca-

mento e a partir da expressio
h(l+z)2®(1(0,5® (z® (1 (0,6666 ® x)))))

determine uma aproximagao para In (0,8). Quanto vale o erro relativo (em mé6dulo)?

1
23) Um setor de de disco de angulo 6 e raio r possui area A(r,0) = 591“2. Determine o erro

. . . ™ . . .
relativo na medida da area de um setor de raio 2 e Angulo 4 seoerro relativo na medida do raio

€ 0,01 e no angulo € 0,01.

24) Reescreva a fungio:
f(z) =1In (10" + 2) —In (10'° — ),

de modo que nido ocorram grandes perdas de exatidio quando = for um niimero pequeno. De-
termine uma aproximagdo para £ = 13 no sistema F'(10, 5, —20, 20) a partir da nova expressio

para f. (Sugestdo: coloque o termo dominante em evidéncia e utilize o fato de que x é pequeno e

z? 23

portantoln (1 +z) ~x — — + —).
2 3
25) Um registro de ponto flutuante com 10 bits possui a seguinte estrutura: o 1° bit guarda
informacdo sobre o sinal, os trés bits seguintes guarda informacao sobre o expoente (deslocado

de trés unidades) € os seis restantes guardam os digitos do significando (a partir do segundo digito,
1

pois o primeiro ¢ sempre igual a 1). Assim, o registro 1110001000 representa o numero (—1)* x
, 1
0,10010004 x 2673, ou seja, representa — (5 —1—1—6) X8 = —4,5. Qual seria o registro que representa

o namero 6,125?

26) Considere um registro de ponto flutuante que dispde de 12 bits para o signifcando. Qual é
o erro relativo associado a representa¢io do numero (110,@)2 = 6 + — nesse registro? (Obs.1:
lembre que nido ha necessidade de guardar o 1° digito no registro. Obs.2.: leve em consideracio o

arredondamento par.)
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Os sistemas de equacdes lineares fazem parte da descri¢io matematica dos mais diversos fend-
menos em todas as areas das ciéncias naturais e também sio peca fundamental de diversos algo-
ritmos utilizados em computagdo. Por exemplo, mais adiante na disciplina, veremos que através
da discretiza¢io dos dominios onde esta definida uma equacio diferencial é possivel reduzi-la a
um sistema de equacdes lineares. Em outras aplicacdes como mecanica dos fluidos e mecinica
estrutural, nio é incomum trabalhar com sistemas de ordem 10°ou mais.

Devido a sua quase onipresenca , ¢ muito importante poder contar com técnicas que encontre a
solugdo para os sistemas de modo eficiente e acurado. Atualmente podemos contar com software
de alta qualidade para resolver sistemas de equagdes lineares e ainda hoje este assunto esta sendo
ativamente pesquisado. Principalmente a resolug¢do de sistemas muito grandes em “clusters” de
computadores e computadores com processadores vetoriais. Para melhor compreender e utilizar

esses softwares € essencial conhecer as propriedades dos algoritmos mais simples.

Vamos nos concentrar no estudo de sistemas de n equag¢des € n incognitas 1, X2, . . . , Tp:
a11r1 + aigx2 + ...+ AQ1pTn = by
a21rx1 + az2x2 + ... + A2pTn, = b
(2.0.1)
ap1T1 + Gp2%2 + ... + AppTn, = by,

onde os coeficientes a;; e as constantes b; sio numeros reais.

Denominamos o conjunto de todas as possiveis solu¢des de um sistema linear de conjunto so-
lucdo. Dados dois sistemas lineares, dizemos que os dois sdo equivalentes se possuirem o mesmo
conjunto solugio.

Sob um ponto de vista geométrico, consideramos cada variavel z; nas equa¢des como a i-ésima
componente de um ponto no R". Dessa forma, uma vez escolhida uma variavel =, cada equagio
do sistema relaciona x; as demais variaveis. Ou seja, cada equagio representa um subespago de
dimensio n — 1 contido no R™. O conjunto solu¢io é formado pela intersec¢io de todos esses
subespacos.

O conjunto solucao de um sistema linear pode ser vazio, conter um nico elemento (uma tnica
solugdo) ou infinitos elementos (infinitas solu¢des). Por exemplo, no caso de um sistema de duas
variaveis e duas incognitas, cada equacio representa um reta no R? e o conjunto solugio sera vazio
se as retas forem paralelas, possuira apenas uma solugio se as retas se cruzarem ou ainda infinitas
solugdes se as retas se sobreporem.

O sistema de equacdes (2.0.1) é convenientemente representado de forma matricial através da
equagao

A-x=h, (2.0.2)
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2 Sistemas de equacées lineares

onde
a171 CLLQ e al,n T b1
a1 a2 ... Q2 T2 bo
A= , X = e b=
p1 ap2 ... Gnn Tn b,

Nessa forma, a matriz A e o vetor coluna b constituem os dados de entrada do problema numérico.
A solucio, ou dado de saida, é dado pelo vetor coluna x cujas componentes serdo aproximadas

através de métodos numéricos.

Um representacdo alternativa para o sistema (2.0.1) consiste na matriz completa do sistema

formada pela justaposi¢io das matrizes A e b da equacio (2.0.2):

ain a2 ... ainp by
azi1 a2 ... Ga2n bQ

[Albl:==| 7T T (2.0.3)
pn1 Gn2 ... Gpn bp

Essa representacio € util pois concatena todos os dados de entrada e permite descrever o sistema

de equagoes (2.0.1) do modo mais econémico.

Uma das propriedades mais evidentes do sistema de equacdes (2.0.1) € o fato de que sua solugio
independe da ordem em que as equagdes sdo postas. Ou seja, se o vetor X € solucdo de (2.0.2), ele
também sera solu¢io de um sistema em que as equag¢des sao as mesmas em uma ordem diferente.
Portanto ao trocarmos duas linhas quaisquer da matriz completa (2.0.3) obtemos uma matriz
equivalente!. A operagio de troca de linhas na matriz completa ¢ um tipo de operagio conhecido

como operacdo elementar.

As operag¢des elementares sdo operacgdes realizadas em uma matriz completa que resultam em
uma matriz equivalente. Por ser linear, o sistema de equagdes (2.0.1) possui a seguinte propri-
edade: a troca de qualquer equagio pela combinagio linear dela com qualquer outra equagio
do sistema resulta em um sistema com o mesmo conjunto solu¢io. Portanto, a substituicdo de
qualquer linha de (2.0.3) pela combinacio linear da linha a ser substituida com qualquer outra,
ndo altera a solug¢do. Essa operac¢do ¢ portanto uma operacdo elementar. Note que a simples

multiplica¢io de uma linha por uma constante ndo nula é um caso especial dessa operacio.

A partir das operagdo elementares ¢ possivel implementar uma série de métodos distintos para
encontrar a solu¢do do sistema. Os métodos que utilizam uma sequéncia finita de operacdes

elementares para determinar a solug¢io sio denominados métodos diretos.

'Dadas duas matrizes completas C e D, dizemos que sdo equivalentes se representam sistemas de equagdes equiva-
lentes. Notagio:
C~D.
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2.1 Métodos diretos

Um dos métodos diretos mais conhecidos ¢ a eliminaciao de Gauss-Jordan. Esse método consiste

em aplicar sucessivas operag¢des elementares até que a matriz completa [ A| b] assuma a forma

100 ...0 aF
010 ...0
00 1 0 a4 | ~[A|b] (2.1.1)
000 ... 1 af

Esse é o método comumente utilizado na solu¢do de pequenos sistemas de n incognitas e n equa-

¢Oes na disciplina “algebra linear”:

1. Partimos da primeira coluna a esquerda em [A| b] e, sucessivamente, utilizamos opera¢des
elementares para anular as componentes abaixo da diagonal e igualar as componentes da

diagonal a 1 até chegar a ultima linha. Nesse ponto teremos uma matriz triangular superior.

2. Entdo retornamos a partir da ultima linha e da direita para a esquerda, realizamos operacdes

elementares para anular as componentes acima da diagonal anulando elementos.

Se o sistema possuir uma unica solucdo, o resultado do método sera a matriz completa reduzida no

lado esquerdo da relagdo de equivaléncia (2.1.1). Os termos 7, . .., x;, sdo a solugdo do sistema.

Exemplo 11: Seja o sistema de equagdes lineares

T — 229 + x3 =
209 — 8x3 = 8
—4x1 4+ 5xo + 9x3 = -9

representado pela matriz completa

1 -2 1
A= 0 2 -8 8
—4 ) 9 -9
E comum utilizar a seguinte notacao
Ll L]_ L]_ L3
Ac — L2 ~ 3L1 - 2L2 - EQ ~ EQ
L3 L3 L3 L].

para representar operacoes elementares nas linhas de uma matriz. De acordo com essa nota-
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¢io
L 1 -2 1 L
Ac ~ Lo o 2 -8 8 |=]| L
ALy + Ls 0 —3 13 —9 Ly
1L1 1 -2 10 I
~ §L2 =10 1 -4 4 |=| Ly
%L2+L3 0 0 1 3 Ls
Ly — Ly 1 -2 0 -3
~ | Lyt+4m; =10 10 16 |=
Ls 0 01 3
L1+ 2L 1 0 0 -29
~ Ly =l o10 16 (2.1.2)
Ls 001 3

Portanto a matriz A. é equivalente a matriz (2.1.2) que representa o sistema de equagdes

lineares
r, = 29
To = 16 ,
r3 = 3

ou seja, a solugio do sistema € (1, x2, .’IJ3)T = (29, 16, 3)T.

Existem outros métodos diretos que consistem na decomposi¢do da matriz A em produtos de
matrizes, como a decomposi¢cdo LU, a decomposi¢io de Cholesky (quando A ¢é simétrica) e a
decomposi¢io singular (quando A ndo € quadrada). Outras classes de métodos diretos sio cons-
truidos quando a matriz A possui uma estrutura especial, como no caso das matrizes esparsas.
Nio os estudaremos aqui’ mas sim uma alternativa ao método Gauss-Jordan conhecida como

elimina¢ido gaussiana.

2.1.1 Eliminacio Gaussiana

Uma alternativa ao método de Gauss-Jordan consiste em parar a sequéncia de operagdes elemen-

tares quando a matriz completa for da forma

[Ulc] ~ [A[b],

Existe muita literatura sobre esses topicos, sugerimos ao leitor mais interessado o texto:

* Stoer, J. ; Bulirsch, R. An introduction to Numerical Analysis, Springer-Verlag, 1983.
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2.1 Métodos diretos

onde U é triangular superior:

Ul U2 U3 ... Ulp

0 ug2 w23 ... up

U= 0 0 us3 ... U3np
0 0 0 ... Uny

A matriz completa [U| ¢ representa o sistema de equacdes

U111+ uUr2x2 + + UL nTn = c1
Uz 2Ty + + U2 nTn = Cco
Up—1,n—1Tn—1 + Upn—1,nTn = Cp—1

UnnTn = Cn

que pode ser resolvido através de substitui¢des recursivas: a partir da altima linha, temos que

Cn

Tp —

(2.1.3)
Un,n
Utilizamos o valor de z,, obtido em (2.1.3) para determinar x,_1 através da equacio imediata-

mente superior,
1
Tpn—1 = (Cnfl - unfl,n-%n) .
Up—1,n—1
Em seguida, utilizamos os valores de z,, € x,,—1 para determinar x,,_o; € assim, sucessivamente,

teremos para a i-ésima incognita x;:

n
1
Xy = — 1| C — E umxj s
Uj g =
Jj=t+1

ondei=1,2,...,n—1.

2.1.2 Estabilidade do método

Se houvesse uma maquina capaz de armazenar variaveis com precisdo arbitraria e realizasse opera-
¢Oes aritméticas sem erros de arredondamento em tempo finito, através do método de eliminagio
gaussiana descrito na subsecido anterior, seriamos perfeitamente capazes de encontrar a solu¢io
exata para um sistema de equacdes lineares. No entanto, devemos nos recordar que na pratica as
variaveis sdo representadas por pontos flutuantes e consequentemente, as operagdes aritméticas
estdo sujeitas a erros de arredondamento.

Para ilustrar as limita¢des da elimina¢io gaussiana simples vamos considerar o seguinte exem-

plo.

Exemplo 12: Seja um sistema de equagdes lineares representado pela matriz completa [A| b)].

Vamos supor que estamos na fase final de um processo de eliminag¢do gaussiana e que as ope-
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40

ragdes envolvem pontos flutuantes. Vamos supor também que, com exce¢do de uma parti-
cular componente, o resultado de todas as operacdes representam exatamente a matriz com-

pleta equivalente na forma (quase) escalonada:

Ul U2 U3 Ulp—2 Ulp-1 Uln C1
0 wugp wags U2 p—2 U2p—1 U2n C2
0 0  uss U3pn—2 U3n—1 U3n C3
=~ [A|b].  (2.1.4)
0 0 0 1
0 2 1 3

nx(n+1)

Se as operacdes fossem realizadas sem erros de arredondamento, ao invés da matriz (2.1.4)

teriamos o escalonamento exato dado por

Uil U2 U3 Ulp—2 Ulp-1 Ulp C1
0  ug2 wuggs Ugp—2 U2pn—1 Up C2
0 0 ugzs U3p—2 U3n—1 U3n C3
~[A[b].  (2.1.5)
0 0 1
0 2 1

nx(n+1)

e as duas ultimas componentes da solu¢io exata sao dadas por
Ty, =1 e Tp_1 = 1.

Por outro lado, o valor obtido para as duas tltimas componentes da solu¢io aproximada a

partir da matriz completa (2.1.4) sdo resultado das operagdes

P
3% i
1 —
T = —5 e By = f”. (2.1.6)
1-2
€

Vamos supor que as variaveis pertencam ao sistema de ponto flutuante £'(10, 10, —90, 90)

e que o erro seja pequeno, por exemplo, € = 1071, Nesse caso, = = 2 x 10! ¢ assim o
€

2
numerador e denominador de Z,, 3 — — e 1 — — serdo arredondados respectivamente para
€ €
—1,999999999 x 10! e —1,999999999 x 10! ou 2,000000000 x 10! e 2,000000000 x 10!,
dependendo da escolha de arredondamento. Em qualquer um dos casos, para um erro € =

10~ teremos como solucdes aproximadas

#, = 1,000000000 x 10° e Fp_1=0.
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Uma analise mais atenta dos termos (2.1.6) nos permite concluir que nesse exemplo nido é

possivel encontrar a solu¢ido exata através da eliminagio gaussiana simples.

Essa dificuldade em encontrar a solucdo exata apesar de um erro pequeno e isolado poderia
nos levar a pensar que a eliminac¢io gaussiana seria inatil na busca da solugio através de métodos
numéricos. Este nio € o caso. O problema explicitado no exemplo foi drasticamente amplificado
pelo fato de que na posi¢do de pivo da (n — 1)-ésima coluna da matriz completa a componente
possui um valor muito pequeno €. De acordo com o algoritmo do método de eliminagio gaussiana
simples, o resultado é a combinacio linear das duas ultimas linhas com um termo multiplicativo
de valor absoluto muito grande ——. Uma medida simples como a opera¢io elementar de troca

das duas ultimas linhas antes da combinag¢io linear das mesmas resultaria nas aproximagdes

3
=5 ) 3 - Zn
In = 1 € Tn—-1 = 9
1— —¢
2

que conduzem a solu¢io exata quando o erro € for suficientemente pequeno’.

Essa observac¢do induz a um aprimoramento da eliminag¢io gaussiana denominada método de
eliminacdo gaussiana com pivoteamento parcial (EGPP) que consiste na troca de linhas em uma
coluna pivd para que a posi¢io de pivd seja ocupada pela maior componente em valor absoluto
antes de realizarmos as operac¢bes que eliminam os termos abaixo da posi¢io de pivd na mesma
coluna. Esse método atenua o tipo de problema ilustrado no exemplo, no entanto é possivel veri-
ficar que a escolha da componente de maior valor absoluto nio elimina o problema por completo

nem mesmo é sempre a melhor escolha possivel para a posicio de pivo.

Em geral, associa-se a estabilidade do método EGPP a demonstragio de que a solugio calculada
através do método corresponde a solucio exata do sistema original adicionado de uma “pequena
perturbagdo” que consiste em termos adicionados aos coeficientes da matriz original. Essa ques-
tdo é tratada por James H. Wilkinson em um artigo classico de 1961. Em valor absoluto, as per-
turbagdes possuem um crescimento que é limitado por uma expressio da forma const. x n? x p,,

onde n € a dimensdo da matriz e p,, é denominado “fator de crescimento”:

(k)

max; ; k ai,j

_ |
P = —k)’

max,;’j,k ai’j

k) , . . , .
e a,g j) ¢ o valor do coeficiente da matriz no k-ésimo passo da EGPP.

= 2"~! mas em muitos dos sistemas associados a aplicacdes

Existem exemplos nos quais py,
praticas, o fator de crescimento ¢ limitado em n, ou seja, ndo cresce mais do que uma constante.
Esse ¢ o caso das matrizes totalmente ndo negativas (matrizes cujas submatrizes possuem deter-
minantes ndo negativos), das matrizes simétricas positivas definidas e das diagonais dominantes

(por linha ou coluna).

3 . . N .
Naturalmente, devemos levar em conta que as opera¢des sao em ponto flutuante, ou seja, a representagio obtida é
exata sem a necessidade de tomar o limite € — 0, basta que seja um valor suficientemente proximo de 0.
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2 Sistemas de equacées lineares

2.1.3 Condicionamento em sistemas de equacdes lineares

Deve-se notar que mesmo quando existe estabilidade, isso ndo significa necessariamente que o
erro cometido na aproximacio seja pequeno. Se a matriz de coeficientes for “préxima” de uma
. . ~ . 4 . 7 ~

matriz singular, a solugio obtida € muito sensivel a altera¢cdes nos dados.

Em vista dessas observacdes, naturalmente estaremos diante da questio de decidir entre duas

. . ~ . i . V4 . (19 4 . » ~

ou mais aproximacdes aceitaveis qual delas é a mais adequada, ou “proxima” da solugio exata.
Porém nesse caso, o objeto que chamamos de solu¢io nao é um simplesmente um niimero real e sim
um vetor do espaco vetorial n-dimensional R”. Como comparar esses objetos? Compararemos
os vetores através de normas.

No contexto de um espaco vetorial no R"™, a norma corresponde a nogao intuitiva de distancia.
Assim, como o valor absoluto da diferenga entre dois reais = e y, | — y| , pode ser entendida
como a “distancia” entre eles*, a norma ira desempenhar um papel semelhante para elementos do
espaco vetorial R™. No entanto, ha uma diferenca importante, nio existe uma tnica possibilidade

de defini¢io para norma.

Defini¢do 2.1.1 (Norma para um espaco vetorial). Dado um espaco vetorial V, uma norma em
V, simbolizada por |||, é uma funcio ||| : V' — Ry com as seguintes propriedades, para quais-

querx,y € Vea € RlouC)
1. ||z|| > 0 e ||z|| = 0 se e somente se x = 0, o elemento nulo de V, (positividade).
2. lax|| = || ||z||, (homogeneidade,).
3. lz+yll < ||l + llyll, (desigualdade triangular).

A seguinte proposi¢io € um resultado imediato da defini¢io de norma.

Proposi¢ido 2.1.2

Dados dois elementos x,y de um espaco vetorial V' e uma norma qualquer ||-||, definida nesse

espaco, a seguinte desigualdade ¢ vilida

[z =yl = =]l = [yl

Demonstracio: A demonstracio segue da desigualdade triangular e da propriedade de ho-

mogeneidade.

(z —vy)+yl
lz —yll + llyll ,

]

IN

o que implica
=yl = [l=]l =1yl -

Levando em conta a homogeneidade da norma e a desiguladade anterior,

[z =yl = lly = =l = lyll = ]

*Em particular, quando eles guardam informacio sobre posi¢io em um sistema de coordenadas, neste caso, || cor-
responde a distancia de  a origem.
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o que demonstra o resultado. |

Note que a defini¢ao nada diz sobre a natureza do espaco vetorial V' nem fornece uma prescri¢io

i ’ . ~ . -y
sobre como a norma é construida de fato. Basta determinar uma fun¢io que satisfaga os critérios
da definicio. No nosso caso, os sistemas de equagdes lineares Ax = b envolvem apenas vetores
x € R", b € R™ e matrizes A € M,,,x,(conjunto de todas as matrizes de m linhas e n colunas
com componentes reais). Os conjuntos dos vetores do R, assim como os das matrizes M, xn ,

munidos das operag¢des usuais formam espagos vetoriais para quaisquer m e n naturais nao nulos.

Exemplo 13 (Normas para o R™): Em geral, diferenciamos as normas entre si por alguma
notagdo asicionada ao simbolo ||-||. Em particular, vamos considerar as normas ||-||;, ||-||5 e

|-l o: dado um vetor x € R™, de componentes (x); = z;, definimos as normas

Lo [fx[fy : Z?:l |z;|, (norma 1),

2. |Ixlly == /> oiy |zi|?, (norma 2 ou norma euclideana),

3. |Ix|lo = max; |z;|, (norma sup ou norma o).

12 ;. . . . . .
E um exercicio simples verificar que essas trés normas satisfazem as propriedades da defini-

¢do.

Da mesma forma vamos considerar as normas ||-||;, ||||9, ||| p € ||| . Para matrizes A € My,

Exemplo 14 (Normas para o M, x»): Dada uma matriz A € M, %, de componentes a; ;,

definimos as normas

1. ||Ally == maxi<j<n > ivq |ai |, (norma 1),

2. ||A]ly :== y/maxo (AT A), (norma 2),

2 > ||Al|5, (norma Frobenius),

3 Al = /S s Jaiy

4. [|Allo = maxi<i<m Y_j—y |a;], (norma sup ou norma o),

onde o (M) é o conjunto de autovalores da matriz quadrada M.
A . . . . .
E um exercicio simples verificar que essas trés normas satisfazem as propriedades da defi-

ni¢ao.

Utilizamos os mesmos indices para identificar algumas das normas de vetores e matrizes pois,
nesse caso, elas possuem uma importante relagcdo entre si, elas sio normas compativeis: dado
qualquer vetor x € R", qualquer matriz A € M,,,x», € 0 vetor que resulta da multiplicagio ma-
tricial Ax € R™, verificamos que, de acordo com as defini¢des de norma para vetores e matrizes

dos exemplos anteriores,

lAxl, < Al lIx]l,
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2 Sistemas de equacées lineares

nos casos em que & = 1,2 ou co. Ou melhor, essas normas para matrizes sio construidas a partir

da definicio da norma vetorial compativel de acordo com a defini¢io

| Ax||
|All,, == max ——% = max |Ay]l,, -
xeRe x|, yermyll,=1

A partir das defini¢des de norma para vetores e matrizes, ¢ possivel comparar diferentes apro-

! 5430 duas aproximacdes

ximagdes para a solucio de um sistema de equagdes lineares. Se x° e x
distintas do sistema nio singular (possui apenas uma tnica solu¢io)Ax = b, entdo a multiplica-
¢do matricial de A pelos vetores que representam a aproximagio resultam em duas aproximacdes

para o vetor das constantes b:
Ax? =p° e Ax! = bl

, os vetores b? e b! fornecem

Parece razoavel supor que, através dos residuos Hb — bOH e Hb —b!

0

uma boa indica¢do sobre a exatiddo das aproximacdes x° e x!. O exemplo a seguir mostra que

1sso nio é necessariamente verdade.

Exemplo 15: Seja o sistema de equacgdes lineares representado pela seguinte matriz completa

0,780 0,563 0,217
0,913 0,659 0,254

e duas matrizes constituidas por pequenas perturba¢des da matriz b:

~ —0,1343 x 1073 = —0,1 x 107
N ¢ b=b+ |
—0,1572 x 1073 0

A matriz formada pelas duas primeiras colunas da matriz completa ndo é singular, por-

T
tanto o sistema possui uma unica solucio, dada por x* = ( 1 -1 ) .

Ja as solucdes dos sistemas Ax = b e Ax = b sdo dadas respectivamente por Os residuos

associados as aproximacoes sao dados respectivamente por

0.999 0.341
—1.001 —0.087

|

(¢
PSRN
I

Note que qualquer que seja a norma utilizada,

|x* — ):(H > |Ix* — x||:

[x* —x[|, =1,572 > |x*—%|, =2x107%,
[x* —x|,=1125... > |x*—%|,=1414...x107%,
[x* =% =0913 > [x"—%[,=10""

Como o erro contido em b é maior do que o contido em b, poderiamos ter sido levados a

crer que a aproximagdo X ¢ a mais acurada, no entanto podemos constatar facilmente que

[x* = x|, < [|x* = )TiHa qualquer que seja a norma.
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2.1 Métodos diretos

Esse comportamento esta relacionado ao fato da matriz A ser proxima de uma matriz singular.
Matrizes com tal caracteristica sio denominadas matrizes mal-condicionadas. O condiciona-
mento de uma matriz contém informacio sobre a degradacao da solucio de um sistema Ax = b
quando o vetor b ¢ perturbado pela adi¢io de um termo db. De maneira mais precisa, dado que x

¢ solu¢io do sistema, o condicionamento de A ¢ uma constante multiplicativa que estabelece um

16|

limite superior para o erro relativo na solu¢do ——, onde x + Jx é solucio do sistema

x|
A(x+ 6x) = b + db. (2.1.7)

O primeiro termo resultante da multipica¢io no lado esquerdo de (2.1.7) é cancelado pelo pri-
meiro termo do lado direito de (2.1.7). Multiplicando a equagio restante pela inversa de A tere-

mos

dx = A~16b.

Agora, a escolha de normas vetoriais e matriciais compativeis aplicadas a equacdo anterior leva a

desiguladade

I6x], = [|A"b]|,
[A7H],, lobll,,

A

A partir da desigualdade anterior implica a seguinte expressio para o erro relativo na solucio

1

x|

||5X||o¢ < HA_IHQ ||5bH

Ixllo —

(2.1.8)
o

Para reescrever o lado direito da desigualdade acima como o erro relativo do vetor das constantes
b, basta utilizar o fato de que a sua norma pode ser limitada pelo produto das normas da matriz

e do vetor solugio :
bl = IAxll < Al lIx[lq

ou seja

LAl

Ixllo, — lIbll,

Utilizando a desigualdade (2.1.9) no ultimo termo do lado direito de (2.1.8) concluimos que

(2.1.9)

I6bll,
* I,

150 o a1y,

Ixlle

(2.1.10)

A partir da desigualdade (2.1.10) definimos o condicionamento de uma matriz inversivel (ou seja,
ndo singular) A como o valor numérico kq(A) = HA‘lua |All,- Nao ¢ dificil verificar que o
condicionamento ¢ um niimero maior ou igual a unidade: se I = AA™! ¢ a matriz identidade,

Ix = x, entdo para um vetor x # 0
Ixlly = [AA™" x|, < lIAll, A%, < Al [[A7H], Ix],

o que implica ko (A) > 1.
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2 Sistemas de equacées lineares

Entdo se o erro relativo no valor da norma « de b for de ordem 1077, podemos esperar um

erro relativo na norma « da solugio, limitado superiormente por 107P# ¢ relacionado a py, através
da desigualdade
ps = py — logyg Ka(A)

que resulta do logaritmo em base 10 da desigualdade (2.1.10).

Ainda assim, devemos lembrar que a desigualdade (2.1.10) fornece apenas uma estimativa su-
perior para o erro relativo. Na sec¢do seguinte estudaremos um método intermediario entre os
métodos diretos e os métodos iterativos, trata-se do método de refinamento iterativo de uma so-
lucio.

O desenvolvimento descrito anteriormente leva em consideracdo que a matriz A ¢ exata. No
entanto, 0os mesmos motivos que nos obrigam a considerar um vetor perturbado b 4+ db — por
exemplo, erros experimentais e erros de arredondamento decorrentes da representacdo em ponto
flutuante — também estdo presentes na representacio das componentes da matriz A. Por esse

motivo, a analise do sistema perturbado
(A+0A) (x+6x) =b+ b (2.1.11)

7 JA / .
¢ também necessaria.

O desenvolvimento da equagio (2.1.11) levara a uma desigualdade semelhante a (2.1.10). Nela
€ possivel notar a presen¢a do condicionamento, assim como a importincia da perturbacio d A.

Mas esse resultado depende do seguinte lema.

Lema 2.1.3
Seja N uma matriz quadrada com | N|| < 1. Entdo (I + N) é inversivel e

1

I+ N < ——W.

(2.1.12)

Demonstracdao: Dado qualquer x # 0 de dimensdes compativeis as de A temos que
I+ N)x|| =[x = (=Nx)[| = [Ix]| = [Nx][ = (1 = [N[]) [Ix]],

ou seja, se || N|| < 1entdo ||(I + N)x|| > 0 para qualquer x # 0, consequentemente (I +
N)x = 0 possui apenas solugio trivial e (I + N) é inversivel.

Como (I + N) ¢ inversivel podemos considerar

Ixl = [|@+N)(1+N)" x|

= H(l + N)_lx —(=N)1+ N)_le

Y

[(1+N)"'x]| — [N (1 + N) x|

v

(1= [IN[D)]](1+ N)~"x]]
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2.1 Métodos diretos

que implica a desigualdade (2.1.12). |

A partir desse lema, segue o seguinte resultado para o sistema (2.1.11).

Teorema 2.1.4
Sejam A e d A matrizes n X n, A ndo singular,b # 0 e 0b vetores do R"™ (representados por matrizes

n X 1). Sejam também x e dx, vetores do R que satisfazem as equacoes

Ax=Db

(A+64) (x + 6x) = b + 6b.

Se para um norma matricial compativel a norma vetorial utilizada para os vetores, for vdlida a

desigualdade
|A~16A| <1
e 6] i I6b]
X
< k(A)—1 4+ ||[A716A ) .
ml < T (A + 147
Se além disso, também for vilida a desiguladade
[6A]
k(A —r < 1
A
entao
x| _ K(A) |db || n [6A]
x| — [0A[ \ bl [JAll /°
1—kr(A)——F
A

Demonstrac¢do: Inicialmente abrimos os produtos cancelamos os termos relativos ao sistema

original (sem as perturbacdes d) e isolamos o termo associado a dx.

(A+0A)(x+0x) = b+db
Adx 4+ 0Ax + dAdox = b

A(I+A7'6A)0x = 0b—6Ax

1

ox = (I+A7'6A) A7 6b— (T+A7164) ' A 164x.

Em norma, seguem as desiguladades
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2 Sistemas de equacées lineares

lox < |[(1+a7t64) 7| A lab] + || (7 + a7 54) 7| 4 o A] x]

1 — _
< iy (147 1960+ 4 54] )
_ 1 1) llob]| 1
= 1_”‘4_15%1”(“14 I o 1ol + 4704 HXH)

! llab] - >
< Toraveay (AlAT +]|A7t6A :
= 14154 <! AT gy P+ ]

onde a passagem da primeira para segunda linha é resultado do lema anterior, e da terceira
para a quarta ¢ resultado da desiguladade ||b|| < ||A]| ||x||. Em termos do condicionamento,

chegamos a desigualdade

Jox] 1 < Iobl >
< k(A +A"t5A
Bl S Tojasteay A ey 474l

Por outro lado, como

[0 A [5A]

4|
A~ oAl| < [l oAl = (AT 1A g = A4 3

16A]
A)——7mr < 1,
k(A) T4 < 1, entdo

o () (Ib] oAl

< Ay Ul Al )
1—kr(A)—=-

A

As desigualdades do teorema anterior contém o resultado (2.1.10).

Essas estimativas permitem avaliar o impacto das altera¢des nos dados de entrada na solugio
do problema. No entanto, todas estio relacionadas ao condicionamento da matriz de coeficientes
cuja avaliagdo envolve o conhecimento da inversa da matriz. Uma alternativa ¢ a estimativa pro-
posta por Prager e Oettli’ que pode ser colocada da seguinte forma. Seja Z a solug¢io aproximada
de um sistema Az = b, que no entanto ¢ a solucio de um outro sistema A% = b. O teorema de-
senvolvido por esses autores permite relacionar as matrizes desses sistemas ao residuo da solucdo
aproximada Z.

Teorema 2.1.5 (Prager e Oettli, 1964)
Seja & uma solucdo aproximada do sistema Ax = b. Entdo existem matrizes A, b, Ay e Ay, que

(A—fl)ij < (Aa)j e bi—bi| < (Ay),,

),

satisfazem AZ = b e estdo sujeitas as desigualdades

>Referéncia:

* Oettli,W; Prager,W. Compatibility of approximate solution of linear equations with given error bounds for
coefficients and right-hand sides. Numer. Math. 6 (1964) 405—409.

48



2.1 Métodos diretos

se e somente se para cada componente 1,
(r (@), <D (Aa); 1]+ (Ay); (2.1.13)
J

onder (z):=b— AZ é o residuo.

Demonstragdo: Vamos supor que existem matrizes A e b tais que

= (AA)z‘,j’

(A - A)M

b — b;| < (Ap), e Az = b. Isto equivale a afirmar que existem matrizes A e b, A = A+5A
¢ b = b+ 6b, sujeitas as desigualdades (64); ;1 < (Aa); ;> |(6b);] < (Ap);. Entio,
[(r (@), = b — (AZ),]

bi— (o0), — ((A-94) &)

(2

= [=(d0); + (6AZ),|

IN

(60);] + [(6AZ),|

< (Ab)i + Z (AA)Z‘,J‘ ’»’Eﬂ .

J

Vamos agora supor que a desigualdade (2.1.13) é valida. A partir da expressdo para o residuo

(r(@); = bi—Y Ay (2.1.14)
;

j
= (A, + Y (,ﬂ\f\ A >i7j> :
j
= —(ob); + > (04),,; &, (2.1.15)
J

|7, bi — > 1 Ai kT
onde (6b); = —v; (Ap);, (6A), ; = vi—=— (Aa); :» Vi = ’ po
( )Z %i ( b)’ (04) =7 Zj (A4) 37 (Ab)i + Zk (AA)Z',k; |Zk|

a desigualdade (2.1.13),]v;| < 1. Compondo (2.1.14) e (2.1.15) temos

e devido

> (A+6A), ;& = (b+b),,

J

ou seja
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2 Sistemas de equacées lineares

onde
](5_ b)i’ = 16| = || (Ap); < (Ap);
€ ~
O N

2.2 Refinamento iterativo

O refinamento iterativo de solu¢des € um método intermediario entre os métodos diretos e os
iterativos. Consiste em calcular uma sequéncia de corre¢des para a solucdo aproximada de um
sistema de equacgdes lineares.

Vamos supor entio que x(©) ¢ uma solucdo aproximada do sistema
Ax = b, 2.2.1)

calculada através de um método numérico direto como, por exemplo, a eliminagio gaussiana. A
multiplicacio matricial de A pela aproximacio x(9), realizada através de operacdes aritméticas
em ponto flutuante, resulta em um vetor b(®) diferente da representacio em ponto flutuante de b.
Para determinar a representacdo mais proxima a exata no sistema de ponto flutuante utilizado,

sera necessario obter um vetor ¢ tal que x = x® +¢. Ou seja, e =X — x(0) ¢ assim,

Ae = Ax— Ax©
= b—b0
e r(O)’

o vetor ¢ ¢ solucio do sistema Ae = (9, onde r(*) ¢ o residuo da solu¢io aproximada x(¥) com
relacdo a solugio exata.

A solucdo numérica do sistema Ae = r(%) estar4 sujeita as mesmas condicdes da equacio origi-
nal (2.2.1), portanto podemos esperar obter diretamente um vetor £(0) que ¢ solucio aproximada
para o vetor que corrige a solucio x(9). A corre¢io dessa solugio aproximada com o vetor £(*)
determina a aproximacio x() para a solucdo de (2.2.1) . Esse procedimento é iterado sucessiva-

k+1)

mente de modo que a (k + 1)-ésima solucio iterada, x**1)_ ¢ dada pela soma

KD — 30 4 (),

onde ) ¢ o vetor solucdo do sistema

AR — )

coresiduor® :=b—b® =p — Ax® parak =0,1,...
Quanto a estabilidade numérica desse método, € possivel demonstrar que dada uma matriz

A, nio singular (e portanto, com um condicionamento finito HA_1H IA]]), a sequéncia {x(i)}i
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2.2 Refinamento iterativo

calculada através de opera¢des em um sistema de ponto flutuante, converge para a representagio

da solugio exata nesse sistema se:
1. a precisio for suficientemente alta

2. os residuos forem calculados em precisdo dupla, antes de serem arredondados para a preci-

sdo em que as demais operacdes sio realizadas.

Exemplo 16: Seja o sistema de equacdes lineares representado pela matriz completa

0,913 0,659 0,254
0,781 0,564 0,217 |~

Vamos utilizar o0 método da elimina¢io gaussiana para determinar uma aproximagdo para
a solu¢io no sistema de ponto flutuante F'(10, 5, —20, 20) com arredondamento por trunca-

mento.

De acordo com o algoritmo vamos realizar a seguinte opera¢io elementar:

Ly B Ly
(—(0,781©0,913) @ L)) ® Ly | (—0,85542 ® L1) & Ly
(0913 0,659 0,254
B 0 28-107% —27-107% )’

T
Obtemos assim a aproximacio x(0) = ( 0,97421 —0,96428 ) . Devemos agora calcular

o residuo em precisio dupla, ou seja, no sistema F'(10, 10, —20, 20) e no final arredondamos

para o sistema original (10, 5, —20, 20):
O ay@_ (0254 (0913 0659 ) (097421
0,217 0,781 0,564 —0,96428
B 0,254 o 0,25399321
0,217 —0,21700409
6,79 - 1076
= . (nesse caso nio houve necessidade de arredondar)
—4,09-1076

A primeira correcio, (?) ¢ solucio do sistema com matriz completa

0,913 0,659 6,79 -10°
0,781 0,564 —4,09-10"6 /°

Antes de realizar o processo de eliminac¢io gaussiana,lembremos que, por defini¢io, a ma-
triz quadrada formada pelas duas primeiras colunas da matriz e a mesma do sistema ori-

ginal. Portanto ja conhecemos a sua forma triangular, basta aplicar a operacdo elementar
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2 Sistemas de equacées lineares

L
( (—0,85542 @19 L)L ) a ultima coluna. Teremos entio
-0, . ,

0 28-107* —9,8983.1076

25523 - 102 0,99973
que implica (0) = ’ exM) = ’ .
—3,5351 - 102 —0,99963

O residuo da nova aproximagio é dado por
D - ax® = 0.254 o 0,913 0,659 - 0,99973
0.217 0,781 0,564 —0,99963
B 2,68 -1076
~ \219-107¢ )

A nova correcio € ¢ solucio do sistema Ae(®) = (1) representado pela matriz completa

( 0,913 0,659 6,79 - 106 >

0,913 0,659 2,68-1076
0,781 0,564 2,19-1076

0,913 0,659 2,68 .10
0 28-100* —1,025-10""

2,6716 - 10~* 0,99999
que implica e = ’ ex? = ’ .
—3,6607 - 10~* —0,99999

O residuo associado a nova aproximacio ainda nio é nulo:
254 1
@D p o A® = 0,25 o 0,913 0,659 @ 0,99999
0,217 0,781 0,564 —0,99999
[ 2,54-107°
~ \217-107¢ )°

A nova correcio e® ¢ solucio do sistema Ae®®) = (2

representado pela matriz completa

0,913 0,659 2,54-1076
0,781 0,564 2,17-1076

0,913 0,659 2,54-1076
0 28-107*% —2,7-107?

9,8955 - 10~ 0,99999
que implica e = ’ ex® = ’ . Note que xB) = x@)]
—9,6428 - 1076 —0,99999

entdo a partir desse ponto ndo conseguimos melhorar a aproximagio.

De acordo com o método e o sistema de ponto flutuante utilizado, a solu¢gdo numérica
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2.3 Métodos iterativos

0,99999 X ,
. Sabemos que a solugio exata é . A
—0,99999 -1

pequena discrepancia é consequéncia da escolha que realizamos para o arredondamento nas

do sistema é dada pelo vetor

operag¢des de ponto flutuante. Note que o numero 1 possui duas representa¢des no sistema
posicional de base decimal, uma dada pelo algarismo 1 e outra dada por 0,99... = 0,9. A
partir dessa ultima representa¢io, de acordo com o sistema de ponto flutuante F'(10, 5, —20, 20)

com arredondamento por truncamento, o nimero 1 seria armazenado como 0,99999 - 10°.

2.3 Métodos iterativos

A solugio dos sistemas lineares de n equagdes e n incognitas através de métodos diretos envolve
um nimero da ordem de n3 operagdes em ponto flutuante e, como estudamos, dependendo da

natureza das equacgdes, os erros de arredondamento nessas operagdes podem ser grandes.

Nesta se¢io vamos estudar métodos em que a solugido pode ser aproximada com um niimero
menor de operag¢des, nas quais, os erros de arredondamento estejam sob controle (numericamente

estavel) .

A estratégia consiste em desenvolver uma regra para construir a sequéncia de aproximagoes
xM x@ xB) 4 partir de uma aproximacio inicial x0 ¢ garantir a convergéncia dessa sequén-

cia para a solugdo do sistema.

ponto de partida na consiste em decompor a matriz nio singular A no sistema

sob a forma
A=D-U-1L,

onde D ¢é diagonal (e nio singular), U e L sdo respectivamente matrizes triangulares superior e

inferior sem a diagonal principal. Dada uma tal escolha, o sistema assume a forma
Dx—(U+L)x=b

ou seja,
Dx =b+ (U+L)x. (2.3.1)

A partir de uma aproximagcio inicial x(¥) vamos construir a sequéncia {x(k) }keN como solugdo
da seguinte modificacdo do sistema (2.3.1): no lado direito da equacio, utilizamos uma aproxi-
magio conhecida para x e assumimos que a solugio do sistema resultante fornece a aproximagio
seguinte. Ou seja,

Dx*+D = b 4 (U +L)xW, (2.3.2)

parak=0,1,...
Vamos denominar e®) = x —x® como o erro da k-ésima aproximacio com relacio a solucio

exata. Entdo, a partir de (2.3.2), temos que
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2 Sistemas de equacées lineares

x&D - — p~p 4+ D LU+ L)x®
= D '(Ax) —+D (U +L)x®
= D '(Dx— (U+L)x)+D (U +L)x®

= xX-— D_l(U +1L) (X — x(k)>
e a partir dessa ultima igualdade temos
x — x4+ = p=LU 4 1) (x . x(k>) = D) = pe®), (2.3.3)

onde M =D~ (U +L).
Uma condic¢do necessaria e suficiente para que limy_, k) =0 e R” para qualquer e ¢
R™ é que M seja tal que limyg_yoo MK = 0 € M,,x,,. Pois, de acordo com (2.3.3), dada uma

0)

aproximacio inicial com erro (©) apés k iteracdes, o erro da (k + 1)-ésima aproximagio serd

e®) M1 Z MM = MO,

Matrizes que satisfazem esse limite sio denominadas matrizes convergentes. Portanto, quando
decompomos a matriz nio singular A na forma A = D — U — L, devemos realizar um escolha que

satisfaca os seguintes critérios:
1. A matriz D deve ser nio singular.
2. A matriz D~}(U + L) deve ser convergente.

O seguinte teorema permite caracterizar uma matriz como convergente ou no, a a partir dos seus
autovalores.

Teorema 2.3.1 (matrizes convergentes)

Seja M € M, xn, uma matriz quadrada. M é convergente, ou seja, limy_, MK =0 € M,,xn,
se e somente se o valor absoluto de todos os seus autovalores for estritamente menor do que a

unidade.

O seguinte corolario é muito util também:

Corolario 2.3.2 (matrizes convergentes - condic¢io suficiente)

Uma matriz quadrada M é convergente se para uma norma matricial qualquer, |M|| < 1.

A importincia do corolario deve-se ao fato de que existem normas matriciais cujo calculo é
muito simples. De acordo com o corolario, se para qualquer uma dessas normas, a norma de
D~ !(U + L) for estritamente menor do que a unidade, entio o método serd convergente, caso

/ . ~ .
contrario nada podemos afirmar (a nio ser que conhecamos os autovalores da matriz). Duas

normas que possuem a caracteristica de serem calculadas facilmente sdo as normas ||-||; e ||| -
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2.3 Métodos iterativos

Uma escolha muito natural para a decomposi¢do consistem em eleger B como a matriz diagonal
formada pelos elementos na diagonal de A, essa escolha determina o método conhecido como
Método de Jacobi.

2.3.1 Método de Jacobi

Dado o sistema de equagdes lineares

Ax = b,
onde A € uma matriz quadrada, n X n, ndo singular e com elementos (A)i,j = a;,j, 0 método de
Jacobi consiste na iteracio
() = p-1 (b +(U+ L)x(k>) , k=0,1,..., (2.3.4)

onde x(¥ ¢ uma aproximacio inicial ¢ B ¢ a matriz diagonal formada pelos elementos da diagonal
de A, portanto (D), ; = d; ja; j e (U+L) = D—A. Em termos das componentes das aproximagdes

da solu¢ido, o método assume a forma da iteragio

) _ L f 0 (k) 235
x; s |7 jz;amazj (2.3.5)
i

parai=1,2,...nacadak =0,1,....

Exemplo 17: Seja o seguinte sistema de equacdes lineares

5r1 — X2 +3xr3 = —2
111’1 - 21.%’3 =
T1 + 8xo + 63 = 0

A forma matricial desse sistema, Ax = b, implica a seguinte matriz A

5 -1 3
A= 11 0 =21
1 8 6

O método de Jacobi nio pode ser aplicado a equagdo com a matriz A pois sua diagonal
principal ¢ singular: ha um zero na diagonal principal, (4),, = 0. Isto deixa a expressio
(2.3.5) indefinida quando i = 2.

Esta dificuldade pode ser contornada através da permutagio da 2* e 3* linha da matriz

completa [A]b]

Note que a troca de linha nio altera a solugdo do sistema mas leva a uma nova matriz A cuja

diagonal principal ndo possui singularidades. O método de Jacobi pode entdo ser aplicado. A
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2 Sistemas de equacées lineares

sequéncia de aproximacgdes {x(k) }ZOZO dada pelo método de Jacobi a partir da aproximacio

inicial (0 = ( xgo) xéo) xgo) ) € construida a partir da relagdo de recorréncia

( 1
§k+1) = < (72 n x;k) - 3x§k)>
k+1 1 k k
A0 = L)
k1) _ Lo (k)
2 = o (1110

parak =0,1,...
Aqui cabe uma observacido. A troca de linhas da matriz completa nio altera a solucdo
de um sistema de equagdes lineares, porém a convergéncia do método depende da forma da

matriz completa. Ou seja, o comportamento de convergéncia é potencialmente diferente.

De acordo com o corolario sobre condi¢do suficiente para convergéncia, o método de Jacobi

sera convergente se HD_1 (U+1L) HOO < 1. Os elementos da matriz dada pelo produto D~ (U+L)
sio (D~HU + L))Z = (1—46;,) aj,j (o termo (1 — 6; ;) indica que os elementos da diagonal de
; a

1,0
D~!(U + L) sdo nulos). Entio podemos concluir através da norma matricial [|-||; que se

az?]

[IDTH(U+L)|| <1 < max e
1,7

1<i<n £
J=1
J#

<1 (2.3.6)

o método converge. A segunda desigualdade em (2.3.6) equivale a condi¢io de ’dominancia dia-

gonal estrita” da matriz A.

Defini¢do 2.3.3 (matriz diagonal dominante e matriz diagonal dominante estrita). Seja M € M, .,

uma matriz quadrada. M é denominada “diagonal dominante” se |(M); ;| > > j=1|(M); ;| para
J#i
todoi =1,2,...n. Se a desigualdade |(M); ;| > > j=1|(M)i;|,i =1,2...,n for vilida entdo
J#i

M é denominada “diagonal dominante estrita™.

Além da dominancia diagonal estrita, outro critério aplicavel a matrizes irredutiveis®” garante
a convergéncia do método. Se A for uma matriz irredutivel diagonal dominante entdo a conver-
géncia do método de Jacobi também ¢é garantida (a demonstracdo esta no 7° capitulo de Ortega,

J.M. ”Numerical Analysis: a second course”, vol. 3 da colecido ”Classics in applied mathematics”
editado pela STAM, Philadelphia 1990).

®Uma matriz quadrada M ¢ irredutivel se existir uma matriz de permuta¢io P tal que P~*MP é uma matriz bloco
E
0 D
matriz n X n ¢é irredutivel se e somente se para dois indices quaisquer 4,7 = 1,2,...,n existir uma sequéncia de
. componentes nio nulas de M da forma (M), ;, (M), ;. (M), ;... (M), ..
Uma matriz de permutagio P ¢ uma matriz quadrada que possui uma tinica componente igual a 1 em cada linha e
coluna com todas as demais iguais a 0.

triangular superior, ou seja, uma matriz quadrada da forma ( ) onde B e D sdo matrizes quadradas. Uma
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2.3 Métodos iterativos

Defini¢do 2.3.4 (matriz diagonal dominante irredutivel). Seja M € M, «,, uma matriz quadrada
irredutivel. M é denominada “diagonal dominante irredutivel” se for diagonal dominante e além

disso |(M)ii| > > j=1|(M); ;| para algumi=1,2,...n.
JF

2.3.2 Método Gauss-Seidel

O método de Gauss-Seidel consiste em uma pequena modificagio do método de Jacobi. Nesse
ultimo, para encontrar a aproximacao x*+1 de acordo com a iteracido (2.3.5), devemos conhecer
todos as componentes da aproximacio anterior x*). No método de Gauss-Seidel, levamos em
conta que durante a iteracdo, parte das componentes da proxima aproximacao ja sao conhecidas
e sdo também incorporadas no calculo das demais. Assim, no método Gauss-Seidel a iteracio

para calculo das componentes da (k + 1)-ésima aproximagido ¢ dada por

n
k+1 1 k
:vg o = Za17jx§ s
ai 1 =
(k+1) 1 Ut 64]) o "
+ _ L, (kD) N o -
xz - az,l b’L Zlal,JxJ _Z aZJx] ; 1= 2’3’...77’1/ 17
J= Jj=i+1
1 n—l ( )
(k+1) _ (k41
i T nn bn ; Un,jT; - (2.3.7)

Pela estrutura da iterag¢io, podemos notar que, ao contrario do que ocorre no método de Jacobi,
nido ha necessidade de armazenar os dados de todas as componentes da k-ésima aproximacio

para obter a seguinte.

Exemplo 18: Dado o mesmo sistema do exemplo (17) e matriz a [fﬂé} :
{Au}} =l 1 8 6 o0

A sequéncia de aproximacdes {x(k) }20:0 dada pelo método Gauss-Seidel a partir da aproxi-

s 1 (0) © _© 0\, : ~ X A
magdo inicial 2 = ( 277 x5’ x4 ¢ construida a partir da relag¢do de recorréncia

1
wgkﬂ) = 5 (—2 + xék) — 3xék)>
k1 1 k1 k
93(2 ) = ] (—@"g - xé ))
k+1 1 k+1
At = (1= 112f)

parak =0,1,...

Com relac¢do a convergéncia desse método, podemos notar pela forma das iteradas em (2.3.7)

57



2 Sistemas de equacées lineares

que a condi¢io sera distinta daquela obtida no método de Jacobi. No entanto, para o seu desen-
volvimento é necessario expressar x*t1) em funcio de x(¥). A partir da segunda e terceira linhas

de (2.3.7) multiplicadas respectivamente por a; ; € Gy, ptemos

i—1 n

(k+1) (k+1) (k) .

a; ;T = b — Zaiijj — E aijr;’, 1=2,3,...,n—1,

j=1 Jj=i+1
n—1

k+1 (k+1)

amnxg ) = p, — Z OWED .
j=1
(k+1)
Agora passando as componentes z; para o lado esquerdo

% n
(k+1) (k) .
E (li’jl‘j = bi— E CLiJl‘j s 122,3,...,’11—1,
j=1 Jj=i+1

S el = b, (2.3.8)
j=1

A primeira linha de (2.3.7) e as duas de (2.3.8) em notag¢io matricial assumem a forma
(D — L)x**+) = p 4 Ux®

e portanto

) = =17 (b+Ux®) k=0,1,... 2.3.9)

Se a matriz A for diagonal dominante estrita ou diagonal dominante irredutivel entdo a sequén-
cia dada pelo método Gauss-Seidel converge para a solugio do sistema independente da aproxi-

macao inicial. A demonstragio dessa condic¢do suficiente é analoga aquela do método de Jacobi.

2.4 Exemplos comentados

Sistema massa—-mola em equilibrio estatico

Desejamos obter a solugido de um sistema formado por trés corpos: mq, mo € m3. Sujeitos a a¢io

de uma forca elastica de acordo com o diagrama.
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2.4 Exemplos comentados

A :

P

............. K3
Ké/,x -

i K;s
\ m
K>
K : K> p,
?, i

Figura 2.4.1: Sistema massa-mola. As constantes de mola valem K; = Ky = K3 = 2Nm™ ' e
Kip=Ky3=Ki3= INm~ L. As coordenadas das extremidades fixas sdo dadas

pelos vetores p; = ( 0 0 )T,pg = ( 10 )T ep3 = ( 21 1 )T em unidades
S.IL

Para minimizar a quantidade de termos nas expressdes, consideraremos que todas as quantida-
des estio em unidades S.I. e ndo faremos referéncias as mesmas.

Nosso objetivo é obter os valores das componentes do vetor posi¢io dos corpos m1, mg e ms.
Simbolizaremos os vetores posi¢io desses corpos, respectivamente por 71, 79,73 € R?. Assim, as
incognitas do problema sdo as componentes desses trés vetores :1'1 g, T1,y, 72,25 2,y> T30 € T'3y.
Sio seis incognitas, portanto devem haver seis equacdes que as relacione.

As equagdes advém da exigéncia de que o sistema esteja em equilibrio estatico. Nesse caso, a
resultante das forcas sobre cada corpo € nula. As Unicas for¢as em jogo sdo as forgas elasticas cuja

forma é dada pela lei de Hooke.

Figura 2.4.2: Lei de Hooke.
A resultante das for¢as sobre o corpo m1 (equacio vetorial)
—Ki(r1 —p1) — K12 (r1 —12) — K13 (r1 —73) =0 € R?,
T
onde p1 = ( 00 ) € R? ¢ a coordenada da extremidade fixa da mola K. Como a equagio
acima é uma equag¢ido que envolve vetores, ela deve ser analisada componente a componente.

Componente z:

—Kiriz+ Kipia— Ki2(rie —122) — Ki3(rie —1r32) =0,
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2 Sistemas de equacées lineares

que equivale a8
(K1 + Ko+ Ki13)r1, — Kioroe — Ki13r3, = K1p1a-
Substituindo o valor das constantes de mola e da componente x da extremidade fixa,

47‘1735 — T2 — T332 = 0. (2.4.1)

Componente ¥:
—Kiry + Kipry — K12 (r1y —r2y) — K13 (r1,y —1r34) =0,

que equivale a

(Kh1+ Kig+ Ki3)r1y — Kioroy — K1 373y = Kip1y.

Substituindo o valor das constantes de mola e da componente x da extremidade fixa,

4ryy — 1oy — 134 = 0. (2.4.2)

Colecionando as equagdes (2.4.1), (2.4.2) e as demais equag¢des para as componentes € i dos

corpos ms e ms, obtém-se o seguinte sistema

47"1@ —T2x — T3z =0
47’1’y — T2y — T3y =0
—Triz+ 4T2,Jz — T3z =
Ty + 4T27y — T3y =

—Tlg — T2z + 4T3,m =1

—Tiy — oy 413y =2

A estrutura matricial fica mais claramente evidenciada se renomearmos as variaveis na forma

T1 = Tz, T2 1= Ty, T3 1= T2g, T4 = T2y, T5 1= T3z, T6 ‘= T'3y.

8A equagio vetorial para esse sistema é facilmente generalizada para o caso de um sistema com um niimero arbitrario
de massas conectadas por molas, parte delas com extremidades fixas em uma regiio do R".

Seja N C N, um conjunto de indices para as massas. Cada massa esta ligada a pelo menos uma das outras
massas e, naturalmente, nio esta ligada a ela mesma por uma mola. Assim, a cada i € N, existe um conjunto nio
vazio de indices I; C N que guarda os indices das outras massas ligadas a massa i. Do mesmo modo, cada massa
1 pode estar ligada por uma mola a uma extremidade fixa. Assim, a cada i € N, existe um conjunto ®; C N que
guarda o indice de uma extremidade fixa. Vamos supor ainda, que cada massa pode estar sob a a¢io de uma forca
externa (por exemplo, a gravidade).

A equacdo para a posi¢do de equilibrio 7; € R™ da massa ¢ € N ¢ dada por

Z K, + Z Kij|ri— Z K jrj = Z Kiip + F3,
Py jel; jel; e,

onde K; ; = Kj,; ¢ a constante de mola que liga a massa 7 a massa j ou extremidade fixa j, p; € o vetor posi¢do
da extremidade fixa [ e F; 4 forga externa sobre a massa 4.
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2.4 Exemplos comentados

Nesse caso, o sistema assume a forma

Ax = b,
onde

0 —1 0 —1 0 0

0 0 -1 0 -1 0

—1 0 4 0 -1 0 2

A= e b= (2.4.3)

0 -1 0 4 0 -1 0

—1 0 -1 0 4 0 1

0 -1 0 -1 2

Verificamos imediatamente que a matriz A ¢ estritamente diagonal dominante (linhas e colu-
nas). Portanto, além dos métodos diretos, podemos utilizar tanto o método de Jacobi quanto

Gauss-Seidel com garantia de convergéncia.

Dada a sua estrutura, criamos no Scilab a matriz de coeficientes e coluna das constantes do

sistema (2.4.3) com a sequéncia de comandos

A=4*eye(6,6);

for i=1:4
A(i,i+2)=-1;
A(i+2,1i)=-1;

end;

for i=1:2
A(i,i+4)=-1;
A(i+4,1)=-1;

end;

b=[0 02 01 2]";

A representacio matricial do sistema depende da ordem com que sdo atribuidas as componentes

dos vetores posi¢io. Por exemplo, a escolha alternativa
T1:= "1, T2 1= T2, T3 1= T3, T4 1= Ty, T5 1= T2y, Te 1= '3y,

leva ao sistema

4 -1 -1 0 0 0 7 0
0O 0 0 4 -1 —1 T 0
1 4 -1 0 0 0 B | | 2
0 0 0 -1 4 1| |zl |o
1 -1 4 0 0 0 T 1
0 0 0 -1 -1 4 F P

A permutacio da segunda e terceira linhas, seguida pela permutagdo da terceira e quinta linhas

da matriz completa associada produz um sistema com representa¢io matricial

Az =b
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2 Sistemas de equacées lineares

onde
4 -1 -1 0 0 0
-1 4 -1 0 0 2
-1 -1 4 0 1
A= e b= (2.4.4)
0 0 0 4 -1 -1 0
0 0 0 —1 4 -1 0
0 0 0o -1 -1 4 2

A novidade aqui ¢ que esse novo sistema pode ser resolvido como dois sistemas independentes.
O sistema representado por (2.4.4) possui uma matriz de coeficientes que é bloco diagonal. Isto
permite separar o sistema original em dois sistemas independentes. Porém, dada a estrutura de
A nesse ordenamento, a matriz de coeficientes desses dois sistemas ¢ igual, portanto, para obter
a solu¢do numérica no Scilab, construiremos a matriz de coeficientes e a matriz de constantes a
partir dos comandos
A—_
ones(3,3)+5%eye(3,3);
b=[0 2 1;0 0 2]';

A solu¢io numérica € obtida a partir de algum dos seguintes comandos:

« A\b

* gseidel([A b],tol=0)

* gpp([A b])

* jacobi_solv([A b],tol=0)

A solugio exata é dada por

0,3 0.7 0,5
ry = , ro = e ry=
! 0,2 2 0,2 ’ 0,6

Rede de resistores

Considere o circuito elétrico descrito pela figura seguinte

Figura 2.4.3: Circuito elétrico. A fonte ¢ de 1V e as resisténcias Ry = R34 = 1Q, Ry 3 = R4 =
5Q¢e Ri2 = Ry 3 =104
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Uma vez estabelecidos os valores das resisténcias e da voltagem na fonte, as correntes e ten-
soes em cada terminal sio determinados por um sistema de equacdes lineares que € resultado da

aplicagdo da Lei de Ohm e da Lei de Kirchoff para correntes.
A notagio adotada para tensdes e correntes ¢ seguinte, V; simboliza a tensiononoé i e I; 5, a
corrente no sentido do n6 i para o né j que atravessa um resistor cujas extremidades estido ligadas

a esses nos. Note que, de acordo com a notagio, [; j = —1I;;.

A partir dessa notagio, a Lei de Ohm assume a forma

V;—V; = RI, (2.4.5)
onde R ¢é a resisténcia do resistor.
A Lei de Kirchoff assume a forma
> I =0, (2.4.6)
icJ

onde J é conjunto formado pelos indices dos nos ligados ao n6 j.

De acordo com a estrutura do circuito, convencionalmente V3 = 0 pois o n6 1 esta ligado ao

terra, V3 ¢ determinado pela fonte e I1 o = ———. As demais tensdes e correntes sdo incognitas

Ry
do problema. Nio ¢ dificil verificar que sdo sete incognitas: V3, Vi, I1 4, Io4, I34, [1 3¢ I23. A

partir de (2.4.5) e (2.4.6), as sete relacdes entre as incognitas sio dadas pelas equagdes

Vi—Vi=Ri4lh4

Vo =Vi=Roslr4

ha+ITu+134=0
1,4 24T 134 Lei de Kirchoff

paraosnos4e 3.

V3 — Vi = Ry 4l34 ¢ Leide Ohm.
Lig+1Iy3—134=0
Vi—V3=Ri3l3

Vo — V3 =Ry3ls3

A descri¢do desse sistema na forma matricial
Az =0
depende de um ordenamento das incognitas como componentes de . A escolha

x1:= V3, w0 :=Vy, x3:= 113, xq 1= L1 4, x5 := I2 3, v6 := lo 4, x7 := I3 4, (2.4.7)
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2 Sistemas de equacées lineares

resulta nas seguintes matrizes

0o -1 0 —Ri4 0 0 0 0

0o -1 0 0 0 —Ray 0 ~Va

~1 0 0 0 0 —Rsy 0

A=| -1 0 —Ris 0 0 0 0 e b= 0
~1 0 0 0 —Rys 0 0 Vs

0 0 0 1 0 1 1 0

0 0 1 0 1 0o -1 0

A escolha alternativa
1= I14, vo = Iy, w3 1= Io3, x4 := 113, ¥5 1= I34, x6 := V3, w7 1=V}, (2.4.8)

resulta nas seguintes matrizes

Ry O 0 0 0 0 1 0

0 Rgy O O 0 0 1 Va

0 0 Rys 0 0 1 0 Va

A= o 0 1 1 -1 0 0 e b=]| 0
1 1 0 0 1 0 0 0

0 0 0 Rz 0 1 0 0

0 0 0 0 Rgy —1 1 0

Esta tltima escolha produz uma matriz de coeficientes sem elementos nulos na diagonal principal,
mas isto ndo ¢é suficiente para produzir uma matriz diagonal dominante.

A solug¢do numérica com seis digitos para o sistema no ordenamento (2.4.7) ¢ dada por

7,74194D — 01
8,06452D — 01
—7,74194D — 02

z~ | —1,61290D — 01
4,51613D — 02
1,93548D — 01
—3,22581D — 02

A partir da solug¢do sabemos que a tensdo no n6 3 vale &~ 0,774194V e no n6 4 vale =~ 0,806452V.
Alem disso, a corrente que sai da fonte ¢ dada por I 1 + o3+ 124 = 0.1 +25+ 26 ~ 0,338710A.

Portanto a rede de resistores possui um resisténcia equivalente de = 2,95238(2.
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2.5 Exercicios

1) Utilize 0 método de Gauss com pivotamento parcial para encontrar a solu¢do do seguinte sis-
tema de equacdes lineares
dr+4y = 20,5
{ Tr+6,99y = 34,97

no sistema F'(10, 5, —10, 10). Verifique que o sistema possui solu¢do exata que pode ser represen-

tada nesse sistema de ponto flutuante e realize as operacdes de refinamento.

2) Utilize o método de Gauss com pivotamento parcial para encontrar a solucdo do seguinte

sistema de equacgdes lineares

dr+4y = 20
Tr+69y = 34,7

no sistema F'(10, 5, —10, 10). Verifique que o sistema possui solugdo exata que pode ser represen-

tada nesse sistema de ponto flutuante e realize as operacdes de refinamento.

Ao (05 04\
0,3 0,25

3) Seja o sistema Ax = b, onde

~ T
Considere que conhecamos a aproximacio b = ( 0,2 1 > para o lado direito da equagio.
Se os coeficientes da aproximag¢ido b sio exatos até o terceiro digito ap6s a virgula encontre uma
L . < iy [[x — x|,
estimativa para o erro relativo na resposta X, isto ¢, para I
e
1

4) Seja o sistema com matriz completa (o mesmo utilizado no exemplo da se¢io refinamento
iterativo )
0,913 0,659 0,254
( 0,781 0,564 0,217 ) '

Encontre a solu¢io através do método de eliminagio gaussiana com variaveis no sistema de ponto
flutuante F'(10,5, —20, 20) e arredondamento par. Utilize a refinagio iterativa até que a aproxi-

macao nio mais seja modificada.

5) Utilize o método de Jacobi e 0 método de Gauss-Seidel para esse mesmo sistema. O que vocé

pode dizer sobre a convergéncia dos métodos? (trabalhe com a maior precisio possivel).

6) Seja o sistema de equagdes algébricas lineares cuja matriz completa ¢ dada por A:

10 -3 a 4 B
a0 9 B8 5 a
1 -1 10 2 «

1

0 1 2 -8

Determine o intervalo de valores que « e 5 podem assumir de modo que o sistema possa ser

resolvido através do método Gauss-Seidel com garantia de convergéncia.
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2 Sistemas de equacées lineares

7) Seja A uma matriz simétrica n X n de componentes [A]; ;:

« , =17
[Alij =
plizil £
Para quais valores de « o sistema
Ax=Db

pode ser resolvido via Jacobi com garantias de convergéncia?

8) Um determinado problema possui solu¢do na forma de um sistema de equacdes lineares com

n (n > 11) variaveis x;, ¢ = 1,2, ..., n e n equagdes

Primeira equagio : 8x1+4x3+2x5 —xp 90—, = 1
1—1

1=2,...,5 : Ti—1 —4x;i+Tiy1 —Tp—i + Ty = cOS 17r
n_

. 1—1

1=6,...,n—> D X3 —2x9+8x; — 240+ 2543 = cos|3 17T
n_

) 1—1

t=n—4,....n—1 1 — 22+ 21 —4x;+ 2541 = cos 177
n —

Ultima equagio : —r1—23+2xp4+42492+8x, = -1

Considere o caso n = 50 e justifique se ha garantia de convergéncia pelo método de Jacobi ou
Gauss-Seidel se a matriz for criada a partir do ordenamento indicado acima. Determine o valor

de (z1 — 2,)%/2 com seis digitos de precisio.

9) Um determinado problema possui solu¢do na forma de um sistema de equacdes lineares com

n variaveis x;, 1 = 1,2,...,n en equag¢des
Primeira equagio : naxi+(n—1Dze+... 422, 1+2x, = b
1=2,....,n—1 : 20,1 — 4z + 341 = b;
Ultima equagio s 420+ +(n—1Dzp1+nx, = by

Considere o caso n = 50 e determine uma estimativa na norma 2 para o erro relativo na solu¢do

se o erro relativo dos coeficientes b; for igual a 1077,

10) O problema de contorno

{ y' + a2ty =exp(—z), x€(0,2)

y(0)=0, y(2)=0
. . . . 2 .
quando discretizado nos n pontos x; = (i — 1)h, i = 1,2,...ncom h = D d4 origem ao
n—
sistema de n equagdes lineares
yo= 0
y2+1+(h4(2_1)2_2) Yi T Yi-1 = thXP(_(i_l)h)v i:2a37"'7n_1
Yn = 0

Se o numero de pontos n for igual a 27P + 1 para algum inteiro positivo p < 13, os termos da

matriz de coeficientes serdo representados exatamente nos registros de ponto flutuante de 64 bits.
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A partir do condicionamento da matriz, determine uma aproximagio com quatro digitos para o
erro relativo da solu¢io em norma 2 considerando que o erro relativo nos termos do lado direito
sio da ordem de 10716 e n = 257.

11) Um problema de contorno discretizado em n pontos uniformente ao longo do dominio

(0,1) da origem ao seguinte sistema de n equagdes lineares

y = 0
yi+1—|—(h2+h2cos(2(i—1)h)—2) vi+tvyiir = hlexp(—(i—1)h),i=2,3,...,n—1
yn = 0

1
onde h = 1 A presenca do termo h? cos (2(i — 1)h) impede que uma grande quantidade
n

de termos ndo nulos da matriz dos coeficientes do sistema sejam representados exatamente por
registros de ponto flutuante. Em situa¢des semelhantes, a relacdo entre os erros relativos 6z, § A, §b
e o condicionamento K4 (A) (em norma «) no sistema de equagdes Az = b satisfaz a desigualdade
b < —fald)
T 1—ka(A)0A

estimativa superior com quatro digitos para o erro relativo dz no caso em que n = 150, db < 10716
edA 10716,

(0A + 6b) se kq(A)0A < 1. Trabalhando com a norma oo, determine uma

12) Considere o circuito elétrico descrito pelo diagrama

abaixo. As resisténcias sio dadas por Ry 4 = R34 = 15§,

.
Vi = —Rialhia
R273 = R1,4 =100 e Rl’g = R173 =30Qe¢ea Voltagem o
N N , 3—Vi = Roulry
V' = 3V. A notagio adotada para tensdes e correntes é
. : : N , Va—Vy = Rgulz,
seguinte, V; simboliza a tensdo no no6 i e I; j, a corrente
. . . . Vs = —Righgs
no sentido do n6 i para o n6 j que atravessa um resis-
: . L , 3—Vs = Rasls
tor cujas extremidades estdo ligadas a esses n6s. Note ; I I e
N 1atloa+tI34 = 0
que, de acordo com a notagio, I; ; = —Ij;. De acordo ’ ’ 3
Lhz+1a3—1I34 = 0

com as leis de Ohm e Kirchoff para circuitos, a corrente
I>1 = V /R 2 e as demais tensdes e correntes satisfazem
as equagdes ao lado. Determine o valor absoluto da maior

corrente (6 digitos na resposta).

3

J; LY |

13) Considere o seguinte conjunto de rea¢des quimicas em um recipiente fechado e a volume

constante:
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2 Sistemas de equacées lineares

Reacio 1 257 + 353
Reacgio 2 So + 53
Reacio3 57+ 355
Reacgio 4 Sy + Sg

L1

_)

S3 + 255
385,

254 + 255
357

A matriz estequiométrica N desse sistema ¢
construida de modo que (N); ; representa o
coeficiente da susbtincia j na i-ésima reacgio
(o sinal é positivo se a substancia estiver do
lado direito e negativo caso contrario, se uma
mesma substancia estiver dos dois lado, faz-
se a soma dos coeficientes levando em conta

o sinal),

por exemplo, a 1* linha é da forma [-2,0,-2,0,2,0,0] e a 2* linha [0,-1,-1,3,0,0,0]. A partir da taxa

de producdo e/ou consumo de cada uma das substincias é possivel determinar a taxa de reacio de

cada uma das reag¢des a partir da solugio do sistema de equacdes lineares (N * NT) *x7=NxR,

onde 7 é a matriz coluna com a taxa de cada uma das equac¢des e R € a matriz coluna com as taxas

de produgio/consumo das substincias. Determine qual das reagdes possui a menor taxa (e o seu
valor com trés digitos), dado que R =[-1.5;-0.91;-1.2;1.6;-0.24;0.88;1.3] mol/(l s).
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3 Equacoes nao lineares

Vamos estudar métodos numéricos para resolver o seguinte problema. Dada uma fun¢io f con-
tinua, real e de uma variavel, queremos encontrar uma solucio x* que satisfaca a equacdo nio
linear:

flz*) = 0. (3.0.1)

Em geral a equacido (3.0.1) ndo pode ser resolvida exatamente, isto ¢, a solu¢io z* nio pode ser
descrita a partir de uma combinagio finita de opera¢des algébricas simples (+, —, /, X, exp, log) e
func¢des elementares (polindmios, razio entre polindbmios, poténcias racionais, e as funcdes trans-
cendentais: exp,log, trigonométricas, hiperbolicas). Ha casos em que a propria fungio f ndo é
conhecida explicitamente: pode ser definida a partir de uma série infinita, ou a partir de uma inte-
gral ou ainda ser solu¢io de uma equacio diferencial. nesses casos utilizamos métodos numéricos
para resolver a equagio.

Idealmente, poderiamos dividir o procedimento nas seguintes etapas: inicialmente devemos
encontrar uma regido de interesse onde possam existir solu¢des da equagio; em seguida, quando
possivel, isolar os intervalos que contém apenas 1 solugio; feito isso, determinamos pelo menos 1
aproximacio inicial (%) da solucio (de acordo com o método utilizado, pode ser necessario utili-
zar mais de uma aproximacio inicial) para cada intervalo; finalmente, a partir das aproximacdes
iniciais, o método numeérico consiste na constru¢io de uma sequéncia {33(0)}%0:0 que converge
para a solucio , isto €,

0) *

lim 2z =2

n—-+00
solu¢io da equacdo (3.0.1). Portanto os métodos numéricos para encontrar a solu¢io de equacdes
nio lineares sdo métodos iterativos. A cada iteracdo, utilizamos um subconjunto das aproxima-
coes 2D (=2 20) obtidas anteriormente, para determinar a proxima aproximac¢io
™,

Taxa de convergéncia e critérios de parada

A velocidade com que uma sequéncia de aproximacdes converge para a solugio ¢ conhecida como
« d A c» A 1 d 1 O (n) & 1 a
taxa de convergéncia”. Se uma sequéncia de aproximagdes {x _, converge para a solucdo
n=0
x*, diz-se que a sequéncia “converge linearmente” para x*se existir uma constante real L € (0, 1),
denominada “taxa de convergéncia”, tal que

‘az(”‘H) — x*} B

Jim T ] L.

Tecnicamente, o limite nio fornece informa¢io sobre o comportamento de subsequéncias finitas

da sequéncia de aproximag¢des mas permite estimar e comparar a velocidade com que sequéncias
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3 Equacédes ndo lineares

construidas por diferentes métodos converge para a solucio.

As extremidades do intervalo de valores que a taxa de convergéncia pode assumir estao associ-

ados a situacdes especiais:

‘x(”“‘l) — :1:*|

* Se a razdo ndo é constante e o limite corresponde a L = 1, entio diz-se que

’x(") — ZL'*‘
a sequéncia “converge sublinearmente”. Se, além disso,

et — o]
Jim 200 — 2| 1

entido diz-se que a sequéncia “converge logaritmicamente”.

* Se o limite corresponde a L = 0, entio diz-se que a sequéncia “converge superlinearmente”.
Neste caso, € possivel fazer uma distingdo entre as formas de convergéncia. Se existir um

real ¢ > 1 tal que
. ‘37("“) — x|
lim ——

n—00 ‘:L'(”) — 1;*|q > 07

diz-se que a sequéncia “converge com ordem ¢”. Quando g = 2, diz-se que a convergéncia

€ “quadratica”, quando ¢ = 3, diz-se que é “ctibica” e assim por diante.

Os métodos iterativos, em geral, fornecem uma maneira de se obter a solugdo exata do problema
mediante a repeti¢io infinita de operacdes realizadas sobre os nimeros reais (ou complexos) o que
€ operacionalmente impraticavel. Na construgio concreta das aproximagdes através de operagdes
em maquina sera necessario determinar o momento de interromper a sequéncia quando as apro-
ximagdes satisfizerem algum critério. Nos casos em que a convergéncia é linear ou superlinear é

possivel estabelecer um critéria de parada da forma

2D — 2] < tol 5 |+ , (3.0.2)
onde tol é um fator positivo menor que a unidade denominado “tolerancia”.
Uma outra alternativa para critério de parada consiste na desigualdade
‘xn—l—l - xn’ > |xn - xn—1| (3.0.3)

para n maior ou igual a um nimero minimo de iteradas. A justificativa para o seu uso ¢ o fato
de que devido aos erros de arredondamento nas operac¢des de ponto flutuante, a sequéncia de
aproximacoes pode entrar em um ciclo onde os mesmos valores sao obtidos indefinidamente.

Caso isso ocorra, a desigualdade (3.0.3) sera satisfeita.

Se o parAmetro tol for suficientemente pequeno, a partir de um determinado indice na sequéncia

(n+1) pode estar tio préximo de 2™ a ponto de serem vizinhos no sistema

de aproximacdes,
de ponto flutuante ao qual pertencem. Considere um sistema de ponto flutuante com com n
digitos binarios para o significando. Sejaz = (1,d1ds . . . dp—1), X 2 um elemento desse sistema,

os seus vizinhos mais proximos distam 2~ ("1 x 28 ou 27("=2) x 98 quando z ¢ da forma
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(1,00...0), x 2E+L A partir da multiplicagio da desigualdade
1 <(Ldidy...dp—1)y
pelas distancias entre os vizinhos mais proximos de x temos

2= x 2P < 27D (1 didy ... dp 1)y x 28 =2"00"Ug
ou
27(n=2) x 2P < 2 x 27D (1 dydy. .. dy1), x 2F =2 x 270"y,

O que permite concluir que a distancia entre um ponto flutuante ndo nulo e os seus vizinhos mais
préoximos € menor ou igual a

2 x 27 (=1 4.

Os pontos flutuantes utilizados por varios programas numéricos correspondem aos “doubles”
definido pelo padriao IEEE-754, pontos flutuantes com 64 bits dos quais 52 sdo utilizados para re-
presentar 53 digitos binarios, ou seja, n = 53. Neste caso, o termo 2752, denominado pelo Scilab
(e também pelo padrio IEEE-754) como “epsilon de maquina”, simbolizado por ,,, quantifica
o limite superior para o erro relativo nas operac¢des aritméticas com pontos flutuantes. A partir

dessa descri¢io, a distancia entre dois pontos flutuantes vizinhos é limitada superiormente por
2em|z|.

Dessa forma, se o pardmetro tol em (3.0.2) for menor que 2¢,,, a parada na construgio da sequén-
cia de aproximagdes ocorreria proxima da capacidade da maquina em diferenciar dois pontos

flutuantes, ou seja, o resultado seria equivalente a escolher tol = 0.

Condicionamento

O comportamento de f proximo ao zero x* e as limita¢des impostas pela aritmética de maquina
dio origem aos problemas de condicionamento na determinac¢io de aproximacgdes para x*. Na
situagio em que f (z*) possui valores muito pequenos, uma pequena incerteza no valor de f induz
grandes incertezas no valor de . A questdo ¢ quantificar esse efeito, o que pode ser alcancado
através da analise da série de Taylor para a fungio f.

Vamos supor que f é continua em um intervalo fechado com extremidades = e * e diferenciavel
no intervalo aberto com as mesmas extremidades, entio, de acordo com o teorema de Taylor!

existe um £ no intervalo aberto tal que

Antes de continuar a analise, € util considerar a defini¢io de multiplicidade dos zeros.

1 . . ;. .
O teorema admite diversas formas para o termo correspondente ao erro em uma série de Taylor. Uma referéncia que
trata desse assunto ¢

* Apostol, T. M. “Calculus : One-Variable Calculus with an Introduction to Linear Algebra, Vol. 1, Ed. 27,
(1967), se¢des 7.6 ¢ 7.7, pagina 283.

71



3 Equacédes ndo lineares

Defini¢do 3.0.1 (Multiplicidade dos zeros). Seja f uma funcio p vezes continuamente diferencia-

vel em alguma vizinhanca de x*, raiz da equacio f(x) = 0. Dizemos que x* possui multiplicidade
p se
|f ()]

0< lim —12 < o0,
r—T* |1,‘ — $*|

E usual denominar os zeros de multiplicidade 1 como “zeros simples™.

Se * é um zero simples de f, existe uma constante positiva L , tal que |f’| > L no intervalo

aberto e além disso, por defini¢do f (z*) = 0, entdo

. @)
F(6)

Em maquina, f é calculada numericamente através de opera¢des em ponto flutuante. O resultado

7))

= —rfl <
o~ ot <

T —x (3.0.4)

¢ uma outra funcio, f, que difere de f pela presenca de um termo aditivo § que contém os erros

cometidos nas operag¢des necessarias para avaliar o valor de f

f(x) = f(z) + ¢(), (3.0.5)

onde? a fungio ¢ é limitada superiormente em valor absoluto por uma constante 6, ou seja, || <
8. Se (™ ¢ uma aproximacio para a solucio z*e seu valor é o de um registro de um sistema de

ponto flutuante com a propriedade

f@w)za (3.0.6)

entio de acordo com a aritmética de maquina, (™ é uma solu¢io da equagio f(z) = 0. Com-
binando (3.0.4) , (3.0.5) e (3.0.6) chega-se a desigualdade

‘x(") —z* < %

Assim, a razio — fornece informacdo sobre a acuracia com que ¢é possivel obter a solu¢do da
equagdo nio linear. Se a derivada em torno de um zero simples assume valores muito pequenos,

a tarefa de determinar uma aproximag¢io com boa acuracia pode ser muito prejudicada.

No caso de um zero de multiplicidade p ha um resultado semelhante. Dado um inteiro p > 1
e uma fungio f de classe CP~! no intervalo fechado com extremidades = e x*, cuja derivada de
ordem p esta definida no intervalo aberto de mesmas extremidades, existe um & contido nesse

intervalo aberto tal que
1

f@) = 50 (@ =",

j4 que, por hipétese, f (z*) = f'(z*) = ... = f®=V (z*) = 0. Dessa expressio, segue por

argumentos similares que para uma aproximag¢io dada por um registro de ponto flutuante igual

%A funcgio f assume valores em um sistema de pontos flutuantes. Em geral, determinar o valor de § para qualquer
fun¢io f nio é uma tarefa trivial pois esse problema se relaciona ao problema conhecido como “Table Maker’s
Dilemma”. Referéncia:

* Muller, J.-M.;et all. “Handbook of Floating-Point Arithmetic”. Springer-Verlag. New York. 2009.
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3.1 Métodos de quebra

az(™ se ‘f(p)’ > L, no intervalo aberto com extremidades em (M e z*, entio

_ il 1/p
<(z?) -

Os métodos podem ser separados em trés classes principais:

‘x(”) —z"

* Me¢étodos de quebra: o ponto de partida ¢ encontrar um intervalo que contenha pelo menos
1 solugdo. Segundo o teorema de Bolzano, basta determinar um intervalo em que a fung¢do
f muda de sinal. Os métodos de quebra consistem na descri¢io de como subdividir o inter-
valo inicial em intervalo cada vez menores que ainda contenham a mesma solugio. Nesse
caso, a sequéncia 2O 20 2@ 20 ¢ formada pelos extremos dos intervalos. A solu-
¢do numérica sera encontrada quando a largura do intervalo em uma m-ésima itera¢io for

pequeno o suficiente para satisfazer as exigéncias de exatido.

* Métodos de ponto fixo: A sequéncia {z(?) =1 ¢ construida a partir da sucessiva iteragio
2t = ¢ (at(”)). A convergéncia do método ¢ garantida pelo teorema do ponto fixo, dai

o nome dos métodos.

* Métodos de multiplos passos: Uma generalizacdo do método anterior onde a fun¢io ¢
depende de mais de uma aproximacio anterior, i. e., ("1 = qb(:l:(”),a:(”_l), oz

para algum p > n.

3.1 Métodos de quebra

Os métodos de quebra utilizam como primeira aproximag¢io um intervalo que contenha pelo me-
nos 1 solugdo da equacio nio linear. As itera¢des consistem em seguidas subdivisdes dos inter-
valos de maneira que o novo intervalo sempre contenha a solu¢do. O uso do teorema é comum a
todos os métodos de quebra, ele fornece condi¢cdes para que os intervalos contenham pelo menos

uma solugio para a equagio. Apresentamos o teorema sem sua prova.

Teorema 3.1.1 (Bolzano)
Seja I = [a,b] € R e uma funcdo f : I — R continua. Entdo o conjunto imagem f(I) é também

um intervalo e [£(a), F(b)] € F(I) ou [£(b), f(a)] € (D).

Portanto, se encontrarmos um intervalo [a, b] tal que, por exemplo, f(a) < 0e f(b) > 0, entdo
pelo teorema de Bolzano existe, um ponto z* € [a, b] tal que f(z*) = 0.

O que difere os métodos de quebra entre si é a maneira com que os intervalos sdo subdivididos.

3.1.1 Método da bissecciao

O passo inicial no método exige o conhecimento prévio de um intervalo [x(o),x(l)] tal que o
produto f (x(o)) f (x(l)) seja negativo. De acordo com o teorema de Bolzano, ha pelo menos
uma soluc¢io nesse intervalo. A sequéncia de aproximacdes {x(o),x(l), @ } ¢ construida de

acordo com oS seguintes passos:
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3 Equacédes ndo lineares

* Asduas aproximacdes iniciais, 20 ¢ 2 s30 0s extremos do intervalo inicial, a partir deles
[L'(O) + x(l)

escolhemos o ponto intermediario z,, = 5

como a nova aproximacgao.

* A partir de z,,, dividimos o intervalo ao meio, ou seja, o intervalo original é dividido em

duas subintervalos de mesmo comprimento: [:c(o), xm} e [mm, x(l)].

* De acordo com a escolha do intervalo inicial, o sinal do valor numérico de f (x(o)) ¢ dife-
rente do sinal de f (:L'(l)), portanto ao calcular o valor de f (a:(Q)), ha trés possibilidades:
f(zm) = 0 e asolugdo € zy,; o sinal de f (x,,) € igual ao sinal de f (:U(O)) ou o sinal de
f (xm) éigual ao sinal de f (ac(l)). Caso f (xy,) # 0, entre [m(o),xm} € [xm,m(l)}, o in-
tervalo que garantidamente possui pelo menos uma solugio € aquele cujo produto de f nos
extremos for menor que zero. Os novos extremos que satisfaze essa condi¢do sdo renome-

ados 2@ e 23, ou seja,

@) _ 20 se f (:L'(O)) fxm) <0

T, C€aso contrario

3) Tm, sef (x(O)) / (xm) <0

W) caso contrério.

* O subintervalo resultante possui metade do comprimento do intervalo original, [x(o) , x(l)}
e seus extremos sio indicados pelos pontos z(?) e 23, Esse novo subintervalo é submetido

a nova divisdo e o procedimento ¢ repetido e os indices dos pontos obtidos ¢ atualizado.

Dessa forma, a partir das aproximacdes iniciais (9 e 2(1) construiremos uma sequéncia de inter-

valos {[x(o), ZC(l)} , [$(2), x(3)}, [m(4),x(5)] e [33(2’“),;1:(%“)] , ...} cujos comprimentos decres-

(28) o 1(2k+1)

cem com uma razdo 1/2 e os pontos x sdo determinados a partir das regras

2(2k=2) | 4 (2k=1)

Tm = 9 )
H2) _ z(2k=2) e f (ac(%*Q)) f(xm) <0,
T, caso contrario,
e
(2k+1) Tm, se f (1'(%_2)) f (xm) <0,
X = (2k—1) -
x , caso contrario,
parak =1,2,...

Observacido 3.1.2. Se a aproximacdo inicial [:E(O),ﬂf(l)J for tal que f (:c(o)) f (x(l)) > 0 isto ndo
quer dizer que ndo exista solucdo nesse intervalo, apenas o teorema ndo permite uma conclusio
sobre a existéncia ou ndo de solucdo nesse intervalo. Nesse caso é necessario escolber outro in-
tervalo ou entdo realizar um divisio adicional. Por exemplo, se f(x) = x(1 — z), a equacdo nio

linear f (z*) = 0 possui solucées * = 0 e x* = 1, porém f(—1)f(3) > 0.

.y . P . z
Devemos adotar um critério de parada no processo de subdivisio dos intervalos. E comum

utilizar dois parametros: um de valor pequeno, €, a partir do qual o processo ¢ interrompido se
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3.1 Métodos de quebra

a desigualdade |x(”) - x(”_l)‘ < ¢ for satisfeita e um parametro inteiro, N, que representa o

numero maximo de iteragdes aceitaveis.

Como exemplo do método, vamos estudar a equagdo ndo linear para f(z) = z — e ™. A

solugio ¢ dada em termos da fungio especial W de Lambert:
x* =W(1) =0,56714329040978387 . ..

A tabela seguinte ilustra o comportamento dos extremos do intervalo para a equagioz —e™* =

0 com intervalo inicial (0,0; 1,0):

’ iteragdo ¢ ‘ (20 ‘ (D) ‘
1 0,5 1,0
2 0,5 0,75
3 0,5 0,625
4 0,5625 0,625
5 0,5625 | 0,59375
6 0,5625 | 0,578125

Tabela 3.1: Tabela das primeiras itera¢des para o método da bisseccio.

Ap6s 20 iteragdes chegamos ao intervalo [0,567142. .., 0,567143...]. O valor 0,567143 é sa-

tisfatorio como solugdo com 6 digitos exatos.

f(x)

0,5
0,25

Mlw

-0,25
-05
-0,75
-1

Figura 3.1.1: Grafico da fun¢io f(x) = x — e~ *, no intervalo x € [0, 1].

Limitagoes do método

Se na solugdo z*, a primeira derivada ndo nula da fun¢io f for de ordem par entio existe uma

vizinhanga de 2* na qual f possui o mesmo sinal. Veja os graficos abaixo:

1
SDado um real y > —=, a fungiio W (y) ¢ definida como o ntimero real W que satisfaz a equagio y = We". Ou
e

seja, W ¢ a inversa da fun¢io ze”.
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3 Equacédes ndo lineares

f(X) f(x)

A fungio f na figura a esquerda possui uma regiio extensa de valores do argumento x em que
f(x) é quase nula e além disso, a menos de sua raiz x*, f é sempre positiva*. Nesse caso, apesar
de existir uma solugdo x*, ndo ha intervalo em que f troca de sinal.

Ja a fun¢ido f na figura a direita possui quatro raizes distintas, porém em um intervalo extenso
de valores do argumento z, f(x) é quase nula. Nesse caso, dependendo da precisio utilizada, o

método pode identificar apenas algumas das solucdes.

3.1.2 Método da falsa posicio ou regula falsi

A diferenca basica entre este método e o método da bissecio esta na forma de dividir o inter-
valo. O método da falsa posicio utiliza como ponto intermediario para divisio do intervalo
(m(o), x(l)) , o ponto dado pela intersec¢io entre 0 eixo & € a reta que une os pontos (x(o), f (x(o)))

e (w(l), f (1‘(1))). A reta que une esses dois pontos possui equagdo p(z):

2O f (20 = 20 f (£0))
20) — () '

Portanto, o ponto intermediario z,, ¢ dado por

B (20 — 20
e =2~ ey’ (7))

»
»

Sx)

\
\/
=

XE - x )
P m X

Figura 3.1.2: A reta que une os pontos (az(o), f (w(o))) e (at(l), f (37(1))) esta pontilhada. Ela cruza
o eixo = no ponto que divide o intervalo, x,

*Corresponde ao caso de raizes de multiplicidade par nos polindmios, ou de maneira mais geral, quando existe um
25—1 2n

d * . *
naturalntalquemf(x )—Oparatodoogjgnemf(x ) # 0.
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3.2 Métodos de ponto fixo

A tabela seguinte ilustra o comportamento dos extremos do intervalo para a equagioz—e™* =

0 com intervalo inicial (0.0, 1.0):

’ iteragdo ¢ ‘ T2; ‘ T2i4+1 ‘
1 0,0 | 0,612699...
2 0,0 | 0,572181...
3 0,0 | 0,567703...
4 0,0 | 0,567206. ..
N 0,0 | 0,567150...
6 0,0 | 0,567144 ...

Tabela 3.2: Tabela das primeiras itera¢des para o método da falsa posi¢io.

Apbs 7 iteragdes chegamos ao resultado nas mesmas condigdes (6 digitos de exatidio) utilizadas

no método anterior.

3.2 Métodos de ponto fixo

Os métodos de ponto fixo caracterizam-se por reescrever a equagdo nio linear
fl@*) =0 (3.2.1)

na forma

e utilizar o teorema do ponto fixo — que veremos logo adiante — para garantir a convergéncia da
sequéncia (D = ¢ (:U(”)) para o ponto fixo £* que € solugio de (3.2.1).
Vamos considerar um intervalo [a, b] que contém uma tnica solu¢do z* € [a,b] da equacio

(3.2.1). Nesse intervalo, definimos a fung¢do ¢ : [a,b] — R

¢(z) =z +(2)f(2),

onde y(z) # 0 no intervalo [a, b]. Como 7y nio se anula em todo intervalo, a equagio ¢(z) = =
possui z* como unica solugio.
A solugio x* serd entdo determinada através da convergéncia da sequéncia {aj(”) } o0 05 limy o0 (™ =

x*. A garantia da convergéncia € estabelecida pelo teorema do ponto fixo:

Teorema 3.2.1 (ponto fixo)
Seja ¢ uma funcio continua em um intervalo I = [a, ] e diferenciavel no intervalo aberto (a,b).

Se as seguintes condi¢des forem satisfeitas:

« ¢(I) C 1, obs: (anotagio indica¥x € 1, g(x) € I)
e Ve el, | (z)| < L<1 obs:ouseja, d éuma contracio)

0)

Entdo dado qualquer ©©) € I, existe um unico ponto x* € I tal que a sequéncia "+ =

o (a:(”)) converge para x* = ¢ (z*).
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78

Demonstra¢do: A demonstracio esta estruturada da seguinte forma: inicialmente vamos re-
lacionar os erros absolutos na (n + 1)-ésima aproximagdo aos erros absolutos na aproxi-
macdo anterior e garantir que a cada iteracdo o erro seja menor. Em seguida trataremos da
unicidade de solug¢do em I, para tanto vamos supor que existam duas e concluir por absurdo

que isso nio € possivel.

Trataremos agora da questdo da convergéncia (existéncia de ponto fixo). Seja a distancia

(n+1)

entre a (n + 1)-ésima aproximagio , x , € a solucdo exata, x* :

‘w(n—&-l) g

o (a) =6 (")

A igualdade é véilida pois, por defini¢io, 2,41 = ¢(zy) e x* = (™).

Segundo o teorema do valor médio, existe um ¢ € (:B(") ) :J:*) tal que ‘¢ (x(”)) —¢ (x*)‘ =
&' ()] ‘a:(”) —z* ’ De acordo com as hipoteses, ¢ ¢ tal que ¢(I) C I, entio se a aproximagio
inicial, (%), pertencea I, ¢ (ac(")) também pertence a esse intervalo. Como ¢ € (x("), x*) C

I, segundo as hipoteses temos que [¢'(¢)| < L < 1, e assim:

‘:c("ﬂ) —z*

= o (+") ~ 0"

= [¢/(e)| o) 2"

< I ‘xm) g (3.2.2)

Utilizando recursivamente a desigualdade (3.2.2) verificamos que

‘:L,(n—‘rl) _ 2l < L‘x(n) _ 2t <12 ‘:L,(n—l) <<t ‘x(o) — 2,
portanto
lim L |2™t) — 2*| < lim L"H ‘x(o) . — ‘m(o) —z*| lim L™,
n—o0 n—o0 n—00

Novamente segundo as hipoteses, L < 1 e }x(o) — a:*‘ ¢ um numero finito pois z(©) ¢ z*

pertencem ao intervalo finito [a, b]. Assim lim,, oo LTt =0e

lim |zt —z*| = 0.
n—oo
Ou seja, a sequéncia converge para um z* = ¢(z*). Dessa forma, existe pelo menos um

ponto x* no intervalo [a, b] que satisfaz a equacio z* = ¢(x*). A seguir, vamos verificar que
esse ponto € unico.

e 2*2 dois pontos distintos no intervalo I = [a,b] que satisfazem a equagio

Sejam z*
z = ¢(x), ou seja, z*! = ¢ (2*1) e 2** = ¢ (2*?). Entdo, de acordo com o teorema do valor

médio, existe um ¢ € (:1:*1, :1:*2) tal que

‘ZL‘*l . 11*2‘ — |¢/(C)| |JJ*1 —56*2‘ .
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Segundo as hipoteses, z*!, 2*2 € I, dessa forma ¢/(c) < L < 1, ou seja,

*1

_:1:*2} < ‘x*l —$*2|

| :

o que ¢ uma contradicio.

Portanto, no intervalo I = [a, b] h4d um e somente um ponto z* = ¢(x). |

Observagido 3.2.2. Note que na demonstracdo do teorema do ponto fixo, é fundamental que a
derivada de ¢ seja estritamente menor do que 1 em alguma vizinhanca I que contém a solucdo.
Caso contrario, se |¢'(x)| < 1 em um intervalo I, ndo podemos excluir a possibilidade de que as
iteradas transitem por uma sequéncia ciclica de pontos sem convergir para a solucdo ™, ou mesmo
a possibilidade de haver mais de uma solucdo nesse intervalo. Naturalmente isto ndo quer dizer

que esses comportamentos ocorram sempre que as hipoteses do teorema ndo forem vilidas.

3.2.1 Método da iteracio linear

Trata-se de encontrar uma fun¢io ¢ que satisfaca as hipoteses do teorema do ponto fixo para
alguma vizinhan¢a em torno da solugdo z* da equagio f (z*) = 0.

Como a fung¢io ¢ ¢ construida a partir de uma outra fun¢io y(z) # 0 em um intervalo que
contem a solugdo de f (z*) = 0, encontra-la significa determinar y(x) # 0. A condi¢io de
convergéncia € garantida entio pelo teorema do ponto fixo se as suas hipoteses forem satisfeitas.

Vamos considerar o exemplo que ja estudamos anteriormente, f(z) = x — e~ *. Nesse caso
f(x) = 0=x = e * = ¢(x). Portanto, como por defini¢do, ¢(x) = x + v(x)f(x), no nosso

¥ as hipoteses

exemploy(z) = —1. Assimy(x) # 0 para qualquer valor de z. Como |¢/(x)| = e~
do teorema do ponto fixo sdo validas no intervalo® I = (0, +00), onde ¢(I) C I e |¢'(z)| < 1.
Vamos entdo, escolher como aproximagio inicial xg = 0,5. A sequéncia ¢ dada em seus pri-

meiros termos por

iteragdo n ‘ Tn

1 0,606531 ...
0,545239. ..
0,579703 . ..
0,560065 . . .
0,571172. ..
0,565863 . ..

N Al | WD

Tabela 3.3: Tabela das primeiras iteragdes para o método da iteragdo linear com ¢(x) = e *.

A solugio com 6 digitos exatos € alcancada apos 22 iteragdes.

Uma outra possibilidade para a funcio ¢ seria a escolha ¢(z) = —Inz que corresponde a

r+Inx . . 1,

v(z) = ————— que é sempre negativa no intervalo (0, +00). No entanto, |¢'(z)| = Tl é
x—e x

maior do que a unidade no intervalo (0, 1) que contém a solucdo e assim, o teorema do ponto

fixo ndo da garantias de convergéncia. Podemos perceber que logo nas primeiras iterac¢des, a

°Na pratica, raramente procuramos garantir a hipotese ¢(I) C I pois muitas vezes, determinar esse intervalo exata-
mente equivale a resolver a equa¢io nio linear.
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sequéncia toma valores negativos e, dessa forma, como ¢(x) = —Inx, a sequéncia nido estara
definida apenas nos nimeros reais. Em particular essa sequéncia nio converge para nenhuma

solugdo de f(x) no plano complexo (a equagdo possui infinitas solugdes 1a).

3.2.2 Método Newton—-Raphson

A partir da demonstracio do teorema do ponto fixo, podemos notar que quanto menor for o
limite superior L < 1 para o valor absoluto da derivada de ¢ na vizinhang¢a da solugio z* mais
rapidamente a sequéncia converge para a solucio da equacio nio linear. O método de Newton-
Raphson é um método iterativo que utiliza essa propriedade da convergéncia das sequéncias para
garantir uma convergéncia rapida para a solu¢do a partir do instante que Z,+1 se aproxima de
uma vizinhanga suficientemente proxima de x*. Portanto, a ideia é determinar uma funcio v(z)
tal que ¢ e sua derivada sejam continuas em algum dominio continuo que contenha a solucio
e além disso, ¢’ (x*) = 0. Essas hip6teses garantem que, em uma vizinhanga préxima de z*, a
fungio ¢ é tal que |¢'| < 1.

Tomando a derivada de ¢, por defini¢do temos:

¢'(z) = 1+7/(2)f(z) +~(2) ()

eem x = z*, solucdo da equagdo f (z*) = 0, temos
¢ (a") =1+ (") f' (27).

Portanto, a escolha )
7)) = —— (3.2.3)
1=

implica ¢’ (z*) = 0 de maneira que na vizinhanga de 2*, |¢'| assume pequenos valores. A partir

da escolha (3.2.3) para a fungio 7, a funcdo ¢ é dada por

f(x)

M= )

. 3.2.4)

Uma outra forma de se obter a formula de Newton ¢ realizar uma expansio em série de Taylor
em torno de uma aproximacio (™ do zero de f. Para tanto, é necessario que f pertenca a classe
de fun¢des continuas em uma vizinhanca do zero z* que contenha também a aproximacio z(™ e
que a derivada f’ exista nessa mesma vizinhanca. Por simplicidade, vamos supor que z(™ > z*.
Entdo de acordo com o teorema de Taylor, existe um £ € (x(") ) x*) tal que a expansio em série

de Taylor em torno de (™ e calculada em 2* ¢ dada por

@)= £ (2) + @) (o = 2™)

como f (z*) = 0, os termos podem ser reagrupados na forma

(3.2.5)
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3.2 Métodos de ponto fixo

Naturalmente, o valor de £ nio é conhecido, porém se 2" for suficientemente proximo de z*, o
lado direito da expressdo (3.2.5), com ¢ substituido por (™), pode ser utilizado como uma nova
aproximacio z("t1) para z*:
L) — () f (x(n)) .
[ (z™)

Esta forma de desenvolver o método de Newton-Raphson permite também analisar a questio do
convergéncia. Mas antes de tratar dessa questiao, vamos novamente determinar uma aproximagao
para o zero real de f(z) = x — e~ *. Neste caso, a iteracdo ¢ dada pela fun¢io ¢:

x—e*  (r+1)

o)== lte® 1+e’

Partindo da aproximacio inicial zg = 0,5:

’ iteragdo n Tn
1 0,566311. ..
2 0,567143 ...
Tabela 3.4: Tabela das primeiras iteragdes para o método Newton-Raphson com ¢(x) = (ffelz).

A N . a . . N o
a sequéncia converge para a soluc¢do exata até a 6* casa decimal em duas itera¢des. Se utilizar-

mos 2(?) = 1,0 como aproximacio inicial obterfamos o mesmo resultado apés trés iteracdes.

(n+1) um

Vamos analisar com um pouco mais de detalhe a questio da convergéncia. Seja x
ponto dado pela relagio de recorréncia (3.2.4) que esta proximo da solucdo x*, entdo de acordo
com a defini¢do, |z, 1 — 2*| = |p(x,) — ¢(2*)|. Estudamos na subse¢do anterior que se ¢ for
continua e possuir derivada continua no intervalo aberto entre os pontos z,, e *, o teorema do

valor médio garante que existe um ponto ¢ nesse intervalo tal que

‘x(n—&-l) ot

= |o(+™) - 0"

= |¢()] ]2 ~ " (3.2.6)

Se x,,41 estiver suficientemente proximo de 2* e f/(z*) # 0, ¢'(¢) serd um ntimero pequeno. Dito

de uma forma mais exata,

‘x(n+1) . .73*‘

= ¢/ (a%)| = =75 =0,  sef () £0. (3.2.7)

Ou seja, nessa situagdo, a convergéncia ¢ mais rapida que a linear.

/ . . A . A

E possivel analisar mais detalhadamente o comportamento da sequéncia através do Teorema
de Taylor, em particular, com a forma de Lagrange para o erro. De acordo com o teorema, se f
¢ uma funcio com derivada continua em um aberto que contenha os pontos z* e (™) (sem perda

de generalidade, vamos supor que (™ > 2*) e f” existe nesse mesmo intervalo, entio existe um
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¢ e (:c*ja:(”)) tal que

F(a®) =7 @)+ (5 =) £ @) 4 g (50— 2) ).

O ponto & depende de f, z* e (™). Sob as mesmas condi¢des, existe um 7 € (:B*, a:(”)) tal que
(=) = £ @)+ (27 =) 7 ().

A partir da relagdo de recorréncia do método e substituindo f (x(”)) e f’ (:1:(”)) pelas formas

dadas pelo teorema de Taylor,

S g (5) g a)

o FEDEW =2t @)+ @ -2 ()
f1 (@) + (2 — %) 7 (n)

R Gt 0 P G R S Calet WA

fr(@) + () —a) 7 (n)

= (m(N) _ x*) 1 @)+ 3 (2™ — %) f7(€)
I ($*) + (:U(”) — x*) fr (77)

<x<n> _ x) (@) —a2%) (£ (n) — 35" (&)
f/ (x*) + (:L-(n) _ x*) f// (77)

2 " _1on
_ (x(n) _ x*) / () — 3" (§) _ 7 (3.2.8)
fr(@) + () =) 7 (n)
onde foi utilizado que f (2*) = 0. A partir de (3.2.8), conclui-se que se f’ (z*) # 0, entdo o limite
(n+1) _ %
limy,— 4 0o ‘3672 existe e vale
‘1:(”) —x*
. |$(n+1) _ x*’ 1 f// (JU*)
lim 2~ o erss
n—+o00 ‘m(n) —.CU*| 2| f (l‘ )

pois 11,6 — x* quando n — +00. Se no entanto, o zero for de multiplicidade maior, ou seja, se
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3.3 Métodos de multiplos pontos

[ (z*) = 0 mas f” (z*) # 0, entdo o desenvolvimento ¢ dado por

2D g = g (:c(")> — ¢ (")

f"(n)
— (x(n)_x*) <1_1f”(€)>’
2 " (n)
: A 1
ou seja, a convergencia € llnear com constante 5,
}w(nJrl) _ .%'*‘ 1
lim —+——+— =~
n—+oo ‘Jj(") — ¥ 2

3.3 Métodos de multiplos pontos

3.3.1 Método da secante

O método da secante é similar ao método da falsa posi¢io, diferem entre si pelo fato de que no
método da secante ndo ha divisio e escolha de intervalos, a sequéncia de aproximagdes é calculada
a partir das duas ultimas aproximacdes e portanto, devemos iniciar com duas aproximagdes para
a solugdo. Ao contrario do método da falsa posi¢io, nio ha necessidade de que a solugio esteja
entre as duas aproximagdes iniciais.

A sequéncia ¢ montada a partir da regra para iteragio®

(x(n) — z(n=1)) (n)
7@y — 7 @)’ (=)

L) — () _

De maneira semelhante a que ocorre nos métodos de ponto fixo, para que ocorra convergéncia, em
geral, as duas primeiras aproximag¢des devem estar em uma vizinhanca suficientemente proxima
da solugio.

/. . . . ~
E possivel demonstrar que se f for duas vezes continuamente diferenciavel e f' (z*) # 0, entido

(o) -1y L)

E comum utilizar as seguintes variagdes para minimizar os efeitos de arredondamento:
=D

2™ _ f(z(n )) se

)

£ ()] < s (=)
L _ IEe)

() _g(n—1) L .
o _ f(z(nil))) 7 se ‘f (x( 1>)‘ < ‘f (x( ))’
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existe um constante K tal que
. ’x(nJrl) o ZL'*’
lim & "¥ 1 g
n—00 |:[;(n) — x*|§9

onde p = ~ 1,618. Ou seja, apesar de ser mais lenta que no método Newton-Raphson,

1++5
9

a convergéncia é mais rapida que a convergéncia linear de alguns métodos de ponto fixo.

iteragdo n T
1 0,544221 ...
2 0,568826 . . .
3 0,567150...
4 0,567143. ..

Tabela 3.5: Tabela das primeiras itera¢des para o método da secante para f(z) = z — e~ %, com

aproximagdes iniciais £ =09e2M =1,0.

a sequéncia converge para a solugido exata até o sexto digito em quatro itera¢des. Se utilizarmos
2 =05 ez = 1,0 como primeiras aproximacdes obterfamos o mesmo resultado apds trés

iteracoes.

3.4 Raizes de polinomios

As equagdes nio lineares constituidas por polinémios de grau n € N com coeficientes complexos
QAp,y Qp—1,..-00:
p(x) == anz™ + ap_12" .. a1z +ag =0, (3.4.1)

dispoe de varios métodos para determinar aproximacdes para suas raizes. Esses métodos foram
desenvolvidos a partir da propria estrutura matematica dos polinémios.

O teorema fundamental da algebra garante que a equagio (3.4.1) possui n solu¢des (denomi-
nadas raizes de p(z)) no plano complexo, =7, 3, ..., x} € C. Portanto, p(x) pode ser reescrito

p(e) = (@ - a})(w — 23)... (x - z3).

A partir dessa estrutura é possivel desenvolver varios métodos especificos para determinar as rai-

Z€S.

O seguinte teorema relaciona a localizacdo das raizes de um polindmio no plano complexo aos

seus coeficientes:

Teorema 3.4.1

Seja x* qualquer raiz do polinémio

p(x) = a,z" + an_lxnil + ...+ a1x + ap.
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Entdo
agn al a9 Ap—1
|z x| < max{ A+ =, 1+ |=],..., 1+ |2 },
an n Gn an
n—1 a:
|lr*| < max< 1, 215,
- an
Jj=0
1 1 1
—1| |Gn—2|2 |Gn-3 ao |n
|z x| < 2max i I , | = 3, R - ,
n Qan Aan, an

n—1 )
e x| < Z %

=0 aj+1
A partir desse teorema podemos determinar um disco no plano complexo, com centro na origem,
a partir do qual escolhemos aproximagdes iniciais que serdo as entradas de métodos iterativos.
Por exemplo, podemos utilizar um dos ponto desse disco como aproximagio inicial no método

de Newton-Raphson.

3.5 Newton-Raphson modificado

Uma vez definida a regido em que as raizes se encontram no plano complexo, escolhemos um

ponto nessa regido 2(°) como aproximacio inicial e utilizamos o método de Newton-Raphson

usual : )
J
L0+ — 0) _ (@)
p’ (1;(]))
Uma vez determinada a aproximacao para a primeira raiz 1, temos que as demais raizes sao tam-

p(z)

bém solug¢do do novo polindmio py(z) = , pois de acordo com o teorema fundamental da
r — T

dlgebra, se x1, xa, ..., T, sdo raizes de p(z) = H;‘:l(az — xj), entdo, por constru¢do o polind-
mio pi(x) possuird também raizes x2, 3, . .., Ty. Portanto para determinar as raizes seguintes

utilizamos a regra de Newton-Raphson para a equagio p;(z) = 0:

LD = 20) _ P (@)

Py (z9)
Porém dado que A
pi(@) _ p(z)
pﬁ(x) 1 (G — ) 1
P (@0) —p (@)

podemos montar a regra a partir do polindmio original p(x) e da raiz conhecida z;:

SUHD) _ ) p (=)
p (;1;(])) —p (3;(]))

1

r — T
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e de uma outra aproximacao inicial para determinar a nova raiz xs. Esse procedimento pode ser
repetido sucessivamente e uma vez que conhecamos k raizes de p(z), a k + 1-ésima raiz pode ser

determinada através da iteracio

SUHD) _ ) p (z)

P (z0) = p (20) Sk _,

T — T

Naturalmente, as propriedades de convergéncia desse método sio as mesmas do método de
Newton-Raphson, ou seja, se a raiz for simples, a convergéncia sera quadratica, se for multipla a

convergéncia sera linear apenas.
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3.6 Sistemas de Equac¢des nao lineares (método de

Newton-Raphson)

Seja um dominio U € R"™ e F' : U — R" um funcdo continua e diferenciavel. O sistema de
equacgoes

F(x*) =0 e R", (3.6.1)

onde a solugdo, x* € R", ¢ representada por um vetor de componentes z7, 23, ..., x; e F possui
componentes F(x), F5(x), ..., Fj,(x) € R, cada uma delas é uma fungdo continua e diferenciavel
de n variaveis. Cada equagdo F;(x) = 0 de (3.6.1) define uma hipersuperficie de dimensio n — 1

contida em U C R™. O conjunto solugio é formado pela intersec¢io dessas superficies.

A natureza do problema é mais complexa, pois conforme aumentamos a dimensio do sis-
tema, o comportamento das solugdes é potencialmente mais rico. Como exemplo, vamos con-
siderar o seguinte caso em dimensio dois. Seja F(z,y) = (Fi(x,y), F2(z,y)) onde Fi(x,y) =
cos(z)cos(y) — 0.1 e Fo(z,y) = sen(z)sen(y) — 0.5. A figura 3.6.1 contém o grafico dessas

funcdes.

q
i AR
o, ‘\‘ ?&\}Q\{\\’u

Fi(xy) W R\ R
NG A
e AN
-0, NN NN v ) LY A NN
DR
\\\ A\ \.\\\,.\\\\\_\\\\’n‘.‘

A
\

Figura 3.6.1: Gréficos das fung¢des Fi(z,y)e Fa(z,y)

Cada equagdo Fi(z,y) = 0e Fy(z,y) = 0 determina um conjunto de curvas (superficies
contidas em um espago de dimensio dois) no plano = x y. As solucdes de F(x) = 0 € R?, ou

dito de outra forma, do sistema

sdo as interseccdes desses dois conjuntos de superficies. A figura 3.6.2 contém o conjunto de

pontos no plano x X y que satisfazem as equagdes e o sistema.
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Figura 3.6.2: Acima a esquerda: curvas formadas pelos conjuntos de pontos que satisfazem
cos(x) cos(y) = 0,1. Acima a direita: curvas formadas pelos conjuntos de pontos
que satisfazem sen(x)sen(y) = 0,5. Abaixo: sobreposi¢do das curvas (superficies);
os pontos de intersec¢do das curvas sdo as solugdes do sistema.

Existe um namero menor de métodos disponiveis para determinar uma solu¢do aproximada
para (3.6.1). Vamos estudar apenas a extensio do método Newton-Raphson para sistemas de
equacdes nio lineares.

Se A(x) for uma matriz n X n ndo singular (determinante diferente de zero) em alguma vizi-

nhanc¢a da solu¢io x* da equagio (3.6.1), entdo x* também ¢é solu¢do da equagio
d(x*) = x¥,

onde ®(x) := x+A(x)F(x). A fungio ® permite a constru¢io de uma sequéncia de aproximacdes
{x(j) };’;0 a partir da regra
U+ — (Xm)

¢ de uma aproximacio inicial x(9). A questio da convergéncia dos elementos da sequéncia para
a solugdo € tratada por uma forma mais geral do teorema do ponto fixo que estudamos na se¢io
3.2. O teorema garante que se x(°) for suficientemente préximo da soluciio entio existe um 0 <

K < oo )
o o =]
lim , =
]

K,
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onde a notacio ||-|| indica uma norma (medida) para os vetores em dimensio n.

Também de modo analogo ao estudado na se¢do 3.2, 0 método de Newton-Raphson consiste
em determinar uma fung¢io @ tal que a convergéncia seja quadratica, i. e., ¢ deve ser tal que os

A . (]) oo . A -7
elementos da sequenc1a {X }j—o possuam a segumte convergencia’ :

N Lt
lim ———— " =

]
paraum 0 < K < oo. A fun¢io ®que garante esse comportamento é ®(x) := x — J 1 (x)F(x),
onde J~!(z) é ainversa da matriz jacobiana da transformagio (ou fungio) F'(x). As componentes
i, j da matriz jacobiana sio dadas por

(J(x));, = gg<x>

para F(x) = (Fi(x), Fi2(x),..., Fy(x)), onde cada i-ésima componente ¢ da forma Fj(x) =

Fi(l'l, Ty vn ,xn).

/ : ~ A . . ~ ; oo .
O método consiste na constru¢do da sequéncia de aproximacdes {X(])}jzo a partir de uma

aproximacio inicial x(9) ¢ da regra
xU) = x0) — j=1(x0)) F(x19))

paraj > 0.

Exemplo 19: A equacio z* —e™* = 0 possui apenas uma solucio real, dada pela funcio W
de Lambert, z* = W(1) = 0,567143290. . . Porém, essa mesma equag¢do possui infinitas so-
lucdes no plano complexo. E possivel determinar aproximacdes para as solucdes complexas

a partir de uma aproximacao inicial complexa e do método de Newton-Raphson usual.

De acordo com o método, utilizamos a sequéncia

Gy _ 129
1 +ez(])

Vamos representar as partes real e imaginaria do complexo z por x e ¥, respectivamente, ou
seja, 2 = = + iy. Entdo, segundo a formula de Euler, a regra anterior implica as seguintes

regras para as partes real e imaginaria das aproximacoes

1) o 4,,G+D) e TR
r Ty 1+ 20 +igD

1 + ex(j) (Cos(y(])) + ’Lsen(y(]))) ’

D) g

J

7 . . . .
O que necessariamente implica limj_ o0 =0.

x5 — x|
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3 Equacédes ndo lineares

finalmente
) (1"‘:17(‘7 ) < +COS ]))) +y(])sen(y(j))
20+ — (3.6.2)
2 (cos(y)) + cosh(z())) o
e .
‘ y@ (e_ggm —l—coS(y(j))) — (14 29)) sen(y)
YUt = (3.6.3)

2 (cos(y)) + cosh(z()))

De maneira alternativa, poderiamos considerar o problema bidimensional como uma equa-
¢do que leva um nimero complexo (representado por um vetor com duas componentes reais)

em outro complexo :

iyt —e T W =0 =0+ 0.

De acordo com a féormula de Euler, termo ™% = cos(y*) — isen(y*), portanto a equagio

anterior assume a forma

' —e " cos(y*)+i (y + e_x*sen(y*)) =0+ 0s.

Ou seja,
F(a®,y") = (Fi(a",y"), Fa (2", y%)) = (0,0),
onde
Fi(z,y) = — ¢~ cos(y)
e

Fy(x,y) =y + e “sen(y).

Nesse caso a matriz jacobiana assume a forma

B 1+ e *cos(y) e “sen(y)
J(z,y) = < —e %sen(y) 14 e T cos(y) ) 7

cujo determinante é
det J(z,y) = 14 2e7% cos(y) + ™2 = 2¢7 (cos(y) + cosh(x)) .

Como cos(y) > —1, temos que det J(z,y) > 1 +2e % +e72% = (1+e%) > 056 se
anula quando z = 0, ou seja, no eixo imaginario. Fora dessa regido a matriz jacobiana € nio

singular e ai o método esta bem definido.

A inversa de J(z,y) é dada por

e® + cos(y) B sen(y)
- _ | 2(cos(y) + cosh(z)) 2 (cos(y) + cosh(x))
TN wy) = ysen(y) e’ —ykcos(y)

2 (cos(y) + cosh(z))  2(cos(y) + cosh(x))
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3.6 Sistemas de Equacées ndo lineares (método de Newton-Raphson)

De onde podemos verificar que a regra
<$<j+1>,y<j+1>> — (xu),y(j)) _ g1 (x(j),ym) Ia (x(j),ym)

¢ exatamente igual as regras (3.6.2) e (3.6.3).
A figura 3.6.3 ilustra o comportamento da fun¢io |F'(x, y)|, as areas mais claras represen-
tam regides de valores proximos do zero. As solu¢des da equagido correspondem ao centros

dos elipsoides.

o

-4 -3 -2 -1 0 1

Figura 3.6.3: Curvas de nivel da fungio |z + iy — e~ (*+®)|. Regides mais claras representam
valores menores.

A partir do grafico, escolhemos como valor inicial o complexo —1,04+4,07 que esta proxima
da solugio complexa com menor valor absoluto para a parte imaginaria. Abaixo, segue a

tabela com o resultado das iteracdes com as regras (3.6.2) e (3.6.3):

| iteracao n | Tn | Un |
1 —1,70175... | 4,64257...
2 —1,52548 ... | 4,42130...
3 —1,63277... | 4,37503. ..
4 —1,563391... | 4,37518...
S —1,563391... | 4,37518...

Tabela 3.6: Tabela das primeiras itera¢des do método de Newton-Raphson para f(x + iy) =
z + iy — e~ (W) com aproximacdes iniciais o = —1,0 e yg = 4,0.
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3 Equacédes ndo lineares

3.7 Exemplos comentados

Problema 1

Uma estagdo de bombeamento é responsavel por um fluxo ¢(r) de fluido (em I/s) , onde r € a
velocidade de rotacio do motor da bomba (em 103rad/s). Para manter o motor com uma rotacio
7, a estagdo necessita de uma poténcia P(r) (em kW). O objetivo é determinar o intervalo de
valores de 7, (Tmin, "maz ), que correspondem a faixa superior a 90% do rendimento maximo (em
1/]) se

¢(r) = 500 tanh (0,877) e P(r)=2+3,078".

¢ (I/9) P (kW)
500F

2001

100f

) ) 3
2 r (10°rad/s)

. 3
+ > 3 7 r (10°rad/s)

Figura 3.7.1: Comportamento das funcdes ¢ e P.

A partir dos graficos, é possivel notar que conforme a rota¢io do motor é aumentada, o gasto

energético cresce exponencialmente enquanto que a quantidade de fluido bombeado atinge um
~ /. . . ~ Va . 4 / M

ponto de saturagdo. E natural esperar que exista uma situagdo 6tima, na qual ha um maximo

transporte de fluido por unidade de energia.

Se a velocidade de rotagio ¢ mantida constante, em um intervalo de tempo At, a esta¢io bom-
beia um volume de fluido ¢(r)At. Nesse mesmo intervalo de tempo, ela gasta uma quantidade

de energia P(r)At. Assim o rendimento em litros por joules ¢ dado por

ou seja,

o(r) = 500 tanh (0,87r)
- 243,078"

O grafico da fung¢io v permite notar que a exigéncia de trabalho acima de 90% da eficiéncia ma-

xima corresponde a um intervalo da valores (7smin, "maz) para a velocidade de rotagdo do motor.
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3.7 Exemplos comentados

PR T W TR NN TR TR W N N T WY W [ NN TN NN TN NN NN SN SN NN N SN T N S . | 3
0 10 15 20 25 30'(10Tads)

Figura 3.7.2: Grafico para o rendimento em fun¢io da velocidade de rotacio.

No valor 7*, onde v é maximo, temos /' (r*) = 0. A primeira tarefa consiste em determinar o

zero r* de v/

0,87

——_sech? —1
5T 3078 sech” (0,87r) — In(3,078)

" tanh
V(1) = 500 < 3,078" tan (0,877"))

(2 4 3,0787)?

A maxima eficiéncia Vg € dada por
Vmaz = V (7).
Assim, uma vez determinado 7*, os valores 7yin € Tmaq S0 raizes da equagio
v(z) — 0,974, = 0.

As seguintes instrucdes no Scilab fornecem o resultado numérico.

// Definig&o da fung¢fo ni(r)

function z=ni(r)
z=500*%tanh (0.87*r) /(2+3.078"r);

endfunction

// Valores de r utilizados para desenhar o grafico.
rvar=linspace(0.5,1.5,100);

// Gréafico de ni

fplot2d(rvar,ni);

xgrid;

// Determinag¢8o de r* que corresponde ao maximo de ni'

// Definigdo da derivada de ni

93



3 Equacédes ndo lineares

function z=d_ni(r)
z1=500%(0.87*sech(0.87*r)"2/(2+3.078"r);
z2=10g(3.078)*3.078 " r*tanh(0.87*r)/((2+3.078"r)"2));
z=z1-22;

endfunction

// Definig¢8o da derivada aproximada de ni
// através da instrugdo derivative. (Forma alternativa)
function z=d_niZ2(r)

z=derivative(ni,r);

endfunction

// Grafico de ni'
scf(); // abre uma nova Jjanela grafica
fplot2d(rvar,d _ni);

xgrid;

// Determina r¥*

// Aproximag¢fo inicial é 0.96
r_estrela=zero_newraph(d_ni,0.96,100);

// Forma alternativa, a partir da derivada numérica.
r_estrelaZ=zero_newraph(d_ni2,0.96,100);

ni max=ni(r_estrela);

// Determinar r min e r_max
// Esses valore sfo zeros da fungdo f
function z=f(x)
z=ni(x)-0.9%ni_max;
endfunction
// Aproximagfo inicial para r_min é 0.64
r_min=zero_newraph(f,0.64,100);
// Aproximagfo inicial para r_max é 1.38

r_max=zero_newraph(f,1.38,100);
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Problema 2

Considere o circuito elétrico descrito pela figura seguinte

4
50 10 50
1Q I(V)
1 ¢ ) 3
2

3.7 Exemplos comentados

Figura 3.7.3: Circuito elétrico. O elemento nio linear possui um relagdo entre tensido e corrente
dada pela equacio (3.7.1).

Este circuito é semelhante ao estudado na se¢do 2.4. A tensdo no n6 1 ¢ fixa em OV e a tensdo

no no 3 em 1V. As variaveis deste sistema sdo sete: Vo, Vi, I1 2, I2 3, I3 4, 11,4 € I 4. As equagdes

sdo dadas pelas leis de Ohm (2.4.5), Kirchoff para correntes (2.4.6) e pela equacdo que relaciona

tensdo e corrente no elemento nio linear,

Iz =(Va—V3)* =2 (Vo — Va)2 4+ 1,04 (Vo — V). (3.7.1)

A seguinte escolha para o ordenamento das variaveis sera adotada

x1:=Vo, w0 :=Vy, x3:= 112, x4 = Io3, v5 = I34, x6 = I1,4, v7 = I 4.

As equacdes serdo ordenadas da seguinte forma:

1% equacdo:

2% equacdo:

3% equacgao:

4?* equacdo:

5% equacdo:

6 equagio:

7% equagdo:

lei de Ohm para o resistor ligado aos nos 1 e 2.

dada por (3.7.1).

lei de Ohm para o resistor ligado aos nos 3 e 4.

lei de Ohm para o resistor ligado aos nos 2 e 4.

lei de Ohm para o resistor ligado aos nés 1 e 4.

lei de Kirchoff para o n6 2.

lei de Kirchoff para o n6 4.

De acordo com o ordenamento escolhido, o sistema de equacdes é dado por
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3 Equacédes ndo lineares

—x] — T3 =0
— (1 =142 -1 —1,04(z1 — 1) 424 =0
—T9 — 55+ 1 =0
T — Ty — Ty =0 (3.7.2)
—x9 — DTg =0
T3 — X4 — Ty =0
x5 + x + T7 =0

Uma forma de se obter uma aproximacio inicial, z(9), para a solucdo de (3.7.2) consiste em subs-

tituir a segunda equag¢io por uma versio livre de termos nio lineares
—1,04(z1 — 1) + x4 = 0.

Nesse caso, a aproximagio inicial € solu¢io do sistema de equagdes lineares

Ax(o):b,
onde

—1 0 —1 0 0 0 0
—1,04 0 0 1 0 0 0 —1,04
0 —1 0 0 —5 0 0 -1
A= 1 -1 0 0 0 0 -1 e b= 0
0 -2 0 0 0 -5 0 0
0 0 1 -1 0 0 -1 0
0 0 0 0 1 1 1 0

As seguintes instrugdes no Scilab fornecem o resultado numérico.
// Voltagem da fonte

V=1

// Aproximagfo inicial
A=zeros(7,7);

A(1,1)=-1; A(1,3)=-1;
A(2,1)=-1.04; A(2,4)=1;
A(3,2)=-1; A(3,5)=-5;

A(4,1)=1; A(4,2)=-1; A(4,7)=-1;
A(5,2)=-1; A(5,6)=-5;

A(6,3)=1; A(6,4)=-1; A(6,7)=-1;
A(7,5)=1; A(7,6)=1; A(7,7)=1;
b=zeros(7,1);

b(2)=-1.04%V;

b(3)=-V;
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3.7 Exemplos comentados

x0=A\Db;

// Definig&o da funcgdo F.

function z=F(x)
z(1l)=—x(1) - x(3)
z(2)=—(x(1)-V)"3 + 2*%(x(1)-V)"2 - 1.04*(x(1)-V) + x(4)
z(3)=-x(2) - 5*x(5) + V

z(4)= x(1) - x(2) - x(7)

z(5)=—x(2) - 5%x(6)

z(6)= x(3) - x(4) - x(7)

z(7)= x(5) + x(6) + x(7)
endfunction

// Definig&do da jacobiana dF.

function z=dF(x)

z=A
z(2,1)==-3*%(x(1)-V)"2 + 4*(x(1)-V) - 1.04
endfunction

// Solugdo com estimativa para toleradncia de le-10 na norma 1.
sol=fsolve_nr(x0,F,dF);

// Corrente que deixa a fonte

I=s0l(5)-s0l(4);

// Corrente que deixa a fonte na aproximagfo inicial
// (aproximag¢8o linear)

T0=x0(5)-x0(4);

A corrente que deixa a fonte em direcdo ao n6 3 € obtida a partir da solu¢io do problema e da
Lei de Kirchoff,
Ifonte,S + IZ,3 + I4,3 =0.

Como Iy 3 = —13.4, a equagio anterior pode ser reescrita como
Ifone,3 = _IQ,S + 13,4
= —ZT4+ 5.

A partir da solugdo obtida numericamente temos

Itonte.s = T60,07TmA.
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3 Equacédes ndo lineares

3.8 Exercicios

1) Seja a equagdo ndo linear

z—e T =0.

A solugdo ¢ dada em termos da fungdo W de Lambert, z* = W(1) ~ 0,567143290. .. Se utili-
zarmos o método da bissec¢io e o intervalo inicial (0, 1) serdo necessarias 20 itera¢des para obter
um resultado com 6 casas decimais exatas. Utilizando o mesmo intervalo inicial mas com o mé-
todo da falsa posicdo serdo necessarias apenas 8 iteracdes para obter um resultado com a mesma
exatidio.

Se no entanto, o intervalo inicial for (=10, 10) serdo necessarias 22029 iteragdes no método da
falsa posicdo enquanto que no método da bissec¢io serdo necessarias apenas 24 iteracdes. Como

vocé explicaria essa diferenga?

2) Encontre as duas solucdes reais da equacio
—r+e*—-3=0

com seis digitos exatos.

3) As seguintes equag¢des possuem uma raiz real positiva igual a 3

2t =352 +22522+33752—3,375=0

2415231522 -352-15=0

Utilize o método de Newton-Raphson com algumas aproximagdes iniciais diferentes para encon-

trar essa raiz. O que vocé pode notar?

4) Utilize os métodos de Newton-Raphson e da secante para determinar os seis primeiros digitos

da primeira solucio real positiva da equacgio

cos(z) = x.

5) Utilize os métodos de Newton-Raphson e da secante para determinar os seis primeiros digitos

das duas solugdes reais e positivas da equagio

z* —0,8=0.

6) Determine os seis primeiros digitos das trés solugdes reais e positivas da equagio

cos(z) = 0,02 22
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7) A partir do método de Newton-Raphson, desenvolva um algoritmo para calcular a raiz qua-
drada de um ponto flutuante £ no menor nimero de passos possivel. Sugestio: utilize a base 2,
represente £ = mantissa(z) X 2°P°"() ¢ trabalhe com uma escolha adequada de aproximagdes

iniciais, como por exemplo retas ajustadas para cada dominio de valores de x.

8) A partir do grafico abaixo, determine uma aproximag¢io para o ponto r*em que aretay = ax

tangencia a curva y = sen(x). Utilize o método de Newton-Raphson e obtenha 3 digitos exatos.

y=sen(x)

y=ax

05

-05

9) Determine as solu¢des mais proximas do eixo (0, 0) para o sistema de equagdes nio lineares

da figura 3.6.2. Apresente o resultado com 5 digitos exatos.

10) Determine todas as raizes (e suas respectivas multiplicidades) do polindmio

3 1 1 1
6 .5 4 923 L o L L
x T+ 4:1: 1636 —|—4x 16

com 5 digitos exatos.

11) Utilize o método da secante para determinar a melhor aproximagio com 6 digitos de pre-
sen 3z

. . . . N
cisdo para o valor z* > 0 que corresponde ao primeiro minimo da fung¢io

12) A partir do método Newton-Raphson ¢é possivel montar uma relagcdo de recorréncia para

obter a raiz de indice k = 2,3, ... de um namero y > 0, k\/@, através de operagdes elementares
(4, —, x e =). Obtenha a relagio de recorréncia que aproxima 8v/10. Sugestdo: note que a raiz ¢

solucio de 28 = 10.
13) A relagdo entre pressio P (em unidades Pa = N/m?), temperatura T (K) e volume especifico
v(m3/Kg) em um gas nio ideal ¢ aproximada pela equagio de estado de van der Waals

(P—I—%) (v —b) = RT,

onde R = 461,495]/ (KgK), a = 1703,28 Pam®/Kg? e b = 0,00169099 m? /Kg. Construa uma
tabela com os valores da densidade desse gas (o reciproco do volume especifico) para valores da
temperatura entre 500K e 1000K com espacamento de 100K quando P = 10°Pa. Os valores

tabelados devem conter cinco digitos.
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3 Equacédes ndo lineares

14) Considere uma bomba movida a energia elétrica para a qual a relacio “fluxo” x “velocidade

de rotacdo” é dada pela funcio

V(w) = 0,7tanh (1,10'?7) + 0,3 tanh (w?*7)

e a relagdo entre “poténcia dissipada” x “velocidade de rota¢do” é dada pela fungio

P(w) = w' exp (0,8V/w).

A razio , determinada taxa de transporte, fornece informacdo sobre a quantidade de ma-

(w
P(w)
téria transportada por unidade de energia para uma velocidade de rotacdo w. Dado que a taxa
maxima ocorre em Wiaztrans =~ 0,715574, determine com uma precisio de seis digitos o intervalo
de valores para a rota¢do no qual a bomba opera em uma faixa superior a 85% da taxa maxima

de transporte.

15) Considere um sinal cuja dependéncia no tempo t possui a forma

1
2
Determine com precisio de seis digitos, por quanto tempo esse sinal é superior a 0,4 no intervalo

t €10,5].

(1 + cos (5t)) cos® (nt) .

16) [1]4cm
qual a fungio f : RZ = R,

Determine uma aproximag¢io para o ponto (z*,y*) no

f(z,y) = —x* — % + 329> — =, atinge seu valor maximo.

17) Considere um investimento financeiro que rende mensalmente um percentual » > 0 sobre
o montante investido. Se um investidor aplica mensalmente uma quantia @ ao longo de n meses
e nos m meses seguintes subtrai mensalmente uma quantia R, o montante que sobra ap6s o m-

ésimo resgate sera

r

(ELICELEDLELATISIE

Supondo que um investidor realiza aplicacdes mensais de de R$1.500, 00 por 25 anos (300 meses),

determine uma aproximagio com seis digitos para o menor valor que o percentual r deve assumir

de modo que o montante permita a realizagio de resgates de R$7.000, 00 por 35 anos (420 meses)?
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3.8 Exercicios

18) Determine as 4 solugdes do sistema

5sen (23) — 2cos(z2) +1 = 0

x2 — 0,75sen (z1) + 0,8 cos (4,41z2) = 0

na regido [—1,1] x [—1,1].

19) O problema de se determinar os valores extremos de uma funcio sujeita a vinculos em seus
argumentos pode ser resolvido com o auxilio dos multiplicadores de Lagrange. Seja a funcio
F (z,y,z) := (senx) (sen \/Qy) (sen 3 z), desejamos determinar os valores (z*, y*, 2*) no oc-
tante z > 0,y > 0, z > 0 para os quais F' assume o seu maior valor, dado que 2% + % 4 22 = 42,
Uma condi¢do necessaria para que (z*, y*, z*) seja um ponto de maximo (ou minimo) é que seja

lucio do sist J . oA OA  OA 0. ond
solucgdo do sistema de equagdes — = — = — = — = 0, onde

¢ dUAOS 9 ~ 8y — 9z ax
Az, y, 2, A) == F(z,y, 2) + \G(x,y, ) e G(z,y, 2) = 22 + y?> + 2% — 42 representa o vinculo.

Nesse caso, (z*,y*, z2*) deve ser solucido do sistema de equacdes

(cosz) (senv2y) (senv32) + 2\z =
V2(sen ) (cos ﬂy) (sen 3 z) +2\y =
V3(senz) (senv2y) (cosv3z) + 2 z =
22 4% + 22 — 42 _

o O o O

Através de um c6digo de cores (vermelho para os me-
nores valores até violeta para os maiores valores), o
grafico ao lado apresenta o valor de F sobre a super-
ficie definida pelo vinculo. A partir da solu¢io numé-
rica, determine uma aproximacio de seis digitos para

o valor maximo de F sujeito a esses vinculos. (As co-

ordenadas estdo indicadas pelas setas).

20) A relagio entre custo de producdo (em R$/MWh) e poténcia (em GW) de trés usinas elétricas

¢ dada pelas funcgdes Cy, Cs e Cs3, validas para poténcias entre 0 e 5GW,

Ci(p) = 15 + 15p + 2p? + 0,8p°
Cy(p) = 30 4 10p + p* + 0,1p*
Cs(p) = 40 + 11p + 0,1p? + p°

A partir da técnica do multiplicador de Lagrange, determine o valor minimo do custo total de
produgdo para uma poténcia total de 10GW gerada em conjunto pelas trés usinas. De acordo

com a técnica, devemos encontrar as poténcias produzidas nas usinas 1, 2 e 3, representadas res-

pectivamente por p1, P2 € p3 que satisfacam -=0,parat=1,2,3e+ =0, onde

Op; oA

A (p1,p2,p3,A) := C (p1,p2,p3) + A (p1 + p2 + p3 — 10)
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3 Equacédes ndo lineares

e C ¢ a fun¢io do custo total de produgio, C (p1,p2,p3) = Z?:l Ci(pi). Observagio: uma

vez escolhidas as aproximagdes para pi1, p2 € p3, qualquer uma das equag¢des 3y 0 pode ser
Pi
utilizada para produzir uma aproximacio inicial para A.

21) A trajetoria de uma satélite orbitando a Terra € descrita em coordenadas polares pela equa-
¢do
1— &2
1+esen(0+¢)

r()=A

onde A ¢ o semieixo maior da érbita (em km), € é a sua excentricidade e ¢ ¢ uma fase. Determine
o valor aproximado (com 4 digitos) do semieixo maior de uma 6rbita que passa pelos pontos in-

dicados na tabela abaixo:

0 —m/6| 0 | 7/6
r(km) | 6870 | 6728 | 6615
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4 Derivacao numérica

Nesta se¢io vamos desenvolver métodos para estimar a derivada de uma funcao f calculada em

um ponto x*, f'(z*), a partir de valores conhecidos de f em pontos préximos ao ponto x*.

Uma possivel abordagem para encontrar a derivada em um ponto z* consiste em determinar
uma interpolagio polinomial, p(z), a partir dos valores de f em pontos proximos a z* e entdo
estimar f’(x*) a partir de p/(2*). Essa abordagem ¢ a mais indicada quando estamos interessa-
dos no valor da derivada para diversos pontos ou quando os pontos utilizados para construir a

interpolac¢io p nio estdo igualmente espacgados.

Na situagio em que a fungido f € conhecida em uma sequéncia igualmente espacada de pontos,

dispomos de outras técnicas como o calculo das derivadas a partir de operacdes de diferenca finita.

Antes de dar continuidade, a seguinte defini¢io nos sera muito util:

Defini¢ao 4.0.1 (Notagio O(+)). A notacio f(x) = O (g(x)) quando x — x¢ significa que exis-

tem constantes positivas € e 0 tais que

[f(@)] < dg(z)]

para todo x no intervalo |x — x| < e.

A mesma notacdo utilizada na situacido v — oo(ou —o0) significa que existem constantes § >
0eZ > 0 (respectivamente T < 0) tal que a mesma desigualdade é vilida para todo v > %

(respectivamente x < ).

A partir da defini¢io podemos concluir, por exemplo, que sen(x) = O(z) quando x — 0. Da
mesma forma 30(cos(122) — 1) = O(2?), €% cos(z) = O(1) e 10 cos(x) = O(1) quando x — 0.

Além disso, a notagdo ¢ tal que as seguinte propriedades sio satisfeitas: dadosa > b > 0, se
f(z) = O(x%) e g(x) = O(2*) quando = — 0, entdo f(z)+g(z) = O(z?), f(z) —g(z) = O(z?),
F(@)/9(x) = O@*) e f(x)g(x) = ) quando & - 0.

Aproximaciao da derivada por diferencas finitas

A partir da definigdo da fungio f’(x) através do limite

Fa) — fim L) =)

h—0 h

I
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4 Derivacdo numeérica

introduzimos a operagio de diferenga finita ! D 5, a partir da qual obtemos uma segunda fungio
9n = (Dynf):

gn(z) = (D4 pf) (z) = o+ h]i — f(a:), (diferenga progressiva).

No limite recuperamos a fungio derivada de f, limp_,o g (z) = limp_o (D4 1 f) () = f'(2). E
importante notar que a definicdo de derivada a partir de limites ndo é tnica, podemos definir a
mesma func¢io derivada de f a partir de outros limites (e assim, determinar outras operacdes de

diferenca finita), por exemplo

flz) = fle—h)

f(@) = Jim, h
ou ainda o) — S B
o x — flx —
fla) = Jim oh -

A cada uma dessas defini¢des podemos associar naturalmente uma operacio de diferenca finita.

A partir dos dois altimos limites, associamos as operagdes D_ j, e Dy

(D-pf) (z) := f(@) = i(x — h), (diferenca regressiva)
(Donf) (x) = flz+ h)Q—hf(x ) , (diferencga central).

As fungdes que resultam da agdo das duas primeiras operag¢des, D j, e D_ 3, sobre uma fungio
f podem ser prontamente identificadas, respectivamente, com a derivada da interpolagio de uma
reta a partir dos pontos (z, f(x)), (x+h, f(x+h)) no primeiro caso e (z, f(z)), (x—h, f(x—h)),
no segundo. Ja a fungdo que resulta da operag¢io Dy j, sobre uma fun¢io f, pode ser entendida
como a derivada da parabola interpolada a partir dos pontos (z — h, f(z — h)), (z, f(z)) e (z +
h, f(z + h)). Verifique esse fato utilizando a interpolagdo de Lagrange ou Newton.

Erros de truncamento

Vamos analisar os erros de truncamento cometidos quando calculamos numericamente a derivada

de uma funcgio através das operac¢des de diferenca finita.

A diferenca entre (D4 1, f) (x) e f'(z) ¢ dada por

(Donf) (@)~ () = EEDZIEL gy

Através da expansdo em série de Taylor em torno de h = 0 para f(z+h), notamos que a diferenca

'A nota¢io ¢, para a fun¢do ¢ deve ser entendida simplesmente como o valor da fungio quando seu argumento
assume o valor z, i. e., ¢|, = ¢(z).
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assume a forma

f@) + W) + 5 @)+ O = @) _
h

(D pf) (x) = f(2) =

= M)+ omt = o).

De modo analogo, a diferenca entre a operagido D_ j, e a derivada f/(x) também ¢ O(h). Porém,

a diferenca entre a operagio Do 1 f e f'(z) ¢ O(h?):

flath) —fa—n) _,
- - /')

(Donf) (z) = f(z) =

_ f@ 4 @)+ @)~ f@) £ hf @) = F @ O
B 2h

= O(h?).

Exemplo 20: Vamos estudar a derivagio numérica da fun¢io exponencial f(z) = €*, em
particular f(1) = e = 2,718281 ... De acordo com a defini¢do dos operadores de diferenca

finita podemos montar a seguinte tabela:

L h [ gen@®) [ g-n@D) | g0n(1) [ gen@)—e ] g-n(1) —e | gon(l) —e |

0,4 | 3,3423 | 2,2404 | 2,791352 0,624 -0,478 0,0731
0,2 | 3,0092 | 2,4637 | 2,736440 0,291 -0,254 0,0182
0,1 | 2,8588 | 2,5865 | 2,722815 0,141 -0,131 0,00453
0,05 | 2,7874 | 2,6514 | 2,719414 0,0691 -0,0669 0,00113

onde g4 p(x) = (D4 1 f) (x) e a mesma notagio ¢ utilizada nas demais aproximagdes. Os
valores da tabela permitem verificar o comportamento do erro de truncamento cometido em
cada uma das operacdes de diferenca finita. Enquanto que nas duas primeiras operagdes,
D, j, e D_} o erro decresce a uma razio de aproximadamente — (a razio entre os espaga-

mentos decresce nessa mesma razio o que esta de acordo com a previsio O(h)), no caso da

operagdo Dy p,, o erro decresce a uma razdo de aproximadamente T 0 que € consistente com

a previsio O(h?).

Erros de arredondamento

Os erros de truncamento ndo sdo os nicos fatores importantes na determina¢io da estimativa
. . : - . . .

numérica da operac¢io de diferenciagio quando essa operag¢io é realizada por maquinas. Nesses

casos devemos levar em conta que os numeros nio podem ser armazenados com precisio inde-

finida, eles sio armazenados como um elemento de um sistema de ponto flutuante e todas as

operagdes aritméticas realizadas nesse elemento estio sujeitas a erros de arredondamento.

Vamos tomar como exemplo a operagdo de diferenga finita D p:

(Danf) (&) = f($+h})l—f(33) _ f1;f07
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4 Derivacdo numeérica

onde, por economia de notagdo, representamos f(z + h) = f1 e f(z) = fo. Se a operagio for
realizada em uma maquina, tipicamente, os valores f1 e fy serdo representados por pontos flutu-
antes f e fy respectivamente, que correspondem ao resultado das operag¢des realizadas utilizando

a aritmética de maquina.
Internamente a fungdo (D4 j, f) (x) é representada pelo resultado das operag¢des em ponto flu-

f1— f

0 ,
pode ser expressa através
h

tuante’ (fl e fo) @ h, cuja diferenca em relag¢io ao valor exato

da fung¢io e(x, h):

J1—fo
h

(heh)on= (14 (2, ).

De modo semelhante, a diferenca em valor absoluto entre f; e f; para uma escolha de x e h é
representada por uma fung¢do ndo negativa 0 (x, h). Se h for suficientemente pequeno, teremos

entao

[fi—hl=6@h) <5 e |fo— fol = 6(z,0)

< 6.
A diferenca entre o valor da derivada de f em x e o ponto flutuante (fl ) fo) @h é dada em valor

absoluto por

_fl—fo
h

f@-(foh)on = |f@ (14, 1)

_ Nm_(h;h+h;ﬁ+h;h>O+d%m

_ ﬂ@+(ﬁ;ﬁ_ﬁ;ﬁ+h;m%mem4

a

fo—fo
h

h-hf
h

i Jo
h

IN

f'(x)

+ h ; foe(:v, h)’

_l’_

) |1+ e(z,h)| +

_ | f) - fi ; fo| , (0(z;h) +5(m,£)) [L+e(zh)]
+ ﬁ;ﬁd%m
26 ,
< (clh + h) (1+¢e)+ |f (x)‘ € (4.0.1)

1
onde ¢; = 5 MaXa<y<ath 1" (y) € o erro devido ao truncamento (que independe de h).

Podemos notar pela estimativa (4.0.1) que o erro cometido ao calcularmos numericamente a de-
rivada também cresce quando tomamos valores de A muito pequenos. Isto é um reflexo direto das
limita¢des da aritmética de ponto flutuante utilizadas pela maquina. Portanto, ao utilizar opera-

¢des de diferenca finita em uma maquina para calcular numericamente a derivada de uma funcio,

2 T . A N
Por simplicidade, assumimos que h é idéntico a sua representa¢do em ponto flutuante.

106



4.1 Extrapolacdo de Richardson

devemos analisar cuidadosamente a escolha de um espagamento h 6timo. Sempre devemos tomar

esse cuidado em qualquer operacgio de diferenca finita.

Na subse¢io seguinte vamos estudar como desenvolver aproximag¢des mais precisas para a de-

rivada de uma fungio f.

4.1 Extrapolacao de Richardson

No inicio deste capitulo vimos que podemos estudar os erros cometidos nas operag¢des de diferenca
finita através da expansido em série de poténcias de h (0 espagcamento entre os pontos). Vamos rever
o caso do operador de diferenga finita D 5 com um maior nimero de termos na expansio:

(Donf)(z) = flz+ h)2—hf($ —h)

2 3
= 5 (T @)+ @+ 0w + o)

2 3
o (10 @)+ @) - @) + o)

= f'(x) + cah® + O(hY), (4.1.1)

f®(x)
3!
naturalmente a constante ¢z nio depende de h. Dessa forma, a operacdo de diferenca finita com

. Portanto, o erro de truncamento até a segunda ordem em h ¢é ch?, onde,

onde ¢y =

espacamento 2h, (Do op f) (), é tal que

(Doanf) (z) = flz+ th(;hJ;(w — 2h)

= f(z) + 2(2h)? + O(h*). (4.1.2)

E portanto a diferencga entre a acdo dessas duas opera¢des aplicadas a uma fun¢io f pode ser

descrita na segunda ordem em h como
(Doznf) () = (Donf) (x) = 3eah® + O(h*).
Ou seja, é possivel descrever o termo cah? através das duas operacdes de diferenga finita mais

termos de ordem h*:

(D072hf) (33) - (DO,hf) (SL‘) + O(h4) (413)

62h2 = 3

A substitui¢io do termo (4.1.3) em qualquer das duas expressdes (4.1.1) ou (4.1.2) permite ex-

pressar a derivada de f em termos de opera¢des de diferenca finita envolvendo cinco pontos :
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4 Derivacdo numeérica
r—2h,x —h,x,z+ hex+ 2h:

f,(SC) _ (DO,hf) (SC) . (DO,th> (x)?)_ (DO,hf) (x)

_ 4 (D07hf) (x) — (D0,2hf) (x) 4 O(h4)
3

+ O(hh)

= (Dinf) (z) +O(RY).

Essa técnica é denominada extrapolacdo de Richardson, através dela é possivel construir opera-
¢oes de diferencga finita com maior precisdo. No exemplo que acabamos de estudar determinamos

a nova operagdo de diferenga finita Dy j, a partir das operagdes Dy j, € Dy op:

(Dinf) (z) = 4(D0,hf)($);(D072hf)(x)

—f(x+2h)+8f(x+h)—8f(x —h)+ f(z — 2h)
12h '

Como acabamos de verificar, f'(z) — (D1, f) () = O(h*). Portanto, a diferenca anterior pode
ser escrita como f'(x) — (D14 f) (z) = c4h*+O(h), onde ¢4 é também um termo que independe
de h. E assim considerando a operagio com espagamento duplo (D1 o f) (x) = f'(z)+cq(2h)*+

O(h®) podemos dar prosseguimento a extrapolagio e determinar a operagio Dy j, tal que

(Danf) (z) = 16 (D1nf) (33)1; (Dyanf) (x)

e f'(x) = (Do f) () = O(h°).

Exemplo 21: Voltamos a estudar o exemplo do inicio do capitulo: a derivagio numérica da
fun¢io exponencial f(z) = €”, em particular f(1) = e = 2,718281... De acordo com a

definicdo dos operadores de diferenca finita podemos montar a seguinte tabela:

| h | (Donf) (D) | (Dynf) (@) | (Do f) (1) ]
0,4 2,791352
0,2 2,736440 2,718136
0,1 2,722815 2,718273 2,718282
0,05 2,719414 2,718280 2,718281

pelo fato dos espagamentos serem multiplos de 0,05 podemos utilizar a informagio sobre

as operag¢des de ordem menor para calcular as de maior ordem.
De maneira geral podemos enunciar o processo de constru¢io de uma operagio de diferenca finita

de ordem de truncamento mais alta: Seja a operagio de diferenca finita F}, que aproxima a n-ésima

derivada de uma fungio suficientemente suave g até a ordem O(hP), ou seja,

(Fhg) (2) = g™ (x) + ch? + O(K"),
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4.1 Extrapolacdo de Richardson

onde 7 > p. Entdo, para qualquer ¢ > 1, segundo o processo de extrapolag¢io de Richardson,

(Fhg) () + ((Fng) () = (Fyng) (z)) = g™ (2) + O(W).

¢ —1

O que permite definir a nova operacio FJ,:

¢* (Frg) (z) — (Fyng) (z)
¢ -1 '

(th) (z) :=

As operagdes de diferenga finita para as segundas derivadas e as derivadas de ordem superior
podem ser obtidas a a partir da combinacdo das operacdes de diferenca finita para primeira deri-
vada, portanto, as operag¢des Dy, Dy Dy p, D_ . D_ 1, Do p D p, , Dy pD_ p, etc., fornecem
aproximacoes para a segunda derivada com diferentes precisdes. Porém a extrapolacio de Ri-
chardson pode ser utilizada para aumenta-la se for necessario. Por exemplo, a acdo da operagio

D, ;,D_j, sobre uma fungio f ¢ dada por

(DynD-nf) = (Dyn9),

onde g(z) = (D- ng) (), ou seja,

_J@) - fa—h)
g(x) = .
€ portanto
(Ding) (@) = 3 (Dnf) (@)~ 3 (Dosf(- 1) (a)
U(f@th) @) 1 (f@) = fa—h)
- (et
et h) 26+ )
_ ¢ |

onde o termo f(- — x) é uma abrevia¢do para a nova fung¢do q(z) = f(z — h). Realizando a

expansdo em série de poténcias para h podemos verificar que

(DspD_pf) () = f"(z) + O(h?).

Esse exemplo que acabamos de estudar é apenas uma possibilidade, como acabamos de afirmar,

existem diversas outras possibilidades.

Exemplos

Solugio estacionaria para a equagio do calor
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4 Derivacdo numeérica

4.2 Exercicios

1) Seja o operador diferenga finita D 5, definido como

(Dynf) () = TEHD =T,

Sabemos que (D4 1 f) () — f'(x) = O(h). Utilize a extrapolagdo de Richardson para encontrar

a expressdo do operador Do j, .

2) Dada uma fungio f tal que

z 0,1 1021|031 04 ] 0,5
f(x) 0,23 10,33 |0,29 | 0,12 | 0,17

Tabela 4.1: valores de f

determine estimativas com quatro digitos para a derivada de f nos pontosz =0,3exz =0,1a

partir de todos os valores da tabela.

3) Determine a ordem do erro de truncamento ao aproximar a operacio de derivagio de segunda

ordem pela operagdo de diferenga finita D, Dy 3.

4) Determine a ordem do erro de truncamento ao aproximar a operacio de derivagio de segunda

ordem pela operacio de diferenca finita Dy 3, D1 5.

5) Encontre a extrapola¢io de Richardson calculada com 5 pontos (z — 2h,x — h, x, x + he

x + 2h) para a segunda derivada da funcio f.

6) Desenvolva uma expressdo para a operagdo finita que aproxima a segunda derivada de uma

fungdo f no ponto z a partir de f(z), f(x + h) e f(x + 2h).

7) Construa todas as possiveis opera¢des de diferenca finita associadas as derivadas de f no

ponto z a partir de combinagdes lineares dos termos f (), f(z + h) e f(z + 2h).

8) Um cilindro com paredes laterais isoladas termicamente possui uma das bases em contato
com um material de propriedades térmicas diferentes. Trés termdmetros inseridos no cilindro
fornecem uma leitura da sua temperatura em pontos que distam 2cm , 4cm e 6¢cm da base. Dado

que:
* as temperaturas mantém-se constantes ao longo do tempo,
* a condutividade térmica do cilindro, k, é de 15071(,
m

* a temperatura medida nos pontos vale respectivamente 350K, 358K e 373K,

a partir da Lei de Fourier

qg=—kVT

e de uma operagio de diferenca finita, determine uma estimativa com quatro digitos para o mo-

dulo do fluxo térmico pela base do cilindro.
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4.2 Exercicios

9) Utilize a extrapolacdo de Richardson para construir um aproximag¢io com erro de trunca-

mento O (h4) a partir da operacio de diferencga finita

—f(x —2h)+2f(x —h) —2f(x + h) + f(z + 2h)
2h3

Dif (z) = = f"(z)+ O (h?).

10) Uma fungdo suave f(x) é conhecida em x, x + 2h e x — h para um dado h > 0. Determine

uma aproximagio para f’(x) a partir do valor de f nesses trés pontos.
11) O operador de diferenca finita Aj aproxima o seguinte operador diferencial

1

= 57 (=8f(x = 20) +5/(v + 1) +3/( +3R)) = /() + O (?).

(Anf)(x)
Utilize a extrapolacido de Richardson para construir a forma explicita de um operador com erro
de truncamento de ordem superior em h.

12) A partir dos valores de uma funcio y, conhecida nos pontos uniformemente distribuidos

(....,x —2h, x — h, x), construa uma operag¢io de diferenca finita que aproxime o valor de

com erro de truncamento O (hz).

13) Uma esfera uniforme de raio R possui a superficie externa em contato com um material de

propriedades térmicas diferentes. Em um determinado instante, a temperatura depende apenas

da distancia r ao centro e é conhecida nas distancias R, ER e ER' Utilize essas informagdes para

determinar uma aproximagio para d—(R) a partir de uma operacio de diferenca finita.
r
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5 Interpolacao

Neste capitulo estudaremos métodos que permitem encontrar um valor aproximado para uma
func¢io f calculada em um ponto x do intervalo I, através do conhecimento de uma cole¢io de
pares ordenados (pontos) {(z;, f(z;))} Y tais que x; € I. Seja g uma fungio que aproxima f no

intervalo I. Entdo, para o conjunto de pontos x;,1 =1,..., N

g(xi) = f(xi),

dizemos que g interpola a fungio f nos valores x1, x2, .. ., . Entio podemos utilizar a fun¢io
g para encontrar uma aproximagio para o valor de f no ponto! x € [z1, z,], esse procedimento
¢ denominado interpolacdo. Se x estiver fora do intervalo [z1,x,] e ainda assim utilizarmos a
fun¢ido g para encontrar o valor aproximado de f nesse ponto, o procedimento ¢ denominado

extrapolacdo.

Exemplo 22: Vamos determinar uma fungdo interpolante para o conjunto de pontos { (—0,5; —5,0);(0,5; 0,81);
(1,0;0,7);(1,5;0,55) } na forma g(x) = a;e** + age®?. Determinar o valor dos coeficientes

a1, ag, as e a4 significa determinar a interpolacio.

Por defini¢do, se g interpola o conjunto de pontos (entendido como {(z;, f(z;))}% ) entdo
os coeficientes devem satisfazer as quatro equagdes g(z1) = f(x1), ..., g(x4) = f(x4), ou

seja, devem ser solugdo do seguinte sistema de equag¢des nio lineares:

aje”129% 4 ggem10% = 50

a16“20’5 + a36a405 = 0,81
a1e®? + aze® = 0,7

ape®1p 4 qget4lh = 0,55

Esse sistema possui solu¢do numérica dada por

a1 ~ 1,20334

as ~ —0,519387

az ~ —0,880292

ay ~ —4,01704
1Supondo que 0s pontos &1, &2, ..., Ty estio ordenados
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5 Interpolacdo

9

05 1 15

Figura 5.0.1: Fungio interpolante g() e os quatro pontos de interpolagio.

O sucesso em conseguir determinar a interpola¢io de um conjunto de pontos depende da es-
colha de fungio interpolante. No exemplo anterior a interpola¢io foi possivel pois o “comporta-
mento” dos pontos é compativel com a escolha realizada para a fun¢io interpolante. Essa “com-
patibilidade” se manifesta na existéncia de solu¢do para o sistema de equag¢des associado a in-
terpolagido. Se fosse escolhida uma fun¢io com comportamento muito distinto do manifestado
pelos pontos, o sistema resultante poderia ndo possuir solugio.

A escolha de polind6mios como fung¢des interpolantes é natural pelos seguintes motivos: é pos-
sivel aproximar uma grande variedade de funcdes, os polindmios sio de facil manipula¢io mate-

matica (principalmente derivagio e integragio) e o Teorema da Aproximacio de Weierstrass

Teorema 5.0.1 (Weierstrass)
Seja f uma funcdo continua definida no intervalo fechado limitado [a,b] e seja § um nimero

positivo. Entdo existe um polinémio p, tal que para todo x € |a, b],
|f(z) = p(x)| < 0.

No entanto, da mesma forma que o teorema de Weierstrass garante uma representacio de f por
um polindmio p tio “préximo” quanto queiramos, ele nada diz sobre o grau de p. Em algumas
situagdes, o problema de encontrar p que desempenhe esse papel pode ser extraordinariamente
dificil do ponto de vista numérico.

Antes de discutirmos o procedimento de interpolacio por polindmios, vale a pena mencionar

um algoritmo ttil no calculo do valor de p em um ponto x. Trata-se do algoritmo de Horner.

Algoritmo de Horner

Batizado com o nome do matematico inglés Willian George Horner mas ja conhecido por Isaac
Newton em 1669 e mesmo pelo matematico chinés Qin Jiunshao no séc. XIII, o algoritmo fornece
uma maneira otimizada de calcular p(z) = @, 2™ + aym_12™ 1 4+ ... + a7 + ag através de m
multiplica¢des e m adi¢des.

Partindo do polindmio reescrito na forma concatenada

p() = ((-.. ((amz + am-1)T + am—2)x + ... + a2)x + a1)z + ap
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5.1 Interpolacdo polinomial
introduzimos as constantes b; definidas recursivamente por
b1 = am e bjt1:=bjx + am—j, aparaj=1,2,...,m. (5.0.1)

O valor que p assume em um dado = corresponde a constante by, 41, ou seja, p(z) = by+1, cujo
valor € o resultado das m multiplicacdes e m adi¢des presentes em (5.0.1).

Como exemplo, vamos considerar o polinémio p(x) = 323 + 822 — x + 1. Neste caso, dado

um valor z
b= 3
bo= bix+as = 3x+8
b3= bax+ar = (Br+8)z—1

e finalmente

p(x) = by =bsz +ag = ((3z + 8)x — 1) + 1.

5.1 Interpolacao polinomial

Seja fi,i=1,2,...,n, 0 valorda func¢io f calculada nos n pontos de interpola¢io x;. Encontrar
o polindbmio de grau m que interpola f nesses pontos consiste em resolver o sistema de equacdes

lineares f; = f(z;) = p(zi), ou seja o sistema

-1
amx" +  am—1z]" + ... 4+ a1 + a = fi
-1
amTy +  Apmo1Th' + ... 4+ axe + ag = fo
(5.1.1)
AmT™ 4+ a4+ + aixp, + ag = fa
As m+1 incdgnitas sdo os coeficientes do polindmio, ag, a1, . . . , G, € 0 sistema possui n equagoes.

Portanto, tipicamente, o sistema ndo possui solugdo se m + 1 < n, possui infinitas solugdes se

m + 1 > n e serd unicamente determinado se m + 1 = n.

5.1.1 Interpolacao pelos polinémios de Lagrange

Como veremos adiante, resolver o sistema (5.1.1) ndo € a maneira mais simples ou menos sujeita
a erros de arredondamento quando desejamos determinar o polind6mio interpolante. O seguinte
teorema garante a unicidade do polinémio interpolante, o que nos permite buscar maneiras alter-
nativas de construi-lo. Por ser unico, o resultado sera independente da construgio.

Teorema 5.1.1 (unicidade do polindémio interpolante)

Sejam x1, . . ., Ty, pontos distintos. Para um conjunto arbitrario de valores f1,. .., [, existeume

somente um polinémio p de grau menor ou igual an — 1 tal que
p(xi) = fi,
parai=1,2,...,n.

Demonstracdo: No caso em que temos n pontos distintos e procuramos um polinémio de

grau menor ou igual a n — 1, a matriz quadrada dos coeficientes do sistema de equacdes
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5 Interpolacdo

lineares (5.1.1) assume a forma da seguinte matriz de Vandermonde,

n—1 n—2 2
Ty Ty R |
n—1 n—2 2
Ty T4 ceeoxy w1
n—1 n—2 2
Ty Ty ceeoxy a1

Por hipoétese os x; sio distintos, portanto o determinante da matriz, dado por

I @ —=)

1<i<j<n
€ nio nulo, consequentemente, a solu¢io do sistema € tnica e o polindmio também. |
Vamos supor que para cada 1 < j < n exista um polinémio de grau n — 1, [;(z) tal que para
cada 1 < k < n, o valor de [; no ponto de interpolagio xy, ¢ tal que
L) = 0jk,

onde d; ¢ o delta de Kronecker?. Nesse caso, os polindmios /; permitem reescrever o polinémio

interpolante p(z):
p(@) = fil(@) + fola() + ...+ fuln(x) =D filj(2),
j=1

podemos trivialmente verificar que p(zy) = > filj(vk) = 327, fj0;k = fi. Portanto se
formos capazes de construir os polinémios [; a interpolagdo estara determinada. Vamos entdo
construi-los a partir das seguintes considerag¢des.

Segundo a sua defini¢io [j(x) = 0 para todo zj, tal que k # j, entdo os pontos x, sdo raizes de
lj,se j # ke portanto, a menos de uma constante multiplicativa, C'j, o polinémio [; ¢ determinado

pelo produtoério

= Cj H(ZL‘ — .CEZ)
=1

i#]
Por fim, a constante Cj pode ser determinada através da propriedade [j(z;) = 1:

lj(.%'j) =1 = Cj H(.%] - xz) =1,
i=1

i#]

20 delta de Kronecker é definido pela expressio

onde j e k sio dois nimeros inteiros.
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5.1 Interpolacdo polinomial

ou seja
n

1
C; = | | —
J )
i=1 (x] ‘/'U'L)
it
Dessa forma, os polinémios [j(x), denominados polinémios de Lagrange sdo determinados a

partir do seguinte produtério

- Xr — Xy

b =11—
i=1"7 !
i#5

e a interpolac¢do de Lagrange

plx) = fil;(x).
j=1

Exemplo 23: Seja a fungdo f(x) = sen(x) a partir da qual construimos a interpola¢do nos
trés pontos 1 = 0, xo = 1 e x3 = 2. Sera entdo um polindmio de segundo grau. Os pontos

de interpolacido sio dados por

L[z [ f;=sen()) |
110 0
201 sen(1)
312 sen(2)

os polinomios de Lagrange sdao entio dados por

=02 - 2
_(@-0)(x-2)
lg(az)—(l 0)(1 2)——372—1—236
lg(:v):(ft—())(x— ):xz—x

A interpolag¢io é dada por

p(z) = <Se“2(2) - sen(l)) 2%+ <2sen(1) - Se“(2)> x

5.1.2 Interpolaciao de Newton

De acordo com o teorema da unicidade do polindmio interpolante, toda interpolagio de n pontos
por um polindmio de grau n — 1 & nica e pode ser obtida pelo método de Lagrange. No entanto,
existem outras maneiras de construir o polinémio p(z) que podem ser mais convenientes. Uma
dessas maneiras € a interpolacio de Newton, que permite a insercio de pontos adicionais de
maneira simples e menos suscetivel a deteriora¢do por erros de arredondamento.

O método consiste em determinar o polindmio

p(x) =ap+ai(x —z1) +ag(x —x1)(z —22) + ... +ap_1(x —x1) ... (T — Tp_1).
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5 Interpolacdo
Por construcgio, o valor de p calculado em x = x €
p(x1) = ao.
Além disso, como p(z) € o polinémio interpolante, p(z1) = f1, portanto,
ag = fi.
Da mesma forma,

p(x2) = ao+ai(za—x1) = fo

= fit+ai(xe — 1) = fo,

ou seja, £
2 —aop
T2 — I

al =

e assim por diante, os coeficientes sio determinados recursivamente e o k-ésimo coeficiente é

determinado em funcio dos pontos de interpolacio e dos coeficientes anteriores pela expressio

e — a0 = Y5 e —2) - (kg — )

k
Hj:1(33k+1 ),

ak (5.1.2)

A férmula de recorréncia (5.1.2) pode ser convenientemente descrita através da notacio de dife-

rengas divididas. Seja a funcio f[zy, Tky1, ..., 2141] definida pela relagio de recorréncia
STt a2y ] — TR Trgr, - 1)
f[xk‘a Lh4-1y .-+ 5L, :El—i-l] =
Li+1 — Tk
e

flex] = fi := flag).

Assim, podemos verificar que

flersa] — flagl

LTe4+1 — Tk

fl@g, Tps] =

JlTpr1, Trpo] — flag, xk+1]'

Ly I X =
f[ ks Lk+1, k+2] Thio — Tp

Nessa notagdo, os coeficientes do polinomio sio dados por

ap = f[.Tl],

ar = flxr,xa),

as = flx1,xe,x3),
an-1 = flri,z2,..., 2]
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5.1 Interpolacdo polinomial

Diagramaticamente, os coeficientes sdo calculados a partir da sequéncia de diferengas divididas
calculadas recursivamente:

vy = flm] = flw1, 2] - flw1, 22, 23] v flm, ] = flz, .
e / a
2 = flw] - [z, 3] - flre, w3, 14] v [l )
e /"
r3  —  flws] - [z, w4] - flzs, x4, 75]
Tpoo —  flen—2] fltn—2,Zn-1] — flon-2,Tn_1,Tn]
/"

Tn—1 — f[xn—l] f[xn—lamn]

Ned N e

Tn — f[xn]

Exemplo 24: Vamos realizar a interpola¢do da fun¢io sen(z) no intervalo € [0, 2] através

de um polinémio de segundo grau nos pontos 1 = 0, 2 = 1 e 3 = 2. Neste caso,

g | @ | fj=sen(z)) |
110 0
201 sen(1)
312 sen(2)

e flz1] = 0, f[ze] = sen(1) e flx3] = sen(2). As proximas diferencgas divididas sdo dadas

por
flz2] = flx1]  sen(1) =0
fler, @o] = P
e _ flzs] — flxa] - sen(2) — sen(1)
flr2, 23] = P — '
Finalmente,
flz1, 22, 73] = flzo, z3] — flz1, 2 _ sen(2) —sen(1) — sen(l).

r3 — I1 2—-0

Portanto, o polindmio interpolante

p(x) = flz1] + flz1, 22] (x — 21) + flz1, 20, 23] (T — 71) (7 — 72)

sen(2) — 2sen(1)

p(z) = sen(l) z + 5

x(x—1)

Exercicio 5.1.2. 1) Inclua o ponto x4 = 1/2 na interpolacio anterior e encontre o polindmio
interpolante de terceiro grau.
2) Encontre o polindémio interpolante de terceiro grau nos mesmos pontos do exemplo anterior

(incluindo o ponto x4 = 1/2) para as fungées cos(x), vsen(z) e e* — 1.

Exemplo 25: A solubilidade do clorato de potassio em agua KClO3 nas temperaturas de 0°C),
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120

10°C, 20°C, 30°C' e 40°C ¢é de 3,3¢, 5,2¢, 7,3g, 10,1g € 13,9¢g por 100g de H, O, respectiva-
mente.

Nosso objetivo € estabelecer uma boa aproximacio para o valor da solubilidade a 25°C.
Vamos inicialmente aproximar a solubilidade a partir de trés valores de temperatura. Seja
portanto, {(z;, f;)}3_; dado por {(10;5,2), (20;7,3), (30, 10,1)}. De acordo com o método
de Newton, devemos determinar as diferencgas divididas f|x1], f[z1, z2], f[x1, 22, 23] € cons-

truir o polinébmio
p(x) = ag + a1(z — 10) + az(x — 10)(x — 20),

onde ag = f[z1], a1 = flz1,x2] e a2 = f[x1,x2, x3].

f[l‘l] = f1 = 5,2

€ap = 5,2.
f2 - fl 773 - 5)2
flz1, 2] oy — 11 2010 0,

ea; =2,1 x 1074

flea — 3] — flzr,wa]  flzg —a3] — 0,21
r3 — I1 o 30—10

flo1, 22, 23] =

Para calcular essa quantia sera necessario determinar também o valor de f[z2, z3].

f3 - f? . 1071 - 773

flezas) = = 3020 %
Assim, 0,28 — 0,21
(71, 22, 23] = TR0-10 = 0,0035

eas = 3,5 x 1073,

Portanto a interpolacdo ¢ dada por
p(z) =52 +2,1x 107 (x — 10) + 3.5 x 1073 (z — 10)(z — 20).

E a aproximacio € dada por

p(25) = 8,6125.

Como a tabela fornece valores com 2 ou trés digitos significativos, a aproximag¢io devera
conter esse mesmo numero de digitos, ou seja, a solubilidade a 25°C' é de aproximadamente
8,69 de KClO3por 100g de H,O. Uma maneira de estabelecer a validade dessa aproximacgio
¢ incluir mais termos a interpolagido e verificar se a nova aproximag¢io coincide. Vamos en-
tao incluir o valor da solubilidade a 40°C' como um quarto dado, ou seja, vamos incluir o
ponto (x4, f1) = (40;13,9). Nesse caso, como (z1, f1), (z2, f2) e (x3, f3) sdo os mesmos do

polin6bmio anterior, ag, a1 € az serdo os mesmos no novo polinémio:

p(x) =5,2+2,1x 107 (2 —10) +3.5 x 1073 (2 — 10)(x — 20) 4 az(z — 10) (z — 20) (z — 30),



5.1 Interpolacdo polinomial

onde ag = f[x1, x2, x3, x4]. Vamos entio determinar f|x1,x9, T3, T4].

o f[Ian?nxﬁl] - f[ﬂfl,xg,.'ﬂg} o f[132,$3,$4] - 0)0035
flr1, w2, 73, 04] = = )

T4 — T1 40 — 10
_ flws, 4] = flowo,w3]  flws, x4] — 0,28
floo, 23, 24] = P = 090
) fi—fs 13,9-10,1
_ 4 — J3 _ s T L
fles,ea) = ~— = = =55~ = 0.38.
Dessa forma, substituindo os valores
0,38 — 0,28
flze, x3,74] = oy = 0,005
© 0,005 — 0,0035
flr1, 22,23, 24) = % =5x107°.

O novo polinémio é
p(z) = 5,242,1x10" (2 —10)+3,5x1073(2—10) (z—20)+5x 10> (2—10)(z—20) (x—30)
e a aproximacao ¢ determinada a partir de

p(25) = 8,59375. ..

Ou seja, obtemos novamente a aproximacio de dois digitos, 8,6¢ de clorato por 100g de

agua.

5.1.3 Erros de truncamento na interpolacio por polinémios

Seja f uma fun¢io continua e n vezes diferenciavel no intervalo (a,b) que contém os pontos
Z1,T2,...,%y € seja p o polindmio de grau n — 1 que interpola f nesses pontos. Entdo é pos-

sivel mostrar® que para cada x € (a, b), existe um ((z) € (a,b) tal que

nl

f@) —pla) = = f™(C) H(z — ;). (5.1.3)

Poderiamos supor que para uma f continua e suficientemente suave, a sequéncia de polin6mios
interpolantes {py }n>1 convergiria para f conforme aumentassemos o numero de pontos de in-
terpolagdo no intervalo (a,b). No entanto, como o exemplo a seguir ilustra, isto nem sempre

ocorre.

3A demonstracio pode ser encontrada nas referéncias:
Eldén, L.; Wittmeyer-Koch, L. Numerical Analysis (1990),
Claudio, D. M.; Marins, J. M. Cdlculo Numérico Computacional - teoria e pratica 3%ed. (2000).
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5 Interpolacdo

Fenédmeno de Runge

A seguinte fun¢io, proposta por Carle D. T. Runge ao estudar o comportamento dos erros na

interpolag¢io polinomial,

_ 1
1425227

¢ tal que a sequéncia de polindmios interpolantes {py, },, construidos a partir de pontos de interpo-

f(z) x € [-1,1]

lagio igualmente espagados nio converge*para f(z) no intervalo de valores x € (—1; —0,727) | J(0,727; 1).

Na realidade é possivel demonstrar que

Jim  max [7(2) = pn(@)| = +oo.

Podemos analisar esse comportamento nio regular da interpola¢io a partir do termo

H(x — ;) (5.1.4)

contido na expressio (5.1.3). Esse produtério possui uma flutuagio para os valores do argumento
proximos a fronteira do intervalo (—1, 1) que é progressivamente ampliada conforme aumenta-
mos o namero de pontos se os mesmos forem igualmente espacados. Os grafico seguintes ajudam

a ilustrar o comportamento do produtério (5.1.4).

=}

,0003 -

o

,0002

o

,0001

S
X -0, -0,4 0,2 0,2 0,4 -6
- -0,5 0,5

,0001 F -2-10

o

-0,0002 [ -4-1077

o

o

L0003 | 6107

Figura 5.1.1: a) comportamento do produtdrio (5.1.4) com 20 pontos igualmente espagcados no
intervalo [—1, 1]. b) recorte do mesmo produtério no intervalo [—0,7;0,7].

A amplitude das oscila¢des pode ser minimizada através de uma escolha adequada de pontos
nio uniformemente espacados. Na realidade, € possivel demonstrar que a amplitude de oscilagio

do termo (5.1.4) ¢ minima quando os pontos x; estdo espagados em um intervalo (a, b) segundo

a+b a-—0» (2@'—1 >
T; = + cos T

a seguinte expressao

2 2 2n

parai =1,2,...,n. Esses pontos sio denominados nds de Chebyshev e consistem em uma trans-

5

formacdo afim dos zeros do polindmio de Chebyshev de primeira espécie’ e grau n no intervalo

(—1,1).

*A demonstracio pode ser encontrada na referéncia :
Isaacson, E. ; Keller, H. Analysis of Numerical Methods (1966).
O polinémio de Chebyshev de primeira espécie e grau n, simbolizado por T}, (z) é uma das duas solu¢des linearmente
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5.2 Interpolacdo spline

Utilizando os nés de Chebyshev no intervalo [—1, .1] podemos controlar o comportamento dos

polindmios interpolantes para a fungdo de Runge e garantir a convergéncia p,—1(z) — f(z)
n

quando n — 4o00. De fato, o maximo para o valor absoluto de H (z — x;) no intervalo

[—1,1] ¢ 217" quando =; sdo nos de Chebyshev.

Figura 5.1.2: O produtoério (5.1.4) com 20 pontos de Chebyshev

Ainda assim, existem fung¢des continuas que requerem um numero impraticavel de pontos para
que a interpolag¢do se aproxime da fungio original. Por exemplo, a fungio +/|z| no intervalo

[—1, 1] requer um polinémio de grau maior que 10° para que a interpolacio seja exata até 1073,

Em geral, quando utilizamos polinémios de grau maior ou igual a 100, a maior dificuldade ¢

lidar com os erros de arredondamento.

5.2 Interpolacio spline

Splines sdo fun¢des formadas por diferentes polinémios de grau menor ou igual a um m, definidos
para cada intervalo entre os pontos de interpolacio de modo que em cada ponto de interpolacio

o spline é continuo,assim como todas as derivadas até ordem m — 1.

independentes da equacio diferencial de Chebyshev,
(1 — :r2) y' —xy + a2y =0
quandoa =n € {0,1,2...}. O polinémio pode ser construido a partir das relacdes de recorréncia
To(z) =1, Ti(z) =z, Thyi(z)=22T,(z) — Th-1(x) paran=1,2,...;
ou ainda, a partir da férmula explicita
Tn(z) = cos (n cos_l(a:)) , z € [-1,1].

A partir dessa tltima férmula, nio € dificil demonstrar que os zeros pertencem ao intervalo (—1, 1) e sio da forma

2t —1
xi:cos(z2 7T), t=1,2,...,n.

n
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f
Sh-1(X)
s1() Ty
/ x)
) % Sh-2(
X
X1 X2 X3 Xn-2  Xn-1 Xn

Figura 5.2.1: Interpolag¢io spline

Nas situacdes em que o numero de pontos de interpolagdo € grande (por exemplo, em aplica-
¢cdes CAD — computer-aided design), a inexatiddo na aproximagdo obtida com um polinémio de
grau elevado é dominada pelos erros de arredondamento. Ou entdo quando a func¢do que se quer
interpolar possui derivadas de valor numérico elevado em alguma regido do intervalo de interpo-
lagdo, a aproximacdo € prejudicada em todo o intervalo. Nessas situac¢des, a interpolag¢do por
spline pode auxiliar a tarefa de interpolacio.

O procedimento de construir splines € analogo qualquer que seja o grau dos polindmios utili-
zados, como o spline de maior interesse (veremos porque) € aquele formado por polinémios de

grau 3, nos concentraremos nesse caso apenas.

5.2.1 Interpolacao spline cubica

Sejam z1 < x93 < ... < @, os pontos e interpolagio. um spline cibico ¢ uma funcio s(x),

definida no intervalo [z1, 2] com as seguintes propriedades:
1. s(z), s'(x) e 8" (x) sdo fun¢des continuas no intervalo (1, ).

2. Em cada subintervalo [z;, zi+1], s(z) € um polinémio ctbico tal que s(z;) = f; = f(x;)

parai =1,2,... n.

Portanto, s € composto por n— 1 polindmios ctbicos, cada polin6mio é determinado por 4 coefici-
entes (a;,b;, ¢; € d;) o que da um total de 4n —4 coeficientes a determinar, ou seja 4n—4 incognitas.
Cada polinémio deve satisfazer a condi¢do de continuidade nos pontos de interpolagio além, é

claro, de interpolar o ponto x;, ou seja,
si(z;) = fi  (interpolacdo),

parat=1,2,...,.n—1e

Sn—l(xn) = fn

A continuidade ¢é satisfeita se

si(xiy1) = fir1 (continuidade de s ),
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5.2 Interpolacdo spline

parai = 1,2,...,n — 2.. As condi¢des acima implicam 2(n — 1) equag¢des. Faltam ainda as

continuidades de §'(x) e s”(z):
i(i41) = Sj41(zip1) (continuidade de s'),

Si (zig1) = sip1(@i41) (continuidade de s” ),

parai =1,2,...,n — 2. Cada condi¢io equivale a n — 2 equagdes. Portanto temos até agora um
total de 4n — 6 equag¢des. Restam duas equagdes para que seu numero seja igual ao numero de
incognitas. Essas duas ultimas equacdes relacionam-se com as condicdes de fronteira do spline.
Com relagdo ao comportamento de s(z) no extremo do intervalo, ha duas possibilidades a se

considerar:

i) spline natural,

si(x1) = 0

Sg—l(xn) =0

possui esse nome por ser a condi¢do equivalente a aproximagio por réguas elasticas (uso mais

tradicional do spline).

ii) spline com mesmas condi¢des de f na extremidade,

si(z1) = fl(x1)

S/n—l(xn) = f/(xn)

essa escolha pressupde que a informacao sobre o valor da derivada de f nos extremos do intervalo
seja conhecida. A aproximag¢io obtida com essa escolha possui uma maior exatidio do que a

obtida com o spline natural.

Nos proximos paragrafos montaremos o sistema de equagdes lineares para determinarmos 4n—

4 os coeficientes a;,b;, ¢; € d; dos n — 1 polindmios que compde o spline:
5i(x) = a; + bi(x — ;) + ci(x — ) + di(x — ;). (5.2.1)
Por ser uma interpolacio, a cada x;, temos que s(z;) = f;, ou seja, s;(x;) = f;. Portanto, em
vista da equagdo (5.2.1) a interpolagio implica
fi=si(zi) = a;
parai=1,2,...,n — 1. O que determina o valor dos coeficientes a;.

A continuidade do spline s(z) nos pontos de interpolagdo implica a equa¢io s; (1) = Sit1(Ti41)
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parai=1,2,...,n — 2, ou seja,
ai +bi(ziz1 — x) + ci(wipr — ) + di(zigr — ) = a1,
fi +bi(zivn — 23) + ci(winr — 2)* + di(zion — 2)° = fir1 (5.2.2)

Para aliviar a notagdo, vamos introduzir a notag¢do h; = (x;4+1 — ;). Dessa forma, a equagio

anterior (5.2.2) pode ser reescrita como
fi+ bihi + cihi + dih} = fip (5.2.3)
A continuidade na primeira e na segunda derivadas implicam

bi + 2¢c;h; + 3d;h? = biyq (5.2.4)

¢ + 3dih; = ¢t (5.2.5)

parat=1,2,...,n — 2.

Isolando d; na equacdo (5.2.5) e substituindo em (5.2.3) e (5.2.4) encontramos respectivamente

h2
fiv1 = fi +bihi + - 3 “(2¢; + cit1) (5.2.6)
€
biy1 = b; + hi(ci + cip1) (5.2.7)

parat=1,2,...,n — 2.
Isolando b; na equagio (5.2.6) podemos determina-lo em termos dos valores conhecidos f;, h;

e da incognita ¢; (0 mesmo acontece com os coeficientes d;, a partir da equagio (5.2.5)),

bZ f1+1 f'L

hi
iy — 3(2@ + Cit1), (5.2.8)

parat =1,2,...,n — 2.
A substituicao de b; e b;_1 dados pela equacio (5.2.8) na equacgio (5.2.7) com os indices deslo-
cados de uma unidade, ou seja, b; = b;—1 + h;—1(c;—1 + ¢; ), permite encontrar uma equagio para

os coeficientes ¢; em termos dos valores conhecidos f; e h;:

1 — Ji—1
hiflcl;l + 2(h1;1 + hi)Ci + hiCi+1 =3 <fz+ fl) -3 <fz fl > (5.2.9)
hi hi—1
parai = 2,3,...,n — 1. A equagdo anterior define um sistema de equacdes lineares para as
incognitas ¢;. Note que além dos coeficientes ¢1, ¢2, . .., ¢,—1, 0 sistema envolve um coeficiente

Cn, que ndo esta diretamente relacionado a algum dos n — 1 polindmios s; . Na realidade, ¢, esta
relacionado as condi¢des no extremo do intervalo de interpolagio e sua determinacio depende do
tipo de spline que estamos construindo, se ¢ um spline natural ou um spline completo (ou quase

completo).
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As n — 2 equagdes (5.2.9) envolvem n variaveis (as incognitas ¢;), para que o sistema (tipica-
mente) tenha solu¢do unica devemos incluir as duas tltimas equag¢des que descrevem o compor-
tamento do spline nos extremos do intervalo de interpola¢io. Vamos estudar inicialmente o caso

do spline natural.

Spline natural

O spline natural deve satisfazer as condi¢des s”(x1) = 0 e s”(x,) = 0, estas duas equagdes
implicam respectivamente

0120

2¢cp—1+ 6dp—1hp—1 = 0. (5.2.10)

A equagio (5.2.10) implica em termos da equagdo para os coeficientes d; (5.2.5) que ¢, = 0.

Colecionando esses resultados temos entio a seguinte situagio: resolvendo o sistema de equa-

¢oes
( (6] =0
hi—1ci_1 + Q(hifl + hl)Cl + hiciv1 = 3 (ﬂ%:fl) -3 <flhlfll 1) , 1=2,....,n—1
[ Cn =0

encontramos o valor dos coeficientes ¢;. A partir desses coeficientes determinamos o valor dos

coeficientes b; através das equacdes (5.2.8)

Jiri—fi  h
by = = I : 31 (2¢i + cit1),
parai=1,2,...,n — 1; e o valor dos coeficientes d; através da equagdes
Ci+1 — G
di = —— 5.2.11
i 3hy ( )
parai = 1,2,...,n — 1, obtida a partir de (5.2.5). Os coeficientes a; = f; como ja haviamos

determinado anteriormente.

Spline completo ou quase completo

Nesse caso o spline deve satisfazer as condi¢des s'(x1) = f/(z1) = fl e §'(xn) = f(zn) =
f/,.Para determinar o spline, f{ e f;, devem ser valores conhecidos. As condi¢des implicam res-

pectivamente
by = fi (5.2.12)

bo—1+ 2¢n_1hy—1 +3dy_1h2_, = f1. (5.2.13)
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5 Interpolacdo

Como os coeficientes b; satisfazem a equagio (5.2.8), a equagio (5.2.12) implica

— h
fi=bh W 5 (21t ea),
ou seja,
2h1c1+h1cQ:3<f2h_fl> — 31 (5.2.14)
1

Da mesma forma, no caso da equacgio (5.2.13), as equacdes (5.2.8) e (5.2.11) implicam

hpn—1cn—1+2hp_1cp, = =3 (fnh_ fn

n—1

) +3f (5.2.15)

Em resumo, devemos resolver o sistema formado pelas equacdes (5.2.9), (5.2.14) e (5.2.15)

2h]_C]_ + h]_C2 = 3 <f2h;1f1> . 3f{
hiicio1 4 2(hio1 + hi)ei + hiciyr =3 (%) -3 (fzhz.ill ) , i=2,...,n—1

e entdo determinar os coeficientes b; e d; através das equagdes (5.2.8) e (5.2.11):

1— h;
b; = fin—h I L 31 (2¢i + cit1),
Cit1 — Cj
di = ——,
’ 3hi
parai=1,2,...,n — 1. Naturalmente, os coeficientes a; = f;.
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5.2 Interpolacdo spline

Exemplo 26: Vamos determinar a interpolac¢do spline cubica (natural e completo) para a

funcio seno, no intervalo [0, 27] a partir de 5 pontos igualmente espagados. Ou seja,

it = {(55 (5 0)))
= {(0,0) : (gl) , (7,0), <327r7_1> 7(277’0)}

Como o conjunto de pontos possui 0 mesmo espacamento na coordenada z, entdo todos os
. . ™
h; sdo iguais a 7"

O spline cubico ¢ uma fung¢io s(z) da forma

si(z), 0<z< g
so(x), l <z<m
. 2
s(z) = 3t
s3(z), w<z< -
3T
sq(x), 5 <z <2

onde cada s;(x) é um polindmio ctbico

si(x) = a; + bi(x — ;) + ci(x — 2;)? + di(x — 27)>.

Quando se tratar de um spline natural entdo os coeficientes ¢;sdo determinados através do

sistema
c1 - 0
hici +2(hy + h2)ca + hocs = 3 f3h2f2 _3 f2h1f1
hoco + 2(ha + h3)es + hges = 3 f4h3f3 _3 f3h2f2 . (5.2.16)
hscs + 2(hs + hg)cg + hgcs = 3 f5h4f4 —3 f4h3f3
0

Cs =

Uma vez determinados os coeficientes ¢;, os coeficientes b; e d; sio funcdes deste:

fH—l fz h;
b; = — (2¢; + ¢
7 h’L 3 ( 7 + z+1)
Cit1 — G
di=——,
' 3h;
parai =1,2,3,4.
Neste exemplo h; = g para todo i. Substituindo os demais valores para f; no sistema
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5 Interpolacdo

(5.2.16) teremos

C1 = 0
s T 12
—c1 +2mco+ ez = -
§CQ+27TC3+§C4 = 0
T 49 n T 12
—c ey + —cy = —
2% 1T 7r
L\ C5 = 0
cuja solugio € dada por
1 = 07
6
o = ——,
2 2
Cc3 = 0,
C — E
4 = 7T2 )
Cy, = 0.
A partir dessa solugio temos também que
3
bl =
0
b? = 07
3
b3 = —
7
by = 0
e
4
d = ——,
1 -3
4
d2 = ﬁ7
4
ds = —
3 13’
4
dy = ——.
4 3

éx_ix?) 0<x<z
T A - 2
1 6( 7r>2+4 T\ 3 7T< <
-=lz—% —3<x——> , —<z<m
s(z) = T 2 71'4 2 2 3

—f(x—ﬂ)juﬁ(x—w)i‘, T<T< o

T2 3
1+6 3 4 3 37r< <9
- — -] —=<|z—-— — <z s
2 2 3 2 ’ 2 — 7=
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5.2 Interpolacdo spline

S(X) | sen(x) — s(x) |
1 sen ()
0,04
05
0,03
— X
n n 3 0,02
2 2
05 0,01
T Fid 37 2r
-1 2 2

Figura 5.2.2: a) Interpolacio spline cubica (natural) da funcio seno em 5 pontos igualmente espa-
¢ados no intervalo [0, 27]. b) Diferenca entre a interpola¢io e a fungdo seno. Note
que o erro absoluto € menor ou igual a 0.05. O leitor mais atento observara que o
grafico para o erro relativo ndo se anula nos pontos pontos z = 0, x = e x = 27.
Acontece que nesses pontos o erro relativo ndo esta definido pois o seno e sua dife-
renga com relacdo a s(z) se anulam. No entanto o limite existe e ¢ indicado pelo
grafico.

O sistema para as constantes ¢; no caso de um spline completo assume a forma

2hic1 4+ hico — 3 f2h1f1 —3f!

hici + 2(h1 + h2)ca + hacs = 3 f3h2f2 _3 f2h1f1
hoca + 2(he + hs)cs + hges = 3 f4h3f3 _3 f3h2f2
hscs + 2(hs + ha)cy + hyes = 3 f5h4f4 _3 f4h3f3
hacs + 2hycs - -3 (fs ) + 3/

™ . . . . .
Neste exemplo h; = 5 bara todo i. Substituindo os demais valores para f; no sistema acima

teremos ap6s algumas manipulag¢des algébricas

12 — 67
2c1 + ¢ =

T T T 12
—c1 +2mco + 3 = ——
T
502 + 2mes + 564 = 0
T 49 n T 12
—c c —c5 = —
g BT AT 9% T
(12 — 67r>

¢4 + 2c¢5 = —|—

L T
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5 Interpolacdo

cuja solugio € dada por

C1

c2
€3

Cq

C5

24

= (=34,

T2
6

= —(-10+m),

T2

= 0,

6

= (=10 +m),

Tn?
24

= (=3+m).

T2

A partir dessa solugio temos também que

b1
bo

b3

by

dy
da
ds

dy

24+ 7

- Z(3+m)

4
= (=22 + 57)

T3

4
= ———(-10+m),

T3

4
= (=10 +m),

T3

4
= (—22+45m).

T

Como a; = f; parai = 1,2, 3,4, o spline cibico completo é dado entdo por

onde

) — m_24(;i2+7r) )
so(z) = 1—2(_?:”) (2
() = o (w ) -
sa(z) = 1—2(_5’;”) (a;
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sg(z), m<z< -
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_E) 6 (—10 + ) ( _E)Q 4(=10+ ) ( E)B
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5.2 Interpolacdo spline

sx) ‘M|
1 sen(x)
0,05
05 0,04
0,03
ks 3 g x
Z bis zr
S 0,02
2 2 ’
-05 0,01
LS n 3 2n
-1 2 2

Figura 5.2.3: a) Interpolacdo por spline cibico completo da fung¢do seno em 5 pontos igualmente
espagados no intervalo [0, 27]. b) Diferenga entre a interpolagdo e a fungdo seno.
Note que o erro absoluto ¢ menor ou igual a 0,052.

Note que a exigéncia de que o spline possua a mesma derivada que a fung¢io seno nos

pontos £ = 0 e z = 27 diminui o erro relativo na vizinhanga desses pontos em quase — do

4

valor original enquanto que o erro relativo na metade do intervalo sofre um aumento muito

discreto.

Exemplos

1) Construa o spline quase completo para o conjunto de pontos dado pela tabela abaixo e deter-
ly" ()]
(1+y/ (@)1

mine o intervalo no qual a curvatura, do spline assume o maior valor.

zlol 1] 2] 3 |31/[32]38]45
150181515 1 0203

(Sugestao: trabalhe com os coeficientes do spline e a fun¢do sp_val e determine o intervalo a

partir do grafico para a curvatura).

// Coordenadas dos pontos de interpolagio
xi=[0 1.0 2.0 3.0 3.1 3.2 3.8 4.5];
yi=[0 1.5 1.8 1.5 1.5 1.0 0.2 0.3];

// Derivadas numéricas nas extremidades
dy_e=(yi(2)-yi(1))/(xi(2)-xi(1)); // esquerda.
dy_d=(yi(8)-yi(7))/(xi(8)-xi(7)); // direita.

// Coeficientes dos polinbémios no spline cubico quase completo.

spl_y=splined_interp([xi;yi],dy_e,dy_d);

// Grafico do spline cubico no intervalo [0,4.5]

// Vamos utilizar 300 pontos nos graficos:
xvar=1linspace(0,4.5,300);

y=sp_val(spl_y,xi,xvar); // valores de y(x) nos pontos xvar.

plot(xvar,y);
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5 Interpolacdo

xgrid;

// Coeficientes dos polindmios no spline quadratico para y'
spl_dy=[spl_y(:,2) 2%spl_y(:,3) 3*spl_y(:,4) zeros(7,1)];
dy=sp_val(spl_dy,xi,xvar); // valores de y'(x) nos pontos xvar.

// Grafico do spline quadratico para y'
scf(); // abre nova Jjanela grafica.
plot(xvar,dy);

xgrid;

// Coeficientes dos polinbémios no spline linear para y''
spl_d2y=[2%spl_y(:,3) 6*spl_y(:,4) zeros(7,2)];

d2y=sp_val(spl_d2y,xi,xvar); // valores de y''(x) nos pontos xvar.

// Grafico do spline linear para y''
scf(); // abre nova janela grafica.
plot(xvar,d2y);

xgrid;

// Abre nova janela grafica

scf();

// Grafico da curvatura local, |y''|/((1+y'"2)"1.5)

plot(xvar,abs(d2y)./((1+dy"2)"1.5));

xgrid;

A partir do grafico da curvatura, podemos verificar que a regiio de maior curvatura esta no
intervalo (3;3,1).

2) As matrizes marchal e marchaZ2 contém valores da relagio entre velocidade e aceleracio
de um veiculo para duas diferentes marchas em unidades SI. A velocidade 6tima para a troca
de marchas ¢ dada pelo ponto no qual as curvas se cruzam. Neste caso, entre 22m/s e 26m/s.
Construa um spline cubico quase completo para as duas relacdes de marcha e determine uma

aproximacio para a velocidade 6tima com quatro digitos.

// relagdo vel. X acel. na 12 marcha.

marchal=[5 10 14 20 22 26;6.5 7.4 7.9 7 6.6 5.1];

// Derivadas numéricas nas extremidades
dal_e=(7.4-6.5)/(10-5); // esquerda.
dal_d=(5.1-6.6)/(26-22); // direita.

// relagdo vel. X acel. na 22 marcha.

marchaz2=[5 10 14 18 22 26; 4.5 5.7 6.2 6.4 6.0 5.5];
// Derivadas numéricas nas extremidades
daz2_e=(5.7-4.5)/(10-5); // esquerda.
da?2_d=(5.5-6.0)/(26-22); // direita.

// Coeficientes dos polondémios nos splines cubicos

spl_al=splined_interp(marchal,dal_e,dal_d);
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5.2 Interpolacdo spline

spl_aZ=splined_interp(marchaZ,daz_e,daz_d);

// Gréafico dos splines cubicos para marchal e marchaZ2
// Inicialmente desenharemos apenas os pontos de

// interpolac¢do para marchal e marchaz

scf(); \\ abre nova Jjanela grafica.
plot(marchal(l,:),marchal(2,:),'.r');
plot(marchaz2(1l,:),marcha2(2,:),'.r');

// Vamos utilizar 300 pontos no intervalo [5,26] para
// desenhar as curvas dos splines.
v_var=linspace(5,26,300);
plot(v_var,sp val(spl al,marcha(l,:),v_var),'-g');
plot(v_var,sp_val(spl_az,marcha(2,:),v_var),'-g');

xgrid;

// As duas curvas se encontram em um ponto no intervalo
// (22,26). A velocidade de troca corresponde ao zero
// da fungdo

function z=f(x)
z=spl_al(5,1)-spl_a2(5,1
+(spl_al(5,2)-spl_a2(5,2
+(spl_al(5,3)-spl_az(5,3
+(spl_al(5,4)-spl_a2(5,4

endfunction

Yk (x-22) ..
)k (x-22)"2
)k (x-22)"3

N — N

v=zero_newraph(f,23.5,100);

A velocidade de troca 6tima vale aproximadamente 24,56m/s.
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5 Interpolacdo

5.3 Exercicios

1) (Aquecimento) Cheque, indiretamente, a exatidao das bibliotecas de func¢des de seu computa-
dor ou calculadora cientifica através da analise do comportamento das seguintes identidades nos

valores de x = 1'210, parai=1,2,...,9.
1. sen?(w) + cos?(x) =1
2. sen(2x) = 2sen(x) cos(z)
3. cos(x) = sen(x + 7/2)
4. exp(z)exp(—x) =1
5. In(e*) =z

6. Vryr==x

2) Utilize a seguinte tabela (com valores exatos até a precisio utilizada),

’ x ‘ sen(z) ‘ cos(z) ‘ cot(x) ‘
0,001 | 0,001000 | 1,000000 | 1000,0
0,002 | 0,002000 | 0,999998 | 499,999
0,003 | 0,003000 | 0,999996 | 333,332
0,004 | 0,004000 | 0,999992 | 249,999
0,005 | 0,00500 | 0,999988 | 199,998

para calcular cot(0,0015) com a maior precisdo possivel através de:
1. interpolagdo para cot(x).
2. interpolag¢io de sen(x) e cos(x).

3. estime o erro em 2). Dica: propagacdo de erros.

N

. Explique a diferenca entre os resultados em 1) e 2).

3) Compare os erros na aproximagio das fun¢des abaixo no intervalo [0, 1] através de:

i) Expansdo de Taylor em torno do ponto g = 0,5

ii) Interpola¢io de Lagrange com pontos igualmente espagados, com 1 = 0 até x4 = 1.
iii) Interpola¢io de Lagrange utilizando os pontos de Chebyshev.

Utilize sempre polindmios de 3° grau e compare os erros em « = 0; 0,1; 0,2; ...; 1,0.
1. sen(2z)

2. e*
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4) Seja a funcio f(z) = (z — 0,2)(z — 0,3)e~(@+95)”  Escolha um niimero suficiente de pon-
tos distintos e construa um polindémio interpolante de terceiro grau no intervalo [0,1;0,4] para a

funcdo f. (Sugestdo: utilize pontos igualmente espacgados.)

5) Encontre a interpolagio spline cubica (spline natural) para os dados abaixo

-2 0
-1 1
0 2
1 1
2 0
3 1

6) Verifique se as seguintes funcdes sio splines

T , —1<x<0
1. f(z) = 2, 0<z<1
z+1 , 1<x<2
T , —1<x<0
2. fle)=¢ 22—-1 , 0<z<l1
L z+1 , 1<x<2
0 , —1<x<0
3. f(x) = x? , 0<z<1
2r—1 , 1<z<2

7) Determine os valores de a e b de forma que a seguinte fungio

24+, —1<z<0
flx) =
ax’+br , 0<z<l1
seja um spline cubico.
8) Para quais valores de b, c e d a fungdo s : [—1,1] — R é um spline? Quando sera um spline

natural? Justifique suas afirmacdes.

de® — 922 +bx , —1<z<0

s(@) = 3 2
3z +cx*+x , 0<zxz<1

9) Considere os dados da tabela abaixo.

T; 1,0 1,1 1,3 11,5 (1,9 (23|24 | 2,7 | 29| 3,0
f(z) | -09-0,5(-01]03]04]05|10]( 1,3] 1,5] 1,9
g (x;) 16| 1,5 1,514 |13 |1,0(0,5]-0,11-0,31-0,5
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5 Interpolacdo

Construa um polindmio interpolante para cada conjunto de dados e determine o valor de x €

[1, 3] (arredondado para seis digitos) no qual as curvas se encontram.

10) A relacido entre ponto de congelamento e propor¢io (em peso) da mistura de agua e glice-

rina é dada pela tabela abaixo

%glicerina (em peso) 10 20 30 40 50 60 70 80 90 | 100
temp. de congel. (°C) | —1,6 | —4,8 | —=9,5 | —15,5 | —22,0 | —33,6 | —37,8 | —19,2 | —1,6 | 17
Determine uma estimativa com trés digitos para a temperatura de congelamento de uma solu¢io
com 27% de glicerina (em peso) a partir da interpolagido polinomial de quatro valores da tabela
no intervalo de concentragio de glicerina entre 10% e 40%.

11) Utilize os dados da tabela anterior e determine uma aproximag¢do com trés digitos para o
valor minimo da temperatura de congelamento de uma mistura de agua e glicerina. (Sugestio:
construa o polinémio interpolante p e encontre a raiz real de p’ no intervalo dado pela tabela).

12) A partir dos dados da tabela abaixo,

temperatura (°C) 0 4 5 10 15

densidade (g/cm?) | 0,99984 | 0,99997 | 0,99996 | 0,99970 | 0,99910
construa dois polindmios interpolantes de grau 3, um adequado a temperatura de 3,5°C e outro a
12°C e os utilize para encontrar uma aproximagio com cinco digitos para o volume ocupado por
uma determinada massa de agua a 3,5°C se a 12°C a mesma massa ocupa um volume de 1L.

13) A expansdo/contracio linear de um objeto é obtida a partir da expressio

W(T)=1p+ o f:ﬁz a(T)dr,
onde (T') é o comprimento linear do objeto a uma temperatura 7', [y ¢ o comprimento desse
mesmo objeto a uma temperatura Ty e a(7) € o coeficiente de expansido térmica linear do objeto
a uma temperatura 7. A tabela abaixo contém os valores para o coeficiente de expansio térmica
linear de duas substincias; um material ceramico e o fluoreto de escandio (ScFg):
T (K) 200 | 400 | 600 | 800 | 1000 | 1200 | 1400
Qeer (10K | 5,04 | 7,88 | 7,99 | 9,48 | 9,92 | 10,1 | 10,2
OScF, (10°K") | -9,69 | -5,44 | -2,82 | -1,26 | -0,238 | 0,578 | 1,87
Um determinado material, composto por uma fra¢io r de material cerAmico e (1 — ) do fluoreto
de escandio, possui a seguinte expressio para expansio linear em fun¢io da temperatura
UT) =10+ 1o (7 J ccer(P)dr + (1= 1) [ s, (7)dr )
Determine o valor minimo e maximo para a razdo [(T") /Iy quando r = 0.3, Ty = 350 e T pertence
ao intervalo [200, 500]. (Observagio: utilize todos os dados no seus calculos).

medskip

14) Os dados da tabela abaixo contém as posi¢cdes de um corpo ao longo do tempo (em unidades
SI).

ti | 0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0
z; || 0] 4,97e-3 | 1,15¢e-2 | 1,59%e-2 | 1,90e-2 | 2,24e-2 | 2,18e-2 | 1,48e-2 | 6,15e-3 | 1,45¢-4 | -7,46¢-3
yi || 0| 7,28e-5 | 4,52¢-3 | 1,27e-2 | 2,25¢e-2 | 2,59¢-2 | 2,30e-2 | 1,55e-2 | 2,15¢e-3 | -1,40e-2 | -2,74e-2

A partir das expressdes dos splines cubicos para cada coordenada, determine o maior valor (com

trés digitos) que o modulo da velocidade

V@) + 1)

assume ao longo da trajetoria.
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15) A partir dos dados abaixo, construa um spline cubico quase completo e determine uma

aproximagdo com trés digitos para o valor t* no qual o spline se anula.
Lt o] o1 o018 | 027 [ 036] 044 053] 062]071] 08 |

| £(t) | 1] 0986 | 0,946 | 0,879 [ 0,788 | 0,676 | 0,545 | 0,399 | 0,242 | 0,0785 |

16) Os dados da tabela abaixo contém as coordenadas de dois corpos ao longo do tempo.
Lt ] o] o1 |o18]027]036] 04405 ]062] 071 | 08 |
z1| 0 0,174 ] 0,342 | 0,5 | 0,643 | 0,766 | 0,866 | 0,94 0,985 1
Y1 1 0,98 | 0,921 | 0,824 | 0,695 | 0,537 | 0,358 | 0,165 | -0,0349 | -0,233
o | 1,5 | 1,32 1,14 | 0,978 | 0,831 | 0,707 | 0,609 | 0,541 | 0,505 0,503
Y2 1 10,986 | 0,946 | 0,879 | 0,788 | 0,676 | 0,545 | 0,399 | 0,242 | 0,0785

. dry, . dy1,. . dxy _ dyy _ dry , o
Dado a;nda que dt(;) =2, E(O) =0, ddt(O,S) = —0,0584, E(O,S) = —2,22, W(O) =
-2,1, %(O) =0, %(0,8) = 0229¢ %(0.8) = —1.9; utilize a técnica de interpolagdo

segmentada (splines cibicos) para determinar uma aproximac¢io com quatro digitos para a menor

distAncia entre os corpos ao longo das suas trajetorias.
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6 Ajuste de minimos quadrados

No capitulo anterior, foram desenvolvidas técnicas para fornecer uma expressio matematica para
o comportamento de um conjunto de pontos (pares ordenados) {(z;, f;)};—,. A idéia consistia em
prescrever uma fun¢do modelo dependente de uma quantidade de parametros e entio determinar
o valor dos mesmos exigindo que a fung¢io assuma os valores f; em cada x;. Essa exigéncia deter-
mina equacdes que os pardmetros devem satisfazer. Uma vez resolvidas as equacdes, a expressio
matematica para o comportamento dos pontos estara definida.

A exigéncia de que a fun¢io modelo se iguale a f; nos pontos x; pode ser substituida por uma
outra exigéncia menos estrita. Por exemplo, poderiamos estar interresados em limitar de alguma
forma os erros cometidos na representa¢io do comportamento dos pontos pelo modelo.

Seja entdo ¢(x), uma fungio candidata a modelar o comportamento dos dados. Se relaxarmos
a exigéncia de que ¢ € uma interpola¢io, em cada ponto z;, a fun¢io pode nio valer exatamente
fi- Nesse caso, havera um residuo r; = f; — ¢ (x;). Agora, o objetivo é controlar o total desses
residuos. Para tanto, os parametros que definem ¢ devem ser tais que a totalidade desses residuos
seja a menor possivel (mas sem que sejam todos iguais a zero necessariamente).

O colecao dos residuos pode ser controlada a partir de uma séria de medidas. Por exemplo,
> lril, 2,72 ou ainda max; |r;|. No entanto, se os erros que impedem uma fiel reprodugio
do comportamento dos pontos pela funcio ¢ possuirem a natureza de variaveis aleatérias des-
correlacionadas, de média nula e mesma variincia, ¢ possivel demonstrar! que a melhor escolha
de parametros para ¢ ¢ dada pelo minimo valor que Y, Z assumir. Por essa razio, a tarefa de
determinar a func¢do ¢ que satisfaca esse critério é determinada ajuste de minimos quadrados.

Assim, seja ¢ uma funcdo de uma variavel, definida a menos de um conjunto de m para-
metros {aj}gnzl, 0] <$; {aj};n:1>. O ajuste de minimos quadrados de ¢ ao conjunto de pontos

m
P = {(x;, f;)}"_,, consiste em determinar os valores < a* ue correspondam ao minimo da
’ =1 I
]:

funcio Q

n

Qp (al,ag, . ,am) = Z (fz — ¢ ({I,'Z'; ai,ag, ... ,am))2 .
i=1
Se a dependéncia de ¢ nos parametros a; nio for linear, a tarefa de determinar o minimo de
Q@p pode ser consideravelmente complexa. Nos minimos locais, as derivadas parciais de Q) p se
anulam, portanto, o ponto de partida consiste em montar as equag¢des a partir dessa exigéncia. No
entanto, os minimos locais sio um dos tipos de ponto critico associados a solu¢io dessas equagdes.
Os outros sdo os pontos de maximo e os pontos de sela. Assim, além de resolver essas equacdes €
necessario conhecer o comportamento da matriz hessiana (nesse caso, é necessario conhecer seus

autovalores) no ponto critico para entdo confirmar se esse ponto critico se trata de um minimo

Esse resultado é um teorema em estatistica, conhecido como teorema de Gauss-Markov.

141



6 Ajuste de minimos quadrados

local. A tarefa seguinte é escolher o0 menor dos minimos. Se for levado em consideragio que

podem existir infinitas solu¢des, o quadro ja nio é tio animador.

Felizmente, de maneira analoga a que ocorre nos problemas de interpolacio, se a dependéncia
de ¢ nos parametros for linear, essas dificuldades sio prontamente eliminadas. Esse é o caso do

ajuste de minimos quadrados linear.

6.1 Ajuste de minimos quadrados linear

Se a funcdo que se deseja ajustar for uma combinacio linear de m fung¢des conhecidas e linear-
mente independentes, a tarefa de se determinar um conjunto de parametros que minimize a soma

do quadrado dos residuos consiste em resolver um sistema de equagdes lineares.

Seja portanto, a combina¢io linear formada por um conjunto linearmente independente for-

mado por m fungdes conhecidas {wj(x)};nzl:

$x) =Y a;p(x).
j=1

Uma vez fixados os dados e o conjunto de fung¢des, a soma quadratica dos residuos® depende

apenas dos coeficientes da combinagio linear,

2

Q (a1, ag,...,a4p) = Z(fz—qb(xz))z = Z fi —Zajgoj(xi) . (6.1.1)
; ; =

Nesse caso, podemos notar que em termos dos coeficientes aj, () representa um paraboloide
imerso no R™*1, Basta agora verificar a natureza do ponto critico dessa superficie. Seria de-
sejavel que o ponto critico correspondesse ao minimo de (Q, mas antes disso é necessario excluir

a possibilidade de que ele seja um ponto de sela.

O ponto critico corresponde a solu¢do do sistema de equagdes

QQ_
o0y
8@_
o0,

*Daqui em diante, deixara de ser utilizado o subescrito P na defini¢io da funcio Q.
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6.1 Ajuste de minimos quadrados linear

A forma da derivada parcial de () com respeito ao coeficiente aj corresponde a

2
ale = aiak ; fi ;%% ()

2

n a m
= 287 fi =Y aje; ()
i—1 OOk j=1
n m o m
= 22 fi_zajSOj(xi) Dar fi—Z%%W
i=1 j=1 k J=1
- _22 fi—Zajwj(xi) ok (23)
i=1 j=1

= 2 Zfz‘Pk Ti —ZZ%% (z:) or (7) | (6.1.2)

=1 j=1

onde na passagem da primeira para a segunda linha, foi utilizado o fato de que a derivagdo é uma
operacgio linear (ou seja, a derivada da soma de varias fun¢des ¢ igual a soma de suas derivadas).

Assim a k-ésima equagio do sistema pode ser escrita como

n m
ZZ ajp; () ok (i) mec ). (6.1.3)
i=1 j=1

Nesse ponto ja podemos identificar claramente que o sistema de equagdes € linear nos coeficientes
a;. No entanto ¢ util exprimir o sistema de equagdes na forma matricial. Antes de fazé-lo, vale

relembrar

Observagio 6.1.1 (Multiplicagdo matricial). Sejam duas matrizes A,y q e Bgx, de componentes

aij = (A);

1,J
somatoério (note que a ordem é importante)

eb;; = (B), ;. Entdo, o elemento de indices i, j do produto A x B ¢é dado pelo

A X B Z a; kbk,]y
parai=1,2,...,pej=1,2,...,7r
A partir dessa observacio, é possivel verificar que o lado esquerdo de (6.1.3) corresponde a dois

produtos matriciais e o lado direito a um produto matricial. Sejam as matrizes @, a e f, cujas

componentes sdo dadas por

(‘I))i,j = 5 (i) , (a)j,l =aj ¢ (£);1 = fi
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6 Ajuste de minimos quadrados

O lado direito de (6.1.3) pode ser reescrito como

> fpn (zi) =
=1

= (q)Tf)k,l )

seguindo o mesmo desenvolvimento, o lado esquerdo pode ser reescrito como

n m
ZZ ajP;j xz Lk 551) =
i=1 j=1

Ou seja, a equagio (6.1.3) corresponde a k-ésima linha da equa¢io matricial

@T@a — (be’ (614)
onde
p1(z1)  pa(z1) - pmlz1)
. p1(z2) p2(z2) 0 pm(T2)
er(n) ga(zn) - omlen) /o

a:(alag...am)Tef:(flfg...fn)T.

Agora falta apenas garantir que o ponto critico, solu¢do do sistema (6.1.4), corresponde a um
minimo de (). Para tanto, sera necessario obter as componentes da matriz hessiana de ). To-

mando a derivada parcial de (6.1.2) com relacdo ao coeficiente a;

33 ) =23 @ =230 () (0 =207,

Isto permite concluir que a matriz hessiana ¢ igual 207 ®. Neste caso, por ser igual ao produto da
transposta de uma matriz por ela mesma, 207'® ¢ uma matriz positiva definida. Isto equivale a

dizer que os autovalores da matriz hessiana de () sdo reais positivos. Consequentemente, 0 ponto
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6.1 Ajuste de minimos quadrados linear

critico € um ponto de minimo.

As equacdes dadas pelo sistema (6.1.4) sio denominadas equacées normais. Essa nomenclatura

se deve ao fato do sistema admitir a forma
o (da —f) = 0,1

O vetor entre parénteses, Pa — f & o vetor cujas componentes sio dadas pelos residuos da apro-
ximagdo e, segundo a equag¢do anterior esse vetor ¢ normal (ortogonal) aos vetores formados
pelos elementos das linhas da matriz @7 que sio da forma (p; (z1) @; (¥2) ... @; (¥,)), para

ji=1,2,...,m.

Exemplo 27: Seja o conjunto de pontos {(z, f;) }o_;:

{(_27 0) ’ (_17 1) ’ (07 2) ’ (17 1) ’ (2, 0>}

vamos determinar o ajuste de minimos quadrados para a seguinte combinacio linear, p(z) =

x x

a1 + aze” + aze” ", onde p1(x) =1, pa(x) ;== e” e p3(x) = e *.
Os coeficientes do ajuste sdo solucdo do seguinte sistema na representa¢cio matricial

T Pa = TF,

onde a matriz ¢ ¢ dada por

e1(z1) p2(21) p3(z1) 1 e? €
p1(w2) pa(x2) ps(x2) 1L oe! e
D= ¢i(xs) @a(xs) @3(zs) | = 1 1 ;
p1(x4) pa(zs) p3(z4) lLe e
p1(xs) @2(75) ps(xs) 1 e? e?
portanto
5,00000 11,6106 11,6106
TP = 11,6106 63,1409 5,00000
11,6106 5,0000 63,1409
4,00000 a1
O vetor de constantes ®7f = | 508616 | e o vetor de incognitasa = | ay | compde o
5,08616 as

sistema que possui matriz completa

5,00000 11,6106 11,6106 4,00000
11,6106 63,1409 5,00000 5,08616
11,6106 5,00000 63,1409 5,08616
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6 Ajuste de minimos quadrados
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e solucdo

2,17256
a=| —0,295542
—0,295542

Assim, o ajuste toma a forma ¢(z) = 2,17256 — 0,295542 (e* + e~ *).

e(X)
2e¢

;oo A

Figura 6.1.1: Ajuste de minimos quadrados — combinacio linear

Exemplo 28: (Resolvendo um ajuste no Scilab)

// Criagdo de um conjunto de dados para ajuste
// de minimos quadrados. Esta primeira parte

// possui a fung¢8o de criar os dados para o ajuste.

// inicializagfo do gerador de variaveis aleatorias.

rand('seed',1l);

// func¢do modelo
function y=f(x)
y=1.34+3.2%sin(%pi*x)+1.5%x"2;

endfunction

// Os dados deve estar na forma matriz coluna.
xp=linspace(0,5)"';

// Adigdo de um termo aleatdério entre -1.5 e 1.5
// ao valor da fung¢do modelo.
yp=f(xp)+1.5*%(2*rand(xp)-1);

// Grafico dos pontos para o ajuste.
plot(xp,yp,'.r');

xgrid

// Final do codigo que cria o conjunto de dados.

N o Y s

// Ajuste de minimos quadrados.



6.1 Ajuste de minimos quadrados linear

// Desejamos determinar a combinag¢fo linear das fungdes
// 1, sin(%pi*x) e x"2 que corresponde ao ajuste pelos
// dados (xp,yp). Ou seja, phil=1l, phiZ=sin(%pi*x) e

// phid=x"2.

// Criagfdo da matriz Phi
Phi=[ones(xp) sin(%pi*xp) xp"2];
// Solugfdo do sistema
a=(Phi'"*Phi)\ (Phi'*yp);

// Grafico do ajuste que acabamos de determinar.

// Vamos trabalhar com 300 pontos entre O e 5
x_var=linspace(0,5,300);

// Definig¢fdo da func¢8o ajustada

// Note que a variavel "‘'a'' contém os coeficientes
// do ajuste.

function z=f_ aj(x)

z=a(1l)+a(2)*sin(gpi*x)+a(3)*x"2;

endfunction

plot(x_var,f_aj(x_var));

Ajuste de polinémios

Um caso particular de importincia pratica € o ajuste de minimos quadrados de um polinémio de
grau m. Como qualquer poliné6mio pode ser escrito como uma combina¢io linear de mon6mios
linearmente independentes, a estrutura matricial que ja estudamos é mantida.

Seja entdo p(z) um polindbmio
p(z) =ap+arz+ ...+ apz™

e o conjunto de dados {(x;, fi)};—;. Os coeficientes do ajuste de minimos quadrados desse po-

lindmio pelos dados sdo solucdo do sistema de equacdes lineares

XTXa=XT%, (6.1.5)
onde
1 = x% R A
xo| ™ x% = (6.1.6)
i x; %% | xﬁ

a:(a0a1 ...am)Tef:(f0f1 fn)T

Exemplo 29: Seja o conjunto de pontos {(x;, fi)}?zl:

{(_270) ’ (_17 1) ) (07 2) ’ (1) 1) ’ (27 0)} .
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6 Ajuste de minimos quadrados

Vamos determinar o ajuste de minimos quadrados para um polin6mio de segundo grau

2

p(z) = ap + a1z + agx® a esses dados.

Os coeficientes do polindmio sdo a solugio do seguinte sistema na representacdo matricial

XTXxa=XxTf,
onde a matriz X ¢ dada por
1 x a2 1 -2 4
1 29 a3 1 —1 1
X=|1 23 23 |=[1 0 0],
1 x4 22 1 1 1
1 x5 a2 1 2 4
portanto
5 0 10
XTX=] 0 10 0
10 0 34

O vetor de constantes f = (f1 fa f3 f4 f5)T e o vetor de incognitas a = (ag a; ag)T compde

0 sistema que possui matriz completa

5 0 10 4
0 10 0 O
10 0 34 2
e solucdo
58/35
a= 0
-3/7
. o : , 58 3
Assim, o polinébmio que ajusta os dados é p(z) = 3 7%
f(x)
2e
° 1+ °

N I

Figura 6.1.2: Ajuste de minimos quadrados — ajuste polinomial

148



6.1 Ajuste de minimos quadrados linear

Problemas de condicionamento no método de ajuste de funcées pelo método dos

minimos quadrados

De modo geral, ao aplicarmos o método de ajuste de minimos quadrados com um polind6mio de
grau elevado (a partir de grau 7 nos sistemas que trabalham com aritmética de ponto flutuante de
64bits), a tarefa de resolver o sistema de equag¢des normais (6.1.5) é muito dificultada por erros
de arredondamento. A dificuldade esta relacionada ao fato de que as matrizes da forma X7 X
presentes no sistema (6.1.5) sio mal condicionadas. Essa propriedade independe dos valores f;
no conjunto de n pontos {(z;, f;)}1~, utilizados no ajuste. Note que a matriz X? X depende
apenas dos valores x; e do grau m do polindmio ajustado.

Como exemplo, no caso em que os n valores x; sdo igualmente espagados entre 0 e 1 é possivel
demonstrar’ que XTXx ¢ aproximadamente igual a matriz nf), onde $) é a matriz de Hilbert* de
ordem m + 1, uma matriz mal condicionada.

Uma maneira de contornar as dificuldades introduzidas pelo condicionamento da matriz X7 X
e, ainda assim, realizar o ajuste de minimos quadrados para um polindmio de ordem grande, con-
siste em utilizar um conjunto de polinémios ¢;(z) construido de maneira que a matriz &7 ® pre-
sente no sistema de equac¢des normais (6.1.4) nao possua problemas de condicionamento. Como
veremos adiante, esse objetivo ¢ alcangado se o conjunto de fungdes {¢;(z)}; for um conjunto de

funcées ortogonais.

Ajuste de fun¢des ortogonais

Antes de mais nada, sera necessario definir o conceito de produto interno para fung¢des definidas

em um conjunto discreto de pontos.

Defini¢do 6.1.2 (produto interno discreto). Seja o conjunto finito de pontos X = {z;}}_, e duas
funcées f e g definidas sobre X. O produto interno discreto entre f e g, simbolizado pela expres-

sdo (f, g)x é definido como

(f,9)x = f(zi)g(w:)
=1

Defini¢do 6.1.3 (fungdes ortogonais). Dadas duas funcées f e g, definidas em conjunto discreto

finito X, dizemos que as mesmas sdo ortogonais se

Em particular, um conjunto de fung¢des {¢;(x)}™; definidas nos pontos do conjunto X é um

sistema ortogonal se e somente se, para quaisquer 1 < 4,75 < m,

(907,780]))( = 07 Sei?éjv
(907,790]))( 75 07 SCi:j.

3Veja a demonstracio na referéncia:

Yakowitz, S.; Szidarovszky, F. An Introduction to Numerical Computation. Macmillan Pub. Company. (1986).
1

itj—1

*A matriz de Hilbert $) possui coeficientes (£));,; = . O condicionamento dessa matriz cresce exponenci-

almente com a ordem.
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6 Ajuste de minimos quadrados

Se o ajuste de minimos quadrados a partir dados {(z;, f;)};; é realizado para uma combinagio

linear

> aipi(x), (6.1.7)
=1

onde as fungdes ¢;(z) sdo elementos de um sistema ortogonal, entdo a matriz ®7 ® ¢ uma matriz
diagonal. Isto simplifica a tarefa de resolver numericamente o sistema (6.1.4).
Seja s;; um coeficiente da matriz S = ®7'® onde {(;(z)}™, é um sistema ortogonal. A partir

da defini¢do da matriz @, temos que
sij = Y piler)pj(r)

= ((1017 SOJ)Xa

como as fun¢des p; fazem parte de um sistema ortogonal, entio

0 ,s€1 F£

Sij = . .
(SOHSOZ)X ,S$€1 =]

)
ouseja, S = ®7'® é uma matriz diagonal. Nesse caso, a solugio do sistema de equagdes normais
pode ser obtida a um baixo custo computacional e com erros de arredondamento controlaveis

através da inversio de S:

a=(o70) " o7F.

como
1
(p1,01)x (1) 0
(<I>T<I>)_1 _ 0 (gog,sé.vz,)x 0 ’
1
0 0 o (Wmaéom)X

temos entdo que os coeficientes do ajuste® (6.1.7) sdo dados por

T (phei)x

Portanto, ja que z; € f; (ou f(z;)) sdo dados de entrada para o ajuste, a determinacdo dos
coeficientes a; depende apenas da tarefa de encontrar um conjunto de fungdes ; que seja um sis-
tema ortogonal. Ou seja, dado um conjunto linearmente independente de funcdes, basta realizar

o processo de ortonormaliza¢io de Gram-Schmidt para construir a base de fung¢des ortonormais.

Se ; forem um polindémios de grau i, entio um sistema de bases ortogonais é construido®

a partir de relagdes de recorréncia . De acordo com essa construgdo, os polindbmios ¢; devem

’Lembre que os dados para ajuste sio { (4, fi)} 1, , onde o conjunto X = {z;}i=; ¢ utilizado para definir o produto
interno (+,-) x. Como temos estudado até aqui, f; = f(z;) se f for conhecida, caso contrario f; ¢ um dado de
entrada no problema de ajuste.

®Veja os detalhes em:

Ralston, A.; Rabinowitz, P. A First Course in Numerical Analysis. McGraw-Hill.(1978).
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6.2 Ajustes linearizados

satisfazer:
pi(z) = (z = bi)pi-1(x) — cipi—2(z),
onde
b = (96'<Pi—1(36)780i—1(96))x’ i=12....
(pi—1(2), pi-1(2))x
e (zpi-1(2), 80172(55)))(’ i=2.3,. ..
(pi—2(2), pi-2(x))x
e c; = 0. Assim, construimos recursivamente os polindmios a partir da escolha pp(z) = 1 e
v_1(x) =0.

6.2 Ajustes linearizados

Existem situacdes nas quais o comportamento dos dados que se deseja modelar niao pode ser con-
venientemente descrito a partir de uma fun¢io modelo na forma de uma combinagio linear mas
sim por uma func¢do como por exemplo, a exponencial, a lei de poténcia, a fun¢io gaussiana ou
por produtos entre quaisquer uma dessas fun¢des. Os parametros de ajuste que minimizam a
soma do quadrado dos residuos nessas fungdes fazem parte da solucdo de sistemas de equacdes
ndo lineares. Ainda assim, fun¢des modelo com essa caracteristica possuem grande importan-
cia em problemas aplicados e naturalmente seria desejavel que houvesse ao menos uma forma
aproximada de ajuste que pudesse ser obtida sem a necessidade de resolver sistemas nio lineares.
No caso dos exemplos supracitados, existe uma transformacio que os leva em uma combinacio

linear, a transformacio pelo logaritmo.

Sejam as func¢des

Gexp () = a1e™”,
Gpoc(x) = a1,
Gpor.exp(T) = arx®?e®T,
Pg(x) = qre®@—a2)’,

Ao aplicar o logaritmo nos dois lados das expressdes, o resultado a direita sio combinacdes li-

neares de funcdes na variavel “z”. Para diferencia-las das func¢des originais, adicionamos o sinal
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6 Ajuste de minimos quadrados

«w__»
~

tipografico “~7,

Qzexp(.%) = a1+ asz. Onde a1 =lnay e as = as.
QBEXP(-f) = a;+aslnz. Onde a1 =lnay e as = ao.
q’gpot.exp(m) = a1+ aslnz+ asx. Onde a1 = In ai, G2 = az € as = as.
ggg(x) = a1+ asx + (~13£L'2. Onde a1 = aga% +In ai, a2 = 2aza3 e a3z = as.

Se desejamos ajustar uma combinacio linear ¢ := In ¢ ao conjunto de dados {(i, fi) }iey cuj

comportamento € proximo ao da fun¢io ¢, entido, a solugio é obtida como um problema de ajuste

linear da fung¢do ¢ ao conjunto de dados{(z;, In f;)};"_; . Assim, o problema original ¢ substituido
por um outro mais elementar, o problema de determinar o ajuste de minimos quadrados de uma

combinagio linear de fun¢des ao conjunto de dados {(z;,In f;)}"; .

Observagdo 6.2.1. Os coeficientes ajustados a partir do problema linearizado ndo sdo iguais aos
obtidos através do ajuste de minimos quadrados ndo linear. Porém, se o comportamento dos dados
for préximo ao da funcdo que desejamos ajustar, os coeficientes obtidos a partir da linearizacdo

sdo préoximos dos coeficientes para o ajuste ndo linear.

Exemplo 30: Vamos realizar o ajuste dos pontos {(0,1;0,01), (0,2;0,063), (0,5;0,59), (0,7; 1,5),
(1,0;3,6) } a fungio O(z) = ajx*?. Vamos tomar o logaritmo das duas coordenadas dos pon-
tos, o resultado ¢ o novo conjunto de pontos {(x;,In ;) }; | = {(zs, fi)}i—1: {(0,1; —4,60517),
(0,2; —2,76462), (0,5; —0,527633), (0,7; 0,405465), (1,0; 1,28093)}.

Como

In6 Ina; + asx

= a1 +agx,
ou seja, p1(z) = 1 e pa(x) = Inx. Devemos resolver o sistema
T Pa = @TF,

onde, de acordo com a notagio de produto interno,

q)Tq):((sol,gol) (901,@2)):( SO 1 Y0 Ina )

(p2,01) (2, p2) Signz 37 (Ina)?
oTf = ( (f, 1) > _ < Z?:l fi )
(f, 2) Sy filna

A solugio € dada por
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6.2 Ajustes linearizados

a1 = 1,28619 e as = 2,54784.

Como aj = e*, obtemos o ajuste

6(z) = 3,61897 x254784,

6(x)

. X
01 02 05 0.7 10

Figura 6.2.1: Ajuste de minimos quadrados — ajuste nio linear
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6 Ajuste de minimos quadrados

6.3 Exercicios

1) Os dados da tabela abaixo contém as magnitudes em escala Richter e o nimero de ocorréncias
de terremotos de magnitude maior ou igual a m em uma dada regido e em um dado intervalo de
tempo. Realize um ajuste de minimos quadrados para determinar os coeficientes (com trés digitos)
a e b da lei de Gutenberg-Richter,

N(m) = 109-bm
para a regido onde os dados foram colhidos. (Sugestdo: lembre que log;y N(m) = a —bm é uma

combinacio linear das fungdes 1 e —m).

m 40| 42| 44 | 46 48|50 |52 5456158
N(m) || 375 | 219 | 166 | 106 | 69 | 39 | 23 | 18 | 11 | 7

2) Os dados da tabela abaixo
t(h) 1125 150175 2225 25 275 3

c(ng/ml) || 6,28 | 4,74 | 3,29 | 2,57 | 1,88 | 1,56 | 0,889 | 0,525 | 0,3753¢
contém a concentrac¢do plasmatica (em uma unidade padrio) de uma determinada substancia no

organismo de um ser vivo horas apds sua ingestio. Utilize esses dados para ajustar a fun¢io ¢(t) =
aje®! e determinar uma aproximagio com quatro digitos para o tempo no qual a concentragio

corresponda a 25% da concentragio inicial.

3) Encontre o valor dos parametros a1, as e ag que correspondem ao ajuste de minimos qua-
drados (linearizado) da fungdo f(z) = a1x*2e?* aos dados da tabela abaixo
T; 0,5 | 0,6875 | 0,875 | 1,0625 | 1,25 | 1,4375 | 1,625 | 1,8125 2
fi |l 0,249 | 0,348 | 0,450 | 0,508 | 0,501 | 0,482 | 0,454 | 0,417 | 0,355

s ~ . az . .
Dado que o maximo da fun¢do ajustada ocorre em x = ——, determine seu o valor maximo
az
(arredondamento com quatro digitos).

4) Considere os dados da tabela abaixo.
T; 1 1,22 1,44 1,66 1,89 2,11 2,33 2,56 2,78 3
v | 1,33 | 0,817 | 0,693 | 0,568 | 0,416 | 0,333 | 0,283 | 0,249 | 0,195 | 0,186

Utilize-os para realizar o ajuste linearizado da fun¢io
o(z) = arx*?.
O ajuste de minimos quadrados nio linear dessa mesma fungio € solu¢io do sistema nio linear
D Vit = Y m x?ag =0

Sy In (@) — Yr a2 In(z;) = 0

Utilize o ajuste linearizado como aproximagio inicial e obtenha o ajuste nido linear. Determine o
erro relativo cometido em cada coeficiente obtido a partir do ajuste linearizado (resposta com 4

digitos de precisio).

154



6.3 Exercicios

5) A partir do ajuste de minimos quadrados da fungio

T 3x
o(z) = a1 cos = + ag cosx + as cos 5

e do ajuste de minimos quadrados linearizado da funcdo

Y(z) = b1z’2 exp (b3z?)
ao conjunto de dados abaixo, determine qual das fun¢des resulta em um melhor ajuste sob o ponto
de vista do método (ou seja, para qual funcio, o ajuste produz a menor soma do quadrado dos

residuos).

0,0 | 0267 [0433] 06 [0767]0933| 11 | 1,27 [ 143 | 1,6 |
0,00973 | 0,0762 | 0,159 | 0,294 | 0,489 | 0,661 | 0,832 | 0,999 | 0,982 | 0,960 |

B

’yi

6) Utilize os dados da tabela abaixo

1,5 2 2,5 3 3,5 4 4,5 S 5,5 6 6,5 7

7.5

1,043 | 2,552 | 7,224 | 13,18 | 18,54 | 22,33 | 22,94 | 20,24 | 14,83 | 10,02 | 6,071 | 2,358 | 1,607

para ajustar a funcdo

p(z) = AxF exp(bz + ca?)

através do método dos minimos quadrados (versio linearizada). Determine o valor das constantes

com 4 digitos.

7) Utilize os dados da tabela abaixo

x 5,5 5,72 594 | 6,17 | 6,39 | 6,61 6,83 | 7,06 | 7,28 7,5
p | 0,1692 | 0,5004 | 1,918 | 4,673 | 6,5 | 7,648 | 7,374 | 5,537 | 2,423 | 1,151
para ajustar a fungio

plo) = Ao (513l 7

2c2
através do método dos minimos quadrados (versio linearizada). Determine o valor das constantes
com 4 digitos.

8) A trajetoria de um satélite orbitando a Terra é descrita em coordenadas polares pela equagio

1 — g2

1+esen(6+ @)’

r@) =A

onde A é o semieixo maior da 6rbita (em km), € € a sua excentricidade e ¢ é uma fase. A partir
do ajuste de minimos quadrados linearizado, determine o valor aproximado (com 4 digitos) do

semieixo maior de uma 6rbita que passa pelos pontos indicados na tabela abaixo:

6

-2 -1,5556 | -1,1111 | - 0,66667 | -0,22222 | 0,22222 | 0,66667 | 1,1111 | 1,5556

2

r(km) | 6758,3 | 64452 | 5386,0 4980,7 4728,1 4601,5 | 4819,2 | 5052,7 | 5430,2 | 6208,5

(Sugestdo: a partir da identidade trigonométrica sen(f + ¢) = sen() cos(¢) + cos(f)sen(¢), é

1
possivel verificar que ——= é um combina¢io linear de funcdes de 6).

r(0)
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7 Integracao numérica

7.1 Quadratura por interpolacio

O método de quadratura por interpolagio consiste em utilizar um polinémio interpolante p(x)

para aproximar o integrando f(z) no dominio de integra¢io [a, b]. Dessa forma a integral

/ab f(z)dz
/abp(m) dx.

Se o integrando f(x) é conhecido em n pontos distintos x1, . . ., &y, podemos utilizar algum dos

pode ser aproximada pela integral

métodos desenvolvidos para encontrar um polindémio p(z) que interpole f(x;), i = 1,...,n

Dessa forma, segundo a expressio (5.1.3):

b o O n
/af(a;)da:/ap(x)dx—i-/ d:c— };[la:—xz

onde, a cada z, ( = ((x) é o nimero que torna verdadeira a equagio

De acordo com o método de interpolagio de Lagrange, uma vez determinados os polinémios

de Lagrange ;(x), (e a interpolagdo p(x) = > | f(z;) li(x) ), a aproximagdo seria entio dada

b n b
memzlzyﬁz m—;ﬂmlu@m

onde a segunda igualdade se deve ao fato de que f(z;) ¢ uma constante. A expressdo anterior

por

pode ser entdo reescrita na forma

b n
[ vy =>"Ci s,
a i=1

onde i = 1,...,n e os valores f(z;) sdo conhecidos (fazem parte dos dados de entrada) e as

constantes C; sdo o resultado da integracio:
b
CZ' = / ZZ(JI) dx. (7.1.1)
a
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7 Integracdo numérica

A aproximagio da integral de f(z) é dada entdo por

b n
/ fl@)dos ~ ) Ci f(a), (7.1.2)
a i=1

onde os coeficientes C; sio dados pelas integrais (que podem ser resolvidas exatamente) (7.1.1).
Essa aproximacio é denominada férmula de quadratura, de uma maneira geral, todas as aproxi-
macgdes de operag¢des de integragcdo numérica podem ser descritas na forma (7.1.2) — naturalmente,

o coeficiente C; vai depender do método utilizado.

Exemplo 31: Vamos aproximar a integral f 1/2 e~ dx a partir da interpola¢io do inte-
grando em trés pontos: 1 = —1/2, 29 = 0 e z3 = 1/2. Segundo o método de Lagrange, os

polindmios l;(z) sdo:

(x —0)(x—1/2)

hiw) = (—1/2-0)(—1/2—1/2) _ o+ 20,
@+ 1/2)(x—1/2)
L) = o0 =12 - — o,
_ (=+1/2)(x-0)
(@) = G aTi2) 02 -0 =+ 2,

portanto

1/2 1/2 1
Clz/ ll(x)dx:/ (f:c+2x2)da::6,

~1/2 ~1/2

1/2 1/2 9
Cg—/ lg(x)dx—/ de (1 —4x?) dx = =,

~1/2 —1/2 3

1/2 1/2 1
03:/ lg(x)dx:/ d:z;(x+2af2)dac:6

—-1/2 —-1/2

Assim, a aproximacio ¢ dada pelo somatorio

1/2 2 3 2 1 1 1
/ el Yy e = (6—1 +460+6_1> —0,9262. ..
—1/2 i—1

O valor exato da integral é calculado a partir da fungio erro e vale

2
/ e ¥ dxr=0,9225...
~1/2

Como veremos a seguir, ndo sera necessario construir e integrar os polin6mios de Lagrange
para obter a aproximagio.

A chave para determinar os coeficientes ¢ o fato de que os polindmios de Lagrange, [;(x), de-
pendem apenas dos pontos z;. Entdo, qualquer que fosse o integrando f(x), uma vez fixados os
pontos x;, os polinémios de Lagrange sdo sempre os mesmos. Poderiamos realizar a escolha de

uma fun¢io f(z) dada por um polin6mio, nesse caso, a interpolagido é exata, ou seja, f(x) = p(x)
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7.1 Quadratura por interpolacdo

e portanto
b b n
/ f(z)dx = / p(z) dx = Z f(z;) C;. (7.1.3)
a a i=1
Em particular, vamos realizar n escolhas para a fungio f na forma f;(z) = 27 paraj =0,...,n—

1. Cada uma dessas escolhas para f vai originar, em vista de (7.1.3), uma equag¢do com os n

coeficientes C; que buscamos determinar. Teremos entdo um sistema linear com n equagdes e n

incognitas’ :
(11)°C1 + (22)°Co + ... + (2,)°C, = fab dr = b—a
b b2—a2
21C +22Co + .. 2,0, = [Jxdr = 5=
(7.1.4)
| (@) 1O+ (22)" 1O+ o (@) C = [Pa N dr = P
Exemplo 32: Vamos utilizar os mesmos pontos do exemplo anterior, ou seja, x1 = —1/2,

x9 = 0exs = 1/2. Nesse caso o sistema para os coeficientes C; toma a seguinte forma

Ci + C + C3 =1
-Ci + 0 4+ C3 = 0
Ci + 0 + C3 = 3
2
cujasolucioéCy; = Cs = 6 eCy = 3" Portanto a aproximacao de uma integral fi{% f(z)dx
¢ dada por
1/2 1
e flw)do = & (f(=1/2) + 4£(0) + £(1/2)).
Quando os pontos de interpolagio a = z1 < 29 < ... < x, = b sdo igualmente espacgados, o

método de quadratura por interpolagio recebe o nome de formula de Newton-Cotes.

TAN . . ~ . .

E interessante notar que uma vez definida a formula de integracio em um determinado inter-
valo, é possivel utilizar os mesmos coeficientes para aproximar a integracdo em outro intervalo.
Basta realizar uma transformacao de variavel. Entdo se conhecemos a aproximagio de uma inte-

b . . ~ d
gral [ f(x)de ~ 7", f(x;) C; = I e quisermos encontrar uma aproximagio para [ f(y) dy,
devemos realizar a mudanca de variavel y = ax + 8 que implica
48
]

/Cdf(y)dy:a/c; flaz + B) da.

Os valores de @ € 8 sdo determinados quando exigimos que os limites de integracdo coincidam:

'E possivel demonstrar que se os 7 pontos x; forem distintos, entio o sistema possui uma tnica solucdo. Veja a
referéncia:
Bellman, R. Introduction to Matrix Analysis, 2* ed., MacGraw-Hill (1970).
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7 Integracdo numérica

c— B d— B
= ac
[0 «

= b. Ou seja,

(7.1.5)

e assim,

d b n
[ twdy=a [ flas+pdexa fami+ )G

=1

com « e 3 dados por (7.1.5)

7.2 Quadraturas newtonianas

7.2.1 Regrado trapézio

O que caracteriza as quadraturas newtonianas ¢ o espagamento constante entre os pontos. O
caso mais simples é denominado regra do trapézio na qual apenas dois pontos sdo utilizados. De

acordo com o sistema (7.1.4), a quadratura com dois pontos é dada pela formula

b
[ t@de = Cf@) + ot
onde C e (5 sdo solucdo do sistema de equacdes lineares
Ci+Cy = b—a

aCy+bCy = Yz

. / - a ~
A solugdo do sistema é C = Cy = 5 Se representarmos a separa¢do entre os pontos por

h = b — a, a regra do trapézio para a integral f; f(x) dx assume a forma

b h
[ t@yde~ 3 (@) + 1)

Erro de truncamento

., - . , - h .
Como ja estudamos na subsegio anterior, a regra do trapézio 5 (f(a) + f(b)) para a integral de
f no intervalo [a, b] ¢ o resultado da integragdo do polindmio p(z) que interpola f nos pontos
z = a ex = b. Também estudamos no capitulo sobre interpolag¢io que a cada x no intervalo de

interpolacio [a, b], existe um £ € (a, b) que depende de z (ou seja, &(x)) tal que

I T
7@y = pla) + S @~ ),
Tod=1
onde n é o numero de pontos de interpolagdo e x;, parat = 1,2,...,n sdo os pontos de interpo-

lagdo. Essa relacio entre f e p permite estimar o erro de truncamento cometido ao aproximarmos
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7.2 Quadraturas newtonianas

a integral pela regra do trapézio. Entdo, como

| >

b
(Fla) + f(B) = / plz) d,

em vista da relacdo entre f e p temos que
b h b
[ t@de=5 @+ 1®) = [ (#@) - pla) da

b e
= / f(é;x))(m —a)(x —b)dx. (7.2.1)

Com o objetivo de tornar explicita a dependéncia do termo (7.2.1) da separacio entre os pontos
a e b, h = b— a, vamos realizar a mudanga de variavel de integracio y = % Nesse caso,
quando z = a,y = 0 e quando z = b, y = 1. Dessa forma o termo (7.2.1) pode ser reescrito

como

b 1 ¢y a
[ r@ar- L@ sen = [ EEE Dy g -1 hay)

h3 1
- ¥ /0 F(E(a+ yh) yly — 1) dy (7.2.2)

Para simplificar a dltima integral acima, vamos considerar ainda a seguinte forma integral do
teorema do valor médio:
Teorema 7.2.1 (1° teorema do valor médio para a integragio)

Se f e g sdo funcdes continuas e g ndo muda de sinal no intervalo fechado |c, d], entdo existe um

ponton € (¢, d) tal que ; )
[ stz = s [ gte) as

Uma vez que y(y — 1) ndo muda de sinal no intervalo [0, 1], o teorema garante a existéncia de um
n e (0,1) = 3 € (a,b) tal que

b h h3 " 1
fla)do =5 (@) + F0) = (€ [ vtw—1)dy
h3
- e
Exemplo 33: Vamos estudar novamente a aproximacaio da integral fi{% e~ dx, agora po-

. . ; .. : . 11
rém, a partir da formula do trapézio para quadratura. O intervalo de integracdo é [—2, 5|
portanto nesse caso, h = 1. De acordo com a férmula do trapézio

1/2 5 1
/ o~ 5 (e—1/4 + e_l/4> — 0,77880078 . ..

Quanto ao erro de truncamento na aproximacio, sabemos que existe um ¢ € (—2, 2) tal
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7 Integracdo numérica

que

1/2 2 1 1 13 2
3 N N Sy e 7 A S PSP
/1/2 e dx 5 (e +e ) 5 (4 —2) e .

1 11 1 1
A funcio —— (4(2 — 2) e~*transforma o intervalo —2,= ) nointervalo | —e 14 =) =
12 * - 2°2 12 6
(0,06490...;0,16). Esse novo intervalo determina a regido de possiveis valores para o erro

de truncamento. De fato, a diferenga entre o valor exato e a aproximagdo ¢ 0,143761... €

(0,06490 . .. ; 0,16).

7.2.2 Regrade Simpson

A regra de Simpson ¢ a férmula de quadratura de Newton com trés pontos. Nesse caso, o intervalo

de integragdo [a,b] ¢ dividido em duas partes pelo ponto intermediario . Assim, os trés

a+b

pontos de interpolacio x1,22 € 3 sdo dados porx1 = a,x0o = a+h = ers=a+2h =0,

ondeh:b_a

A férmula de quadratura possui a forma

€ a separag¢do entre 0s pontos consecutivos.

b 3
/ fe)de = Cif(w:),

i=1

onde Cj, i = 1, 2e 3 sdo solugido do sistema de equacdes lineares

Ci+Cy+C5 = b—a
aCy + S0y +bC; = BT
[ 201 + (42)° Co + 020y = b5
. i , b—a 2 b—a
A solucdo do sistema ¢ dada por 4 = ——, Cy = g(b —a)eCsy = 5 Em termos da
b— h 4 h
separagdo entre os pontos h = 5 a. C = 3 Cy = gh eC3 = 3 Dessa forma a regra de
Simpson € dada por
b
h
[ 1) de = (@) + 45 + aa)). 723

Quanto ao erro de truncamento cometido na aproximacio, o mesmo pode ser estimado de

maneira analoga a que seguimos no caso da regra do trapézio: existe um § € (a, b) tal que
b 5
h h>
flw)do — 5 (f(w1) +4f (22) + f(23)) = =55 () (7.2.4)

7.2.3 Regras de ordem superior

Seguindo esse programa, podemos desenvolver quadraturas com maior niumero de pontos, por
exemplo, as quadraturas com 4 e cinco pontos possuem nome proprio. Sdo a regra 3/8 e a regra
de Boole:
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7.2 Quadraturas newtonianas
Regra 3/8

b—a
Sio utilizados 4 pontos, z1 = a,x2 = a+h,r3 =a+2hexy = b,onde h = —5 Entio existe

um ¢ € (a, b) tal que

b 3 3h° ()
/ f(x)dar:§h<f(:c1)+3f(xz)+3f(:c3)+f(x4))—@ (6)-

Regra de Boole?

h—
Sdo utilizados 5 pontos, x1 =aex; =a+ (i — 1)hparai = 2,3,4e x5 = b,onde h = 1 ¢
Existe um £ € (a,b) tal que
b 2 8h" . (6)
F@)di = b (7 (@) + 32 () + 12 () + 326 (02) + T (w3)) — e 1O 9.

No entanto devemos levar em conta que ndo hd garantias de que o aumento do numero de pon-

. . A . . 3 , .
tos implica a convergéncia da quadratura para o valor exato da integral®. Isto é um reflexo direto
do fato de que as aproximagdes que estudamos até aqui sao desenvolvidas a partir da integragio de
um polinémio que interpola f em pontos igualmente espacados e, como ja estudamos no capitulo
sobre interpolacio, existem exemplos de fun¢des continuas e com todas as derivadas continuas
em algum intervalo cuja interpola¢io polinomial com pontos igualmente espacados nio converge

para f quando o nimero de pontos cresce (lembre-se da fun¢io de Runge f(x) no

T 1+ 2522
intervalo z € [—1,1]).

A subsecio seguinte trata de uma técnica de quadratura que garante a convergéncia para o valor

exato da integral de f quando o numero de pontos n — oco.

7.2.4 Regras compostas

Uma maneira de evitar as instabilidades relacionadas a interpolacio em pontos igualmente es-
pacados consiste em particionar o intervalo de integracdo em diversos subintervalos e realizar a
quadratura em cada um desses subintervalos com uma pequena quantidade de pontos. Essa ideia

se assemelha a utilizada na interpolacio spline.

Regra do trapézio composta

A regra consiste em dividir o intervalo de integra¢do [a, b] em n — 1 sub-intervalos [a, z2]J
b—a

R isto ¢, Tx+1 — T = h, para

[z2, 23] ... U[xn-1,b] = [a,b], de mesma extensio h = p—

*Devido a um erro tipografico, essa regra é conhecida também como regra de Bode.
SEm geral, dada a forma das quadraturas estudadas até aqui, a quadratura sera igual a integral de uma funcio f, que
ndo seja um polindémio, apenas quando h — 0, ou seja, quando o intervalo de integrag¢io for nulo.
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7 Integracdo numérica

qualqueri =1,2,...,n — 1; e aplicar a regra do trapézio em cada intervalo [z, zp11]. Ou seja,

b=z

/abf(x)dac = /azlf(a:)dm%—/xjsf(x)d:c—i—...—s—/xn_l f(x)dx
h
2

(F(@)+ F(22)) + o (F(ea) + Flas)) + ot o (Flanr) + F(8)

Q

NS

= h <;f(a) + f(w2) + f(23) + ...+ flan-2) + f(@n-1) + ;f(b)) ’

ondexy =a,x, =bexy=a+ (k—1)h,parak=1,...,n.

Erro de truncamento

A cada subintervalo [z, zk11] podemos estimar o erro de truncamento cometido na regra do

trapézio: existe um & € (xg, Tp41) tal que

Thi1 3
[t e =5 () + @) - 1516,

Tk

A unido de todos os intervalos implica

b 1 1 h3 n—1
[ f@re=n (350 + 1) + ot S+ 310) - B s E) 029
a k=1

Se a fungio f” for continua, entio existe um £ € (a, b) tal que

h—
Como h = 7? podemos reescrever a igualdade (7.2.5) como
n

b 2
[ o @)= (;fm) f )+t Fan) + éf(b)) ~Pe—are, 026

onde £ € (a,b). Note que nesse caso, na auséncia de erros de arredondamento, a aproximagio

dada pela regra composta converge para a integral exata no limite h — 0.

Regra de Simpson composta

De maneira totalmente analoga, podemos construir uma quadratura composta a partir da unido

das quadraturas realizadas nos subintervalos com trés pontos igualmente espacados. A partir de
. , . —a
um numero impar de pontos igualmente espacados de h = e
n—
Zn = b podemos aproximar a integral de f no intervalo [a, b] pela composi¢io das quadraturas

a=T1 <x2< ... <xTp1<
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7.2 Quadraturas newtonianas

de Simpson nos intervalos [a, z3], [z3, 23], . . ., [Tn—2, b]:

Jcbf(x)dx . JCmS f(x)dx-+ul:5f(x)dx-+...#—jgh:mnf(x)dx

=1 n—2

5 (F(0) + 4f(w) + Flzs)) + 5 (Flas) + A7) + Flas)) + ..

Q

ot 5 (fen—2) +4f(xn-1) + £(b))

w| >

[f(a) +4(f(z2) + f(za) + .+ fwn-1)) +

w| >

T2 (f(xs) + flas) + ... 4 f(zn-2)) + f(B)],

A regra de Simpson composta pode ser representada pelo somatério
b h n
IR > Ciften),

onde
1, sek=1ouk=n

Cr = 4, sek for par
2, se k for impar

A analise do erro de truncamento cometido na aproximacdo segue a linha ja estudada na re-

gra do trapézio composta. Cada intervalo de integragio [xf, Tk 2] contribui com uma parcela

hd -1
—%f(‘l) (&), onde & € (xg, xpi2) ek =1,3,5,...,n — 2. Como sdo no total n intervalos
de integracio, temos que
n—1
b h < e
/ flayde =23 Crf(or) = 55 > FU(E)- (7.2.7)
a k=1 k=1

Se a funcio f® for continua, entdo existe um & € (a,b) tal que

n—1
1 2
n—1 Z f(4)(fk) = f(4)(f)-
2 k=1
A substitui¢do dessa ultima relagdo em (7.2.7) resulta em

' _hy B )
f@)yde =23 Crf(wr) = (n = 1) 155 1),
a k=1
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7 Integracdo numérica

como (n—1)h=b—a

" eyde= B3 " @
[ st =g 3 Curtan) — 10— a1 e

7.2.5 Método de Romberg

O meétodo de Romberg consiste na sucessiva aplicacdo da extrapolac¢do de Richardson a quadra-
tura do trapézio composta o que resulta em uma quadratura composta de maior exatidao.
A quadratura do trapézio composta com n pontos permite aproximar a integral de uma fun¢io

f duas vezes continuamente diferenciavel através da expressio

b h2 "
[ rayaa =1, - -,
onde
1 1
Tn—h<2f(a)—|—f(a+h)—|—f(a+2h)+...—|—f(a+(n—2)h)+2f(b)),
b—a
h=-——<cge(ab).

Se f for uma funcio de classe C?**2 em um intervalo [a, b], entio de acordo com a féormula de

Euler-MacLaurin a sua integral definida nesse intervalo satisfaz a expressio

b
/ f(l’) de =T, + 62h2 + C4h4 + ...+ Cgkth + Cok+2 h2k+2f(2k+2) (f), (7.2.8)

onde T, é a regra composta do trapézio com n pontos e espacamento h, os coeficientes ¢a, . . . , Cog,
nio dependem de h e £ € (a,b).
Portanto, de acordo com a férmula, uma quadratura no mesmo intervalo com 2n — 1 pontos,

corresponde a um espagamento igual a metade do original, assim

b 2 4 2k 2k+2 .
/ f(x)de =Top—1 + co <Z> + ¢4 <Z> T <;L> + Cok+2 (Z) f(2k+2) (€).
a (7.2.9)

A extrapolacdo consiste em combinar as equagdes (7.2.9) e (7.2.8) de modo que o resultado da

combinagio linear cancele o termo h?:

’ 4T —Tn 4 2k | ~ 2k+2
/ f(x)dz::fjtdm + .o+ dpgh® + Topio(h) TV

4Ton—1 — T .
A quadratura resultante, —————— ¢é a quadratura de Simpson composta com 2n — 1 pontos.
O mesmo procedimento pode ser repetidamente iterado com o objetivo de produzir quadraturas

compostas de ordem superior.

O método de Romberg propde a seguinte abordagem. Colecionamos m quadraturas compostas

pela regra do trapézio com 3,5,9,...,2™ + 1 pontos. Essas quadraturas podem ser conveniente-
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7.2 Quadraturas newtonianas

mente calculadas segundo a recursio:

211

1
Ty = 5To101 +hy > fla+ (2k - 1)hy), (7.2.10)
k=1
b—a 1 1 ) . .
onde h; = o T = ho §f(a) + if(b) ej =1,2,...m. Como verificamos acima, de

acordo com a extrapola¢ido de Richardson, podemos encontrar a quadratura de Simpson com-

posta com 27 4 1 pontos através da combinagio

4T2J’+1 — T2j—1+1
3 .

Vamos simbolizar essas novas quadraturas por R; 1, ou seja,

AT 41 — Thi-149

Rj1 = . (7.2.11)
paraj = 1,2,...,m. Uma nova sequéncia de extrapolac¢des de Richardson cancelara os termos
h*. Denominamos essas novas quadraturas compostas por R; 2 :

Ry, = 1081 — Ri-i1

7 15
Através de um processo de indugio, chegamos a recorréncia
4"Rjn1—Rj_1n1
Rj,=—2 I 7.2.12

g 1 ( )

paran = 1,2,...,jeonde Rjp = Ty, 1. A relagido de recorréncia (7.2.12) ¢ a expressdo do

método de Romberg. Em resumo, calculamos a quadratura do trapézio simples e as m quadraturas
do trapézio compostas de acordo com a recorréncia (7.2.10), em seguida, de acordo com a relac¢io
de recorréncia (7.2.12), calculamos recursivamente as quadraturas R;1 para j = 1,2,...,m,
Rjoparaj = 2,...,m, Rj3 paraj = 3,...,m, etc. até R, , que ¢ a aproximagdo de ordem
O (hZ"+2) para a integral f; f(x)dx.

1
. . 5 2 .
Exemplo 34: Vamos aproximar integral [ 2, e™* dx pela quadratura de Romberg Ry 4. Ini-
2 .
cialmente sera necessario calcular as quadraturas do trapézio e as compostas com 3,5,9 e 17

pontos (respectivamente 1, To41,Th2 11, Ths 1 e Tha q):

Ty, 1 = 0,7788007830714049 . . .
Tyi4q = 0,8894003915357024 . . .
Ty 1 = 0,9144067271745891 . ..
Tya,q = 0,9205312369043574 . ..
Tyi, 1 = 0,9220548158903587 . ..

A partir dessas quadraturas podemos calcular os termos R;; segundo as expressoes (7.2.11)
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7 Integracdo numérica

e (7.2.12):
R11 = 0,9262669276904683 . . .
Ry = 0,9227421723875513 ... Rgo = 0,9225071887006902. ..
Rz = 0,9225727401476136 ... R32 = 0,9225614446649510. ..
R4q = 0,9225626755523591 ... R4o = 0,9225620045793421 . ..
R3 3 = 0,9225623058707330. ..
R4 3 =0,9225620134668721 ... R44 = 0,9225620123201903. ..
E assim,

1
/ " e dn & Ry = 0,9225620123201903 ...
T2

O valor exato da integral € 0,9225620128255849..., o erro esta no décimo digito.

7.3 Quadratura gaussiana

Os métodos de quadratura que envolvem a interpolac¢do polinomial em n pontos fornecem, por
construgio, o valor exato da integral quando o integrando é um polin6mio de grau menor ou

igual n — 1. Uma vez escolhidos os n pontos z; € [a, b], utilizamos os n polindmios x7, j =

0,1,...,n—1 para determinar os coeficientes C; da quadratura através da solu¢io do sistema de
equacgdes lineares
n b pitl _ i+l
. . —_ a
E Ci (z;)’ :/ dr = ————.
i=1 @ J+1

A quadratura gaussiana utiliza as mesmas equag¢des porém trata os pontos de interpolacdo

x; como incognitas e inclui outras n equagdes relacionadas a interpolac¢io dos polindmios 7,

j=n,n+1,...,2n— 1. A fébrmula de quadratura é determinada pela solu¢io do sistema de 2n
equacdes nio lineares
n S bt gt
Ci(x;))) = ——F— 7.3.1
; i (1) T (7.3.1)

em termos das incognitas Cj e z;, 1 = 1,2,...,2n.

Como ja estudamos, através de mudangas de variaveis podemos mudar o intervalo de integra-

¢do. Desse modo nio perdemos nenhuma generalidade ao estudar a solu¢do do sistema nio linear
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7.3 Quadratura gaussiana

(7.3.1) dado pelo limite de integracio [—1, 1]

Ci+Cot...+C, = [Lalde = 1-(-1)=2

21C1 + 22Co + ... + 2,0, = filxdx = w:o
3_(_1)\3

(€1)2C1 + (22)2Co + ...+ (20)2C,, = ['a?de = D02

1 2=, se ké par
(21)FCh + (22)*Co + ...+ (zp)FC, = [ aFde = k+1’
0, se kéimpar
(21)2"1C) + (22)2 105 + ... + (z2)21C, = f—ll 2201 gy — 12"%;1)2" —0

(7.3.2)
E possivel demonstrar* que esse sistema possui apenas uma solucgio que satisfaca os critérios,
—1 < z; <1eC; > 0. Apesar da aparente complexidade apresentada pelo sistema (7.3.2), ndo €
dificil perceber que os pontos z; satisfazem uma equagdo polinomial (basta isolar as variaveis C;
e em seguida as variaveis x; a partir da primeira equac¢do em (7.3.2)). Na realidade, ¢ possivel de-
monstrar que 0s pontos x; sio as raizes do polindmio de Legendre’ de grau n, Py, e os coeficientes

C; sdo entdo dados pela expressio

2

Ci= .
(1= a?) (Py(e))?

Isto permite, a0 menos numericamente, construir a quadratura com um numero arbitrario de
pontos.
/ / 6 ~ / /
Quanto ao erro de truncamento, € possivel demonstrar® que para fung¢des continuas, o método
da quadratura converge para o valor exato da integral quando o nimero de pontos n — 00, além
disso, se f for 2n vezes continuamente diferenciavel, o erro cometido pela quadratura é dado pela

expressao

1 - n o (n!)422n+1 f(2n)(§)
[ =3 et = Sty

onde £ € (—1,1). Em muitas situagdes, a expressio para o erro de truncamento na quadra-

*Veja a referéncia:
-Davis, P. ; Rabinowitz P. Methods of Numerical Integration, Academic Press (1975)
>0 polindémio de Legendre de grau n, P, (z) pode ser determinado através da formula de Rodrigues:

Pn@) = zn(ln!) o (=17

De acordo com sua estrutura é possivel determinar as raizes exatas até, pelo menos, n = 9.
®Veja a referéncia:
-Szidarovsky, E. ; Yakowitz, S. Principles and Procedures of Numerical Analysis, Plenum Press, (1978)
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7 Integracdo numérica

tura gaussiana nio € de grande utilidade. Ao contrario das quadraturas compostas, conforme
aumenta-se o numero de pontos ¢ necessario tomar derivadas de ordem superior, o que pode dar
origem a estimativas de erro de truncamento grosseiras (a estimativa € muito maior do que o erro
de truncamento tipico).

As trés primeiras quadraturas gaussianas no intervalo (—1, 1) sdo dadas exatamente pelos co-

eficientes:

2pontos (1 =Cor=1le—x1 =123 =

Sl

5) 8 3
3p0l1tOS 01203:9,02:9,—:L‘1:$3:\/;CI‘QZO.

1
4p0l1t05 Cl:C4:%(18—\/30),02203:1—01,
1 1
—x =4 = \/35 (15 +2v/30), —x2 = a3 = \/35 (15 — 2v/30).
5 pontos C; = C —i(322—13\/70) Cy=C —i(322+13\/70) Cy= 128
P LT 900 72T 900 T 995
1 1
—x =25 = \/63 (35 +2V/70), —zg = a4 = \/63 (35 — 2v/70) e 23 = 0.
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7.4 Exercicios

7.4 Exercicios

1) Considere a seguinte formula de quadratura

! 1 1 1
| f@dox 1702+ 3705 + 17(08), 7.4
; 4 2 4
1. Qual é o grau do menor polindmio que nio é integrado exatamente pela regra (7.4.1)?

2. Essa regra é uma formula de quadratura gerada a partir de uma interpolac¢do polinomial?
Em caso negativo construa a regra gerada a partir de uma interpola¢io nos pontos 0,2; 0,5

e 0,8.

3. Encontre os novos pesos para a regra (7.4.1) para o intervalo de integracgio: f13 f(z)dx.

2) Seja a integral
1
/ e® dr. (7.4.2)
0

Encontre as estimativas inferior e superior para a quantidade minima de subintervalos que devem
ser utilizados na aproximagio da integral (7.4.2) pela regra de Simpson composta de modo que a

diferenca entre o valor exato e a aproximacio seja menor do que 1076,

3) Ao contrario do que ocorre na interpolacdo com pontos igualmente espagados, a interpo-
lagdo com pontos de Chebyshev nio sofre de problemas de instabilidade quando aumentamos
o numero de pontos na interpolagio. Assim, a formula de quadratura, desenvolvida a partir da
interpolagdo com pontos de Chebysheyv, converge para o valor exato da integral no limite em que
o numero de pontos tende ao infinito (em alguns casos, essa abordagem pode ser um alternativa
interessante a quadratura de Gauss que requer a solu¢do de um sistema de equagdes nio lineares).
Compare a exatidio obtida pelas formulas de Newton-Cotes, quadratura gaussiana e quadratura

com pontos de Chebyshev ao estimar a integral, utilizando 3, 4, 5 pontos e 0 método de Romberg.

1 1
/dm
0 252241

Observacdo: a quadratura gaussiana fol f(x)de = > | Cif(x;), nesse caso ¢ dada por:

e n=3: 21 =0,11270166537925831148207346002176, x2 = 0,5, 23 = 1 — z1,

* n=4: 1 = 0,069431844202973712388026755553595,
z2 = 0,33000947820757186759866712044838 , 23 = 1 — 29, x4 = 1 — 21,
C1 = Cy = 0,17392742256872692868653197461100 e
Co = C3 =0,32607257743127307131346802538900.

* n=>5: 21 = 0,046910077030668003601186560850304,
1
z2 = 0,23076534494715845448184278964990 , 3 = 5 Ta= 1—z9,25 =1—1x1,
C1 = Cs5 = 0,11846344252809454375713202035996,
64

Co = Cy = 0,23931433524968323402064575741782 ¢ C'3 = 225"
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7 Integracdo numérica

4) Um objeto movendo-se em um plano bidimensional localiza-se na origem no instante ¢ = 0.
A tabela abaixo coleta os valores de velocidade nas dire¢des = e y a cada 5 segundos. Utilize a
regra de Simpson composta e determine uma aproximacdo para a distancia total percorrida e a

posicio final do objeto.

t 0 S 10 15 20 25 30 35 40 45 50
v || 1,30 | 1,10 | 0,93 | 0,71 | 0,17 | -0,62 | 0,15 | 0,92 | 1,10 | 1,40 | 1,20
vy || 0,71 | -0,55 | -0,19 | 0,22 | 0,84 | 1,20 | -0,58 | 0,11 | 0,77 | 0,83 | 1,00

5) Construa o sistema de equag¢des (nas variaveis C1, Co, C3, o € w) que determina a regra de

quadratura por interpolac¢io L

3
f@)de =Y Cif (1),
i=1

-1

onder1 = o, 9 = 3 €T3 =w. Supondo que f é um polin6mio, qual é o maior grau para o qual

essa regra € exata? Obs: ndo € necessario resolver o sistema.

60,3 7~
6) A partir da regra composta RE %1@}750%([‘;&;&111 / \
ara— | / \
i \ /// \\\
\ ‘/'/ \\ x
1 / 1
-221 \/ X
10 4
Ji" f@)dz = S(n) — —(10 — 1)f®(n), determine o menor intervalo no qual a integral exata

esta contida, supondo n = 1001, S(n) = 1,771 e que a quarta derivada de f se comporte de

acordo com o grafico ao lado.

7) Utilize a quadratura de Gauss-Legendre f_ll flx)dx = 3" | Cif (x;) com oito nds (n = 8)

T 4 3 2 1
xz; || -0,1834346424956498 | -0,5255324099163290 | -0,7966664774136267 | -0,9602898564975362
C; || 0,3626837833783620 | 0,3137066458778873 | 0,2223810344533745 | 0,1012285362903763
Ty = —T4, T = —T3, L7=—T2, IT§= —T1,
Cs=0Cy4, Co=0C3 Cr=0C, Cy=0C.

e calcule um aproximacao com seis digitos para a integral

2
I:/ (1+252%) " da.
1

8) Utilize duas ou mais estimativas que permitam obter uma aproximac¢io de seis digitos para

5
1__/
1

9) A tabela abaixo contém as medidas da profundidade ao longo da se¢io transversal do leito

a integral definida
cos (mz)

2 + (sen (z))? e

de um rio com 57.3m de largura. As medidas de profundidade foram efetuadas em pontos uni-

formemente espagados.
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ponto 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11
prof.(m) | 4,4 | 8,1 | 10,7 | 12,4 | 13,3 | 13,9 | 14,3 | 13,8 | 11,8 | 8,1 | 3,7

Se considerarmos que a velocidade da correnteza é constante ao longo de toda a se¢io trans-

versal do rio, teremos uma estimativa para o fluxo P,
d =vA,

onde v ¢ a velocidade da correnteza e A é a area da secido transversal do rio. Determine o fluxo
desse rio a partir de uma aproximacgido para a integral via quadratura composta de Simpson, se

v = 0,73m/s. (Resposta com trés digitos).

10) Os dados nas tabelas abaixa relacionam a altura, alt, ao raio, r, em uma pilha de sedimentos

com simetria axial (ou seja, na forma de um sélido de revolugio).

r(m) | 0,00 | 0,75 | 1,50 | 2,25 | 3,00 | 3,75 | 4,50 | 5,25 | 6,00 | 6,75 | 7,50

alt(m) | 25,75 | 25,48 | 24,80 | 23,98 | 23,29 | 22,86 | 22,61 | 22,27 | 21,60 | 20,47 | 18,94

r(m) | 825 | 9,00 | 9,75 | 10,50 | 11,25 | 12,00 | 12,75 | 13,50 | 14,25 | 15,00
alt(m) | 17,24 | 15,56 | 14,03 | 12,57 | 11,02 | 9,23 | 7,14 | 4,84 | 2,43 | 0,00

Utilize o0 método da quadratura composta de Simpson com espagamentos h = 0,75 e h = 1,5

para determinar uma estimativa para o volume dessa pilha

15
V= 277/ ralt(r)dr.
0
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8 Equacoes Diferenciais Ordinarias

Varios modelos utilizados nas ciéncias naturais e exatas envolvem equacdes diferenciais. Essas
equacgdes descrevem a relacio entre uma funcio, o seu argumento e algumas de suas derivadas.
Como exemplo, podemos considerar o segunda lei de Newton para o movimento: o vetor mo-

mento p € R? de um corpo sob a¢io de uma forca F € R? satisfaz a seguinte equacio,

i = /—F
a? =P ="

A solugdo da equagido € uma fun¢io que depende da variavel ¢, p(t), cuja derivada é diretamente
proporcional a fung¢do F(t). Se conhecemos a dependéncia explicita de F(t) na variavel ¢, entdo
p(t) é determinada pela integral de F. Se por outro lado F(¢) depende também de p, por exemplo,

F(t) = f(t,p(t)), entdo a lei de Newton, nesse caso, assume a forma da equagio

Essa tltima equacdo é uma equacdio diferencial ordindria de 1° ordem. O termo “ordinaria” in-
dica que as derivadas presentes a equagio sio tomadas com respeito a uma unica variavel (no
nosso caso, t). O termo “1* ordem” indica que apenas p e sua primeira derivada estdo presentes
a equagio.

Neste capitulo vamos estudar uma classe de equacdes diferenciais ordinarias denominadas pro-
blemas de valor inicial que caracterizam-se pela informagio adicional do valor da fungido p(¢) em
algum t = tg, ou seja, p (to) = po, em geral, essa condigdo € suficiente para garantir que a solugdo
da equacio

pl = f(tu p)

p (to) = po
€ Unica para todo t pertencente ao intervalo em que a soluc¢io existe.

A seguir vamos estudar alguns métodos numéricos que permitem construir solu¢des aproxima-

das para as equagdes diferenciais ordinarias

8.1 Método da série de Taylor

Seja a equacgio diferencial
y'(@) = f(z,y)
(8.1.1)

Yy (zo) = yo
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Vamos supor que a solugio y(x) possui uma expansio em série de Taylor em alguma vizinhan¢a

de xg, nesse caso, a solucdo pode ser escrita como

1 1

y(x) =y (z0) +y (x0) (z — x0) + 5?/” (z0) (z —m0) 2+ ...+ my(n) (w0) (x —w0) " + ...

De acordo com (8.1.1) as derivadas de y calculadas em zq, y")(z0), j = 1,2,... podem ser

calculadas pela regra da cadeia:

Y (o) = y'(2)],_,, = @, y(@)],—ypy = f (20, 90)

Ve = () + @)

T=x0

o 0
_ 8‘£(w0,yo)+5§(x07yo)yl (o).,

e assim por diante para as demais derivadas. Dessa forma podemos encontrar uma aproximagio
para a solu¢io y(z) na vizinhanga de ¢ através do truncamento da série de Taylor na ordem n e
do uso das derivadas y'9) (o) calculadas através da equagio (8.1.1) e da regra da cadeia.

O erro de truncamento nessa abordagem ¢ O ((z — zo) "*1).

Exemplo 35: Seja a equacio diferencial ordinaria

y/ — .’L‘2 + y2
, (8.1.2)
y(0) =0

vamos aproximar a solu¢io da equacio pela série de Taylor em torno do ponto z = 0. Para

tanto devemos calcular o valor das derivadas de y nesse ponto:
y'(0) = (2 +y(@)?)],_y = 0 +4(0)* =0,

pois y(0) = 0.
y"(0) = (23: + 2y(a:)y'(a:)) ‘x*O =0,

pois y'(0) = 0.
y@(0) = 242/ (2)” + 2y(x)y" ()] ,_o = 2,

pois y”(0) = 0.

Até aqui temos entdo a aproximag¢io

23 x

y(r) ~

313

pois 7(0) = ¢/(0) = ¢ (0) = 0 e ¥®(0) = 2. Vamos continuar a calcular as derivadas.

=0,

=0

yD(0) = (69 (@)y"(2) + 2y(x)y ) (@)
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:0’

=0

y©0) = (6 ("@)° + 8y (@)@ (@) + 2(@)y Y )

YO 0) = (200" @)y (2) + 10y @)y (@) + 2y(2)y P ()

=0,

=0

y(0) = (20 (5@)) + 305" (2)y® () + 120/ 2}y (2) + 292} <:c>) = 20(2)? = 8.

=0
Portanto os primeiros termos da série de Taylor para a solugio y(z) sio'

1 80
y(z) = §$3 + Wfﬂ +0(z'),

ou seja, na vizinhanga de 2 = 0, a solugdo pode ser aproximada até a ordem O(x!!) por

LI R
y(:c)~3:1: —|—63x.
Lz | vl |gei+gei| yl@) |
0 0 0 0

0,1 | 0,000333 0,000333 0,000333
0,2 | 0,002667 | 0,002667 | 0,002667
0,3 | 0,009000 | 0,009003 0,009003
0,4 | 0,021333 0,021359 | 0,021359
0,5 | 0,041667 | 0,041791 0,041791
0,6 | 0,072000 | 0,072444 | 0,072448
0,7 | 0,114333 0,115641 0,115660
0,8 | 0,170667 | 0,173995 | 0,174080
0,9 | 0,243000 | 0,250592 | 0,250907
1,0 | 0,333333 0,349206 | 0,350232

Tabela 8.1: Comparagio entre as aproximagdes e a solu¢do y(z) para a equagio (8.1.2)

Como podemos observar pelo exemplo anterior, a aproximacido se degrada conforme nos afas-
tamos da condicdo inicial. O erro de truncamento ¢ uma poténcia de (z — xg), portanto quanto

mais afastado de x( estiver &, maior sera o erro de truncamento cometido.

Observagido 8.1.1. Devemos lembrar que mesmo que todos os termos da série estivessem presen-
tes, isto por si s, ndo garante que a série seja capaz de representar exatamente a solucdo y(x)

para qualquer x. Isto sé acontece se a solucdo for uma funcio analitica em todo plano complexo.
Como contra-exemplo, podemos considerar a expansdio em série da funcio g(x) = ——, a série
x

1—

Ida+a? .. Fa"+. ..
com infinitos termos é capaz de representar g(x) apenas no intervalo |z| < 1.

Um modo de controlar o erro de truncamento para intervalos maiores consiste em adotar uma

série de pontos x;, 7 = 0,1,2, ... onde xg corresponde a condi¢io inicial em (8.1.1), e realizar a

!Se continuarmos a expansdo veremos que a proxima derivada ndo nula ¢ y<11> (0).
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8 Equacées Diferenciais Ordinarias

expansio de Taylor em torno de cada ponto x;. Dessa forma determinamos uma aproximagio
para a solu¢io em uma vizinhanga proxima de x;; ao contrario do que ocorre quando aproxima-
mos a solug¢io pela expansdo em série de Taylor em torno da origem. No entanto, para realizar
O de z;, d h lor da soluga 2z ). S
as expansdes em torno de x;, devemos conhecer o valor da solu¢io y no ponto” z;, y (z;) . Se
i = 0, entdo y (zg) € conhecido exatamente (¢ a condi¢do inicial), nos demais casos nio conhece-
mos exatamente ¥ (;) mas podemos utilizar a expansido em série em torno do ponto anterior e a

partir dela determinar um valor aproximado.

Vamos partir da condi¢io inicial. No ponto zg, a solu¢io da EDO deve ser igual a 39, ou seja
y (xo0) = Yo, entdo a partir da equagio (8.1.1) e da regra da cadeia podemos calcular o valor das
derivadas yU) (), isto nos permite construir uma aproximacio a solugio y(x), 1g(z), valida na

vizinhanca de xg, dada pela série de Taylor truncada no termo da n-ésima derivada:

o) = y (20) +/ (20) (2 = 20) + ... + 4™ (w0) (& — 20)" = yz).

A partir dessa série encontramos uma aproximagao para y (1) dada por y1 = g (z1) = y (x1).
O processo pode ser entdo repetido construindo uma nova série de Taylor truncada ¥ (z) em
torno do ponto xje repetir o procedimento para encontrar a aproximag¢io de y (x2) dada por
y2 = 1 (x2). Dessa forma somos capazes de construir uma itera¢io que aproxima o valor da
solugdo nos pontos x;, i = 1,2, ...

Por simplicidade, vamos adotar a seguinte notagio, ygj) € a aproximacdo para a j—ésima deri-
vada de y(z) no ponto z = x;, calculada a partir de y;, da EDO (8.1.1) e da regra da cadeia. Se
0s pontos x; estiverem igualmente espacados de h, entdo x; = xg + th. Dessa forma, podemos
montar a recorréncia para as aproximagdes da solu¢io y nos pontos ;.

L«

1, 1 (3)
Y

Yier = i + yh + 5y/h2 + 37 B34+ —y ™, (8.1.3)

Exemplo 36: Vamos aplicar esse método a equacdo do exemplo anterior. Nesse caso, os
pontos x; = xg + ih, sio da forma x; = ih ja que no nosso caso g = 0. De acordo com a

EDO e a regra da cadeia, as derivadas sdo dadas por

y'(x) = 2% + y(x)® = y; = (ih)* + yj,
y'(z) = 2x42y(x)y(z)
= 2z+2y(z) (2 +y(2)?)

= 2z 4 22%y(z) 4 2y(z)3
=y =2 (ih+ @)y +v7),

%¢ a partir do valor da solugdo em x; e da EDO, podemos determinar o valor das demais derivadas 3’ (z:) ,y" (i), ...
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yz) = 242(y(2))° +2y(x)y" ()
= 2+2(2* +y(2)?) * + 2y(2) (27 + 22°y () + 2y(z)?)
= 2(1+2* + 22y(z) + 42’y(2)? + 3y(x)*)

=y = 2 (14 (ih)* + 2ihy; + 4(ih)*y? + 3y2) .
Dessa forma podemos aproximar y(z) até a ordem O(h?) através da relagio de recorréncia
1
yirr =yt (1) + 47) het-(ih + (i0) i + v7) B2+ (1+ (ih)" + 2ihys + 4(ih)*y} + 3y) b°.

A tabela seguinte inclui os dados obtidos pela equa¢io de recorréncia acima com h = 0,1.

’ T ‘ %x?’ \ %x?—i— 6—139627 ‘ yi, h = 0,1 ‘ y (x;) ‘
0 0 0 0 0

0,1 | 0,000333 0,000333 0,000333 | 0,000333
0,2 | 0,002667 0,002667 0,002667 | 0,002667
0,3 | 0,009000 0009003 0,009003 0,009003
0,4 | 0,021333 0,021359 0,021357 | 0,021359
0,5 | 0,041667 0,041791 0,041784 | 0,041791
0,6 | 0,072000 0,072444 0,072433 0,072448
0,7 | 0,114333 0,115641 0,115630 | 0,115660
0,8 | 0,170667 0,173995 0,174025 0,174080
0,9 | 0,243000 0,250592 0,250810 | 0,250907
1,0 | 0,333333 0,349206 0,350064 | 0,350232

Tabela 8.2: Compara¢io entre as aproximagdes e a solu¢do y(z) para a equagio (8.1.2)

8.2 Método de Euler

O M¢étodo de Euler consiste em construir a relacdo de recorréncia (8.1.3) até a a ordem h, isto

¢, utilizamos a informagio sobre ' (x;) apenas. Ou seja, yi+1 = yi + y.h. Como pela equagido

(8.1.1), v (xi) = f(xi,y(zi)) = vy, = f (24, i), o Método de Euler consiste na relagio de

recorréncia

Yir1 = Yi + hf (x5, 9:),

parai =0,1,2,...,ondey(xg) = yoé a condi¢io inicial. Uma das vantagens da formula de Euler

consiste na desnecessidade de calcular as derivadas de ¢ nos pontos x;, o que pode ser uma tarefa

penosa como ilustram os exemplos anteriores.

Exemplo 37: Vamos aplicar o Método de Euler para encontrar uma solu¢io aproximada
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para e EDO que temos estudado em exemplos até a agora

y/:$2+y2

y(0) =0

Nesse caso, os pontos z; = xg + ih, sio da forma x; = ih ja que xg = 0. De acordo com
o método o valor da solucdo y no ponto x;é dado por ¥; que satisfaz a seguinte relacdo de

recorréncia :
Yir1 = yi + b ((ih)* + ),

onde o = 0 segundo a condi¢io inicial.

(o [ wi [ v ] y(@) |
0 0 0 0
0] 0  |0,000328 | 0,000333

0,2 | 0,001000 | 0,002647 | 0,002667
0,3 | 0,005000 | 0,008958 | 0,009003
0,4 | 0,014003 | 0,021279 | 0,021359
0,5 | 0,030022 | 0,041664 | 0,041791
0,6 | 0,055112 | 0,072263 | 0,072448
0,7 | 0,091416 | 0,115402 | 0,115660
0,8 | 0,141252 | 0,173730 | 0,174080
0,9 | 0,207247 | 0,250438 | 0,250907
1,0 | 0,292542 | 0,349605 | 0,350232

Tabela 8.3: Comparagio entre as aproximacdes dadas pelo Método de Euler com espagamento
h = 0,1, h = 0,001 e a solugdo y(x) para a equagio (8.1.2)

O exemplo anterior ilustra o comportamento da aproximagdo conforme o espacamento entre
os pontos € diminuido. Gostariamos que quando tomado o limite A — 0 o método convergisse
para a solucio exata (naturalmente, se nio existirem erros de arredondamento). De fato, se a
EDO satisfizer algumas condi¢des gerais, isso acontece. Vamos estudar o comportamento dos

erros cometidos pela aproximag¢io quando h # 0.

Erro de truncamento

O Método de Euler consiste em truncar, a cada ponto x;, a série de Taylor para a solu¢io da EDO
em 1* ordem. De acordo com o Teorema de Taylor (com o termo do erro na forma de Lagrange),
supondo que a solu¢io € conhecida exatamente no ponto x;, a expansdo da solu¢io em torno

desse ponto ¢ da forma

y(w) =y () + (o — 2y (@) + 3 (2~ 2)2(0)

onde £ € (x4, ). O valor da solucio y calculada no ponto x;41 é dado pela série anterior calcu-

ladaem z = z;11:

y(isn) = y (1) + RS (eiy (@0)) + 5P (&)
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8.2 Método de Euler

onde &; € (x;,x;41). Essa tltima equagdo permite que estimemos o erro local ;11 := y (x;41) —

Yi+1 dado que y;41 € calculado pelo Método de Euler:

Yir1 = Yi + hf (z5,9:) -

Subtraindo as duas ultimas equag¢des temos

giv1 =€+ h (f (@i, y (i) — f(zi,9:)) + %hQ?J" (&) (8.2.1)

Para continuar a analise serdo necessarias algumas hipo6teses sobre o comportamento da solucio

y e da funcio f.

Vamos supor que a solugio y possua segunda derivada limitada no intervalo em que esta defi-
nida. Assim, se a solu¢do esta definida em um intervalo I = (g, z¢), entdo existe um M < oo tal
que |y (z)| < M para todo x € I. Uma outra hipétese ¢ que a fungio f é Lipschitz no segundo
argumento (na variavel y) para todo x € I, ou seja, para qualquer z € I, existe um L < 0o, que
independe de z, tal que |f (z,y1) — f (x,y2)| < L|y1 — y2| (estamos supondo também que y ¢

limitada no intervalo I).

Assumindo essas hipdteses e tomando o valor absoluto na equacgio (8.2.1) temos que
Lo
i1l < leal + hL ]y (2:) — yil + Sh°M,
como |y(z;) — yi| = |e;|temos finalmente
Lo
leiv1] < (14 hL) |gi| + ih M. (8.2.2)

A condi¢do inicial € conhecida exatamente, y (xg) = yo, portanto €9 = 0 e assim, de acordo com
(8.2.2) ,
‘2’51’ S §h2M7

1 1 1
lea] < (14 hL) |e1| + 5h2M < (1+hL) 5h2M + 5h2M,

1 1 1 1
les] < (14 hL) |ea| + 5h?M < (1+hL)? 5h2M + (14 hL) 5h2M + 5h?M,
por indugdo chegamos a desigualdade para o erro acumulado na n-ésima itera¢io

n—1

1 )
len] < 5h2M > (1+hLy,
=0

1+hL)" —1

0 somatorio é uma série geométrica, Z?;&(l +hL) = ( T , portanto

(1+hL)" — 1

n| < hM ,
[en] < 2L
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considerando o fato de que (1 4 )™ < €"* para quaisquer n e z positivos, temos finalmente que
M M
< hi ( Lnh _ 1) — ( L(ws=0) _ 1) , 8.2.3
enl < b (e 2 8.2

onde na ultima igualdade, utilizamos o fato de que zy = zg + nh. A desigualdade (8.2.3) nos diz
que a dependéncia do erro cometido pela aproximagdo de y no ponto z ¢ ¢ limitado por um termo

linear em h. Como M, L, xy e xq sdo constantes finitas, entdo
M
I <2 ( (Lay—wo) _ 1) lim h = 0.
TG A

Portanto, desconsiderando os erros de arredondamento, a aproximagio construida pelo Método
de Euler converge para a solu¢io da EDO no limite em que o espagamento entre os pontos se

anula.

8.3 Método Runge-Kutta

A analise de erros de truncamento no Método de Euler pode ser aplicada também ao método da
série de Taylor de modo semelhante ao que estudamos na se¢io anterior. Isto permite estabelecer
as hipoteses que garantem a convergéncia desse método de maneira geral.

Como vimos em exemplos, uma das dificuldades na aplicacio do método da série de Taylor
se deve a crescente complexidade dos termos associados as j-ésimas derivadas da solu¢io. Uma
alternativa consiste em aproximar essas derivadas pelas suas derivadas numéricas.

Vamos considerar a seguinte EDO:
y' = f(z,y)

Yy (zo) = yo -

A série de Taylor da solugdo em torno de um ponto z; ¢ dada por

y(w) =y () + (0 = a0 (o) + 5 (@ = 2) % (23) + O (2~ 2)°)

O termo ¢’ (z;) ¢ calculado explicitamente através da EDO, v/ (z;) = f (xj,y (x;)). Ja o termo
y” (x) pode ser aproximado através de uma operagio de diferenca finita,
y (zj+h) =y (x5)  f(xy+hy(z+h) = flay(ay)

" N\ Ay ') _ .
Y (xj) 3

>

Os termos y (z;)e y (z; + h) sdo aproximados respectivamente por y; e

y (zj +h) =y (z;) +hy' (z5) = y; + hf (5,5).
Assim, a aproximagio para segunda derivada de y em x; assume a forma
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8.3 Método Runge-Kutta

Supondo entio que o espagamento h utilizado na aproximagio de ¥ ¢ um multiplo do espaga-
mento entre os pontos no método da série de Taylor, ou seja, h = Ah, a aproximagio yj+1 dada

pela série de Taylor (8.1.3) truncada na ordem n = 2 € dada por

f (@ + Ah,y; + MRS (35,95) f(ifj’yj))

1
Yi+1 = yj+hf(wj,yj)+2h2< ¥ \h

1 1
= yj+th <(1 - 2)\> Flagyyg) + o3 f(@j + Ahyy + ARf (Svj,yj))) ;

de forma simplificada temos entdo

Yjir1=y; +h (bllﬁ + bgkz) , (8.3.1)
deb; =1 i bp=1-0
onde by = oy 02 = 1s
k1= f(z5,v;) (8.3.2)
c
ko = f (zj + Ah,yj + Ahkr). (8.3.3)

as expressoes dadas por (8.3.1), (8.3.2) e (8.3.3) constituem o Método Runge-Kutta de dois es-
tagios. A denominagio “dois estagios” se deve ao fato de que o valor y;1 ¢ calculado em dois
estagios, no primeiro calculamos o termo k1 que ¢ utilizado no segundo estagio ao calcularmos o

termo ks.

2
Quando A = 1, 0 método € conhecido como Método Aperfeicoado de Euler, quando A = 3
Método de Heun.

Exemplo 38: Método Aperfeicoado de Euler

Seja a EDO
y/ — x2 4 y2

y(0)=0
Entdo o Método Aperfeicoado de Euler consiste na aproximagio y; da solugdo y nos pontos

xj = jh, definida pela relagio

h
yir1 =yt 5 (k1 + k2)
onde yg = 0 (dado pela condi¢io inicial da EDO),

ki = (2;)° + (y5)°

ko = (x;+h)? + (yj + hki)?.

A tabela seguinte ilustra o comportamento da aproximacdo com h = 0,1.
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Lz | oy [ yl) |
0 0 0

0,1 | 0000500 | 0,000333
0,2 | 0,003000 | 0,002667
0,3 | 0,009503 | 0,009003
0,4 | 0,022025 | 0,021359
0,5 | 0,042621 | 0,041791
0,6 | 0,073442 | 0,072448
0,7 | 0,116817 | 0,115660
0,8 | 0,175396 | 0,174080
0,9 | 0,252374 | 0,250907
1,0 | 0,351830 | 0,350232

Tabela 8.4: Comparagio entre a aproximacio dada pelo Método Aperfeicoado de Euler com es-
pacamento h = 0,1 e a solugdo y(x) para a equagio (8.1.2)

Exemplo 39: Método de Heun
Seja a EDO

Entdo o Método de Heun consiste na aproximagio y; da solu¢io y nos pontos z; = jh,

definida pela relagio
1 3
Yir1 = Yj + ghley+ Rk,

onde yg = 0 (dado pela condi¢io inicial da EDO),

k= (z;)% + (y)°

2 \? 2 2

A tabela seguinte ilustra o comportamento da aproximag¢io com h = 0,1.
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’ ZT; \ Yi \ y (xi) ‘
0 0 0

0,1 | 0,000333 | 0,000333
0,2 | 0,002667 | 0,002667
0,3 | 0,009002 | 0,009003
0,4 | 0,021355 | 0,021359
0,5 | 0,041776 | 0,041791
0,6 | 0,072411 | 0,072448
0,7 | 0,115577 | 0,115660
0,8 | 0,173913 | 0,174080
0,9 | 0,250586 | 0,250907
1,0 | 0,349640 | 0,350232

Tabela 8.5: Compara¢io entre a aproximacio dada pelo Método de Heun com espagamento h =
0,1 e a solugdo y(x) para a equagio (8.1.2)

O principio fundamental dos métodos Runge-Kutta consiste na combinagdo das estimativas de
derivadas com diversos espacamentos de modo que a equagio recursiva resultante possua os mes-

mos termos que a série de Taylor da solucdo até uma determinada ordem.

A generalizacio do métodos Runge-Kutta de n estagios € dada pela seguintes expressoes:

Yir1=9y; +h (Z bik:i) (8.3.4)

=1

e os termos k; sdo definidos pela seguinte equagio recursiva,

ki = f(zj,y;)
e
i—1
ki=f <xj +eihy; + by az-,lkl>
=1
parai=2,3,...,n. O ponto zy corresponde a condi¢io inicial y (zg) = yo.

Os parametros a; ;,¢; e b; devem ser determinados de modo que a aproximagio seja a mais exata

possivel.

Para tanto, vamos considerar a fun¢do ¢ (x;,y;, h), constituida pela soma de todos os termos

ki (xj,yj, h) no lado direito da expressio (8.3.4):

yjr1=yj +hg(xj,y;,h). (8.3.5)

Dessa forma, os parametros sao escolhidos de modo que a série de Taylor em h para a solu¢io em
r = 2j1, Y (xj41) = y (x; + h), seja igual a serie de Taylor em h para o lado direito de (8.3.5)

até um grau maximo p,
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O caso p = O implica aigualdade y (x;) = y;. Nos demais casos, a exigéncia de que a expressdo

acima seja valida para um h > 0 qualquer, implica as seguintes equac¢des param = 1,2,..., p:
qm—1 n i—1
y(m) (x]) = mW ( b; f (l’j + ¢;h, Y + hz ai7lkl>) (8.3.6)
i=1 I=1 h=0

Vamos estudar as situagdes em que temos p = 1 e p = 2. Vamos comegar com um método

Runge-Kutta de um unico estagio, ou seja
yir1 = i + arh f (25,5;) .
Nesse caso a equagio (8.3.6) com p = 1 implica
y' (z5) = bif (z5,95)

como ¥ (xj) = f(xj,y;) temos que a equagdo ¢ satisfeita com by = 1. Nesse caso, o método
Runge-Kutta de um tnico passo ¢é idéntico ao Método de Euler. A equagio para p = 2 nio poder

ser satisfeita nesse método pois T (b1 f (75,9i))]—o = 0.

Vamos analisar o método Runge-Kutta de dois estagios,
Yj+1 =y;j +h (b1 f (x5, ;) + b2 f (2 + c2h, yj + hagi f (25, 95))) -
Nesse caso, a equacio (8.3.6) com p = 1 implica
y' () = (b1 + b2) f (x,95)
como Y’ (z;) = f (xj,y;) temos entdo que
by + by = 1. (8.3.7)

A equacio (8.3.6) para p = 2 implica

of of
Y’ (x5) =2 (bm@x (z5,y5) + baas 1 f (x5, y;) 3 (xj7yj)> :

como of of
y' (z5) = 5 (@j,05) + f(fﬁj,yj)afy (x5,95)
temos entao que
2b9co =1 (8.3.8)

2b2a271 =1. (8.3.9)

Portanto as trés equagdes (8.3.7), (8.3.8) e (8.3.9) devem ser satisfeitas simultaneamente. Nio é
dificil verificar que tanto o Método de Heun quanto o Método Aperfeicoado de Euler as satisfa-

zem. Na realidade, ha uma infinidade de escolhas, ja que sdo 4 incognitas e apenas trés equagdes.
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8.3 Método Runge-Kutta

Por outro lado ¢ possivel verificar que a equagio (8.3.6) para p = 3 nunca pode ser satisfeita por
um método Runge-Kutta de dois estagios.

Através dessa analise é possivel verificar que a ordem do método Runge-Kutta € igual ao seu
numero de estagios até o método de 4 estagios, a partir desse nimero de estagios, a ordem cresce
menos rapidamente do que o numero de estagios, por exemplo, um método de 5 estagios possui
ordem 4 como o de 4 estagios. Para obter ordem 5 sdo necessarios 6 estagios. A ordem do método
Runge-Kutta é importante pois permite obter informagdo sobre a taxa de convergéncia do método

com relagio ao espacamento h. Por exemplo, sabe-se’ que uma equacio diferencial com solugio

no intervalo (zg, ) aproximada nos pontos 1 = g + h, x93 = z9 + 2h,...,x = xo + Nh por
Y1, Y2, - . -, YN que satisfazem as relagcdes de recorréncia de um método Runge-Kutta de ordem p
é tal que

Y o] — P
Oglj%Xle(xoﬂh) yi| = O (hP).

Método Runge—Kutta Classico (4 estagios)

O Método Runge-Kutta Classico de 4 estagios ¢ descrito pelo seguinte conjunto de relacdes de

recorréncia:
Yjr1 = yY; + g (k1 + 2ko + 2ks + ka) ,
onde
k1= f(x5,y5),
ko = f <£L’j + 1h,yj + 1hk1) ;
2 2
ks = f <37j ohy 1hk2>
2 2
e

k4 :f($j+h,yj+hk’3).

A aproximacgio ¢ tal que o erro absoluto no intervalo (xg, z) ¢ dado por

ih) —yi| =0 (h*
Orgnlgv\y(xoﬂ) yjl (h)

onde x = xg + Nh. Ou seja, o método é de 4* ordem.

Exemplo 40: Seja a EDO
y/ — x2 4 y2

y(0)=0
Entdo o Método Runge-Kutta Classico de 4 estagios consiste na aproximagio y; da solugdo

y nos pontos x; = jh, definida pela relagdo

h
Yir1 = Y; + 5 (k1 + 2ko + 2ks + ka) ,

3Veja a referéncia:
Henrici, P. Discrete Variable methods in Ordinary Differential Equations, J. Willey & Sons, Inc., (1962).
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onde o = 0 (dado pela condicio inicial da EDO),

k= (z;)° + (15)°,

ky = (z; + h)* + (yj + hk3)*.

A tabela seguinte ilustra o comportamento da aproximacdo com h = 0,1.

’ T \ Yi \ y (z:) ‘
0 0 0

0,1 | 0,000333 | 0,000333
0,2 | 0,002667 | 0,002667
0,3 | 0,009003 | 0,009003
0,4 | 0,021359 | 0,021359
0,5 | 0,041791 | 0,041791
0,6 | 0,072448 | 0,072448
0,7 | 0,115660 | 0,115660
0,8 | 0,174081 | 0,174080
0,9 | 0,250908 | 0,250907
1,0 | 0,350234 | 0,350232

Tabela 8.6: Comparagio entre a aproximacio dada pelo Método Runge-Kutta Classico com es-
pacamento h = 0,1 e a solugdo y(x) para a equagio (8.1.2)

8.4 Sistema de equacoes diferenciais de 1* ordem

A generaliza¢io do Método de Euler e do método da série de Taylor para as solu¢io de equacdes

diferenciais de 1* ordem é imediato:

Dado o problema de valor inicial
y =f(z,y)

y(70) = yo € R"

onde zg € R, f: R x R™ — R™ e a solugdo € uma fungdo com n componentes, y : R — R".

8.5 Métodos de miltiplos passos

Os meétodos Runge-Kutta sio denominados métodos de passo unico pois a aproximagio ;1

depende explicitamente de y; apenas. Nesta segdo vamos considerar os métodos de multiplos
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passos. Um método de n passos parar aproximar a solu¢io da EDO

y’:f(x,y),:v>x06R

(8.5.1)
y(@o) = yo
possui a forma geral
n n
Yj+1 = — Z yj+1-1+h Z Bif (Tjs1-1Yj+1-1), (8.5.2)
=1 =0
onde z; = xg + jh. Os coeficientes a1, g, . . ., ap € Bo, B, - - . , By sd0 os parametros do meétodo.

Nos casos em que 3y # 0, a relacio de recorréncia (8.5.2) determina um método implicito.
Essa denominagio se deve ao fato de que o valor g1 esta implicitamente definido por (8.5.2) nos
casos em que 3y # 0. Note que nesses casos temos y;+1 no lado esquerdo da equagdo e um termo
hBof(j+1,yj+1) no lado direito, dessa forma o valor de y;11 é determinado geralmente através
da solu¢io numérica de uma equacio nio linear.

Uma classe muito grande de métodos de multiplos passos é formada pelos métodos de Adams.
Nessa classe de métodos o lado direito da EDO ¢ substituido pela aproximacdo construida a a
partir da interpolac¢do polinomial em um nimero de pontos que corresponde ao numero de pas-
sos do método. Assim , o lado direito da EDO assume a forma de um polindémio na variavel
independente, p(z), o que permite obter a aproximag¢do no ponto seguinte a partir do teorema

fundamental do calculo. Ou seja, no dominio x > x;, a EDO no PVI (8.5.1) é aproximada por

y' ~ p(z), (8.5.3)

onde p(z) é construido a partir de n (que corresponde ao nimero de passos) aproximagdes ante-

riores para y. Em seguida, a aproximacdo em x = x; € obtida via integracao de (8.5.3),

Tit1 Tit1 Tit1
vw) -y = [ y@des [Upmde = wn—wt [ peds
s T def T
K2 1 K2
A forma da aproximagio evidencia uma caracteristica comum aos métodos dessa classe: pode-
mos notar que independente da escolha do numero de passos, teremos sempre v = —le oy =0
para todo [ # 1. Outra caracteristica importante ¢ o fato de que fora dessa classe de métodos, os
métodos de multiplos passos ndo sdo estaveis em geral.
Os métodos de Adams subdividem-se em dois grandes grupos: os métodos explicitos (B =
0), denominados métodos de Adams-Bashforth e os métodos implicitos (5y # 0), denominados

métodos de Adams-Moulton.

8.5.1 Método Adams-Bashforth

O método Adams-Bashforth de n passos possui a forma

n
yirr =y + 0> Bif (@i—1, yi41-1),
=1
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onde os primeiros coeficientes 3; sdo os da seguinte tabela

n| B | B | Bs | B |
2 3/2 -1/2 0 0
3| 23/12 | -16/12 | 5/12 0
4 | 5524 | -55/24 | 37/24 | -9/24

Tabela 8.7: coeficientes 3; no método Adams-Bashforth de n passos.

8.5.2 Método Adams-—Moulton

O método Adams-Moulton de ¢ passos possui a forma

n
yirt =¥+ 0> Bif (@ja1—1,yja1-1),
1=0

onde os primeiros coeficientes 3; sdo os da seguinte tabela
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in| B | B | B | B | B ]
1 1/2 1/2 0 0 0
2 5/12 8/12 -1/12 0 0
3 9/24 19/24 -5/24 1/24 0
4 | 251/720 | 646/720 | -264/720 | 106/720 | -19/720

Tabela 8.8: coeficientes 8; no método Adams-Moulton de n + 1 passos.



8.6 Exercicios

8.6 Exercicios

1) A velocidade de um corpo em queda livre pode ser descrita pela seguinte equacio

dv

— =10 — 0,0034302.

dt
A partir da equagio diferencial, encontre o valor da “velocidade terminal” ( valor da velocidade
que implica d—;} = 0) e através do Método Runge-Kutta Classico de 4 estagios determine uma

aproximacio para o tempo que um corpo leva para alcancar 50% da velocidade terminal a partir

da condi¢io inicial v(0) = 0.

2) Considere o movimento do péndulo simples em termos da fungido 6(t)

y

Jm

cuja equacgio, de acordo com a 2* Lei de Newton, é dada pela EDO de 2% ordem,

d’0 g
W + 7561’1(0) = 0,
onde g é a aceleracio da gravidade e [ o comprimento do péndulo. Utilize o Método Runge-Kutta

Classico de 4 estagios para determinar uma aproximacido para a solu¢io da equacio do péndulo

simples nos instantes t = 0,1;0,2;...;1,0, no caso em que ¢ = 10 e [ = 1 com condi¢io inicial
w df
f#(0) =—, —(0) = 0.
0=".%0

A energia mecanica total,

1, [(do\?
iml <dt> — mgl cos(6),

dada pela soma da energia cinética e potencial, é uma quantidade conservada ao longo do tempo.
Essa propriedade ¢é valida para a solu¢do exata mas nio para as aproximacdes obtidas via méto-
dos da classe Runge-Kutta. Trabalhe com sucessivos valores para o espacamento h e observe o

comportamento da energia mecanica ao longo de t.

3) Se trocarmos o eixo rigido do péndulo simples por um que suporte deformacio elastica

apenas na dire¢do longitudinal teremos a seguinte situacio
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8 Equacées Diferenciais Ordinarias

Agora, tanto o angulo #, quanto o comprimento [ sio funcdes do tempo. As equacdes que
descrevem o comportamento dessas fun¢des podem ser obtidas através das leis de Newton mas
esse desenvolvimento ndo é o mais pratico. Nesse caso, a forma mais simples de obter as equagdes

de movimento ¢ através do formalismo lagrangiano ou através do formalismo hamiltoniano.

As equagdes sdo dadas por

d20 2dfdl g
@4—7&%—#75&1(9) = 0

d2l doN? k
dt2_l<dt> —i—E(l—L)—gcos(@) =0

onde g € a aceleracio da gravidade, k é constante de mola do eixo e L o comprimento do eixo nio

deformado. Utilize o0 Método Runge-Kutta Classico de 4 estagios para determinar uma aproxi-

magio para a solu¢io da equagio do péndulo simples nos instantes t = 0,1;0,2;...; 1,0, no caso
0

emqueg =10, L =1,k =2em = 0,2, com condi¢io inicial §(0) = %, E(O) =0,0(0) =L,

dl

—(0) =0.

70

Para este sistema a energia mecanica total possui a expressio

m (2 (40N (AN P
5 (l (dt) +<dt mglcos(0)+2k‘(l L)~

Trabalhe com sucessivos valores para o espagamento h e observe o comportamento da energia

mecanica ao longo de t.

4) Péndulo duplo simétrico. Neste caso, o movimento é descrito pelas variaveis 01 e 0
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8.6 Exercicios

Jm
Neste exemplo também, a forma mais simples de obter as equacdes de movimento ¢ através do

formalismo lagrangiano ou através do formalismo hamiltoniano.

As equacgdes sdo dadas por

.. 1 -2 2 g —
01 + TF sen? (A0) (sen (A) (cos (AG) 0, + 02 ) + 3 (3sen (61) + sen (Af — 02))) =
.. sen (Af) ) .2 29
_ A 2 29 =
6o T sen? (A0) (cos( 0) 02" + 26, + ;- cos («91)>
onde g é a aceleragio da gravidade, [ o comprimento do péndulo e A8 = 61 — 5. Utilize o

Método Runge-Kutta Classico de 4 estagios para determinar uma aproximacgio para a solug¢io da

equacio do péndulo simples nos instantes t = 0,1;0,2;...;1,0,no casoem que g = 10el =1
. o ™ d91 d@z
di¢a 16:(0) = 02(0) = —, —(0) = —=(0) = 0.
com condigdo inicial 81(0) = 62(0) TRl (0) it (0)

Para este sistema a energia mecanica total possui a expressio

12 . . ..
mT (2912 + 922 +2cos (01 — 69) 9102) — mgl (2 cos (01) + cos (62)) ,

Trabalhe com sucessivos valores para o espagamento h e observe o comportamento da energia

mecanica ao longo de t.

5) Considere a EDO
d’x A
O caso A = 0 corresponde a EDO de um oscilador harmdnico com massa m e constante de mola
k (as oscilagdes possuem periodo 2m+/m/k). Determine o periodo das oscilagdes para A = 70,
m =1,k = 10,1 = 5 e condi¢des iniciais 2(0) = 5, 2/(0) = 0.

6) A partir do PVI
uw=>5(v—u)
V=28 —w)u—v

w=uv— 09w
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8 Equacées Diferenciais Ordinarias

com condi¢do inicial u(0) = 0, v(0) = 1, w(0) = 2, determine a melhor aproximagdo com cinco
digitos para folo u(t)v(t)dt através da quadratura composta de Simpson.

7) O seguinte sistema consiste em um péndulo suspenso por uma haste deslizante conforme o
+ A sen(wi)

diagrama ao lado.[r]5cm Y — \\

N\

Inicialmente o péndulo encontra-se em repouso na posicao vertical. A equac¢ido para o Angulo ¢

PO g
a2 1 l

sen (wt) cos (6)

Determine o maior 4ngulo alcan¢ado no intervalo de tempo limitado por 10s. Trabalhe com
g=10m/s®,1=1,19m ,A=03mew = 2,55 L.

8) Considere o seguinte P.VI.

Y+ (ey’ - 1) Yy=—3cos(t),  y(0)=1(0)=0.

Obtenha uma aproximacao para a solugdo através do Método Runge-Kutta Classico no intervalo
t € [0,50] com espagamento h = 0,01 . A partir dos valores aproximados obtenha uma estimativa

para a amplitude da oscilagdo no intervalo ¢ € [43, 50] com 4 digitos.

9) Determine a expressio explicita para a rela¢io de recorréncia dada pelo Método Aperfeico-

ado de Euler no caso do sistema de EDOs
= t4+uzy
Y= y+tx
com condigdo inicial x (tg) = x¢ e y(to) = yo.

10) O sistema de equacdes abaixo é um modelo simplificado para propagacio de sinais elétricos

por axonios.

S
|

"= T+ (1 —v(t)(—0,139 +v(t)) v(t) — w(t), t>0
w = 0,008 (v(t) —2,54w(t)), t>0
v(0) =0 e w(0) = 0.
O termo [ representa uma corrente externa. Através da aproximag¢ido obtida pelo Método Runge-
Kutta Classico com espacamento h = 0,01 e excitacio I = 0,05, determine se a soluc¢io evolui

para a um potencial a¢do (v e w periddicas), ou para a situagio de repouso (v e w nulas) ou ainda

para a satura¢io (v e w constantes e ndo nulas).
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11) Considere o seguinte P.V.I para a reentrada de um corpo na atmosfera de um planeta

4 x 10°
"= T 0,12y |y exp (—0,12y), t>0,y>0
y 61001 3’ y' [y exp ( Y) y

y(0)=100 e 4/(0)=0.

A solugio, y(t), representa a altura no instante ¢ dado que no instante t = 0 o corpo se encontra
em repouso a uma altura de 100 unidades de comprimento.

As equacdes supdem que a forca de arrasto é newtoniana (quadratica na velocidade) e que a den-
sidade de massa da atmosfera se comporta de maneira exponencial. A partir do Método Runge-
Kutta Classico, determine o instante do impacto na superficie (ou seja, para qual t*, y (t*) = 0)

com quatro digitos de precisio.

12) O sistema de equagdes abaixo é um modelo simplificado para a evolu¢io populacional de

duas espécies interagentes

¥ = 2z(1-y), t>0
y = 4dy(x—-1), t>0
z(0) = 0,6 e y(0) =1,1
Se (0) > 0 ey(0) > 0 a solugdo ¢ periddica. Determine a melhor aproximagio com quatro

digitos para os valores minimos de x € y.
13) Sejam x(t) e y(t) solugdes do PV.I. abaixo no dominio (0, 5] > ¢
¥ = 2zx(1-vy), t>0

y = 4dy(x—1), t>0
2(0)=08 e y(0)=13

Considerando as aproximacgdes para o P.V.I. obtidas a partir do Método Runge-Kutta Classico

com 100, 200 e 400 pontos, determine a melhor aproximag¢io que pode ser obtida para

/5 ta(t)y(t)dt
0

através da quadratura composta de Simpson.

14) A equagio para a deformag¢io de uma viga homogénea com se¢io transversal constante,
sujeita a uma carga com distribui¢io uniforme ¢ ao longo do seu comprimento e suportada sim-

plesmente nas extremidades (y(0) = y(L) = 0) é dada por

El qLzx x?
ﬂy”:—T—l—q?, 0<$<L,
(1+ @)

y(0) =y(L) =0

Considere a situagio na qual £ = 2 x 10""N/m?, I = 2,083 x 10 %m* e ¢ = —2500N/m. Utilize
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8 Equacées Diferenciais Ordinarias
o Método Runge-Kutta Classico de 4 estagios com espacamento h = 0,001m e determine uma

aproximacdo com quatro digitos para o angulo de inclina¢io nas extremidades da viga sob essas

condigdes se o seu comprimento ¢ de L = 7,5m.
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9 Cédigos Scilab

9.1 Eliminacdao Gaussiana com pivotamento parcial

function x=gausspp(C)

// A matriz "C" deve ser a matriz completa de um sistema de equagdes 1li-
neares.

// O programa possui duas partes: o escalonamento da matriz e o processo
de

// substituig&o.

// Variaveis auxiliares

//

// n —> numero de linhas da matriz completa.

// m —> numero de colunas da matriz completa.

// 1 —> indexador de linha.

// J —> indexador de coluna.

//

// pivot -> guarda o elemento pivd.

// pivot_line -> guarda o indice de linha de um elemento pivd.

// per_line -> variéavel booliana que indica a necessidade de trocar uma
linha.

// aux_line -> guarda uma das linhas a ser trocada.

// fator_num -> fator utilizado na eliminagZo dos elementos abaixo do pivo.

// fator_d -> fator utilizado na eliminag&o dos elementos abaixo do pivbd.

n=size(C,1) // Numero de linhas de C.
m=size(C,2) // Numero de colunas de C.

//

// Escalonamento da matriz de coeficientes
//
for j=1:(n-1)
pivot=C(j,j) // Inicialmente consideramos o elemento da diagonal como
o pivbd.
per_line=%F // Inicializag&o da variavel booliana.
// verificagdo da necessidade de troca de linhas
for i=j+l:n
per_line=abs(C(i,J))>2*abs(pivot) // Um outro elemento na coluna é maior
do
if per_line then // que o candidato a pivd anterior.
pivot_line=i // Guardamos o indice da linha para a troca.

pivot=C(i,j) // Atualizamos o pivd.
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en

//
//
//
x(
fo

en

en

end
end
// "Pivoteamento" parcial
if per_line then // Se houver necessidade de troca, a variavel
aux_line=C(j,:) // auxiliar guarda a linha mais "alta".
C(j,:)=C(pivot_line,:) // Troca da linha.
C(pivot_line,:)=aux _line // Troca da linha.
end
// Eliminag&o dos elementos na coluna, abaixo do pivd.
fator_den=pivot
for i=j+1l:n
fator_num=C(i,j)
C(i,J)=0
C(i,j+1l:m)=—(fator_num/fator_den)*C(j,j+1l:m) + C(i,j+1l:m)
end
d

Substituigédo

n,l:m-n)=C(n,n+l:m)/C(n,n)

r i=n-1:-1:1
x(i,l:m-n)=(C(i,n+1l:m)-C(i,i+1l:n)*x(i+l:n,l:m-n))/C(i,1)
d

dfunction

9.2 Método de Jacobi

func

//
//
//
//
triz

//

//
//
//
//
//

//
//

//
//
//
//
//

198

tion [x]=jacobi_solv(A,norma,tol,Nmax)

Calcula a solugdo aproximada de um sistema de equagbdes lineares
via método de Jacobi.
0 sistema a*x=b deve estar na forma de uma matriz completa A:=[a Db].

A matriz de coeficientes "a" é decomposta como a=B-C onde "B" é a ma-

diagonal formada pela diagonal principal de "a".

Variaveis de entrada

A -> matriz completa de um sistema de equagdes lineares.

norma -> norma matricial utilizada nas estimativas de convergéncia.
tol -> toleradncia na diferenga entre duas aproximag¢gdes sucessivas.

Nmax —-> numero maximo de iteradas.

Variavel de saida

x -> solug¢do aproximada do sistema.

Variaveis auxiliares
n -> numero de linhas no sistema.
m -> numero de colunas no sistema.
InvB -> inversa de B.

C —> matriz C=B-a.



9.3 Método Gauss-Seidel

// InvB_b -> produto InvB*b.

// InvB_C -> produto InvB*C.

// x0 —> solucg8o aproximada do sistema na iterada anterior.

// segue —> variavel booliana. Controla a execug¢fdo das iteradas.

// contador -> contador do nutmero de iteradas.

// Construcdo das matrizes utilizadas na iteracéo
n=size(A,1)
m=size(A,2)

invB=zeros(n,n)

for i=1:n
invB(i,1)=1/A(i,1)

end

C=-A(:,1:n)
for i=l:n

C(i,1)=0
end

invB_b=zeros(n,m-n)
for i=1:n
invB_b(i,l:m-n)=invB(i,i)*A(i,n+1l:m)

end

invB_C=zeros(n,n)
for i=l:n
invB C(i,l:n)=invB(i,1)*C(i,1l:n)

end

// Aproximagdo inicial e inicializacg8o das demais variaveis.
xO=zeros(n,m-n)

segue=%T

contador=0

// Iteracgédo

while segue
contador=contador+l
x=invB_b+invB_C*x0
segue=~(norm(x-x0,norma)<=tol|contador==Nmax)
x0=x

end

if contador>=Nmax then
warning ('N8o houve convergéncia.')
end

endfunction

9.3 Método Gauss-Seidel

function [x]=gseidel_solv(A,norma,tol,Nmax)

// Calcula a solug8o aproximada de um sistema de equag¢des lineares
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//
//
//
triz

//

//
//
//
//
//

//
//

//
//
//
//
//
//
//
//
//
//

//

via método Gauss-Seidl.
0O sistema a*x=b deve estar na forma de uma matriz completa A:=[a Db].
A matriz de coeficientes "a" é decomposta como a=B-C onde "B" é a ma-

diagonal formada pela diagonal principal de "a".

Variaveis de entrada

A —-> matriz completa de um sistema de equagdes lineares.

norma -> norma matricial utilizada nas estimativas de convergéncia.
tol -> toleradncia na diferenga entre duas aproximag¢gdes sucessivas.

Nmax -> numero maximo de iteradas.

Variavel de saida

x -> solugfo aproximada do sistema.

Variaveis auxiliares

n -> numero de linhas no sistema.

m —-> numero de colunas no sistema.

InvB -> inversa de B.

C -> matriz C=B-a.

InvB b -> produto InvB*b.

InvB_C -> produto InvB*C.

x0 -> solugdo aproximada do sistema na iterada anterior.
segue —-> variavel booliana. Controla a execugfdo das iteradas.

contador -> contador do numero de iteradas.

Construgdo das matrizes utilizadas na iteragéo

n=size(A,1)
m=size(A,2)

invB=zeros(n,n)

for i=1l:n

C=-

invB(i,1)=1/A(i,1)
end

A(:,1:n)

for i=1l:n

C(i,i)=0
end

invB_b=zeros(n,m-n)

for i=1l:n

invB b(i,l:m-n)=invB(i,i)*A(i,n+1l:m)

end

invB_C=zeros(n,n)

for i=l:n

invB C(i,l:n)=invB(i,1)*C(i,1l:n)
end

// Aproximagdo inicial e inicializacg8o das demais variaveis.

x0=

zeros (n,m-n)

segue=%T
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contador=0

// Iteragédo
while segue
contador=contador+l
for i=1:n
x(1)=invB_b(i)+invB_C(1i, :)*x0
end
segue=~(norm(x-x0,norma)<=tol|contador==Nmax)
x0=x

end

if contador>=Nmax then
warning ('Ndo houve convergéncia.')
end

endfunction

9.4 Método da Bisseccio

function [z,fz,niter]=fsolve_b(x0,x1,%fun,tol,Nmax) // Método da bissec-
¢ao

// Variaveis de entrada

// x0 —> extremidade inferior.

// x1 —> extremidade superior.

// %fun -> fungio.

// tol —-> toleréncia na diferenga relativa entre duas aproxima¢gdes suces-
sivas.

// Nmax -> numero méximo de iteradas.

// Variaveis de saida
// 2z —> solug&o aroximada.
// fz —> valor de 4fun em z.

// niter -> numero de iteradas.

// Variaveis auxiliares

// £O —-> valor da func8o e em x=x0.

// f1 —-> valor da func8o e em x=x1.

// contador -> conta o numero da vezes que o lago principal é executado.
// segue -> variavel booliana que controla a parada.

// xm —-> ponto intermediario.

// fm -> valor da func8o f em x=xm.

// Inicializagd8o das variaveis

£0=%fun(x0)

fl=9fun(xl)

contador=0

segue=%T

// Caso n&o tenha sido definida na chamada da fungfo, a
// tolerancia recebe o valor 1le-10.

if ~isdef('tol','local') then
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tol=1e-10
end
// Caso n&o tenha sido definida na chamada da fungfo, a
// Nmax recebe o valor 100.
if ~isdef('Nmax','local') then
Nmax=100

end

// Checagem inicial

if fO*f1>0 then
warning ('O intervalo inicial pode n#o conter solugfo.')
segue=%F

end

// Lago principal
while segue
xm=0.5% (x0+x1)
fm=7fun (xm)
// Escolha das novas extremidades
if fm*f0<0 then
x1=xm
fl=fm
else
x0O=xm
fO=fm
end
contador=contador+l
// Teste para o prosseguimento do lago
segue=~(fm==0|abs (x1-x0)< tol*abs(xm)|contador==Nmax)
// “Descomente” a linha abaixo se quiseres a sequéncia de iterag¢des no
console
//mprintf('Iterac¢do %d \t aproximagio: %.18e\n',contador,xm)

end
// Salda de dados

// mensagem de aviso
if contador==Nmax then
warning (msprintf ('A exatid&do n&o foi obtida em 4d iteracoes.',Nmax))

end

Z=Xmn
fz=m
niter=contador

endfunction

9.5 Método Newton-Raphson

function [z,fz,niter]=fsolve_nr(x0,%fun,%dfun,tol,Nmax) // Método Newton-
Raphson
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// varidveis de entrada
// xO —-> aproximagido inicial.

// %fun -> fungio.

// %dfun -> derivada (ou matriz jacobiana) da funcdo. Paré&metro opcional.

// tol —-> toleré&ncia na diferenga relativa entre duas aproximag¢des
// sucessivas.

// Nmax -> limite superior para o numero de iteradas.

// variaveis de saida
// z —> solugdo aproximada.
// fz —-> valor de %4fun em z.

// niter -> numero de iteradas.

// variaveis auxiliares

// dim -> dimens&o do sistema de equagdes.

// contador -> guarda o numero de iteradas realizadas.

// dernum -> variavel booliana. B igual a 9T se 9dfun estiver presente.

// df0 —-> valor da derivada (ou determinante da Jjacobiana) em xO.

// segue -> variavel booliana. Controla o fluxo de execugfdo das iteradas.

// x¥1 -> aproximag&o na iterada seguinte.

// cr_conv —-> variavel booliana. E igual a 9T se ocorrer convergéncia.
// abs_difl -> diferenga absoluta entre duas aproximagdes sucessivas.
// abs_dif0 -> diferenga absoluta entre duas aproximag¢des sucessivas na

// iterada anterior.

// inicializag¢8o das variaveis
dim=size(x0,1)

contador=1

dernum=~isdef ('4dfun','local')

// Caso n&o tenha sido definida na chamada da fungéo, a
// tolerancia recebe o valor 1le-10.
if ~isdef('tol','local') then

tol=1e-10

end

// Caso n&o tenha sido definida na chamada da fungéo, a
// Nmax recebe o valor 100.
if ~isdef('Nmax','local') then

Nmax=100

end

// A primeira iterada é calculada fora do lago principal.
// Isto é& necessério para avaliar a evolugdo do residuo
// ja na 1% iteracgdo.
if dernum then
warning ('As derivadas serdo estimadas numericamente.')
warning ('Existe a possibilidade de ocorrerem erros significativos.')
dfO=numderivative (%fun,x0)
else
df0=%dfun(x0)
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end

segue=det (df0)<>0
if segue then
x1=x0-dfO\%fun(x0)

else

warning ('A aproximagfdo ndo pdde ser obtida.')

warning ('Verifique as aproximag¢@es iniciais ou o condicionamento.')

end

// "Descomente" a linha abaixo se quiseres a sequéncia de iteracgdes

// no console:

//mprintf('Iteragéo %d \t aproximagfo: %.18e\n',contador,xl)
abs_difO=abs(x0-x1)
x0=x1

// Lago principal

if dernum then

dfO=numderivative (%fun,x0)
segue=det (df0)<>0

while segue

contador=contador+l

x1=x0-dfO\%2fun(x0)

abs_difl=norm(x0-x1,1)

// "Descomente" a linha abaixo se quiseres a sequéncia de iteracgfes
// no console:

//mprintf('Iteracdo %d \t aproximagfo: %.18e\n',contador,xl)

x0=x1

dfO=numderivative (%fun,x0)
cr_conv=abs_difl<=tol*norm(xl,1)|(abs_difl>=abs_dif0 & contador>=4)
segue=~(cr_conv|contador>=Nmax|det (df0)<>0)

abs_difO=abs_difl

end

else

df0=%dfun(x0)
segue=det (df0)<>0

while segue

contador=contador+l

x1=x0-dfO\%2fun(x0)

abs_difl=norm(x0-x1,1)

// "Descomente" a linha abaixo se quiseres a sequéncia de iteracgfes
// no console:

//mprintf('Iteracdo %d \t aproximagfo: %.18e\n',contador,xl)

x0=x1

df0=%dfun(x0)

cr_conv=abs_difl<=tol*norm(xl,1) | (abs_difl==abs_dif0 & contador>=4)
segue=~(cr_conv|contador>=Nmax|det (df0)==0)

abs_difO=abs_difl

end

end
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// Salda de dados

// Mensagem de aviso
if contador==Nmax then
warning (msprintf('\n A exatid&o n8o foi alcangada em %d iteragdes.',Nmax))

end

z=x1
fz=ffun(z)
niter=contador

endfunction

9.6 Método da Secante

function [z,fz,niter]=fsolve_s(x0,x1,%fun,tol,Nmax)// Método da Secante

// varidveils de entrada

// xO —> primeira aproximag¢do.

// x1 —> segunda aproximaggo.

// %fun -> fungio

// tol -> tolerancia na diferenga relativa entre
// duas aproximag¢Bes sucessivas.

// Nmax -> limite superior para o numero de iteradas.

// variaveils de saida
// z —> solug&o aproximada.
// fz —> valor de %4fun em z.

// niter —-> numero de iteradas.

// variaveis auxiliares

// O —> valor da fungdo f em xO.

// f1 -> valor da fung¢8o f em x1.

// contador -> guarda o numero de iteradas realizadas.

// segue -> variédvel booliana. Controla o fluxo de execugdo das iteradas.
// X2 —-> aproximag&o na iterada seguinte.

// cr_conv -> variavel booliana. E igual a 9T se ocorrer convergéncia.

// abs_difl -> diferenga absoluta entre duas aproximagdes.

// abs_dif0 -> diferenga absoluta na iteracgdo anterior.

// inicializag¢8o das variaveis
f0=%fun(x0)
fl=9fun(xl)

// Caso n&o tenha sido definida na chamada da fungfo, a
// toleré&ncia recebe o valor le-10.
if ~isdef('tol','local') then

tol=1e-10

end

// Caso n&o tenha sido definida na chamada da fungéo, a
// Nmax recebe o valor 100.
if ~isdef('Nmax','local') then
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Nmax=100
end
contador=1
if x0<>x1 & fO==f1 then
warning ('A aproximag&do n8o pdde ser obtida.')
warning('Verifique as aproximag¢des iniciais ou o condicionamento.')
segue=%F
else
x2=x1-((x1-x0)/(f1-£0))*f1
if x2==x1 | x2==x0 then
segue=%F
else
segue=%T
abs_difO=abs(x2-x1)
x0=x1
fO=f1
x1=x2
fl=%fun(xl)
// "Descomente" a linha abaixo para exibir a sequéncia de iteracgdes.
//mprintf('Iteragdo %d \t aproximagfo: %.18e\n',contador,xl)
end

end

// Lago principal
while segue
if abs(fl)>abs(f0) then
x2=x1-((x1-x0)/(1-f0/f1))
else
x2=x1-(x0-x1)/(1-f1/£0)*(£f1/£0)
end
abs_difl=abs(x2-x1)
x0=x1
f0=f1
x1=x2
fl=9fun(xl)
contador=contador+l
// "Descomente" a linha abaixo para exibir a sequéncia de iteragdes.
//mprintf('Iterac¢do %d \t aproximagio: %.18e\n',contador,xl);
cr_conv=abs_difl<=tol*abs(xl)|(abs_difl>=abs_dif0 & contador>=6)
segue=~(cr_conv|fl==0|f0==f1|contador==Nmax)
abs difO=abs difl
end

// Saida de dados

// mensagens de aviso
if contador==Nmax then
warning (msprintf ('\nA exatid&o n&o foi alcangada em %d iteracoes.\n',Nmax))

end
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9.6 Método da Secante

z=x1
fz=7f1
niter=contador

endfunction
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10 Respostas de alguns exercicios

10.1 Capitulo 1
1)

4
1. %9 = 93,625.

63
2. — =T17,875.
8 Y

22015
3. ——— =171,9921875.
123 71,9921875

2) 0,0001110000. . .2 = 0,0022220120...3 = 0,1C28 F5C28F . . .1¢.

3) Sdo necessarios 13bits. Um registro de 13 bits é capaz de representar 8191 inteiros (com sinal):

—4095, —4095, . .., 0, ..., 4095, 4095.

4) Base 2 e base 4. (111,0101)5 e (13,11)4.

5) Serdo 1 +9-10% - 96 = 1 + 864 - 10* solugdes se o arredondamento for por truncamento e
2+4-10 +9-10% - 95 = 2 + 859 - 10* solugdes se o truncamento for par. O resultado é obtido

levando-se em conta todas as combinacdes opera¢des da forma

1,0000 x 10°
S 0,0000dldQ ce d5 x 10¢

come < 1.
7) No primeiro caso, a sequéncia de operag¢des é

(z@x)e1l = (1,00010 x 10° ® 1,00010 x 10%) & 1,00000 x 10°
= 1,00020 x 10° & 1,00000 x 10°

= 2,00000 x 1074
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10 Respostas de alguns exercicios

No segundo caso,

(zol)®(zol) = (2,00010 x 10%) ® (1,00000 x 10~)

= 2,00010 x 1074
No terceiro caso,

(z@@oel)e®(@el) = (1,00010 x 10° ® 1,00000 x 10~*) & 1,00000 x 1074
= 1,00010 x 10~* & 1,00000 x 10~*

= 2,00010 x 1074

Portanto, para x = 1,00010 x 109, os dois ultimos casos sio os mais exatos.

8) O registro hexadecimal ABC Dy, corresponde ao binario guarda o registro de ponto flu-
tuante IEEE754 de 16 bits: 1010 11001101. Por sua vez, esse registro, 1 1111001101

corresponde ao ponto flutuante
(=1)%(1,1111001101)g x 201010215

cujo valor em base decimal é

—6,0943603515625 x 1072,

O ponto flutuante que representa 1 ¢ dado por
(1,0000000000), x 2°

como estamos utilizando o arredondamento par, o menor ponto flutuante (nio normalizado) a
ser adicionado é
(0,000000000010000000001 ), x 20

que corresponde a 27 2721,

9) Os dois nimeros sio (0,2121)4 x 471 e (0,2111)4 x 4°. Antes de realizar o arredondamento
a soma ¢ (0,02121)4 + (0,2111)4 = (0,23231)4 que arredondada para 4 digitos de significando

corresponde a (0,2323)4 = 0,73046875.
A
11) afo ~ 0,075 = 7,5%.
Jo
12) A expressdo 2 +x — v/ &2 + 4 estara sujeita a cancelamento catastréfico, quando x assumir
valores muito pequenos'. Nesse caso o argumento da raiz sera muito proximo de 4 e o resultado

da expressido sera igual a 0.

!Também ha cancelamento nessa expressio quando  for um real positivo muito grande. A analise é semelhante.
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10.1 Capitulo 1

Vamos entdo passar o termo 4 para fora da raiz,

2

€T
2 -2 —+1
+x 4—1—

Nessa nova forma, podemos verificar que o argumento da raiz possui o comportamento v/1 + z

com z pequeno se z for grande. Isso motiva a expansio em série de poténcias da raiz:

1 1
\/1+z:1+§z—§z2...

Assim, a expressido original é reescrita na forma da expansdo

2 4

x x
2 —2(1+—=——+...
+x <+8 128+ >

a partir da qual construimos a aproximacao, valida para x < 1,

2 4

24z— Va2 +dma— 4

4 64

No caso do sistema F'(10, 10, —20, 20) e para os valores de = pedidos, basta utilizar os dois pri-

meiros termos da aproximacio:

As aproximacdes serdo dadas entdo por

9,999997500 x 1077 |
9,999999750 x 10~°
9,999999975 x 10~

A titulo de curiosidade, os cem primeiros digitos exatos da expressio calculada com z = 1 x 10~7

sao

9,9999975000000000001562499999999804
6875000000305175781249946594238281260
0135803222636580467224125089 . .. x 1078

13) O termo cos y € limitado (pois a fungdo cosseno admite valores no intervalo [—1, 1]). Por

2
= 2 . . . . .
outro lado, e 2 e €” pode assumir valores arbitrariamente grandes e é sempre maior ou igual a
2

. . 3 z° .
unidade. Além disso, Ve*” = ez . Assim,

x? x? x2
e2 —\/er’ +cosy = e2 —e2/1+e " cosy
z? x?

- 1 1
= e2 —e?2 <1+26_I2cosy—86_2x2c052y+...>,
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10 Respostas de alguns exercicios

T

. . T ~ . . _ 2
onde, na ultima linha, utilizamos uma expansdo em série de poténcias na qual e™*" cosy € con-

siderado um niimero pequeno. Dessa forma, levando em conta apenas os primeiros termos da

expansio, chegamos a aproximagio

22 22 32

e 2 —\/6$2+Cosy%—§e 2 cosy+§e 2 cos?y.

14) A representagio do numero 20,25 em base trés é 202,023. Ou seja,
2,020202020202 . . .3 x 32,

onde oito primeiros digitos da representacio estio assinalados em vermelho. Se dispormos os

demais digitos ap6s uma virgula teremos
1
0,20202...3 > 3

Portanto, de acordo com o arredondamento par, a representa¢io em ponto flutuante com 8 digitos

de significando para o numero 20,25 é

2,02020213 x 3.

15) De acordo com a formula para propagac¢io de erros, se os erros em x e y forem descorrela-

cionados,
Af = |sen(z)cos(y)| Az + |cos(x)sen(y)| Ay
V22 V22
= |VEVI N4 |YEVIIA
3 2 |PTT |2
= 1079,
Portanto,

Af ymm 1076 6
21T T o — 0,4 x 1075,
7 (4’4) 25

16) O numero 6,125 possui a representacdo binaria 110,0012. Em nota¢ido normalizada com

sete digitos (ja que seis serdo armazenados no registro)
1,1000109 x 22,

os digitos que serdo armazenados estio grafados em vermelho. O expoente vale 2 o deslocamento
de trés unidades resulta no numero 5 cuja representagio binaria é 2. Finalmente o sinal do

namero ¢é positivo e portanto o digito que o representa ¢ o 0. Assim, o registro de 10 bits ¢

0101100010
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10.2 Capitulo 2

* 1 digito (em azul) representa o sinal.
* 2°a0 4° digito (em verde) representam o expoente deslocado de trés unidades.

* 5°a0 10° digito (em vermelho) representam os digitos do significando com exce¢io do mais

significativo.

10.2 Capitulo 2

Ix — x|y -1 Hb*f’Hl -1 b
3) ~ ([ A7 AN Pt Como [JA~H], AL ~ 144e b~ ]| < (0,001 0,001)

[l 1b]]

temos que @ ~ 0,24.
Ixlly

5) A convergéncia é muito lenta. Por exemplo, utilizando norma 1 e tolerancia 10712, 0 método
Gauss-Seidel necessita 41829 iteracdes para fornecer a resposta. Sob as mesmas condi¢des, o
método de Jacobi necessita 110819 itera¢des. Se realizarmos um grafico com o comportamento
das normas, poderemos perceber que a mesma possui um carater oscilante via método de Jacobi,

enquanto que via método Gauss-Seidel o comportamento é monot6nico.
6)ac(—3,3)ef € (—4,-3)U(3,4).
7)

r ne
1. Se |r| < 1 en impar, entdo |a| > 217 (1 — rTl)

r n n
2. Se|r| < 1en par, entdo |a| > 217 <1 - rf) +r27L,
r

3. Se |r| > 1, entdo |a| > (rm=t —1).

r—1

4. Se |r| =1, entdo |a| > n — 1.

10) Aproximadamente 5,189 x 10712,
11) Aproximadamente 2,218 x 10712,
12) Aproximadamente 0.142105A entre os no6s 1 e 4.

13) A reag¢io com a menor taxa é a segunda, 0,391mol/(I s).

10.3 Capitulo 3

2)x* = —294753.. . ex* =1,50524...

3) A primeira equagio possui raizes £* = —1 (simples) e z* = 1,5 (multiplicidade 3). A segunda

equagdo possui raizes £* = —1 (multiplicidade 3) e * = 1,5 (simples).
4) x* =0,739085. ..
5) x* =0,0946497 ... e x* = 0,739533...
6) r* =1,52430...; " =5,31204... e x* = 6,72423 . ..
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10 Respostas de alguns exercicios
8) No ponto z*, a reta e a fun¢io assumem o mesmo valor, ou seja,
axr® = senx”.

E nesse mesmo ponto, a reta ¢ tangente a funcio, ou seja,

%(ax) . = % (senz) N
J
a = cosz’.

Combinando o valor de & em termos de * com a primeira equagio, temos que x* deve ser tal que
x* cosz™ = senz”.

A partir dessa tltima expressdo, montamos a equag¢do nio linear f (z*) = 0 e utilizamos o mé-

todo. A solucdo ¢ dada por
xt="T7,7252...

10) As raizes sio —0.5 (simples), 0.5 (multiplicidade 3), v/—1 ¢ —+/—1 (ambas simples).
11)

O grafico dessa fung¢io permite visualizar que a localizagdo do primeiro minimo positivo esta
na vizinhang¢a proxima de 1,5. Nesse minimo, a derivada da fungio se anula, portanto estamos

interessados no zero da fungio

cos3x  sen3x
2

f(x):=3

T T

que esta proximo de 1,5. A melhor aproximagio com seis digitos € 1,49780.

12)

O numero que buscamos, ’f\/y, ¢ solugido da equagio f (x) = 0, onde

Assim, de acordo com o método Newton-Raphson, a relagio de recorréncia dada por

n)\ %
L) () @) -y
k-1
k (2)
1 Y
( k) ke (z) 5!
paran = 0,1, ... se aproxima do numero k\/g para uma escolha de aproximacio inicial (9. No

presente caso, a relacio de recorréncia para aproximar 81/10 é dada por

1 1
st = Ty 10
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10.3 Capitulo 3

A convergéncia € quadratica pois a derivada de f em seu zero é k (x*)kil, como z* # 0, entio
f' (@) #0.

16)

Podemos notar que o maximo global da fun¢io f esta proxima do ponto (—1.2,—1.3). No

maximo (z*,y*), as derivadas parciais com relagdo as variaveis x e y sdo nulas, ou seja, o ponto

de maximo é uma solu¢io (mas nao a unica) do sistema

of

9y =0 423433 -1 = 0

= . (10.3.1)
?(m,y) = 0 —6y5 +9zy> = 0
Y

No Scilab, podemos analisar o comportamento da funcio f atraves do grafico para a superficie
formada pelo conjunto de pontos {(z, y, f(z,y)) € R3|a,y € R} e do grafico para as curvas de
nivel dessa superficie. Comegamos com a definicio de uma funcio que dependa de dois argumen-

tos escalares e retorne um escalar:

function z=f1(x,y)
z=— x4 - y"6 + 3*x¥y"3 - x;

endfunction
Utilizaremos a fun¢io 1 como argumento das instru¢des que montam os graficos.

x=linspace(-1.5,1.5,50);

y=linspace(-1.5,1.5,50);

fplot3d(x,y,fl);
contour(x,y,f1,-5:0.2:2.4,flag=[1 O 4],zlev=-35);

A sequéncia de comandos acima desenha a superficie e as curvas de nivel na mesma janela
grafica. E possivel desenhé-las em janelas separadas. Nesse caso utilizamos o comando scf () e
uma forma mais simples para as curvas de nivel contour (x,y,f2,-5:0.2:2.4).

A partir da informacio sobre a aproximagcio inicial podemos criar uma fungio F : R? — R?
tal que a equacgio

F(t)=0¢cR?

represente o sistema (10.3.1). Ou seja ¢ sera representado por um vetor coluna (uma matriz 2 X 1)
cuja primeira componente, t(1), corresponde a variavel x e a segunda, ¢(2), corresponde a y. No

Scilab, definiremos F' como a fung¢io f2:

function z=f2(t)
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10 Respostas de alguns exercicios

z(1)=-4%£(1)"3 + 3%t (2)"3 -1;
z(2)=-6%£(2)"5 + 9kt (1)*t(2)"2;

endfunction
Agora basta utiliza-la como argumento da fun¢io zero_newraph:

zero_newraph(f2,[-1.2;-1.3],100,1);

Observagdo 10.3.1. 1. O cédigo zero_newraph deve ser carregado previamente.
2. Note que a aproximagdo inicial é repassada como um vetor coluna.
3. Anormal foi escolhida arbitrariamente.
O resultado aproximado com seis digitos é (z*; y*) ~ (—1,15797; —1,20207).

17) Aproximadamente 5,49372 x 1073, ou seja, 0,549372% ao més.

18) [—4,21102 x 1071; —3,45229 x 1071]; [0,45; —0,2]; [4,15590 x 10~!; 3,773523 x 107 1] e
[2,53936 x 10~1; 8,48516 x 1071].

19) O maximo vale aproximadamente 0,698256.
20) Custo aproximado de 310,74 R$/MWh.

21) O semieixo maior da 6rbita vale aproximadamente 6831Km.

10.4 Capitulo 4

1) Se f admite uma expansdo em série de Taylor em torno do ponto z, podemos estimar ao erro

na operag¢io de ponto flutuante:

(Dinf)(z) = flx+ hf)L — f(x)

2
Fla) + (@) + o @) + O(h) — f(x)
h

= fllz)+ gf”(:v) +O(h?) = f'(z) + coh + O(R?).
Assim, ao utilizarmos espacamento 2h, a operagio sera tal que
(Dyanf) (@) = f'(z) + co(2h) + O(K?).
A seguinte combinacdo linear anula o termo com dependéncia linear em h:
(Dyanf) (x) = 2(Dy nf) (x) = —f'(x) + O(h?)
eapartir dela definimos a operagio de diferenga finita (D1 f) (z) := 2 (D4 pf) (2)—(Dy2nf) (x) =

(@) + O(h?).
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10.4 Capitulo 4

A nova operacio (D41, f) (z) possui a seguinte dependéncia em h:
(Ds1nf) (@) = f'(2) + c1h® + O(h?)

de modo que

(Drnf) () = f'(x) +c1 (2h)* + O(K?).
E a combinagio linear
4(Dyapf) (x) — (Dyr2nf) (x) = 3f'(z) + O(h?)
remove a dependéncia quadratica em h. Definimos (D2 f) (z) como

(Dianf) (@) = L Pr10l) (@) - (Dironf) ()

ou seja,

4(2f($+h)—f($) f(x+2h)—f(ﬂ?)>_<2f($+2h)—f($) f($+4h)—f($)>

h 2h 2h B 4h

(D) (@) = ;

fx+ 4h) — 12f (x + 2h) — 32f (x + h) — 21 f(x)
12h

2) (0,3) ~ —1,350 e £/(0,1) ~ 0,8833

3) O(h)

4) O(h)

5y =/ (2= 2h) + 167w —h) - 31222.%») HI6 @ 1) = S +28) _ o (0

6) f(x) — 2f(x +hh) + f(x + Qh) — f”(x) + O(h)

5y =3 @) + 4f<x2+hh> S (G ) SRR P CO R 7 C +hh> + f(z+2h) _
f"(x) + O(h)

8) O fluxo térmico vale aproximadamente 1,875 x 104W/m?
f(x —4h) —34f(x — 2h) +64f(x — h) —64f(x + h) + 34f(x + 2h) — f(x + 4h)

9 - ~ @)+
0] (h4)

10) —4f(x—h)+ Béfh(x) + f(x 4+ 2h) )+ 0 (h2).

11) Uma possibilidade ¢ (combinando Ay, e Agp)

8f(x — 4h) — 64f(x — 2h) + 40f(x + h) — 5f(x + 2h) + 24f (z + 3h) — 3f(x +6h) .,

180 = [+

0] (hg)

12) dy(x — 3h) + (=16 + h)y(z — 2h)2];|—24(5 — h)y(x — h) + (8 = 3h)y(x) () -2y (2)+
0] (h2)
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10 Respostas de alguns exercicios

9T(R) — 12T (ZR) +3T <2R>

13) T'(R) ~ i

10.5 Capitulo 5

2) A partir dos dados da tabela encontramos as seguintes interpolacdes. Observagio: os resul-
tados foram obtidos a partir de opera¢des em ponto flutuante e os primeiros sete digitos estio
representados. Se admitirmos os valores da tabela como racionais exatos, a interpolagdo envol-
vera apenas coeficientes racionais. Por exemplo, a interpolacdo da func¢io seno sera simplesmente
P(x) = x; nesse caso, a diferenga deve-se exclusivamente aos erros de arredondamento cometidos
nas operag¢des aritméticas.

para a fungio cotangente P, (x) = 2283,332...—1,874997...-10%2+7,083307 .. .- 10822 —
1,249991 ... - 1023 + 8,33325 - 10122%.

para a funciio seno Pye, (7) = —3,469446 .. .-10~ ¥ +24+7,275957 .. .- 1071222 —1,862451 . . .-
107927,

para a fungiio cosseno Peos(r) = 1,000008. .. — 0,01399999 = + 7,833333 22 — 2000 23 +

166666,6 2.
P.55(0,0015)

Pien(0,0015)

O erro cometido na aproximagio do valor de cot(0,0015) por pode ser avali-

~ . cos

ada através da propagacio de erros. De acordo com ela, o erro — vamos denomina-lo § (z)
sen

— esta relacionado aos erros cometidos na aproximagio do seno e do cosseno pelas respectivas

interpolacdes?:

1

P,
§cos
Pien ($)

Psen

Pcos(w)
(Psen($))2

() ~

6 Peos() + '

5Psen(x)a

onde os erros sio dados por 0 Pps() = [cos(x) — Peos()| € 0 Psen(x) = [sen(x) — Psen ()|
Dessa forma, 6P.,s(0,0015) = 1,5625... - 1077 e § Py, (0,0015) = 5,625... - 10719 que

implicam a estimativa 6 —— (0,0015) ~ 0,0694449 . . .. J4 o erro obtido a partir da interpolagio
3

direta da cotangente & § Pagy (0,0015) = [cot(0,0015) — oy (0,0015)] = 18,2292 .. .

A diferenga entre as duas estimativas se deve ao fato de que a fung¢io cotangente varia muito
rapidamente no intervalo de pontos escolhido, o que potencialmente aumenta os erros de trunca-
mento. Por outro lado, as funcdes seno e cosseno variam pouco, o que permite uma interpolagio

com menos erro de truncamento.

3) Devemos construir duas interpola¢des polinomiais, uma com 4 pontos igualmente espagados,

1
Tj=3 (j—1),paraj = 1,2,3,4 eaoutra com pontos espagados segundo a formula de Chebishey,

a+b (a—0b) 25 —1
5 + 5 cos( o

xT; = w),comn:4ej:1,2,3,4.

* A fungdo sen(2x) possui expansio em série de Taylor em torno de z = 0.5 dada por

sen(2z) = 0,8414709 . . .4+1,080604 . . . (x—0,5—1,682941 . .. (z—0,5)2—0,7204037 . . . (z—

2 , ~ . Z1 ~
Calculamos a cotangente através de uma expressio do tipo f(z1,22) = —, portanto, de acordo com a expressio
z

0
para propagagio de erros, 0 f(z1, 22) = 0z + 67(21, 22)| 6z2.
Z2

%(217 22)
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10.5 Capitulo 5

0,5)3+0((x—0,5)*). A interpolagio com pontos igualmente espagados ¢ P(z) = 2,10091 z—
0,510277 x2—0,681331 23. A interpolacio com os pontos de Chebyshev é P(z) = —0,00356134+

2,11239 2 — 0,519039 22 — 0,685124 23.

* A fungdo e* possui expansido em série de Taylor em torno de x = 0,5 dada por e* =
1,64872 + 1,64872(x — 0,5) + 0,824361(z — 0,5)% + 0,274787(x — 0,5)3 + O((z — 0,5)*).
A interpolagio com pontos igualmente espacados ¢ P(z) = 14 1,01399 z +0,425665 22 +
0,278626 3. A interpolaciio com os pontos de Chebyshev é P(x) = 0,999509+41,01563 2+
0,424301 22 — 0,27824 23.

* A fun¢io /7 possui expansio em série de Taylor em torno de x = 0,5 dada por /z =
0,7071074-0,707107(x — 0,5) +0,353553(z — 0,5)2 4-0,353553 (2 — 0,5)% + O((z — 0,5)%).
A interpola¢io com pontos igualmente espagados ¢ P(x) = 2,52192z — 2,79344 2% +
1,27152 3. A interpolagio com os pontos de Chebyshev ¢ P(z) = 0,127449 + 1,8407 2 —
1,69585 22 + 0,732394 23.

1
* A fun¢dio ———— possui expansdo em série de Taylor em torno de x = 0.5 dada por
1+ 2522

g = 0187931 — 0.475624(x — 0.5) + 116446(x — 0.5)° — 2,37520(x — 0.5)° +
x

O((z—0,5)*). A interpolagio com pontos igualmente espagados ¢ P(x) = 1—3,45075 z +
4,35728 2% — 1,86807 2. A interpolagio com os pontos de Chebyshev é P(z) = 1,11311 —

4,09332 x + 5,43048 22 — 2,42567 x5.

* A fung¢io 2* possui expansio em série de Taylor em torno de = 0,5 dada por 2* =

—0,0625 4 0,5(z — 0,5) + 1,5(x — 0,5)% 4+ 2(x — 0,5)% + O((z — 0,5)*). A interpolagio
com pontos igualmente espacados ¢ P(z) = 0,222222...x — 1,222222... 2% + 223, A
interpolagiio com os pontos de Chebyshev ¢ P(z) = —0,0078125+ 0,25 — 1,25 22 4+ 2 23,

5) O spline cubico natural para o conjunto de dados formado por seis pontos € construido a
partir de cinco polindémios de grau 3: s;(x) = a; + b;(z — x;) + ¢;i(x — 23)% + d;(z — 2;)3, onde
i =1,2,...,5 mais o coeficiente acesso6rio ¢g. Como trata-se de um spline natural ¢; = ¢g = 0,

os demais coeficientes ¢; sdo solucdo solucdo do sistema

410 0 ¢ 0
1410 s | | 6
01 4 1 e |
001 4 cs

A solugio é o vetor (0,401914, —1,60766, 0,0287081, 1,49282)"". Os coeficientes b; e d; sdo cal-

culados a partir de ¢1, o . . . ¢35, 0s coeficientes a; sdo calculados a partir da relagio a; = f;.

6) Para que uma funcio g(z) seja um spline de ordem n é necessario que as derivadas de ordem
0 < k < n —1dos polindbmios que a constitui, s;(x), se igualem nos pontos de interpolagio, ou

seja sgk) (Tig1) = sg_lf_)l (Tig1):
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10 Respostas de alguns exercicios

T , —1<x<0
1. f(z) = 2¢  , 0<z<1 .Ospontosdeinterpolagiointernossiox =0ex =1,
z+1 , 1<x<2
de acordo com a expressdo para f, os limites nesses pontos existem: lim,_,o f(z) = O e
1, -1<z<0
limgy—; f(x) = 2. Quanto a derivada, f'(z) =<¢ 2 , 0<x<1 ,ouseja,aderivada

1, 1<z<?2
nio € continua. Portanto , como apenas f é continua, essa fun¢io é um spline linear.

T , —1<x<0
2. f(x) = 2r—1 , 0<z<1 .Os pontos de interpolagio internos sio x = 0 e
z+1 , 1<x<2
x = 1, de acordo com a expressio para f, o limite no ponto x = 0 nio existe, pois
lim,_,o- f(z) = 0elim,_,o+ f(z) = —1. Isto ¢ o suficiente para garantir que f nio ¢é
um spline.
0 , —1<x<0
3. f(z) = z? , 0<z<1 . Ospontos de interpolagio internos sio x = 0 e
20 —1 , 1<x<2
x = 1, de acordo com a expressdo para f, os limites nesses pontos existem: lim,_o f(z) =
0 , “1<z<0
0elimy; f(z) = 1. Quanto a derivada, f'(z) =< 22 , 0<z<1 ,podemos
2, 1I<ax<x?2

verificar que os limites em z = 0 e z = 1 existem: lim,_, f'(z) = 0 e lim,_1 f(2) = 2.
Entido, como f envolve apenas polindmios de grau menor ou igual a 2, segue que f € um

spline quadratico.

7) Dada a funcio

2+ , —1<x<0
flx) = , (10.5.1)
ax’+br , 0<zx<l1
temos que
322+1 , —-1<z<0
f(z) = (10.5.2)
2ac+b , O<z<l1
(&
6 , —-1<zxz<0
() = . (10.5.3)
2¢ , O<zx<l1

Para que f seja um spline cubico, ela deve ser tal que os limites para f, f’ e f” devem estar bem
definidos em & = 0. Ou seja, a partir de (10.5.3) , devemos ter que a = 0; a partir de (10.5.2),
devemos ter que b = 1. Quaisquer que sejam os valores de a e b, lim;_,o f(x) = 0. Portanto, f

sera um spline cubicosea =0e b = 1.

8) Sera um spline cubico se ¢ = —9 e b = 1. Nunca sera um spline ctubico natural, pois a
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10.6 Capitulo 6

condi¢do necessaria ¢ = —9 implica s”(1) # 0.
9) x ~ 2,35028
10) Aproximadamente —7,47°C
11) Aproximadamente —38,6°C
12) Aproximadamente 0,99953L

13) O valor maximo para [/l é aproximadamente 1,00051 (a 200K) e o minimo 0,999819 (a
500K).

14) Aproximadamente 0,176m/s (ocorre em t ~ 0,8315323)
15) Aproximadamente 0,844 unidades de tempo.

16) Aproximadamente 0,1245 unidades de comprimento (ocorre em ¢ &~ 0,411392 unidades de

tempo).

10.6 Capitulo 6

1) a ~ 6,37 e b~ 0,950
2) tos ~2 0,990611'1.
3) O valor maximo que a func¢io f ajustada assume ¢ aproximadamente 0,5043

4) O erro relativo é de aproximadamente 0,2140 x 102 para o coeficiente a; e 0,3925 x 102

para o coeficiente as.

5) A soma do quadrado dos residuos para a fun¢do modelo ajustada ¢ vale aproximadamente
0.491 x 1072, enquanto que no caso da fun¢io modelo ajustada ¢ a soma vale aproximadamente

0,.353 x 10~!. Portanto, a fun¢io modelo que mais se ajusta aos dados é a funcio (.
6) A~ 0,07728, k ~ 3,577,b~ 1,030 e c = —0,2146
7) A~ 8,213,b~ 6,664 ¢ c® ~ 0,1716

8) O semieixo maior da orbita ¢ igual a 2A. De acordo com o ajuste, esse valor ¢ de aproxima-
damente 1,251 x 10%*km.

10.7 Capitulo 7

1)
1.1) Basta checar os monbémios, ™, n = 0,1, ... A integra¢do é exata apenas paran = 0 e 1.
1.2) Nio é uma regra obtida a partir de uma interpola¢do polinomial. Se o fosse, seria exata
para polinémios de grau 2 e de acor2d50 com o it2em anteri02r%ela ndo ¢é exata nesse caso. C1f(0,2)+

sz(0,5) + Cgf<0,8), onde C§ = 5*4, Cy = ?7 eC3 = 5*4
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10 Respostas de alguns exercicios

1.3) Devemos realizar uma mudancga de variavel, na forma de uma transformagio afim, para
passar do intervalo de integragdo (1, 3) para o intervalo (0, 1) onde a regra esta definida. A trans-
formacio deve ser da formay = —z — =, ouainda, x = 2y+ 1. O Jacobiano dessa transformacio

2 2
vale 2: dx = 2dy. Assim, os pesos da regra original serdo multiplicados por 2.

2) De acordo com a regra composta de Simpson,

b h n h4
| #@yde =33 Curtan) - 550 - £,
@ k=1

Dessa forma, o erro de truncamento esta relacionado aos valores que assume a derivada de quarta

ordem do integrando.
d4
drt

Neste caso, o valores minimo e 0 maximo da derivada ocorrem respectivamente nos extremos

<6$2) = 4% (3 + 1222 + 4x4) )

inferior e superior do intervalo (0, 1), portanto

< & (er)

= < T6e =~ 206,6
T

a=¢

Dessa forma, o erro de truncamento esta contido no intervalo

207h* Lo h — > 12h*
- < | e de—2 o<
180 —/0 o 3;Ck6 = 7180

Se desejarmos que o erro de truncamento em valor absoluto seja menor ou igual a 1075, entdo h

deve estar no intervalo

1 1
180\ 4 180\ 1
~ (=210 )% < h < [ =2107% ) * ~ 0,0622333.
0,0305369 (207 0 > < _< 5 10 ) 0,0622333

-1

D~ 0.27468.

3) O valor exato da integral é

Newton-Cotes.
* 3 pontos (regra de Simpson): ~ 0,2650309
* 4 pontos (regra 3/8): ~ 0,2600357
* 5 pontos (regra de Boole): =~ 0,2615188

Quadratura por interpolacio em n pontos de Chebishev, z; = aT—"b + aT_b cos (%;1 Tr), 1=

1,2, ...,n.

* 3 pontos: = 0,2861982
* 4pontos: ~ 0,2701897

* S pontos: ~ 0,2714549
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10.7 Capitulo 7

Quadratura gaussiana.
* 3 pontos: ~ 0,2855636
* 4 pontos: ~ 0,2771697
* Spontos: ~ 0,2743215

Romberg.
Nesse caso, 5 pontos correspondem a utilizacio de duas quadraturas compostas, 5 = 22 + 1.
Assim,

R(2,2) ~ 0,2615188

4) A distancia total percorrida é dada pela integral

AW,MAQI+%@Vﬁ

e a posicdo final ¢ dada pelo ponto (z,y), onde

50 50
x :/ vg (t)dt e Y :/ vy (t)dt.
0 0

As integrais devem ser calculadas de acordo com a regra composta de Simpson:

/50\/ )2 + vy (t)2dt = ZC’\/vx + vy?,

A partir das aproximag¢des temos que a posi¢io final ¢ dada por =~ (35,4;17,717) e o

deslocamento total ¢ de & 56,75.

5) A quadratura sera exata para qualquer polinémio de grau menor ou igual a quatro.

C'1+CQ+03
OéC1+ 02+w03 =0

Il
N

201 + 3202+w C; = 2/3

3C1+3302+w303 =0

401-1— CQ+OJ4C3 = 2/5
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10 Respostas de alguns exercicios

22,1

1 49 =~ 1.771— 5w 103
,7709999999969849 7 2 % 1013

~ 1,7710000000011049

60,3 /10
< f(z)de < 1,771+
2 X 1013 1 ( )

7)1 ~ 6,18274 x 1073,
8) I ~ —0,0497840.
9) Aproximadamente 401m?/s.

10) Aproximadamente 8839m?*

10.8 Capitulo 8

d
1) Velocidade terminal, vp, é aquela que implica d—;}(vT) =10 — 0,003437}% = 0, ou seja, vp =
53,9949 .. ..De acordo com o método R-K de 4 estagios, aproximamos a solu¢io v nos pontos t;
porv; ~ v(t;), parat =0,1,2,...

Inicialmente realizamos a escolha, t; = ¢h com h = 1. De acordo com o método

h
Viy1l = V5 + g(kl + 2ko + 2k3 + ]{74),

onde
ki = 10— 0,0034302,
h 2
ko = 10— 0,00343 <v¢ + 2k1> ,
h 2
ks = 10— 0,00343 <vi + 2@) ,
ky = 10— 0,00343 (v; + hks)?

evg = v(0) = 0. A escolha h = 1 implica

v = 9,88711...,
vy = 19,1326...,
vy = 27,2514...,
vy = 33,9963...

1 . / / .

Como —vp = 26,9975... a aproximacido v3 ~ v(t3) estd proxima do valor exato. De acordo
2 ?

com a escolha h = 1, t3 = 3. Se as aproximagdes forem refeitas com h = 0,5 notaremos que as

aproximagoes obtidas com espacamento h = 1. sdo exatas para os primeiros digitos.

2) Por meio das novas variaveis 21 (t) := 6(t) e z2(t) = —(t) reescrevemos a E.D.O. de segunda

dt
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10.8 Capitulo 8

ordem como o seguinte sistema de E.D.O de primeira ordem:

da

at 2

dz g

E = 7561’1(2’1 )

T
com condi¢io inicial 21 (0) = 152 (0) = 0. De acordo com o método Runge-Kutta de 4 estagios,

0
a aproximacio z1; = 0(t;), 22 ~ —t(tz) ¢ determinada pelo conjunto de equagdes

h
ity (K12 + 2ko 2y + 2k3 2y + kazy)

Z1i+1 =
h
Zoit1 = 224+ G (k1,2 + 2ko 2y + 2k3 20 + ka zy)
onde
g
k’l P = 294 kl’ZQ = —7561’1 (21,7;) ’
<1 2
k = ; ﬁk: Foe = —Zsen(zi+ Shis
2,21 - 22, + 1,295 22 I s 9 1]

k3zp = zoq+ 5"72,@7 k3., = —%sen z14 + 5]92721 ,
k4721 = 22+t hk&zz’ k4,22 = _%Sen (Zl,i + hk37z1) y

T
€210 = 7> 220 = 0.

No casoem que g = 10 el = 1, a escolha t; = ih com h = 0,1 determina as aproximagdes

0;

@’

0,1

7,502529881968854619D-01

-6,986640560618003759D-01

0,2

6,473769250333341052D-01

-1,345764731270578274D+00

0,3

4,846901251555982282D-01

-1,885214951935509031D+00

0,4

2,758968318499587791D-01

-2,258596094811123667D+00

0,5

4,020089739876930857D-02

-2,416906369014381273D+00

0,6

-1,994576486681848282D-01

-2,336869344902609225D+00

0,7

-4,195523688530167772D-01

-2,030454605693730485D+00

0,8

-5,993625050307915814D-01

-1,539848623569317176D+00

0,9

-7,232646149718042761D-01

-9,220589076791289029D-01

1,0

-7,814502189975390811D-01

-2,346645475407357351D-01
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10 Respostas de alguns exercicios

2
m.
0,1 | -7,071098257380471708D+00
0,2 | -7,071143717085210056D+00
0,3 | -7,071176021246849963D+00
0,4 | -7,071184627014472923D+00
0,5 | -7,071202329149606669D+00
0,6 | -7,071262655140071907D+00
0,7 | -7,071340798168884945D+00
0,8 | -7,071387147379484261D+00
0,9 | -7,071394581702683091D+00
1,0 | -7,071395091283599221D+00

3) Solug¢des aproximadas:

226

0;

0

0,1

7,512726539258556269D-01

-6,593554904858605070D-01

0,2

6,618876157127367987D-01

-1,077260207997353003D+00

0,3

5,462787941209643616D-01

-1,190801663155198531D+00

0,4

4,303752485242994252D-01

-1,106390275185635819D+00

0,5

3,271550649679398348D-01

-9,544612094253279722D-01

0,6

2,392107522496690342D-01

-8,081631336776329277D-01

0,7

1,644829894593368702D-01

-6,917435591254794680D-01

0,8

9,977655094889134602D-02

-6,073207395026503086D-01

0,9

4,208831217573000966D-02

-5,505667746075731950D-01

1,0

-1,110661623174667018D-02

-5,167818750812648299D-01

l;

I

0,1

1,035672815067455677D+00

7,188925258147168540D-01

0,2

1,145420049975157895D+00

1,481660194498966021D+00

0,3

1,331882732865563579D+00

2,236588986043988925D+00

0,4

1,588320949230445311D+00

2,859704577186615637D+00

0,5

1,895444791167168130D+00

3,234858254093807339D+00

0,6

2,224645380337613165D+00

3,294434415390164350D+00

0,7

2,543112098234658891D+00

3,020995571023971316D+00

0,8

2,818452275093480619D+00

2,438941171555207621D+00

0,9

3,022462722971309024D+00

1,606356442779903304D+00

1,0

3,134098507378014098D+00

6,069096125336485015D-01




10.8 Capitulo 8

2
m.

0,1 | - 1,414197206858997635D+00

0,2 | - 1,414157988548052414D+00

0,3 | - 1,414169370386709534D+00

0,4 | - 1,414237661239337696D+00

0,5 | -1,414275527535049815D+00

0,6 | - 1,414276377918547878D+00

0,7 | - 1,414267862850715041D+00

0,8 | - 1,414263795974782134D+00

0,9 | - 1,414266517191248518D+00

1,0 | - 1,414274948146285737D+00

4)Solugdes aproximadas:

ti 01; 01/
0,1 | 7,504685422015303642D-01 | -6,897770467520577542D-01
0,2 | 6,510496003775438911D-01 | -1,270930782712977436D+00
0,3 | 5,037684879639487967D-01 | -1,631803386098856556D+00
0,4 | 3,341536192802013749D-01 | -1,715011247000679750D+00
0,5 | 1,697120647693060036D-01 | -1,535981627624850798D+00
0,6 | 3,311457155810154651D-02 | -1,183559404914650948D+00
0,7 | -6,917259335325923186D-02 | -9,019594905497929638D-01
0,8 | -1,592353515323187696D-01 | -9,499724170982495330D-01
0,9 | -2,652610976057471759D-01 | -1,171112655424180415D+00
1,0 | -3,898149186659949916D-01 | -1,291058696342471723D+00
ti 02 62!
0,1 | 7,849669880187599702D-01 | -1,778069435585754102D-02
0,2 | 7,779841968635019533D-01 | -1,522880644673337558D-01
0,3 | 7,461311401065024995D-01 | -5,309885715954084651D-01
0,4 | 6,622435794163086253D-01 | -1,184591763148334476D+00
0,5 | 5,035887915655447022D-01 | -1,998928228485088887D+00
0,6 | 2,635726284306724176D-01 | -2,770230361480222392D+00
0,7 | -3,848503433780764427D-02 | -3,178385013731055864D+00
0,8 | -3,490616349961885856D-01 | -2,930037024491089159D+00
0,9 | -6,087310308453142138D-01 | -2,221655003378214310D+00
1,0 | -7,899621003083197035D-01 | -1,404442674935349800D+00
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10 Respostas de alguns exercicios

L;

t; =l

m

0,1 | -2,021329639777180631D+01
0,2 | -2,021340947493002460D+01
0,3 | -2,021369606615465386D+01
0,4 | -2,021379661120513660D+01
0,5 | -2,021336466750859273D+01
0,6 | -2,021373921783010630D+01
0,7 | -2,021474467827373189D+01
0,8 | -2,021545565083874152D+01
0,9 | -2,021500305318189561D+01

1,0 | -2,021526803314096554D+01

5) Aproximacgido com seis digitos para o periodo: 1,89717.
6) 252,86.
7) Aproximacdo com seis digitos para o angulo: 0,0237355rad.

8) Amplitude pico a pico vale aproximadamente 4,457.

9)
Tip1 = T + g (Kiz+ Kayg), Yirl = Yi + g (K1y+ Kay),
onde
Ki, = ti+zyi, Kiy = yi+tx,

Kg’x = ti—i-h—i-(.Ti—i-hKLx)(yi—l—hKl,y), KQ,y = yi—I—hKl,y—l—(ti—l-h)(wi—i-hKLm).

10) Potencial acdo.
11) 152,0s
12) Valor minimo para & ~ 0,5965. Valor minimo para y = 0,4688.

13) Aproximagio a partir de 101 pontos: 12,738772. Aproximag¢io a partir de 201 pontos:
12,738746. Aproximagdo a partir de 401 pontos: 12,738744. O conjunto dessas aproximacoes
permite concluir que a integral vale aproximadamente 12,73874.

14) O angulo vale aproximadamente —0,1057 radianos, ou seja, —6,055°.
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Apéndice

Teorema 10.8.1 (Valor Médio)
Seja f : [a,b] — R wuma funcdo continua e diferenciavel no intervalo aberto (a,b), entdo existe
um c € (a,b) tal que

f) = f(a) = f'(c)(b—a).
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