Capitulo 5

Ajuste de minimos quadrados

5.1. Ajuste de minimos quadrados polinomial

No capitulo anterior estudamos como encontrar um polindmio de grau m que interpola um
conjunto de n pontos {{;, f;}}",. Tipicamente! quando m < n — 1 esse polindmio no existe.
No entanto, ainda assim podemos encontrar uma aproximagdo p(x) para a fun¢do desconhecida
que define os n pontos. Se p(z) fosse uma interpolagéo, seria necessario que p(x;) = f;. A técnica
de ajuste de funcdes substitui essa exigéncia pela minimizagdo de uma funcdo Q({r;}) definida a
partir dos residuos r; = p(z;) — f;.

A escolha mais comum para () é a soma quadratica dos residuos, ou seja
n
QUrip =) . (5.1
i=1

Existem outras escolhas possiveis para ), por exemplo, () = max; |r;| ou @ = >, |r;|, a impor-
tancia de (5.1) deve-se ao teorema de Gauss-Markov para modelos lineares em estatistica.

Inicialmente vamos tratar o caso em que a fun¢do ajuste € um polindmio de grau m. Como
veremos a seguir, a condicdo de que (5.1) seja minimo fornecerd as equacdes para determinarmos
os coeficientes do polindmio. O procedimento de determinar os coeficientes que minimizam (5.1)
¢ denominado ajuste de minimos quadrados.

Seja entdo p(x) o polindmio
p(x) =ag+ a1z + ...+ apz™,

uma condicao necessdria sobre o valor dos coeficientes a; para que

2

n m )
Q=2 [fi-d uwl
i=1 §=0

seja minimo é
2Q

0
Oay,

parak =0,1,...,m.

' E claro que existem casos em que a interpolagdo é possivel, por exemplo, poderfamos ter um conjunto de trés
pontos alinhados (n = 3). Nesse caso, hd a interpolacdo dos mesmos por uma reta (m = 2), mas se fossem trés pontos
distintos ndo alinhados, a interpola¢@o por uma reta ndo mais seria possivel.
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Isto implica as equacdes

i=1 §=0

—Qi fi— zm:aj:cz)

0 ; 0
paracadak =0,1,...,m, pois — <Z§n:0 ajzz,‘].) =
day,

7

day,

xf A equagdo (5.2) pode ser reescrita como

n m
Ltk
ZE}Wi =

n
k
i=1

66

(5.2)

(ao + a1z + ... + apzh + ... + apal™)

i=1 j=0
m n n
Jt+k _ k
Z x; a; = Z fiz; (5.3)
j=0 \i=1 i=1
paracadak = 0,1,...,m. Ou seja, um sistema de m + 1 equagdes lineares cujas incégnitas sdo os

m + 1 coeficientes a; do polindmio p(z).

O sistema de equagdes (5.3) pode ser convenientemente descrito em notacao matricial como

XTXa=XTt, (5.4)
onde
1z 22 x|
1 29 a2 xht
X = ; Sl (5.5)
1z, 22 "
ao
" bil
1
XT ¢ sua transposta, a = ef = : . As equagdes dadas pelo sistema (5.4) sao
fn
Qm

denominadas equacdes normais. Essa nomenclatura deve-se ao seguinte fato: o sistema (5.4) pode

Ser escrito como
XT(Xa—-f)=0

o vetor entre parénteses, Xa — f é o vetor cujas componentes sdo dadas pelos residuos da aproxi-

macao e, segundo a equagdo anterior esse vetor é normal (ortogonal) aos vetores formados pelos

l
I

zt

elementos das linhas da matriz X7 que sdo da forma paral =0,1,2,...,m.

Exemplo: Seja o conjunto de pontos {{z;, fi} }?_;: {{-2,0}, {-1,1},{0,2},{1,1},{2,0}}
vamos determinar o ajuste de minimos quadrados para um polindmio de segundo grau p(z) =

ag + a1z + ag:z2.
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Os coeficientes do polindmio sdo a solug@o do seguinte sistema na representacao matricial

XTxXa=XTt,
onde a matriz X é dada por
1 x 22 1 -2 4
1 xy 23 1 -1 1
X=11 z3 x% =1 0 0],
1 x4 23 1 1 1
1 z5 x% 1 2 4
portanto
5 0 10
X'X=| 0 10 0
10 0 34
i
f2 o
O vetor de constantes f = | f3 | e o vetor de incognitas a = | a; | compde o sistema
Ja as
5
que possui matriz completa
5 0 10 4
0 10 0 O
10 0 34 2
e solugdo
58/35
a= 0
-3/7
58

3
Assim, o polindmio que ajusta os dados é p(z) = — ?a:Q.

T35
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f(x)
2e

A B

Figura 5.1. Ajuste de minimos quadrados — ajuste polinomial

Caso particular: regressao linear

Quando o ajuste de minimos quadrados é realizado para um polindmio de 1° grau as expressdes
sd0 mais simples, em particular, é possivel determinar o valor dos coeficientes ag e a; exclusiva-

mente em termos de médias.
Para um conjunto de n pontos {{z;, fi}}I*;, a soma quadrdtica dos desvios, ), ¢ dada por

n

Q= Z(fz’ —ag — arz)’.

i=1
Da mesma forma que no caso mais geral, condi¢cdes necessdrias para que () seja minimo sio dadas

pelas derivadas de () com relag@o a ag e a1 que devem se anular:

Q Zn

Doy i:l(fi —ap — i) (=1) =0 (5.6)
(]

0Q Zn

dar =1 (fi = a0 — ars)(—xi) = 0. 5.7

A partir da equacdo (5.6) temos

n

i=1

nao+a121‘z‘ :Zfi — a0+al%zl‘i = %Zfz
i—1 =1 =1

Da mesma forma, a equagao (5.7) implica

n n n 1 n
. 2 _ . ,
aoE xﬂralE xi—g fizi — aoﬁg Titar- ) w=
=1 i=1 =1 =1 =1 i=1
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Através da notagdo T = %ZLI iy T2 = %Z?:l x?, f = %Z?:l fie fx = %Z?:l fix;

podemos reescrever as equagoes (5.6) e (5.7) como o sistema

ap + T ay = ?
§a0+?a1 = ﬁ

cuja solucdo determina os coeficientes ag € a;:

fx2—7fx
aozii7
.I‘Q—(f)z
fr—fz
n==—"
v? — (T)

5.2. Ajuste de minimos quadrados por uma combinacao linear de funcoes

A maneira através da qual determinamos o ajuste de minimos quadrados por um polindmio
pode ser imediatamente generalizada para o caso da combinacao linear de um conjunto de funcdes
conhecidas {y;(z)};. Podemos verificar prontamente que o polinémio p(z) = ag + a1z + ... +

amx™ é um caso particular da combinagio linear de m distintas fungdes ¢;(x)
m
p(r) = ajpi(x),
j=1

no caso em que @;(z) = 2.
A soma quadritica dos residuos Q( f, ) é dada por

2
n n

QULe) =D (fi—e@)* =D | fi= > ajpi(z)
j=1

i=1 =1

De maneira totalmente andloga ao caso do ajuste para polindmios, o conjunto de coeficientes que

minimizam Q(f, ¢) é determinado pela solug@o do sistema de equagdes lineares

0Q  _
dag -
9Q
day

9Q  _

Oam

que € equivalente ao sistema de equacdes normais

T da = dTf, (5.8)
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onde
901(361) 902(561) o om(T1)
p1(z2) p2(z2) 0 pm(2)
¢ = . . . )
o1(zn) @a(wn) - om(Tn) nXm
ap f1
" a of— fo
Am fn

Exemplo: Seja o mesmo conjunto de pontos utilizados no exemplo de ajuste polinomial
Hai, fi} oo, {{—-2,0},{-1,1},{0,2},{1,1},{2,0}} vamos determinar o ajuste de mini-

mos quadrados para a seguinte combinagio linear, () = a;+agse®+aze™*, onde p;(x) = 1,

T

pa(x) =e® e ps(x) =e 7.
Os coeficientes do ajuste sdo solug@o do seguinte sistema na representagdo matricial

T da = OTF,
onde a matriz ¢ é dada por
e1(21) p2(z1)  p3(z1) 1 e? €
p1(z2) pa(z2) p3(z2) 1 el e
Q=1 ¢pi(w3) @a(w3) w3(zz) | = 1 1 1 ,
p1(za) pa(za) p3(za) 1 e et
p1(xs) p2(zs) p3(z5) 1 e e2
portanto
5,00000 11,6106 11,6106
®T® = | 11,6106 63,1409 5,00000
11,6106 5,0000 63,1409
4,00000 aq
O vetor de constantes ®7f = | 5,08616 | e o vetor de incégnitasa = | ay | compde o
5,08616 as

sistema que possui matriz completa

5,00000 11,6106 11,6106 4,00000
11,6106 63,1409 5,00000 5,08616
11,6106 5,00000 63,1409 5,08616

e solugdo
2,17256
a=| —0,295542
—0, 295542

Assim, o ajuste toma a forma ¢(x) = 2,17256—0, 295542 (e* 4+ e™*) = 2,17256—0, 591084 cosh(x).
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e (X
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Figura 5.2. Ajuste de minimos quadrados — combinagdo linear

Problemas de condicionamento no método de ajuste de funcoes pelo método dos minimos
quadrados

De modo geral, ao aplicarmos o0 método de ajuste de minimos quadrados com um polindmio de
grau maior ou igual a 8, a tarefa de resolver o sistema de equagdes normais (5.4) € muito dificultada
por erros de arredondamento. A dificuldade esta relacionada ao fato de que as matrizes da forma
XT X presentes no sistema (5.4) sdo mal condicionadas. Essa propriedade independe dos valores
fi no conjunto de n pontos {{z;, f;}}_, para ajuste. Note que a matriz (m + 1) x (m +1) XTX
depende apenas dos valores x; e do grau m do polindmio ajustado.

Como exemplo, no caso em que os n valores x; sdo igualmente espagados entre 0 e 1 € possivel
demonstrar’> que X7 X é aproximadamente igual a matriz nH, onde H é a matriz de Hilbert® de
ordem m + 1, uma matriz mal condicionada.

Uma maneira de contornar as dificuldades introduzidas pelo condicionamento da matriz X7 X
e, ainda assim, realizar o ajuste de minimos quadrados para um polindmio de ordem grande, con-
siste em utilizar um conjunto de polindmios ; () construido de maneira que a matriz &7 ® presente
no sistema de equacdes normais (5.8) ndo possua problemas de condicionamento. Como veremos
adiante, esse objetivo é alcancado se o conjunto de fungdes {p;(x)}; for um conjunto de fungées

ortogonais.

5.3. Ajuste de minimos quadrados por uma combinacio linear de funcoes
ortogonais

Definiciio (produto interno discreto). Seja o conjunto finito de pontos X = {x;}?_, e duas fun-

coes [ e g definidas sobre X. O produto interno discreto entre f e g, simbolizado pela expressdo

2 Veja a demonstracio na referéncia:
Yakowitz, S.; Szidarovszky, F. An Introduction to Numerical Computation. Macmillan Pub. Company. (1986).
1

3 A matriz de Hilbert H possui coeficientes a;; = ————.
i+7—1

O condicionamento dessa matriz cresce exponenci-

almente com a ordem.
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(f, 9)x é definido como

n

(f,9)x =Y fla)g(x)

i=1
Definicao (funcgoes ortogonais). Dadas duas fungoes f e g, definidas em conjunto discreto finito

X, dizemos que as mesmas sdo ortogonais se

Em particular, um conjunto de fungdes {;(z)}/”; definidas nos pontos do conjunto X & um sis-

tema ortogonal se e somente se, para quaisquer 1 < 4,5 < m,

(@lv@])X = 07 Sei#.ﬁ
(@17@]))( 7£ 07 Sei:j'

Se o ajuste de minimos quadrados dos dados {{x;, f;}}7_, € realizado para uma combinagio

linear
m

aipi(z), (5.9)
i=1

onde as fungdes ;(x) sdo elementos de um sistema ortogonal, entio a matriz ®7'® ¢ uma matriz
diagonal o que torna o problema de resolver o sistema (5.8) uma tarefa simples.
Seja s;; um coeficiente da matriz S = ®7® onde {(;(z)}™, é um sistema ortogonal. A partir

da definicdo da matriz ®, temos que
Sij = Z pi(zk)ej(r)

= (9027 SOJ)Xv

como as fungdes ; fazem parte de um sistema ortogonal, entdo

0 ,se1#£ j
-
Y (pispi)x .sei=]

ou seja, S = ®T® é uma matriz diagonal. Nesse caso, a solucdo do sistema de equacdes nor-
mais pode ser obtida a um baixo custo computacional e com erros de arredondamento controlaveis
através da inversdo de S:

a=(o7®) " &7F.

como
1
(p1,01)x 0
. 0 !
((DT@) — (@2%?2,))( ,
0 0 L



Capitulo 5. Ajuste de minimos quadrados 73

temos entdo que os coeficientes do ajuste* (5.9) sio dados por

T (e eix

Portanto, jd que z; e f; (ou f(z;)) sdo dados de entrada para o ajuste, a determinagéo dos
coeficientes a; depende apenas da tarefa de encontrar um conjunto de fungdes ¢; que seja um
sistema ortogonal. Se (; forem um polindmios de grau 4, entiio é possivel® construir um sistema

ortogonal. A construcdo é realizada a partir da relacdo de recorréncia que os polindmios ¢; devem

satisfazer:
pi(z) = (x — b;)pi-1(z) — cipi-2(z),
onde
b = (37901‘—1(»’6)7%‘—1(37)))(7 i=1.2,...
(pi-1(x), pi—1(7)) x
¢ (xpi-1(x), %‘—2(55)))(, i=2.3,. ..
(pi—2(z), pi—2(7))x
e ¢c; = 0. Assim, construimos recursivamente os polindmios a partir da escolha ¢g(z) = 1 e
p-1(z) = 0.

5.4. Ajustes nao lineares redutiveis ao caso linear

Quando o ajuste de minimos quadrados € realizado para fun¢do que nio pode ser escrita como

uma combinacdo linear de fun¢des conhecidas, por exemplo,
¢(z) = a1z + cos(agx) + e®%,

o método de minimos quadrados envolve a solu¢do de um conjunto de equacdes ndo lineares. Nao
vamos estudar este tépico aqui, porém existem casos de ajuste de minimos quadrados ndo linear
que, mediante uma transformacao, podem ser escritos como um problema de ajuste linear.

Devido a sua importincia vamos estudar o método de ajuste para as fungdes:

o(x) = ape™® (5.10)

0(x) = apz™. (5.11)

* Lembre que os dados para ajuste sdo {{z;, fi}}"1, onde o conjunto X = {x;}?", é utilizado para definir o
produto interno (-, ) x. Como temos estudado até aqui, f; = f(z;) se f for conhecida, caso contrario f; é um dado de
entrada no problema de ajuste.

3 Veja os detalhes em:

Ralston, A.; Rabinowitz, P. A First Course in Numerical Analysis. McGraw-Hill.(1978).
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No primeiro caso, tomamos o logaritmo em ambos os lados da equacdo. Assim,
In(¢) =Inag + a1 .

E o problema original de encontrar o ajuste de minimos quadrados néo linear para o conjunto de
valores {{x;, f;}}_, para a fungdo (5.10) passa a ser o problema de ajuste linear do conjunto de
dados {{z;,In f;}}7 ;.

No segundo caso, também tomamos o logaritmo e assim,

In(0) =Inagp + a; Inz.

E o problema original de encontrar o ajuste de minimos quadrados ndo linear para o conjunto de
valores {{x;, f;}}_, para a funcdo (5.11) passa a ser o problema de ajuste linear do conjunto de
dados {{Inz;,In f;}} ;.

Exemplo: Vamos realizar o ajuste dos pontos {{0, 1; 0,01}, {0, 2; 0,063}, {0, 5; 0,59}, {0,7; 1,5},
{1,0;3,6}} a fungdo 0(z) = apzr®. Vamos tomar o logaritmo das duas coordenadas dos

pontos, o resultado é o novo conjunto de pontos {{lnx;,In6;}}:

{ -2,30259 : —4,60517 }
{ —1,60944 ; —2,76462 }
{ —0,693147 ; —0,527633 }
{ —0,356675 ; 0,405465 }
{ 0,000000 ; 1,28093 }

O logaritmo da func¢io que desejamos ajustar é In § = In ag + a1 In z, portanto ao nomear as
novas variaveis t = Inz e z = Inf temos que o ajuste ndo linear pode ser descrito como a
regressdo linear z(t) = dp + a1t com o conjunto de pontos {{;, z; } } da tabela acima. A partir

da expressdo para a regressdo linear obtemos
ap = 1,28619 e ay; = 2,54784.
Como ag = €%, obtemos o ajuste

0(z) = 3,61897 251784,
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0(X)

01 02 05 0.7 1.0

Figura 5.3. Ajuste de minimos quadrados — ajuste néo linear

5.5. Exercicios

1) Encontre as aproximagdes de minimo quadrado linear e quadrdtica para os seguintes pontos:

{{xi; fz}}z = {{_27 6}, {—1, 4}7 {07 3}7 {17 3}}

2) Realize o ajuste de minimos quadrados a;p1(x) 4+ azp2(x) com respeito aos coeficientes aq

e ag para as fungdes ¢1 (), p2(x) e o conjunto de dados {{x;, f;} }; abaixo:

1. ¢1(z) =1, po(x) = z. Dados {{0,1},{1,2},{2,4}}.

2. p1(x) = sen(x), pa(x) = cos(x). Dados {{0,0},{7/4,1},{mr/2,0}}.
3. vi(z) =1, pa(x) = €”. Dados {{0,1}, {1,2},{2,2}}.

4. p1(z) = €", pa(x) = e *. Dados {{0,0},{1,1},{2,1},{3,0}}.

3) A partir da transformacdo pela acdo do logaritmo, determine a forma linear para o ajuste
ndo linear da fun¢do ¢(x) = a;x*?2e** ao conjunto de pontos {{1,000; 1,854}, {1,600;0, 9451},
{2,200;0, 7528}, {2,800;0, 7890}, {3,400;0,9230}, {4,000; 1,237} }.

4) Considere os pontos {{x;, f;}}I'; da forma z; = (i — 1)h e f; = sen(z;), onde h =

m/(n — 1) e n é uma constante positiva. Encontre os ajustes de minimos quadrados linear, qua-

. . i~ . T
drético e de quinta ordem nos casos n = 7, 10 e 15. Calcule a exatiddo nos pontos x; = Jﬁ’
7 = 1,2,...,100. Observacdo: nao sofra desnecessariamente, construa e utilize um sistema de

polindmios ortogonais. Seria interessante utilizar um computador no célculo da exatiddo.

5) Estudamos em classe o método do minimos quadrados no caso em que o conjunto de dados é
discreto, no entanto é possivel ajustar uma fungdo f () pela combinacio linear f(x) = > cipi(x)

para x em um intervalo continuo [a, b]. A técnica é semelhante a que estudamos no caso linear geral
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com a seguinte diferencga, ao invés de utilizar um produto interno discreto, neste caso, o produto

interno de duas fungdes g(x) e h(x) é definido como

b
(9 1) = / dz w(z) g(x) h(z)

onde w(x) é uma fungdo peso. A medida de ajuste, Q(f, f) é dada por

Encontre o ajuste pelo método dos minimos quadrados (assuma w(x) = 1) na forma f (x) =

ap + ax para a fungdo f(z) = e” no intervalo [0, 1].

Respostas

3) O ajuste de um conjunto de dados a fungdo p(z) = a;x?2e?* pode ser realizado através
do método dos minimos quadrados para uma combinagio linear de fun¢des. Seja o(z) = In p(z),

entao

P(xr) = Ina;+aslnz + agx

= a1 +axlnx+ asz,

onde a; = Ina;. A relacdo entre ¢ e ¢ permite que o conjunto de dados {z;, In f;} seja ajustado a

combinagdo linear das fungdes ¢1(z) = 1, ga(z) = Inz e p3(x) = a:

1 0 1.0
¢1(z1)  Pa(w1)  P3(w1) 1 Inz = 1 0.470004... 1.6
G_ | Pr@2) @a(w2) Galwa) | [ 1 Inmaomp | )1 0.788457... 22
a : : : N | 1 10262 28 |
S1(z6) Pra(ze)  P3(we) 1 Inzg g 1 1.22378... 3.4
1 1.38629... 4.0
6 4.89815. .. 15
T = | 4.89815... 5.32212... 15.0756...
15 15.0756 . . . 43.8
c
0.617345 . ..
In f —0.564645 . . .
I f 0983056 0.172499 . ..
~ 2 ~ —VU.
T , = o7 =1 —0.297641...
: —0.236989. . .
—0.182942 . ..
In f —0.080126. ...

0.212689. ..
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v (X)

18
16+

14+

12t /
* * * > * X

1 2 25 3 5 4

0.8

Figura 5.4. Ajuste de dados pela fungio p(x) = 0.503951 5~ 3:12245¢1.30522

As constantes sio solucdo do sistema

6 4.89815... 15 ax 0.172499...
4.89815... 5.32212... 15.0756... az | = | —0.297641... |,
15 15.0756.. .. 43.8 as —0.182942. ..

a; = e = 0.503951 ..., as = —3.12245 ... e a3 = 1.30522. ..



