Capitulo 4

Interpolacao

Neste capitulo estudaremos métodos que permitem encontrar um valor aproximado para uma
funcdo f calculada em um ponto z do intervalo I, através do conhecimento de uma colecdo de pares
ordenados (pontos) {(z;, f(z;))} Y, tais que z; € I. Seja P a fungo que aproxima f no intervalo

1. Entdo, para o conjunto de pontos z;, 7 = 1,..., N

P(x;) = f(xi),

dizemos que P interpola a funcgéo f nos valores x1, x2, . . ., . Entdo podemos utilizar a fungdo P
para encontrar uma aproximacao para o valor de f no ponto x € I, esse procedimento é denominado
interpolacdo. Se x estiver fora do intervalo I e ainda assim utilizarmos a func¢do P para encontrar
o valor aproximado de f nesse ponto, o procedimento é denominado extrapolagdo.

A escolha de polindmios para realizar essa tarefa possui os seguintes motivos: € possivel apro-
ximar uma grande variedade de fung¢des, os polindmios sdo de facil manipulagdo matemética (prin-

cipalmente derivagdo e integracio) e o teorema de Weierstrass

Teorema (Weierstrass)
Seja f uma func¢do continua definida no intervalo fechado limitado [a, b] e seja 6 um niimero posi-

tivo. Entdo existe um polindmio p, tal que para todo x € [a,b],

|f(z) = pla)] <0

No entanto, da mesma forma que o teorema de Weierstrass garante uma representacéo de f por
um polinémio p tdo “préximo” quanto queiramos, ele nada diz sobre o grau de p. Em algumas
situacdes, o problema de encontrar p que desempenhe esse papel pode ser extraordinariamente
dificil do ponto de vista numérico.

Antes de discutirmos o procedimento de interpolacido por polindmios, vale a pena mencionar

um algoritmo ttil no calculo do valor de p em um ponto x. Trata-se do algoritmo de Horner.

Algoritmo de Horner

Batizado com o nome do matematico inglés Willian George Horner mas ja conhecido por Isaac
Newton em 1669 e mesmo pelo matemdtico chinés Qin Jiunshao no séc. XIII, o algoritmo consiste
em uma maneira otimizada de calcular p(x) = a;,2™ + @py_12™ 1 4. ..+ ar1x + ag através de m

multiplicagdes e m adicdes.
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Basta reescrever o polindmio na forma concatenada:
p(z) = ((-.. ((amz + am—1)T + am—a)T + ... + a2)x + a1)x + aop.

Assim, p(z) pode ser calculado iterativamente: se denominarmos b,, = @, AT + Am—1 =
b® + @pm—1 = bpy—1, entdo obtemos uma recursdo para os b; de modo que p(x) = by. Por
exemplo, o polindmio p(z) = 323 + 822 — 2 + 1 = ((3z + 8)x — 1) + 1. Nesse caso b3 = 3,
by =bsx +8 =3z +8,b; =bex — 1 = (32 + 8)x — 1 e finalmente p(z) = by = byz + 1.

4.1. Interpolacao polinomial

Seja f;, i = 1,2,...,n, o valor da fungdo f calculada nos n pontos de interpolagdo x;. En-
contrar o polindmio de grau m que interpola f nesses pontos consiste em resolver o sistema de

equacdes lineares f; = f(x;) = p(x;), ou seja o sistema

1

amz" + am_1zi 4+ ...+ ax1r + a0 = fi
-1
amy  +  am—1Ty + ... 4+ aixzes + ag = fo
) 4.1)
amx™ 4+ a4+ + ax, + ap = fn
As m+1 incégnitas sdo os coeficientes do polindmio, ag, a1, - - . , @, € 0 sistema possui n equacdes.

Portanto, tipicamente, o sistema nio possui solu¢do se m + 1 < n, possui infinitas solugdes se

m + 1 > n e serd unicamente determinado se m + 1 = n.

Observacao. Vale lembrar que esse procedimento ndo é adequado para determinar polinémios
interpolantes se os dados de entrada possuirem componentes aleatorios (medidas experimentais),
ou de alguma forma, o valor da funcdo que se quer interpolar ndo é conhecida exatamente ou com

suficiente exatiddo.

4.1.1. Interpolacio pelos polinomios de Lagrange

Como veremos adiante, resolver o sistema (4.1) ndo é a maneira mais simples ou menos sujeita
a erros de arredondamento quando desejamos determinar o polindmio interpolante. O seguinte teo-
rema garante a unicidade do polindmio interpolante, o que nos permite buscar maneiras alternativas

de construi-lo. Por ser tnico, o resultado serd independente da construcao.

Teorema (unicidade do polinémio interpolante)
Sejam x1, ..., xy, pontos distintos. Para um conjunto arbitrdrio de valores f1, ..., [, existe um e

somente um polinémio p de grau menor ou igual an — 1 tal que
p(xi) = fi,

parai=1,2,...,n.
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Demonstracdo: No caso em que temos n pontos distintos e procuramos um polindmio de grau
menor ou igual a n — 1, a matriz quadrada dos coeficientes do sistema de equacdes lineares

(4.1) assume a forma da seguinte matriz de Vandermonde,

n—1 n—2 2
Ty Ty ceoxp o1 1
n—1 n—2 2
T4 T4 x5 w1
n—1 n—2 2
Ty Ty T, Ty 1

Por hipétese os x; sdo distintos, portanto o determinante da matriz, dado por

I @ —=)

1<i<j<n

€ ndo nulo, conseqiientemente, a solugdo do sistema € tnica e o polindmio também. |

Vamos supor que para cada 1 < j < n exista um polindmio de grau n — 1, [;(x) tal que para

cada 1 < k < n, o valor de /; no ponto de interpolagdo x, € tal que

Li(ek) = jn,
onde ¢; 1 € o delta de Kronecker'. Nesse caso, os polindmios l; permitem reescrever o polindmio
interpolante p(z):

p(x) = fil(@) + folo(2) + ..+ fuln(z) = D fili(2),
=1

podemos trivialmente verificar que p(zy) = >0, filj(vk) = >_7_; fidjk = fk. Portanto se
formos capazes de construir os polindmios /; a interpolacdo estard determinada. Vamos entdo
construi-los a partir das seguintes consideragdes.

Segundo a sua defini¢do /;(z1) = 0 para todo x, tal que k # 7, entdo os pontos xj, sio raizes de
l;, se j # k e portanto, a menos de uma constante multiplicativa, C';, o polindmio /; € determinado

pelo produtério

li(x) = Cjlz—x1)(z—x2)...(x —zj1)(@ —jq1) ... (x —zy)

= C H(:z: — ;).
i=1

i#]
! O delta de Kronecker é definido pela expressdo

onde j e k sdo dois nimeros inteiros.
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Por fim, a constante C; pode ser determinada através da propriedade /;(x;) = 1:

lj(xj) =1 = Cj H(xj — 1’@) =1,

ou seja

Dessa forma, os polindmios /; (), denominados polindmios de Lagrange sdo determinados a partir

do seguinte produtério

e a interpolacdo de Lagrange

3

Exemplo: Seja a fungio f(x) = sen(x) a partir da qual construimos a interpola¢@o nos trés
pontos x1 = 0, xo = 1 e x3 = 2. Serd entdo um polindmio de segundo grau. Os pontos de

interpolacdo sdo dados por

| J | = | f; =sen(z;) |
110 0

21 sen(1)
312 sen(2)

os polindmios de Lagrange sdo entdo dados por

A interpolagdo é dada por

D) = (Ser;@) - sen(l)) e <2sen(1) - Se“@)) v

4.1.2. Interpolaciao de Newton

De acordo com o teorema da unicidade do polindmio interpolante, toda interpolacdo de n pontos
por um polindmio de grau n — 1 é Unica e pode ser obtida pelo método de Lagrange. No entanto,

existem outras maneiras de construir o polindmio p(x) que podem ser mais convenientes. Uma
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dessas maneiras € a interpolacdo de Newton, que permite a insercao de pontos adicionais de maneira
mais simples e menos sujeita a deteriorag@o por erros de arredondamento.

O método consiste em determinar o polindmio
p(z) =ao+ai(zr—z1)+ax(z —z1)(z —x2) + ... +an—1(x —x1) ... (T — Tp_1).

Por construgao,

p(z1) = ao

como p(x) é o polindmio interpolante, p(x1) = f1, ou seja,
ap = fi.
Da mesma forma,

p(xe) = ap+ai(zy—x1) = fo

= fit+ai(xe — 1) = fo,

ou seja, p
2 — Qo
Tro9 — 1

ay =
e assim por diante, os coeficientes sdo determinados recursivamente e o k-ésimo coeficiente € de-
terminado em termos dos pontos de interpolagdo e os coeficientes anteriores pela expressao

o frr1 — a0 — Y52l aj(zpa — 21) - (Trgs — xj)' )

k
Hj:1(f'3k+1 - xj)

A férmula de recorréncia (4.2) pode ser convenientemente descrita através da notacao de diferencas

divididas. Seja a fungio f[xy, k11, ..., x;4+1] definida pela relagdo de recorréncia
Floptts Tets - 2] — flon T, - 2
f[xkh mk—‘rla ceey Ty xl—l—l] =
Ti+1 — Tk
e

flew] = fe = f(xp).

Assim, podemos verificar que

flrrs1] = flak

LTp+1 — Tk

flek, xp] =

flors1, Toyo] — flor, T
flor, Thg1, Trgo] = [@ht1, o] [k, +]‘
Tk+2 — Tk
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Nessa notaciao, os coeficientes do polindmio sdo dados por

apg = f[‘rl]a

ar = flri,xo],

ay = flr1, 20, 23],
ap—1 = f[.%l,wz,...,l‘n].

Diagramaticamente, os coeficientes sdo calculados a partir da seqiiéncia de diferencas divididas

calculadas recursivamente:

1 —  flz] — flz1, x2] — flz1, x2, x3] coe Sflx1y .o ympm1] = flrn,..
/! / /
xg  —  flre] — flza, x3] — flza, x3, x4] coe flray . my)
/ /
s —  flws] — fls,ad — 0 flwswa, @]
Tpo — flen—2] — flen—2,2n-1] — flTp—2,Tn_1, 2]
/ /
Tn-1 — flena1] = flen—1, 2]
/

Exemplo: Vamos realizar a interpolagio da fun¢do sen(x) no intervalo z € [0, 2] através de

um polindmio de segundo grau nos pontos z1 = 0, x2 = 1 e x3 = 2. Neste caso,

[ J | = | f; =sen(z;) |
110 0

201 sen(1)
312 sen(2)

e flz1] = 0, flz2] = sen(1) e f[x3] = sen(2). As proximas diferencas divididas sdo dadas

" 2] — flz1] (1)
_ flao] — flz1]  sen(1) =0
f[xlaxQ]— To — a1 = 10
e
_ flzs] — flza] _ sen(2) —sen(1)
f[CCQ,CUg]— T3 — o == 91 .
Finalmente,

flr1, 2, 23] = f[xz,zjj = Qth] _ sen(2) — s2en_(10) —sen(1)

Portanto, o polindmio interpolante

p(z) = flea] + flor, x2] (x — 21) + flo1, 22, 3] (T — 71) (T — 22)
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é
sen(2) — 2sen(1)
2

Exercicio. 1) Inclua o ponto x4 = 1/2 na interpolagdo anterior e encontre o polindmio interpo-

p(z) =sen(l) z + z(x—1)

lante de terceiro grau.
2) Encontre o polinémio interpolante de terceiro grau nos mesmos pontos do exemplo anterior

(incluindo o ponto x4 = 1/2) para as fun¢ées cos(x), xsen(x) e e* — 1.

4.1.3. Erros de truncamento na interpolacao por polinémios

Seja f uma fungdo continua e nvezes diferencidvel no intervalo (a,b) que contém os pontos
x1,%2,...,Ty € seja p o polindmio de grau n — 1 que interpola f nesses pontos. Entdo é possivel

mostrar? que para cada = € (a, b), existe um () € (a,b) tal que

1 n
f(@) = pla) = — FO) [ (x = m0). (43)
) i=1
Poderiamos supor que para uma f continua e suficientemente suave, a seqiiéncia de polindmios
interpolantes {p, },,>1 convergiria para f conforme aumentdssemos o nimero de pontos de inter-

polacdo no intervalo (a, b). No entanto, como o exemplo a seguir ilustra, isto nem sempre ocorre.

Fenomeno de Runge

A seguinte funcdo, proposta por Carle D. T. Runge ao estudar o comportamento dos erros na

interpolacao polinomial,
1

é tal que a seqiiéncia de polindmios interpolantes {p;, },, construidos a partir de pontos de interpola-
¢do igualmente espacados nio converge? para f () no intervalo de valores z € (—1, —0.727) | J(0.727,1).

Na realidade € possivel demonstrar que

li - = +o0.
Jim | max [f(z) —pn()] = +o0

Podemos analisar esse comportamento nao regular da interpolagdo a partir do termo

H(:z — ;) (4.4)

contido na expressao (4.3). Esse produtério possui uma flutuagdo para os valores do argumento
proximos a fronteira do intervalo (—1, 1) que é progressivamente ampliada conforme aumentamos
o nimero de pontos se os mesmos forem igualmente espagados. Os grafico seguintes ajudam a

ilustrar o comportamento do produtério (4.4).

% A demonstracio pode ser encontrada nas referéncias:

Eldén, L.; Wittmeyer-Koch, L. Numerical Analysis (1990),

Claudio, D. M.; Marins, J. M. Cdlculo Numérico Computacional - teoria e prdtica 3*ed. (2000).
3 A demonstracio pode ser encontrada na referéncia :

Isaacson, E. ; Keller, H. Analysis of Numerical Methods (1966).
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0. 0002
0. 0001

e o X
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-0.0001 -2-1077

-0. 0002 -4.10"7

-0.0003 B -7

Figura 4.1. a) comportamento do produtério (4.4) com 20 pontos igualmente espacados no intervalo [—1, 1].
b) recorte do mesmo produtdrio no intervalo [—0.7,0.7].

Esse comportamento pode ser minimizado através da escolha de pontos ndo igualmente espaca-
dos. Na realidade é possivel demonstrar que a variacdo do termo (4.4) € minima em valor absoluto

quando os pontos z; estdo espacados em um intervalo (a, b) segundo a seguinte expressdo

b —b 21 —1
xi:a—i_ +a cos(Z 77)

2 2 2n

parai = 1,2, ..., n. Esses pontos sdo denominados pontos de Chebyshev.
Utilizando os pontos de Chebyshev no intervalo [—1,.1] podemos controlar o comportamento
dos polindmios interpolantes para a funcéo de Runge e garantir a convergéncia p,—1(z) — f(z)

quando n — +o00.

-2.10°°

Figura 4.2. O produtdrio (4.4) com 20 pontos de Chebyshev

Ainda assim, existem fun¢des continuas que requerem um nimero impraticivel de pontos para
que a interpolagao se aproxime da func¢ao original. Por exemplo, a fun¢éo \/m no intervalo [—1, 1]
requer um polindmio de grau maior que 10° para que a interpolagio seja exata até 1073,

Em geral, quando utilizamos polindmios de grau maior ou igual a 100, a maior dificuldade é

lidar com os erros de arredondamento.
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4.2. Interpolacao spline

Splines sdo fungdes formadas por diferentes polindmios de grau menor ou igual a um m, defini-
dos para cada intervalo entre os pontos de interpolacdo de modo que em cada ponto de interpolacio

o spline € continuo,assim como todas as derivadas até ordem m — 1.

S$h-1(X)
s1(X) TN
/ )
) % \ Sh-2(
H H X
X1 Xo X3 Xn-2  Xn-1 Xn

Figura 4.3. Interpolacdo spline

Nas situacdes em que o nimero de pontos de interpolagdo é grande (por exemplo, em aplica-
coes CAD — computer-aided design), a inexatiddo na aproximacdo obtida com um polindmio de
grau elevado é dominada pelos erros de arredondamento. Ou entdo quando a fun¢ido que se quer
interpolar possui derivadas de valor numérico elevado em alguma regido do intervalo de interpola-
cdo, a aproximacdo € prejudicada em todo o intervalo. Nessas situacdes, a interpolag@o por spline
pode auxiliar a tarefa de interpolagdo.

O procedimento de construir splines é andlogo qualquer que seja o grau dos polinémios utiliza-
dos, como o spline de maior interesse (veremos porque) é aquele formado por polindmios de grau

3, nos concentraremos nesse caso apenas.

4.2.1. Interpolacio spline cibica

Sejam x; < x5 < ... < x, 0s pontos e interpolacdo. um spline ctibico é uma fungio s(x),

definida no intervalo [z, x,,| com as seguintes propriedades:

1. s(z), s'(x) e s”(x) sdo fungdes continuas no intervalo (x1, ).
2. Em cada subintervalo [z;, x;11], s(x) é um polindmio cubico tal que s(z;) = f; = f(z;) para

i=1,2,....n.

Portanto, s € composto por n — 1 polindmios ctibicos, cada polindmio € determinado por 4 co-
eficientes (a;,b;, ¢; € d;) o que dd um total de 4n — 4 coeficientes a determinar, ou seja 4n — 4
incégnitas. Cada polindmio deve satisfazer a condi¢do de continuidade nos pontos de interpolacao

além, € claro, de interpolar o ponto x;, ou seja,

si(x;) = f;  (interpolagdo),
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parai =1,2,...,.n—1e

Sn—l(-rn) = fn

A continuidade € satisfeita se
$i(zi+1) = fix1 (continuidade de s ),

parai = 1,2,...,n — 2. As condi¢gdes acima implicam 2(n — 1) equagdes. Faltam ainda as

continuidades de s'(x) e s”(z):
Si(wiy1) = si41(zit1) (continuidade de s ),

sy (zit1) = sy (wi41) (continuidade de s” ),

parai = 1,2,...,n—2. Cada condi¢do equivale a n—2 equagdes. Portanto temos até agora um total
de 4n—6 equacdes. Restam duas equagdes para que seu nimero seja igual ao nimero de incégnitas.
Essas duas dltimas equagdes relacionam-se com as condi¢des de fronteira do spline. Com relagdo
ao comportamento de s(z) no extremo do intervalo, ha duas possibilidades a se considerar:

1) spline natural,

sf(z1) = 0

3;;—1(5371) =0

possui esse nome por ser a condicdo equivalente a aproximacdo por réguas eldsticas (uso mais
tradicional do spline).

ii) spline com mesmas condices de f na extremidade,

si(z1) = f(x1)

5/n—1($n) = f/($n)

essa escolha pressupde que a informacdo sobre o valor da derivada de f nos extremos do intervalo
seja conhecida. A aproximacdo obtida com essa escolha possui uma maior exatiddo do que a obtida
com o spline natural.

Nos proximos paragrafos montaremos o sistema de equagdes lineares para determinarmos 4n —

4 os coeficientes a;,b;, ¢; € d; dos n — 1 polindmios que compde o spline:
si(w) = a; + bi(x — x;) + ci(x — ;) + di(@ — ;). 4.5)

Por ser uma interpolagdo, a cada z;, temos que s(z;) = f;, ou seja, s;(z;) = f;. Portanto, em

vista da equacio (4.5) a interpola¢do implica

fi=si(zi) = a;
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parai =1,2,...,n — 1. O que determina o valor dos coeficientes a;.

A continuidade do spline s(x) nos pontos de interpolagdo implica a equagdo s; (x;+1) = Si+1(Tit1)

parai =1,2,...,n — 2, ou seja,
ai + i (g1 — o) + ci(Tig1 — x)? +di(winr —20)° = a1,
fi +bi(zicn — 20) + ci(zivr — )+ di(zin — 2)° = firr (4.6)

Para aliviar a notagdo, vamos introduzir a nota¢do h; = (x;4+1 — x;). Dessa forma, a equagdo

anterior (4.6) pode ser reescrita como
fi 4 bihi + b} + dih} = fin (4.7)
A continuidade na primeira e na segunda derivadas implicam

bi + 2c;h; + 3d;h? = biyq (4.8)

c; + 3dihi = Cj+1 (49)

parat=1,2,...,n — 2.
Isolando d; na equagdo (4.9) e substituindo em (4.7) e (4.8) encontramos respectivamente

h2
fi+1 fi+bih; + =+ 3 (26Z + Cz+1) (4.10)

bit1 = bi + hi(ei + cit1) 4.11)

parat=1,2,...,n— 2.
Isolando b; na equagao (4.10) podemos determina-lo em termos dos valores conhecidos f;, h; e

da incégnita ¢;(0 mesmo acontece com os coeficientes d;, a partir da equacgio (4.9)),

% % hz
LESS (I YN @.12)

bi =
hi 3

parai =1,2,...,n—2.
A substituicdo de b; e b;_1 dados pela equagdo (4.12) na equacido (4.11) com os indices deslo-
cados de uma unidade, ou seja, b; = b;_1 + h;—1(c¢;—1 + ¢;), permite encontrar uma equagio para

os coeficientes ¢; em termos dos valores conhecidos f; e h;:

1— 1
hi_lci_l + Q(hi_l + hi)cz- + hici—i-l =3 <fz+ fz) <fz fz ) (4.13)
hz hz 1
para i = 2,3,...,n — 1. A equacdo anterior define um sistema de equacdes lineares para as
incégnitas c;. Note que além dos coeficientes ci, co, ..., c,—1, O Sistema envolve um coeficiente

¢n, que ndo estd diretamente relacionado a algum dos n — 1 polindmios s; . Na realidade, c,, estd

relacionado as condic¢des no extremo do intervalo de interpolacdo e sua determinagdo depende do



Capitulo 4. Interpolagéo 59

tipo de spline que estamos construindo, se ¢ um spline natural ou um spline que satisfaz as mesmas
condi¢cdes de f nos extremos do intervalo de interpolagéo.

As n — 2 equacgdes (4.13) envolvem n varidveis (as incognitas ¢;), para que o sistema (tipica-
mente) tenha solucio tnica devemos incluir as duas tdltimas equacdes que descrevem o comporta-
mento do spline nos extremos do intervalo de interpolagdo. Vamos estudar inicialmente o caso do

spline natural.

Spline natural

O spline natural deve satisfazer as condi¢des s”(x1) = 0 e s”(x,) = 0, estas duas equagdes
implicam respectivamente

61:0

2¢p—1 + 6dp—1hp—1 = 0. (4.14)

A equacdo (4.14) implica em termos da equacio para os coeficientes d; (4.9) que ¢, = 0.

Colecionando esses resultados temos entdo a seguinte situacdo: resolvendo o sistema de equa-

coes
c1 =0
hircio1 + 2(hiy + hi)ei + hici1 = 3 (f”l f1> 3 (flhlle 1) L i=2...n—1
Cn =0

encontramos o valor dos coeficientes ¢;. A partir desses coeficientes determinamos o valor dos

coeficientes b; através das equagdes (4.12)

fz-i—l fz

hA
b; = . ?‘(2@- + cit1),
parai =1,2,...,n — 1; e o valor dos coeficientes d; através da equacdes
Cit1 — G
di = ———, 4.15
3h; (4.15)
para i = 1,2,...,n — 1, obtida a partir de (4.9). Os coeficientes a; = f; como ja haviamos

determinado anteriormente.

Spline com as mesmas condicoes de f nos extremos

Nesse caso o spline deve satisfazer as condi¢des s'(x1) = f'(z1) = fi e §'(zp) = f'(zn) =
), .Para determinar o spline, f{ e f;, devem ser valores conhecidos. As condigdes implicam respec-

tivamente
b= f1 (4.16)

b1+ 2¢n—1hn1 +3dy_1h2_, = fh. (4.17)
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Como os coeficientes b; satisfazem a equagio (4.12), a equagao (4.16) implica

_fh-h M

hy ‘§<

2c1 + CQ),

ou seja,

2hic1 + hico =3 <f2h fl) - 3f{
1

Da mesma forma, no caso da equagao (4.17), as equagdes (4.12) e (4.15) implicam

hpn—1cn—1+ 2hp_1¢p = =3 (fnh_ i 1) + 3f’r,z
n—1

Em resumo, devemos resolver o sistema formado pelas equacdes (4.13), (4.18) e (4.19)

2h1c1 + hics = 3 (7f2h—1f1> — 3f{

hi—1ci—1 4+ 2(hi—1 + hi)ci + hicipa

{ hn—lcn—l + 2hn—lcn = -3 ( fn 1) + an

e entdo determinar os coeficientes b; e d; através das equacdes (4.12) e (4.15):

1= fi hi
b; = thi L 3 — (2¢ci + cit1),
Cit1 — G
di=——,
’ 3hi
parai = 1,2, ..., n — 1. Naturalmente, os coeficientes a; = f;.

4.3. Exercicios

3(Logt) —s (L), =2,
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(4.18)

(4.19)

1) (Aquecimento) Cheque, indiretamente, a exatiddo das bibliotecas de fun¢des de seu compu-

tador ou calculadora cientifica através da andlise do comportamento das seguintes identidades nos

valores de z = i 50’ ,parat =1,2,...,9.
1. sen?(z) + cos?(z) =1

2. sen(2z) = 2sen(x) cos(x)

3. cos(xz) = sen(z + 7/2)

4. exp(z)exp(—z) =1

5. In(e®) ==z

6. Ve Jr=ux

2) Utilize a seguinte tabela (com valores exatos até a precisio utilizada),
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Ll e

A e

’ x \ sen(x) \ cos(z) \ cot(x) ‘
0,001 | 0,001000 | 1,000000 | 1000,0
0,002 | 0,002000 | 0,999998 | 499,999
0,003 | 0,003000 | 0,999996 | 333,332
0,004 | 0,004000 | 0,999992 | 249,999
0,005 | 0,00500 | 0,999988 | 199,998

para calcular cot(0,0015) com a maior precisdo possivel através de:

interpolagdo para cot(z).
interpolac@o de sen(x) e cos(z).
estime o erro em 2). Dica: propagacgdo de erros.

Explique a diferenca entre os resultados em 1) e 2).

3) Compare os erros na aproximacao das fun¢des abaixo no intervalo [0, 1] através de:

1) Expansdo de Taylor em torno do ponto zg = 0,5

ii) Interpolacdo de Lagrange com pontos igualmente espacados, com x1 = 0 até x4 = 1.
iii) Interpolacdo de Lagrange utilizando os pontos de Chebyshev.

Utilize sempre polindmios de 3° grau e compare os erros em = = 0; 0,1; 0,2; ...; 1,0.

sen(2x)

T , —1<x<0

flx) = 2r  , 0<z<l1
z+1 , 1<zx<2
T , —1<x<0

flx)=<¢ 22-1 , 0<z<1
z+1 , 1<x<2

61
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0o, -1
3. f(x)= 22,0
1

20 —1

<z<0
<zx<1
<xr<2

6) Determine os valores de a e b de forma que a seguinte fungao

24+, —1<z<0

ax’+br , 0<z<l1
seja um spline cubico.

Respostas

2) A partir dos dados da tabela encontramos as seguintes interpolacdes. Observacdo: os re-
sultados foram obtidos a partir de operagdes em ponto flutuante e os primeiros sete digitos estdo
representados. Se admitirmos os valores da tabela como racionais exatos, a interpolacdo envol-
verd apenas coeficientes racionais. Por exemplo, a interpolagao da fun¢do seno serd simplesmente
P(x) = z; nesse caso, a diferenga deve-se exclusivamente aos erros de arredondamento cometidos
nas operacdes aritméticas.

para a fungiio cotangente P (z) = 2283.332...—1.874997...-10%2+7.083307 .. .- 10822 —
1.249991 ... - 101123 4 8.33325 - 101224,

para a fungio seno Pyep, (1) = —3.469446 .. .-10~ ¥ 4+24+7.275957 .. .-107 1222 ~1.862451 . . .-
107923,

para a fungéo cosseno P.,s(z) = 1.000008... — 0.01399999 = + 7.833333 % — 200023 +
166666.6 z*.

P,,5(0.0015
O erro cometido na aproximag@o do valor de cot(0.0015) M

POt b . (0.0015)

através da propagacao de erros. De acordo com ela, o erro — vamos denominé-lo ¢

pode ser avaliada

cos

() —estd
. . . ~ . Sen .

relacionado aos erros cometidos na aproximacgdo do seno e do cosseno pelas respectivas interpola-

gées“:

PCOS

PSETL

1 Peos ()
Psen() (Psen(w))Q
7onde os erros sdo dados por  P.ys(x) = |cos(x) — Pros()] € 0 Psen () = |sen(z) — Psen()].

Dessa forma, 6Peys(0.0015) = 1.5625... - 1077 e §Ps,(0.0015) = 5.625... - 10719 que
implicam a estimativa § ——(0.0015) ~ 0.0694449 . ... J4 o erro obtido a partir da interpolacio

direta da cotangente & § Py (0.0015) = |cos(0.0015) — Poy (0.0015)| = 18.2202.. ..
A diferenca entre as duas estimativas se deve ao fato de que a fungdo cotangente varia muito

4]

sen(x)>

@)=

dP.os(x) + ‘

rapidamente no intervalo de pontos escolhido, o que potencialmente aumenta os erros de trunca-
mento. Por outro lado, as fungdes seno e cosseno variam pouco, o que permite uma interpolacio

com menos erro de truncamento.

4 . ~ . 21 ~
Calculamos a cotangente através de uma expressdo do tipo f(z1, 22) = =, portanto, de acordo com a expressio
22

521 + a (522.

6722(21722)

para propagacdo de erros, 0 f(z1, 22) = ‘% (21, 22)
1
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3) Devemos construir duas interpolagdes polinomiais, uma com 4 pontos igualmente espacados,

1
xj = =(j—1),paraj = 1,2,3,4 e aoutra com pontos espacados segundo a formula de Chebishev,

b —-b 27 —1
:a—i— +(a )cos<‘7

5 5 o W),comn:4ej:1,2,3,4.

— A fungdo sen(2z) possui expansdo em série de Taylor em torno de x = 0.5 dada por sen(2z) =
0.8414709 ...+ 1.080604 . .. (x — 0.5 — 1.682941 . .. (z — 0.5)% — 0.7204037 ... (z — 0.5) +
O((x — 0.5)%). A interpolagio com pontos igualemente espacados é P(x) = 2.10091 2 —
0.510277 22—0.681331 2. A interpolacdo com os pontos de Chebyshev é P(x) = —0.00356134+
2.11239x — 0.519039 2% — 0.685124 2.

— A funcdo e” possui expansdo em série de Taylor em torno de z = 0.5 dada por e” = 1.64872 +
1.64872(x —0.5) 4+ 0.824361(z — 0.5)2 +0.274787(x — 0.5)% + O((z — 0.5)%). A interpolagio
com pontos igualemente espacados é P(z) = 1 + 1.01399 x + 0.425665 22 + 0.278626 3. A
interpolagdo com os pontos de Chebyshev é P(z) = 0.999509 + 1.01563 = + 0.424301 2 —
0.27824 2.

— A fungéo /z possui expansdo em série de Taylor em torno de x = 0.5 dada por /z =

0.707107+0.707107 (2 —0.5)+0.353553 (2 —0.5)?+0.353553(z—0.5)3+O((x—0.5)*). A in-

terpolagiio com pontos igualemente espacados é P(x) = 2.52192 x —2.79344 2 +1.27152 3.

A interpolagiio com os pontos de Chebyshev é P(x) = 0.127449 + 1.8407 x — 1.69585 22 +

0.732394 23.

1
— A fungio 5 possui expansdo em série de Taylor em torno de = 0.5 dada por ———— =

1
1+ 25z 1+ 2522
0.137931 4+ —.475624 (2 —0.5)+1.16446(z—0.5)2—2.37529(z—0.5)3+O((z—0.5)). A inter-

polacio com pontos igualemente espacados é P(z) = 1—3.45075 +4.35728 x2 —1.86807 2>.
A interpolagiio com os pontos de Chebyshev é P(x) = 1.11311 — 4.09332 x + 5.43048 2 —
2.42567 5.

— A funcdo z* possui expansio em série de Taylor em torno de = = 0.5 dada por 2* = —0.0625+
0.5(z — 0.5) + 1.5(x — 0.5)2 + 2(x — 0.5)3 + O((x — 0.5)*). A interpolacio com pontos
igualemente espagados é P(z) = 0.222222...x—1.222222... 22+ 223, A interpolagdo com
os pontos de Chebyshev é P(x) = —0.0078125 + 0.25 x — 1.25 2% + 223,

4) O spline cubico natural para o conjunto de dados formado por seis pontos é construido a
partir de cinco polindmios de grau 3: s;(z) = a; + bjx + cix? + diz®,onde i =1,2,...,5 mais o
coeficiente acessorio cg. Como trata-se de um spline natural ¢; = cg = 0, 0s demais coeficientes c;

sd0 solucdo solucdo do sistema

4100 co 0
1410 s | | 6
0141 e | 0
001 4 cs 6

A solucdo é o vetor (0.401914, —1.60766, 0.0287081, 1.49282)". Os coeficientes b; e d; sdo cal-

culados a partir de ¢, c2 . . . ¢5, 0s coeficientes a; sdo calculados a partir da relagdo a; = f;.
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5) Para que uma fungio g(z) seja um spline de ordem n é necessério que as derivadas de ordem
0 < k < n — 1 dos polindmios que a constitui, s;(x), se igualem nos pontos de interpolagdo, ou

seja Sgk) (Tit1) = Sz(‘ﬁ—)l (@it1):

x , —1<x<0
1. f(x) = 2¢r , 0<xz <1 . Ospontos de interpolacdo internos sio z = e x = 1,
z+1 , 1<x<2
de acordo com a expressdo para f, os limites nesses pontos existem: lim, o f(z) = 0 e
1, -1<z<0
lim,,; f(x) = 2. Quanto a derivada, f’(z) =4¢ 2 , 0<az <1 ,ouseja,aderivada ndo
1, 1<z<?2
€ continua. Portanto , como apenas f é continua, essa fungdo é um spline linear.
T , —1<x<0
2. f(z)=4¢ 2x—1 , 0<x<1 .Ospontos de interpolagdo internos sio z = 0e x = 1,
z+1 , 1<x<2
de acordo com a expressdo para f, o limite no ponto z = 0 ndo existe, pois lim,_,o- f(z) =0
e lim,_,g+ f(x) = —1. Isto é o suficiente para garantir que f ndo é um spline.
0 , —1<x<0
3. f(z) = x2 , 0<z<1 .Ospontos de interpolagdo internos sio x = Oe x = 1,
2r—1 , 1<x<2
de acordo com a expressdo para f, os limites nesses pontos existem: lim, o f(z) = O e
0 , -1<z<0
lim,,; f(xz) = 1. Quanto a derivada, f'(z) =< 2z , 0<ax <1 ,podemos verificar

2, 1<zxz<?2
que os limites em = 0 e x = 1 existem: lim,_,o f'(z) = 0 e lim,_; f(x) = 2. Entéo, como

f envolve apenas polindmios de grau menor ou igual a 2, segue que f é um spline quadratico.

6) Dada a funcio
2+ , —1<x<0
flx) = : (4.20)
ax’+br , 0<zx<l1
temos que
32241 , —1<z<0
fi(a) = (4.21)
2ac+b , O<z<l1
e
6z , —-l<zx<0
f(x) = ) (4.22)
2¢ , O<z<l

Para que f seja um spline cibico, ela deve ser tal que os limites para f, f' e f” devem estar bem
definidos em = = 0. Ou seja, a partir de (4.22) , devemos ter que a = 0; a partir de (4.21), devemos
ter que b = 1. Quaisquer que sejam os valores de a e b, lim,_,o f(xz) = 0. Portanto, f serd um

spline ctibicosea =0e b= 1.



