Lista Zero — Equacoes Diferenciais Parciais

Prof. Diego Marcon

Lista de exercicios preparatoria para o inicio do curso. Comtempla:
* Revisado de regras de diferenciacao do calculo vetorial e teoremas de integracao;
® Calculo de integrais multi-dimensionais.

Ao longo do nosso curso, o vetor gradiente € sempre calculado utilizando a estrutura Euclidiana
usual dada pelo produto escalar

d
vy =(T,y) = Try-
k=1

Lembre que a derivada de uma funcao escalar v : 2 — R, em um ponto z € 2, € um funcional linear
do tipo du(z) : R — R. O Teorema da Representacdo de Riesz, com o produto escalar usual, implica
na existéncia de tnico vetor w € R? tal que

du(z) -y = (y,w), para todo y € R%.

Este vetor w € R? é chamado de vetor gradiente de u em z e denotado w = Vu(z).

Exercicio 1. Justifique as afirmacgées abaixo.
(i) Dada a funcio u : R? — R, u(zx) = |z|?/2, prove que u é diferenciavel e vale:
du(z) =2' e Vu(zr)=z.

A notacdo z' acima significa o seguinte: para cada = € R? fixado, z' : R — R é o funcional linear
dado por

z'(v) = (v, 2).

(i4) Para y € R? fixado, considere a funcao v : R? — R dada por v(z) = z-y. Prove que v é diferencidvel
e satisfaz, para todo z € R?,
dv(z) =y" e Vu(z)=uy.
(iii) A funcdo w: R? — R, dada por w(z) = |z| é diferenciavel para todo z # 0 e, neste caso, tem-se
t

dw(z) = EUT e Vuw(z) = Ek

(iv) Fixado um namero real a > 2, a funcéo 2 : R? — R, dada por z(z) = |z|* é diferenciavel e
dz(z) = alz|* 22" e Vz(z) = alz|* 2.

Para a < 2, a funcao z é diferenciavel em todo z # 0 e vale a mesma féormula.

Dica: Usar a Regra da Cadeia e o item anterior.



Exercicio 2. Prove as formulas abaixo referentes a funcées u,v : R? — R e ao campo F : R — R¢
(1) div(uF) =Vu-F +udiv F.
(i7) div(uVv) = Vu - Vo + uAv.
(731) A(uv) = vAu+ 2Vu - Vo + ulv.
)

(iv) Mostrar que
(uF)'(2) -y = w(z)(F'(z) - y) + (du(z) - y) F(x).
Ou ainda,
(uF) (z) = u(x)F'(z) + F(z) ® Vu(z)

onde, dados vetores v, w € R?, a notacao tensorial v ® w indica a transformacéo linear v®w : RY —
R¢ de posto um dada por!

(v@w)(y) = (y, w)v,

cuja representacao canonica matricial tem entradas (v ® w);; = v,w;.

(v) Algumas referéncias usam a notacao VF(z) := F'(z)”, onde o superescrito 7' indica “transposta”.
Neste caso, o item anterior pode ser reescrito como

V(uF)(z) = u(z)VF(z) + Vu(z) ® F(x).
Dica: Notar que (z ® y)T =y ® 2.
Exercicio 3. Sejam u,v,w, z como no Exercicio 1. Determine algumas de suas derivadas, como segue.
(i) V?u(z) = Id. Em particular, independe de = e, portanto, suas derivadas mais altas sdo nulas.

(ii) V?v(z) = 0 (matriz nula).

(iii) VPw(z) = 2] 1d —[e[ Pe @2 = |o| (Id‘ ke x|>
xT x
Dica: utilizar o item (iv) do Exercicio 2.

() V?2(e) = alal** M +a(a - 2)e|" 'z © 2 = ale|*? (Id+<a ~2) e |)

(v) Au(z)
(vi) Av(x)

d.
(vii) Aw(z) = (d — 1)z~
Dica: lembre que o traco € uma operacao linear e mostre que tr(z ® y) = z - .

(viii) Az(z) = a(d + o — 2)|z|*2.

(iz) A funcio z*(x) = |z|?>~¢ é harménica em R? \ {0} para d > 2. Para d = 2 também é harmoénica, mas

€ constante (e, logo, trivial).

Exercicio 4. Mostre que se u € C?(R%) é uma funcao harménica e O € SO(d), entdo a fungdo v : R — R
dada por v(z) := u(Ox) também ¢é de classe C*(R%) e harménica.

Dica: Lembre que SO(d) é o conjunto das matrizes reais de ordem d que satisfazem O” = —O e
det O = 1. Além disso, se a transformacdo T € definida por T(z) := Oz, entdao T'(z) = O, para todo
x € R%. Com estas informacoes, vocé pode aplicar a Regra da Cadeia para estudar o problema.

Exercicio 5. Seja 2 ¢ R? um dominio aberto limitado e com fronteira de classe C'. A partir do Teorema
da Divergéncia, mostre as seguintes identidades. Como dica, usar identidades do Exercicio 2.

! Ao utilizar esta notacio, estamos usando implicitamente a estrutura Euclidiana usual para identificar R? @ R? ~ R¢ @ (R?)*.
0 isomorfismo R? ® (RY)* ~ £(R?; R?), por sua vez, ¢ candnico e nio faz uso dessa estrutura. Poderiamos ter escrito diretamente
F(x) ® du(z), que age em R? sem recorrer ao produto escalar. Optamos pela conveniéncia de identificar R com o seu dual. Se
vocé nao sabe o que é o produto tensorial de dois espacos vetoriais, ignore esta nota de rodapé e pense apenas que introduzimos
uma nova notacao v ® w neste exercicio.



(i) Para uma funcio v : Q — R e um campo vetorial F : Q — R¢, ambos de classe C'(Q), vale

/ u(z)divF(z)de = — | Vu(z)  F(z)dz + / v(x)F(x) - v(z)do(x).
Q Q o0

(i4) Para funcdes u: Q2 — R e v:Q — R de classe C*(Q), vale?

du

/Q o(2) Au(z) de = — /Q Vu(z) - Vo(z) de + /@ () () o).

Esta formula de integracdo por partes também é conhecida como Primeira Féormula de Green.

(iii) Para funcées u:Q — Rev:Q — R de classe C*(Q), temos

A(v(w)Au(z)—u(x)Au(x)) dx_/m( du o

)G (o) = ) G 1) ) doo).
Esta formula é conhecida como Segunda Férmula de Green.

(iv) Para funcoes u,v: Q) — Re ke {1,2,...,d}, vale a seguinte féormula de integracao por partes

/Qv(x)aku(x) dz = —/Qu(x)akv(x) dz —|—/ u(z)v(x)vg(z) do(x).

o0

(v) Para funcgodes u,v : Q@ — R, vale a seguinte formula de integracio por partes, em forma vetorial,

/QU(QC)VU(J:) dz = —/Qu(x)Vv(x) dx—l—/ uw(z)v(z)v(z) do(z).

a0
Exercicio 6. Sejam () C R? um dominio aberto limitado e com fronteira de classe C! e u : @ — R uma
funcéo de classe C'(9).

(i) Mostre que
/ Au(z)dx = %(x) do(z).
Q 0

(ii) Mostre que

/QVu(x) dz = /aﬂ u(z)v(z)do(z).

(iii) Prove que a igualdade do item anterior valer para qualquer funcdo u € C'(Q) é equivalente ao
Teorema da Divergéncia.

Outra ferramenta muito ttil no calculo de integrais multi-dimensionais sao as formulas de integracao

em coordenadas polares
“+oo
flx)da = / / f(z)do(x)dr.
R4 0 63,«(20)

R
dx = d dr.
/B L / /8 o S o) dr W

Além disso, a formula de mudanca de variaveis pode ser combinada:

ou ainda, para cada R > 0,

/ f(2)do(z) = / Fery)ri=t do(y) = / f(zo + ry)rtt do(y).
OB, (x0) 9B1(x0) 9B1(0)

2Por definicdo, para = € 99, ?(z) = Vu(z) - v(z).
12



Nos exercicios que seguem, € em todo nosso curso, denotamos por w,; o volume da bola unitaria
em RY. Uma férmula explicita para wq, que é geralmente desnecessaria para os nossos propoésitos, é a

seguinte:

dj2 dj2

™ - ™
(d/2)!  T(1+d/2)’

Acima, apenas como um truque para memorizacdo, nés denotamos informalmente (d/2)! = I'(1 + d/2),
onde I' : R; — R é a conhecida “funcao Gamma”, dada por

+o0
I(t) == / st7le™* ds,
0

e que tem a propriedade I'(1 +n) = n!. Em particular, nossa férmula fica rigorosa em dimensoes pares.
Utilizando ainda a féormula

wq = |Bi(z)| =

d
dr/Br(mo) f(z)dx = /BBT(zO) f(z)do(x).

considere os exercicios abaixo.

Exercicio 7. Na notacao acima, justifique as seguintes afirmacoes.

(7) % Vol B,.(x¢) = Area dB,.(zg).

(i3) Vol B,(zo) = wqr?.
(i4i) AreadB,(ro) = dwqr®™! e, em particular, Area(dB;) = dw,.

(iv) Calcule os volumes e areas em dimensodes d € {1,2,3,4,5} e interprete seu resultado com férmulas
ja conhecidas de geometria elementar.

Exercicio 8. Mostre que u(z) := |z|>~? é localmente integravel em R¢ ao mostrar que

/ 1 d dwgr?
T = ,
B, 7|42 2

Exercicio 9. Para o € R, decidir sobre a integrabilidade (ou ndo) da funcao u(z) = |z
origem e no infinito. Mais precisamente, estude a convergéncia das integrais

/ |z d, / |z|“dz e / |z da
R4 Bc(0) RINBR(0)

e calcule o seu valor, quando possivel.

onde B, := B,(0).

“ z € RY, perto da

Exercicio 10. Sendo e; € R? o tltimo vetor da base canénica do R?, considere o hiperplano

H = {eq}" = {y € R%ya = 0}
1 d
[ et
ol — 2&4

2
e 17" dg = 79/2,
Rd

Dica: Considerar inicialmente o caso d = 1 e concluir o caso geral separando em d integrais unidimen-
sionais. Por sua vez, o caso d = 1 pode ser obtido procedendo como segue:

o0 2 2 2, 2 2m Foo 2
(/ e * d:z:) :/ e~V dz dy :/ / re”" drdf = .
—00 R2 0 0

4

Para # € R? com i, > 0, mostre que

Exercicio 11. Mostre que



Exercicio 12. Mostrar a seguinte representacao para o Lapaciano de uma fung¢ao u : 2 — R de classe
C?*(Q), em um ponto = € int Q:

Au(z) = lim a ][83 o (u(y) - u(x)) dy = lim e ][B o (u(y) - u(:z:)) dy.

r—0 ’r‘2

Esta formula nos da uma interpretacdo do Laplaciano como uma medida infinitesimal do quanto u é
diferente de sua da média em bolas (ou esferas) de raio pequeno. Func¢des cujo Laplaciano é pequeno,
neste sentido, sao muito préoximas de suas médias em esferas pequenas; funcoes harmoénicas sao iguais
as suas médias (Propriedade do Valor Médio).

Dica: usar a Formula de Taylor e calcular explicitamente algumas das integrais, diretamente ou com
o auxilio de teoremas de integracao.



