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Os conceitos de funcao escalar e de campo vetorial sdo dos mais fundamentais de matema-
tica. Estao presentes nas formulacdes de leis da fisica, aplicagdes a engenharia e aparecem em
qualquer campo da matematica.

O objetivo destas notas de aula da disciplina de Analise Matematica C da UFRGS ¢ estudar
propriedades de diferenciacao e integracao de funcdoes de uma ou mais variaveis e com valores
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1 Derivada primeira

Vamos considerar os espacos vetoriais R" e R™, onde m,n € {1,2,3,...}. Seja U C R" um con-
junto aberto. Dada uma aplicagao f : U C R” — R™, dizemos que f é diferenciavel em z, € U
quando existe uma transformacao linear! que “aproxima” f perto de z,. Mais precisamente, f é
diferenciavel em r; € U quando existe uma transformacao linear 7 : R” — R™ tal que, para
todo z € U,

f(x) = f(zo) + T(x — xo) + (v —z9) e tem-se lim M =0.

T—T0 |$ — x0|

Nesse caso?, denotamos T = f'(x) ou T = Df(x) e dizemos que T é a derivada de f em x.
No6s também dizemos que f é diferenciavel no conjunto aberto U, ou simplesmente diferen-
ciavel em U, quando € diferenciavel em todos os pontos de U.

Podemos reescrever a definicdo acima de varias maneiras equivalentes:
(i) f é diferenciavel em zy € U C R"™.

(i1) existe uma transformacao linear f'(zg) : R — R™ que satisfaz

f(x) = f(xo) + f(wo) - (x — x0) + r(z — 1), onde lim M =0.

T—To |1‘ — $0|

(i71) existe uma transformacao linear f'(z() : R — R™ que satisfaz

f(zo+h) = f(zo) + f'(z0) - h+r(h), onde }IB% |r|(hh)’ =0.

(iv) existe uma transformacao linear f'(zo) : R* — R™ tal que

o 0+ B) = F(wo) = f'(wo) - B| _
im =0.
h—0 |h|

Podemos também definir a derivada direcional de f : U C R"” — R™ no ponto z € U € na
direcao de um vetor v € R"” como

O () i L) @)
T <R

quando tal limite existe. E um exercicio verificar que
of /
— (X)) = xT)-.
@)= f'@)

No caso de um vetor v = ¢; pertencente a base canénica de R", sao bastante comuns as notagoes:

S (@) = 5o (w) = 0,1(0)
Uma funcao f : R® — R™, cuja variavel vetorial esta em R" e cujos valores sido vetores em R™,
pode ser escrita em termos de suas componentes

fi:R* — R

fo:R*" —R

fm R" — R

INa verdade, o que aproxima f(x) é a transformacao afim f(xzo) + T(z — xo). No entanto, a derivada de f é definida
como a transformacao linear 7.

2Rigorosamente, antes disso deveriamos mostrar que, no caso de f ser diferenciavel, a transformacao 7' que, pela
definicao, existe, € tinica. Este ¢ um exercicio da nossa primeira lista de exercicios.
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que satisfazem,® para todo x € R",

fm(x)
Assim, em termos das componentes da funcao f, podemos escrever

on
3xj

afs

(@)
if_(x)z 03 e R™.

(z)

afﬂ’L

[ Oz;

()

Lembramos de Algebra Linear que a matriz canénica de uma transformacéao linear é aquela
associada com as bases candnicas de R" e R™. Em outras palavras, € a matriz de ordem m x n
cujas colunas sao os vetores f'(z)-e; € R™:

[ Of1 af1 ofi 1

87:1(@ 87@@) Wn(x)
‘ ‘ | 6f2 an 8f2
| \ | Tm(x) %(l’) Txn(x) ,

@)= | Pl San e S0 - : - 5@

| | |

a.f?’n, 8,f'HL afm

s (z) Dg (x) - Txn(x)_

Esta matriz €, em alguns livros, conhecida como o Jacobiano de f em z e denotada por Jf(z).

Alguns autores reservam o nome Jacobiano nao para a matriz, mas para o determinante da matriz

acima: det [ f (3:)]. Tanto a matriz como o seu determinante tem grande importancia e podemos

nos referir a ambos como o Jacobiano quando o contexto deixar claro o que se quer dizer. Quando

o contexto nao deixar claro, nos referimos a matriz Jacobiana e ao determinante Jacobiano.
Se f é diferenciavel em U, esta bem definida a aplicacao

fl iU — L(R™,R™)
v —  f(x)

onde L(R",R™) é o espaco vetorial das transformacoes lineares de R" em R"™. Utilizando as ma-
trizes canodnicas associadas as transformacgoes lineares, obtemos um isomorfismo (nao canénico)
L(R™ R™) ~R™" e podemos falar em continuidade e diferenciabilidade de f’ da mesma forma que
vinhamos fazendo. Na realidade, os conceitos de continuidade e diferenciabilidade fazem sentido
para fungdes definidas (e com valores) em espacos vetoriais normados (lista de exercicios), de
modo que a identificacdo acima nem ¢é de fato necessaria.

3Vetores nos espacos R” sao tradicionalmente denotados por vetores coluna e nés seguimos esta convencao. Em cursos
de calculo, é comum escrever um vetor v € R* na base candnica por v = (v1,v2,...,v5) OU MESMO v = (V1,V2,..., V).
Eventualmente, usamos esta notacao ao escrever, por exemplo, as variaveis de uma funcao; isto nao deve se confundir,
no entanto, com um vetor linha.



Quando f € diferenciavel em U e f’ é continua, dizemos que f é continuamente diferenciavel
em U ou que f é de classe C' em U. Escrevemos também f ¢ C'(U,R™) ou, quando nao houver
confusio sobre o dominio ou contra-dominio, apenas f € C'.

Teorema 1. Sao equivalentes:

(i) f e CHUR™);

dfi .
(i) as_fungées coordenadas f; : U — R possuem todas as derivadas parciais a—f continuas;

Lj

0
(13i) paraz € U ev € R", existem as derivadas direcionais a—f(x) e, além disso, para cada v € R",
v
0
—f U — R™
v

é uma fun¢ao continua.

Exercicio 1. Provar o Teorema 1. De qualquer maneira, a demonstraciao pode ser encontrada em
varias referéncias, como por exemplo, [10, 11, 14, 15].

1.1 Funcoes reais de uma variavel real

Este é o caso mais conhecido n = m = 1, da analise na reta, em que estudamos uma funcao do
tipo f : R — R. Quando f é diferenciavel em a, nossa definicao diz que existe a transformacao
linear f'(a) : R — R que satisfaz

fla+h) = fa)+ f'(a)-h+r(h), onde lim ()]

=0.
h—0 |h|

Assim, nos podemos “confundir” a transformacao linear f’(a) com o numero associado pelo
exercicio abaixo, ou (0 que € a mesma coisa) com a matriz canoénica de ordem 1 x 1 cujo tnico
elemento € a derivada “parcial”:

@)= | L]

Exercicio 2. Mostre que, se T € L(R;R), entdao existe A € R tal que T(z) = Az. Isto é, as
transformacoes lineares em R coincidem com as fungodes lineares usuais.

Sendo R um corpo, é possivel “dividir” por elements de R, isto é, dado ~ € R, nao nulo, existe
o inverso multiplicativo 4~! € R. Neste caso, podemos escrever, como de costume,

/ . (flat+h)—fla) r(h) fla+h) — f(a)
f(“):%,li%< h T Th ) h '

= lim

Em Calculo 1, muitas vezes se estuda derivada como o coeficiente da reta tangente ao grafico da
funcao. E justamente isto que nossa definicao diz, com as devidas identificacdes, ao escrever

f(x)~ f(a)+ f'(a)(x —a) para z=~a.

1.2 Funcoes vetoriais de uma variavel real - curvas em R™

Quandon =1e e.g. U =0, 1] o grafico da funcéo « : [0,1] — R™ representa uma curva em R™.



ilj\‘ a(0)
) ;/
\

E comum dizer que C = a([0,1]) é a curva e que o é uma parametrizagéao da curva C. Ou ainda,
que « € uma curva parametrizada. Isto é porque «, conforme ¢ cresce de 0 para 1, percorre a
curva C' em um sentido (ou orientacao) fixado(a) e com certa velocidade, possuindo portanto mais
informacoes. Para os nossos propoésitos, vamos frequentemente confundir a terminologia e, por
um abuso de linguagem, chamar « de curva.

Em coordenadas (usualmente usando a base canonica de R™), podemos escrever

Oél(t)

alt) = aQZ(t) cR™.

am(t)

No caso de ser « diferenciavel, segundo a nossa definicao, a derivada de o em um ponto ¢ é a
transformacao linear o/(¢) : R — R™, cuja matriz canonica associada é de ordem m x 1:

[o/(t)] = : ) (1)

Acima escrevemos, naturalmente, as derivadas “parciais” como

ol(1) = "o r)

Ao olharmos para a definicao de diferenciabilidade em que aparece h € R, notamos (obviamente)
que h € um numero real. Assim, identificando a transformacéao linear o/(t) com a sua matriz
canodnica associada, € possivel usar as representagdes acima para escrever, como de costume,

o/ (t) = lim aft+h) —aft)

h—0 h € R™. @)

Geometricamente, apos estas identificagoes, o/ (t) € o vetor tangente a curva a no ponto «a(t). Faca
um desenho dos quocientes em (2) para visualizar esta afirmacao. Observe que, assim como no



caso de uma funcao de uma variavel com valores reais, a derivada de uma curva parametrizada
pode ser vista como um objeto do mesmo tipo que a curva. A identificacdo acima é natural (ver
exercicio abaixo) e pode ser usada para considerar como equivalentes os objetos

o :[0,1] — L(R,R™) e a:[0,1] —R™.

Exercicio 3. A identificacdo £L(R,R™) ~ R™ é um isomorfismo canoénico, isto é, independe de
escolha de bases para os espacos vetoriais envolvidos: mostre que

o:R™ — L(R,R™)
x — O(x)(t) :=tx
¢ um isomorfismo de espacos vetoriais.

Exercicio 4 (Regra do produto). Para ao: R — R™ e §: R — R curvas diferenciaveis, mostre a
regra do produto

%(a(t)ﬁ(t» = (d/(t), B(t)) + (a(t), 8 (t)) paratodo t € R.

Em particular, prove que se o tem velocidade constante, isto €, |o/(t)| = C para todo t, entao

o (t) Lo’ (t) paratodo t€R.

Em outras palavras, se uma curva € tal que a magnitude do vetor velocidade permanece constante,
entao seu vetor velocidade € ortogonal ao seu vetor aceleracao em todos os pontos da curva.

1.3 Funcoes escalares de varias variaveis

Este é o caso m = 1, de modo que funcoes da forma f : R” — R sao os nossos objetos de estudo.
Supondo f diferenciavel, a derivada de f em um ponto a € R" é uma transformacao linear do tipo
f'(a) : R™ — R. Observe que, neste caso, a derivada f’(a¢) € um funcional linear, ou seja, um
elemento do espaco dual (R")*.

Em coordenadas canodnicas, a matriz associada com f’(a) € de ordem 1 x n e dada por

o | 9f of of
@)= 2w Lo - Ll
Desta forma, as derivadas direcionais podem ser calculadas como segue
U1
of  \_ w o _|9f of of v2| - Of 4
@ =r@o=lr@bl=[ge o - g [T =Yg e
Un

Observacao 2 (Relacdo com o vetor gradiente). Lembramos que, pelo Teorema da Representacao
de Riesz (ver, por exemplo, [2, Secao 8.5]), ao equiparmos R" com um produto interno (-,-), existe
um unico vetor (que denotamos por) Vf(a) € R" tal que

f'(@)-v=(v,Vf(a)) VveR"

Uma observacao fundamental é que o vetor V f(a) depende do produto interno escolhido. Nos
chamamos este vetor obtido pelo Teorema da Representacao de Riesz de o vetor gradiente de f em
a. No entanto, nas nossas notas, quando nos referirmos ao vetor gradiente, vamos implicitamente
assumir que equipamos R" com o produto escalar usual:

n
<.’E, y> = Z Tili,
i=1
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onde z; e y; sao, respectivamente, as coordenadas de z € y na base candénica de R". Como pode ser
visto por (3), uma vez fixado o sistema de coordenadas canénico, o vetor V f(a) em coordenadas
canonicas € dado por

Fof

87:1 (a)

af

)

or

52 (@

e podemos reescrever (3) como
f'(a) - v={(v,Vf(a)). 4)

Reforcamos que, enquanto f’(a) € (R")* é um funcional linear que independe de qualquer estru-
tura geométrica, Vf(a) € R" € um vetor que depende da escolha de produto interno utilizada. <

Exercicio 5. Um campo vetorial em R® é uma funcao vetorial F : R*> — R*. Dizemos que o campo
F é um campo gradiente quando existe uma funcéo escalar ¢ : R* — R tal que F = —V¢.

Em um sistema mecanico classico cujo campo de forcas depende apenas da posicdo, uma
trajetéria é uma curva o : I — R? que satisfaz a Equaciao de Newton

ma’(t) = F(a(t)). (5)
Mostre que, se F' € um campo gradiente, entdo ha conservacao de energia, isto €, a funcao

mlo/ (t)]?

B(t) = %5

+¢(a(t))
¢é constante. Por esta razdo, campos gradiente também sao conhecidos como campos conserva-
tivos.

Outra forma de enunciar este principio de conservacao de energia é o seguinte: o funcional
energia definido como

2
miv
By = "0 1 o)

€ constante ao longo das trajetorias ¢ — (a(t),a’(t)) do sistema.

Dica: Fazer o produto interno com «'(t) em (5), utilizar o Exercicio 4 e o Teorema Fundamental
do Calculo para funcées reais de uma variavel real.

No contexto de funcgoes escalares, é comum a notacdo df(a) = f/(a) € (R™)*. E também comum
chamar df(a) de diferencial de f em a. Vamos escrever df(a) em termos da base candnica do
espaco dual (R™)*.

Lembramos da Algebra Linear que, se B = {ej,es,...,e,} € a base canonica de R", podemos
definir a base dual 5* = {dzy,dxo,...,dz,}. Naturalmente, cada um dos elementos da base dual
é um funcional linear dz; : R" — R, que é definido*, nos elementos de B, por

1, sei=

0, sei+#j (©)

dxi(ej) = 5L] = {

4Notamos que, apesar de estarmos definindo os funcionais dz; pela expressao (6), a notacao utilizada é coerente com
o seguinte: ao denotarmos por z; : R — R o funcional que associa com um vetor = a sua i-ésima coordenada na base
canodnica, temos que o seu diferencial € dado por (7).



Desta forma,
U1
V2
escrevendo v = | . temos  dz;(v) = v;. (7)

Relembrando (3), segue que

df(a)-v= Z gxf (a)v; = Z gxf (a)dz;(v) = (Z g‘xf (a) dxi> (v).
i=1 " i=1 " 10

Esta formula torna rigorosa (como uma expressao no espaco dual) a representacao do diferencial
de f no ponto a em termos dos “diferenciais” dz;, com i € {1,2,...,n}.

1.4 Regra da Cadeia

Terminamos esta se¢ao lembrando como analisar a diferenciabilidade da composic¢oes de fungoes,
que acontece de acordo com a regra da cadeia: para f: R" — R™ e g : R — R? diferenciaveis,

(g0 f)(z0) =g (f(x0)) - f'(z0).

Observe que o que temos do lado direito da identidade acima é uma composicao de transformacoes
lineares que, em coordenadas, pode ser visto como um produto de matrizes. Olhando para as

componentes deste produto, podemos escrever, parai=1,2,...,pe j=1,2,...,n,
ANgiof), | _~~ 99 a1
oz, (xo) = ; D (f(z0)) 9z, (20).

2 Teoremas de Valor Médio

Lembra que, em uma variavel, vale o seguinte.

Teorema 3 (Teorema do Valor Médio). Se f : U — R é diferencidvel em (a,b) C U, entéo existe
¢ € (a,b) tal que
f®) = fa) = f'(c)(b - a).

Geometricamente, o Teorema do Valor Médio afirma, dada a inclinacdo da reta que passa pelos
pontos (a, f(a)) e (b, f(b)). existe um valor ¢ no interior do intervalo (a,b) cuja reta tangente tem
essa inclinacao.
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Uma versao moderna deste resultado aparece ja no trabalho de Cauchy em 1823, embora
versoes preliminares tenham aparecido anteriormente (ver wikipedia.org/meanvalue).

A versao para dimensdes maiores € uma desigualdade, que, como mostramos abaixo, segue
da definicao da norma de operadores (ou, se preferir, no caso n = 1 é a Desigualdade de Cauchy-
Schwarz). O resultado segue a filosofia de passar para o caso de uma variavel real por meio de
um caminho unidimensional (por exemplo, um segmento ou uma curva parametrizada).

Teorema 4 (Desigualdade do Valor Médio). Seja f : U C R" — R™ uma aplicagao diferenciavel no
aberto U e sejam z,y € U de modo que o segmento [z,y] também estd contido® em U. Entdo, existe
c € (z,y) tal que

|f@) = F@] < £ O] - ly—=l- 8)
Ja que ¢ pertence ao segmento que une x ey, podemos escrever ¢ = (1 —t)x+ty para algumt € (0, 1).
Demonstragao. Inicialmente mostramos o caso especial n = 1 (ou seja, provamos que a desigual-

dade vale para curvas). Neste caso, podemos supor que U = [q,b] C R. Para reduzir a prova ao
caso unidimensional, definimos uma func¢ao auxiliar ¢ : U — R por

Geometricamente, esta expressao esta relacionada ao angulo que o vetor posicao f(t) faz com o
vetor “deslocamento” f(y) — f(z). Pelo Teorema do Valor Médio (Teorema 3 acima) e pela defini¢cao
da norma de operadores, existe ¢ € (z,y) tal que

1f(y) — F@)]° = 6(y) — ¢(2)
= ¢'(e)y — )
= (f'(e), f(y) — f(2))(y — x)
<\ F©|-1fw) = f@)]-ly— =l

que € equivalente a (8) no cason =1 e f(y) # f(z). Por outro lado, se f(y) = f(z), (8) & trivial.
Para o caso geral, consideramos uma parametrizacao do segmento entre z e y € recaimos no
caso que ja mostramos restringindo a funcéo f a este segmento: definimos « : [0,1] — R™ por

alt) = f((1—t)z +ty).
Assim, existe t € (0,1) tal que |a(1) — «(0)] < |o/(to)|. Pela regra da cadeia, isto € o mesmo que
|f(y) — f(@)| < |F((1—to)z + toy) - (y — ).
O resultado segue da definicido da norma de operadores ao definir ¢ = (1 — to)x + toy. O

Exercicio 6. Prove o Teorema 4 diretamente por integracao. E necessario adicionar alguma
hipétese para formalizar a demonstragao sugerida neste exercicio?

Exercicio 7. Verique (enuncie e prove) que o Teorema do Valor Médio se estende (com igualdade)
para funcoes escalares f : R" — R.

3 Derivada segunda e derivadas de ordem mais alta

Considere f : U — R™ uma funcao diferenciavel. Nos dizemos que f é duas vezes diferenciavel
em o quando f': U — L(R™,R™) é diferenciavel em z,. Mais explicitamente, quando existe uma
transformacao linear (que denotaremos por)

" (z0) : R — L(R™,R™). 9)

E’Supomos convexidade apenas para que o segmento [z, y] esteja inteiramente contido em U. E possivel enunciar versoes
sem convexidade do dominio.
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que satisfaz (poderiamos enunciar de outras maneiras, analogas a (i)-(iv) do inicio destas notas)

1y 1o+ ) = f'(o) — £ (o) - ]

=0.
h—0 ‘h|

A norma que aparece no numerador acima é a norma de operadores em L(R",R™), isto é: para
T € L(R™,R™),

Por outro lado, poderiamos ter utilizado qualquer norma em L£(R",R™) pois, em dimensao finita,
as normas sao todas equivalentes.

Exercicio 8. Considerando
BR"R™)={B:R" xR" — R™; B ¢ bilinear},
mostre que
o : L(R", L(R",R™)) —  B(R™R™)
T — ®(T)[z,y] :=T(z)(y)
é um isomorfismo de espacos vetoriais.

O exercicio acima mostra que podemos considerar f”(zg) € B(R™;R™), ou seja, a segunda
derivada f”(z¢) de f em z, pode tanto ser vista como uma aplicacdo linear do tipo (9) quanto
como uma transformacao bilinear do tipo

f'(xo) : R x R — R™.

Qualquer destas interpretacoes é chamada de derivada segunda de f em z,. Tem-se, usando a
identificacao do Exercicio 8,

' an)(o.w) = £ ao)o)w) = 5 (7 20)(0) = g (G )

Em uma notacao talvez seja mais comum ao leitor, podemos escrever

P o)(w.w) = S (o)

n n

Exercicio 9. Escrever f”(z¢)(v,w) em coordenadas. Dados v = E vie; e w = E w'e;, obter as m
i=1 i=1

componentes de f”(zq)(v,w) € R™.

Prosseguindo como acima, define-se a terceira derivada em z, como uma forma trilinear, a
quarta derivada como uma forma quadrilinear (ou 4-linear) e assim por diante. Além disso, exis-
tem identificacoes naturais analogas as do Exercicio 8 para estes casos. Por exemplo,

{T:R"xR"xR" — R™; T é trilinear} ~ L(R", L(R", L(R",R™)))
~ /_’,(R",B(R";Rm))

Fica de exercicio ao leitor descrever a identificacdo de maneira precisa.
No6s dizemos ainda que

* f é de classe C° quando é continua;

e f éde classe C' quando f é diferenciavel e f’ é continua;
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e f éde classe C? quando f e f’ sao diferenciaveis e f” é continua;
* f éde classe C* quando existem as derivadas de f até ordem k e f*) é continua;

* f é de classe C° quando existem as derivadas de todas as ordens de f.

4 Formula de Taylor

Uma das versoes (com resto de Lagrange) da Formula de Taylor unidimensional nos diz que se
f:R — R é uma funcao de classe C**1, entdo existe ¢ no intervalo aberto entre a e z tal que

f(a f®(a) FED(E 41
" i (h+ 1()!) (o o)™

f(z) = f(a) + f'(a)(z — a) + (z—a)’+-- +
O objetivo desta secao € obter uma versao multidimensional deste resultado e representa-la
de maneira eficiente.

Teorema 5 (Féormula de Taylor). Suponhamos que f : R® — R é uma funcdo de classe C**' em
uma bola B, (a), entdo, para x € B,(a) C R", existe £ no segmento de a para x tal que

EE @M o)

, 1
F(@) = fa) + (@) (2 =) - D) - =)+

Observamos como a notacao do teorema acima é escolhida convenientemente de maneira a
lembrar a formula unidimensional. N6s deveriamos escrever, mais precisamente,

f9a)(z —a,x—a,...,x —a) aoinvés de f9)(a)-(z—a).

A transformacao £ (a) é uma aplicagao j-linear e f @) (a) - (x — a)’ (para nés) significa aplicar o
mesmo vetor = — a nas j entradas de ) (a).

Demonstragcdo. Como ja fizemos na prova da Desigualdade do Valor Médio, vamos nos restringir
ao segmento de reta que une a a x € aplicar o caso conhecido unidimensional. Ja que queremos
considerar ¢t =0 e ¢t = 1, escolhemos § > 0 adequado e definimos ¢ : [-§,1 + J] — R por

o(t) = f((1—t)a+tx) = fla+t(z — a)).
A férmula de Taylor unidimensional implica que existe 7 € (0,1) de modo que

o

o (11)

H(1) = 9(0) +6/(0) + -+ 0P (0) +

O resultado segue da Regra da Cadeia, com & = a + 7(x — a). O

Para escrever mais explicitamente a Formula de Taylor em termos de derivadas parciais de f,
vamos introduzir uma notacao conveniente adicional. Um multi-indice é um elemento o« € N"
que, para os nossos propositos, representa o numero de derivadas parciais com respeito a variavel
que esta na respectiva posicdo. Assim, ao escrever D f(a), o nimero natural a; que esta no i-
ésima posicao do multi-indice o € N" indica que sao tomadas «; derivadas parciais com respeito
a variavel ;. Por exemplo, para f : R®> — R, denotamos

85 f

—_— = Da == 2 1 .
ax%ax38x4(a) f(a)7 Onde & (0?37 ’ 70)
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Também € comum utilizar multi-indices para denotar monémios em varias variaveis: com o
mesmo multi-indice « dado no exemplo acima, temos

¢ = x§x§x47 onde «=(0,3,2,1,0).
De maneira geral, denotamos a = (a1, 2, o, ) € N e |a| = a1 + az + - - - + o, € escrevemos

o 92 N aanf Q) — 8\a|f ( )
ST 9z Bxar Y xSt 0l

=ty cxor e DYf(a) =

de modo que, nestes casos,
vamente. Ainda, é também comum escrever

n n! n!
ol =aila! - o, € =—=—
« ol arlag! - ap!

o que simplifica a notacao de expansdes multinomiais como feito abaixo.

Exercicio 10 (Teorema Multinomial). Mostre que, para N € N fixado € z1,zs, ... 7 € R, vale

NI
($1+$2+"'+1‘k)N: %2 . Ok
aplasg! -t T2 k
artagttda,=N % ’

Na notacao introduzida acima, podemos escrever, mais sucintamente,

N
(I1+$2+"'+$k)N: Z (a>xo‘, onde =z = (z1,22,...,%k).
la|=N

Dica: Mostrar o caso k = 2, muitas vezes conhecido como Binémio de Newton, e depois fazer
inducao em k.

Agora, vamos utilizar o Teorema Multinomial para representar (11) mais explicitamente. Ini-
ciamos observando que

0
" o,

of of of 0 0
'(t tv) = vy =—— et v =— ) f.
o) = glatt) =vg tug totog = Tagy, bt g )
Apesar de a notacao do lado direito acima parecer pouco natural a primeira vista, € um dos
objetivos (mais adiante no curso) justificar que, de fato, esta € uma maneira muito conveniente de
se pensar na derivada de f na direcao v. Em seguida, iterando e utilizando o Teorema Multinomial,

obtemos® 4
. 0 0 9\’ j!
() () — . <z — I e pe
¢J(t)—< LY s +vnaxn) f—zl:alva(a—i—tv).
al=j

Portanto, (10) € o mesmo que

)= Y S a DM@+ Y - a) DA,

lo|<k lo|=k+1

60 Teorema Multinomial funciona sempre que pudermos distribuir os produtos e utilizar a comutatividade dos ele-
mentos. No caso das derivadas parciais, € possivel comutar sempre que a funcao f for suficientemente regular, de modo
que podemos aplicar a féormula dada no Teorema Multinomial. Qual é a regularidade necessaria? Este é o conteido do
Lema de Schwarz.
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4.1 Caso especial i = 2; Hessiana

Para a maior parte das aplicacées, € suficiente escrever a Formula de Taylor até apenas ordem
2. Além disso, observamos que, a partir da forma bilinear f”(a) : R” x R” — R, podemos definir
uma forma quadratica Q(v) = f”(a)(v,v). Esta forma quadratica é conhecida como a Hessiana de
f em a. Vejamos a matriz simétrica associada a Hessiana: utilizando a base candnica,

n 82f

Q) = ["@) = 3 g

(a)vv; = (V2 f(a)v,v) = vT V2 f(a)v,

i,j=1
onde V?f(a) é a matriz das derivadas parciais de ordem 2 de f:
0% f
2 —
V@) = | o (0]

Por abuso de linguagem, V2 f(a) é também conhecida como a Hessiana de f em a.
Com esta nova notagao, enunciamos um caso particular da Féormula de Taylor que provamos:

nxn

Corolario 6. Suponhamos que f : R" — R é uma funcao de classe C* em uma bola B,(a), entéo,
para x € B,.(a) CR", existe £ no segmento de a para x tal que

f(@) = Ja) + Vi(a) - (2 — a) + 5 (2 — ) V2 f(@) & — @) + r(z ), (12)

onde
r(xr—a) 0

lim
z—a |z — al?
Exercicio 11. Verifique que é valido o corolario acima. Da maneira que esta enunciado, é real-
mente necessario supor f € C3?

5 Problemas de otimizacao - maximos e minimos

Nesta secao, estudamos condicdes necessarias e suficientes para que um ponto a € R” seja um
minimizante (ou maximizante) para uma fungao escalar f : R® — R. Comecamos com uma
condicao necessaria de primeira ordem (no contexto de otimizacao, a ordem se refere a ordem de
diferenciacao analisada na condigao).

Proposicao 7. Suponhamos que a € int U é um ponto interior e de minimo local para f : U C R" —
R. Suponhamos ainda que | é diferencidvel em a. Entéo, df(a) = 0.

Demonstragao. Utilizando que a € minimo local e a definicao de diferenciabilidade, temos que para

todo v proximo da origem, vale

fla) < fla+v) = f(a) +df(a)-v+r(v) etambém r|(vv|)_>o,

Se w € um vetor unitario na mesma direcao de v, podemos escrever w = tv. Logo, temos que, para
qualquer ¢ suficientemente pequeno,

Fazendo t — 0, concluimos que df(a)-w > 0. Além disso, este raciocinio vale para todo w unitario.
Em particular, podemos trocar w por —w e segue que df(a) - w = 0 para todo w unitario. Isto
implica que df(a) é o funcional linear nulo, ou seja, df(a) = 0. O
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Um ponto a € R" é dito um ponto critico de f quando df(a) = 0. Assim, o teorema acima
afirma que todo extremizante (ponto de minimo ou de maximo local) de f é ponto critico. A
reciproca nao é verdadeira: a = 0 € um ponto critico de f(z) = 2® que nao é ponto de minimo nem
de maximo para f.

Lembramos que uma matriz simétrica A de ordem n x n é dita positiva definida quando

(Av,v) > 0 para todo v € R™.

E comum a notacao A > 0. A matriz A é dita estritamente positiva definida, e se escreve 4 > 0,
quando
(Av,v) > 0 para todo v € R" ~ {0}.

Proposicao 8. Suponhamos que a € int U é um ponto de minimo localde f : U CR"” — R e que f
é duas vezes diferencidvel em a. Entao, a matriz Hessiana V? f(a) é positiva definida:

(V2f(a)v,v) >0  paratodowv € R™.

Demonstracgdo. Pela proposicao anterior, Vf(a) = 0. Logo, pela Formula de Taylor, temos que

@) < fa ) = @) + 5(72F() b} 1(h) - com Tl 0,

para todo h € B;s(0) préximo de zero (ja que a € um ponto de minimo local). Segue que
(V2f(a)-h,h) +2r(h) > 0.

Como na proposicdo anterior, podemos escrever h = tw com w unitario, dividir por * e fazer t — 0
para concluir que

(V2 f(a)w,w) >0 para todo vetor unitario w € R".
Para concluir a demonstracao, basta fazer w = v/|v| € multiplicar por |v|2. O

Exercicio 12. Areciproca da Proposicao 8 nao é verdadeira; encontre um contra-exemplo. Enun-
cie e prove resultados analogos as duas proposi¢oes acima para pontos de maximo local.

Se tivermos uma matriz Hessiana estritamente positiva, dai sim a reciproca € verdadeira.
Proposicao 9. Seja f: U C R" — R de classe C? em U. Suponhamos que

* Vf(a)=0e

e V3f(a) > 0.
Entao, a é um ponto de minimo local estrito para f.

Demonstragao. Assim como na Proposicao 8 acima, utilizamos a Féormula de Taylor:
L o2 _r(h)
f(a+h):f(a)+§<v f(a)-h,h) +7r(h) onde lim —— =

Dividindo por |h|? podemos escrever

flath) - fla) 1 <V2f(a) : |Z Z|> +p(h) onde lim p(h) = 0.

|h[? 2

Como V?f(a) > 0, a aplicacao continua w — (V?f(a) - w,w) assume um minimo estritamente
positivo na esfera unitaria (que ¢ um conjunto compacto), de modo que, para algum C > 0, vale

fla+h) = f(a)
|h[?

Agora, como p vai para zero quando h — 0, existe § > 0 tal que

h e Bs(0) = C+ p(h) >0,

>C+p(h) onde lim p(h)=0.
h—0

concluindo a demonstracao. O
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Exercicio 13. Adaptar o raciocinio da Proposicao 9 para pontos de maximo local de f.
Proposicao 10. Seja f : U C R" — R de classe C? em U. Suponhamos que
* Vfla)=0e

e V?f(a) é indefinida, que quer dizer que (V?f(a)v,v) “muda de sinal”, isto é, assume tanto
valores positivos quanto negativos ao variar v.

Entao, a nao é nem um ponto de minimo local nem um ponto de mdaximo local para f.

Demonstracdo. O argumento utilizado nas demonstracoes da Proposicao 9 e do Exercicio 13 mos-
tra que, para h suficientemente préximo da origem,

fla+h) = f(a)

e tem o mesmo sinal de <V2f(a) L h> .

e
Isto conclui a prova da proposicao. O

E um exercicio de Algebra Linear mostrar que uma matriz A é positiva definida se, e somente
se, todos os seus autovalores sao positivos.

Exercicio 14. Faca o exercicio!

Por outro lado, pode ser bastante trabalhoso encontrar todos os autovalores de A. Um método
indireto consiste em completar quadrados até se “livrar” dos termos mistos da forma quadratica
(Av,v). Vejamos um exemplo.

Exemplo 11. Considere

de modo que
(Az,x) = 23 + 22 — 222 + da 20 + 20013

Juntando os termos que tém z;, obtemos
2 _ 2 2 __. 2 2 —
2] +4x129 = (11 + 229)° — 425 =: 0 — 4x5 onde a = x1 + 2x3.

Logo,
(Az,z) = a® — 323 — 223 + 2x013.

Em seguida, juntando os termos com z5:

2 2 2 2
—3a3 + 2mpw3 = —3 (335 + 3962563) =-3 (ng + %) + % = —3b% + % onde b=z, + %

Denotando ¢ = z3, obtemos
2

(Ax,x) = a® — 3b* + %
Desta forma, é facil ver que (Az, z) assume tanto valores positivos quanto negativos; basta escolher
alguns valores baseados nos sinais que aparecem nos termos ao quadrado. Por exemplo, quando
b = 0, temos valores positivos. Quando a = ¢ = 0, temos valores negativos. Portanto, A € uma
matriz indefinida.
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5.1 Comentario sobre pontos criticos nao degenerados

Seja f : R" — R de classe C?. Dizemos que um ponto critico a de f ¢ ndo degenerado quando a
matriz Hessiana de f em a € invertivel.

Proposicao 12. Seja f : R" — R de classe C?. O conjunto dos pontos criticos nédo degenerados de
f é isolado em R".

Demonstragao. Considere a aplicacao “gradiente” g : R® — R"™ dada por
g(z) =Vf(z), zeR"

Se a € R™ é um ponto critico ndo degenerado, temos ¢'(a) = V2f(a) invertivel, de modo que, pelo
Teorema da Funcio Inversa’ g é invertivel em uma vizinhanca de a. Em particular, é injetiva e
g(x) # g(a) = 0 nesta vizinhanca se = # a. Logo, a € o tinico ponto critico de f nesta vizinhanca. O

6 Funcoes Convexas

Funcgoes convexas sao dos objetos mais importantes em matematica, principalmente em pro-
blemas de otimizacdo e de calculo de variagoes. A referéncia mais classica para o assunto é
Rockafellar [13]. O material desta secdo € uma ampliacdo de Villani [16, Subsecao 2.1.3], que ja
¢é bastante inspirado em [13]. No entanto, nao vamos nos aprofundar nos tépicos que necessitam
de Teoria da Medida, para nao fugir dos pré-requisitos do nosso curso.

Uma funcédo f : R" — R U {+o00} é uma funcao convexa prépria®°® quando f nio é identica-
mente +oco €, para todo z,y € R" e para todo 0 < A < 1, tem-se

FIA=Nz+xy] < (A=A f(2)+Af(y). (13)

Quando a desigualdade € estrita em (13), dizemos que f € estritamente convexa.
O dominio efetivo de uma funcéo convexa f é o conjunto

dom f := {z € R"; f(z) < +o0}.

Podemos verificar que dom f € um conjunto convexo (exercicio). Além disso, a definicdo pode ser
estendida para englobar mais de dois pontos:

Exercicio 15 (Desigualdade de Jensen - versao discreta). A funcéo f: R" — RU{+oo} é convexa
se, e somente se, para todo Ay > 0,\2 > 0,..., A\, >0com A; + Ay + -+ + A\, = 1, temos

f[Alxl + )\2%2 +-- Amxrn} S Alf(ll) + )\Zf(JQ) + -+ )\mf(xm)-

Uma propriedade geométrica que segue da definicdo é que o grafico de uma funcio convexa
esta “acima” do plano tangente em cada um dos pontos de diferenciabilidade:

Proposicao 13. Se f : R" — R U {+occ} é uma func¢do convexa prépria que é diferenciavel em
z € dom f, entao

fy) = f(2) +{(Vf(2),y — ),
para todo y € R". Em particular, o campo gradiente V f é um campo monétono em seus pontos de
diferenciabilidade, ou seja, vale que

(Vfly) = Vi(x),y—z) =0

“Mais diretamente, o Passo 1 da prova do Teorema da Funcio Inversa que demonstramos mais adiante, mostra a
injetividade de g em uma vizinhanca de a, o que basta para a prova desta proposicao.

8No contexto de Analise Convexa, a palavra prépria indica que f > —oco em todo ponto e que f(z) < +oo para pelo
menos um ponto [13, Secao 4].

9Permitir que a funcao assuma o valor +oco € interessante por varios motivos. Alguns deles seguem. Trabalhar com
funcgdes com mesmo dominio: todo espago R™ (para tanto, é possivel estender func¢des convexas para além do seu dominio
convexo de definicao pelo valor +o0o, mantendo convexidade). O supremo de fung¢des convexas € assim uma func¢ao convexa
e podemos escrever (14) e (15) sem demasiada preocupacao de o supremo ser finito. Além disso, o dominio efetivo de f,
que pode ser pensado como o conjunto onde a fung¢ao estaria usualmente definida, € convexo de modo que nosso conceito
é mais geral. Ainda, outras propriedades relacionadas a Transformada de Legendre (e semicontinuidade) sdo enderecadas
na lista de exercicios.
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Demonstrag¢ao. Reescrevendo (13) como

flz+ Ay —2)] - f(z)
A

e mandando A — 0, obtemos o resultado. O

< fly) = f=)

Na verdade, esta propriedade de o grafico estar acima dos planos tangentes caracteriza as
funcoes convexas diferenciaveis:

Proposicao 14. Suponhamos que f : R" — RU {+oc} é uma funcao de classe C' que satisfaz

fy) = f(x) +{Vf(z),y — ),
para todo x,y € R". Entao f é uma funcao convexa.

Demonstracéo. E sempre verdade que (como se vé tomando = = y)

F) < sup [f(2)+(Vf(@).y - ).

TER™

Logo, nossa hipoétese garante que, na verdade,

F) = sup [f(2)+(Vf(@).y - ). (14)

"IJER’H

O resultado segue da observacdao que o supremo pontual de uma familia qualquer de funcoes
convexas € também uma func¢ao convexa. O

Exercicio 16. Mostre que o supremo pontual de uma familia qualquer de fung¢des convexas é
também uma funcao convexa, isto €, dadas f) convexas, temos que

J(y) := sup fi(y) (15)

AEA

é convexa.

Em seguida, mostramos outra caracterizacdo de fungdes convexas, mas com derivadas de
ordem dois.

Proposi¢cao 15. Segja f : R" — R U {4+00} uma funcdo de classe C?. Entdo f é convexa se, e
somente se, V2 f(x) é positiva semi-definida, para todo x € dom f, isto é,

(V2 f(z)y,y) >0,

para todo z,y € R™.

t —t
Demonstracao. Como z = x; L 5 Y a definicao de fungao convexa implica que

2f(x) < fz +ty) + f(z — ty).

Logo,
[+ ty) + f(x—ty) —2f(x) _
12 -

Fazendo t — 0, obtemos o que queriamos.
Pelo Teorema do Valor Médio, para todo z,y € R",

<V2f(€) (y B l‘),y -
2

Fy) - f(@) = (Vf(2),y —2) + %) 5 (Vf(a)y —a)

e o resultado segue do anterior.
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Uma outra forma de provar (que também ¢é a ideia da prova da Féormula de Taylor com resto
integral) é fazer duas aplicagoes do Teorema Fundamental do Calculo:

fly) = f(x) = /Olif{x+t(y—x)} dt
:/01<Vf[x+t(y—x)},y—x>dt
= (Vf(x),y—x>+</01 [Vf[x+t(y—m)] —Vf(x)} dt,y—x>

= (Vf(x) +</01/ —Vf [+ st(y — )] dsdt, y—x>
:<Vf($)ay—$>+</0/VQf[x—i-st(y—x)] (t(y—x))dsdt,y—a}>

=(Vf(z),y —x) // V2 [z + sty — )] (y — )y—x>dsdt
> (Vf(x),y O

6.1 Regularidade de primeira ordem

A questdo seguinte de nosso interesse é a analise da regularidade de fung¢des convexas. Por
exemplo, dada uma funcao convexa propria,

* sera f continua?
* sera f diferenciavel?
Passamos a estudar estas questoes.

Teorema 16. Suponhamos que f : R® — R U {+o0} é uma funcdo convexa préopria. Entdo, f
é localmente limitada e localmente Lipschitz em int(dom f). Em particular'®, f é diferencidvel em
quase todo ponto de dom f.

Vamos apresentar duas provas de que fungdes convexas sao localmente de Lipschitz. A pri-
meira vale apenas em dimensao um, mas € bastante instrutiva. A segunda € uma prova em
dimensao n > 1 que é também elementar.

Demonstracéao em dimenséao 1. Se n = 1, por ser um aberto convexo da reta, int dom f deve ser um
intervalo (a,b). Em dimensao um, € possivel caracterizar funcgées convexas como segue (faca um
desenho e forneca uma interpretacao geométrica dessa condicao): dados a < z < b, temos

f@) = fla) _ )~ f(a) _ fb) = f(x)

T —a - b—a - b—ux

(16)

Para ver isso, tomamos ¢ = P € (0,1) de modo que z = (1 — t)a + tb. Logo,

f(@) < (X =t)f(a) +tf(b) = fla) + =5———

Entao,

f@) ~ fla) _ )~ f(a)

T —a b—a

100 Teorema de Rademacher (ver, por exemplo, [5, Section 3.1.2]) afirma que funcées Lipschitz sao diferenciaveis em
quase todo ponto, o que diferenciabilidade exceto, no maximo em um conjunto de medida nula (a definicdo de conjuntos
de medida nula aparece mais adiante no curso e € semelhante a que se conhece da analise na reta).
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Considerando s € (0,1) tal que = = sa + (1 — s)b, provamos a segunda desigualdade em (16).
Considere!! (¢,d) cC (a,b). Iterando (16), temos que, paraa < c<z <y <d <b,

fle) = fla) _ fly) = fx) _ f(b) = f(d)
c—-a ~ y—zxz ~—  b—d
Escolhendo . p
(I CEV CIRTUENOIYS
temos |f(y) — f(z)| < M|z — y|, para quaisquer z,y € (c,d). O

Finalmente, apresentamos uma segunda prova de que f € localmente Lipschitz.

Demonstracgdo. Considere x € intdom f e Q,.(zo) C int dom f um cubo fechado centrado em z( cujas
arestas tém comprimento 2r e sdo paralelas aos eixos coordenados. Observe que B, (zg) C Qr(zo).
Sendo f convexa, o maximo de f em @, (z¢) € atingido em um dos vértices z;, do cubo (exercicio).
Logo,
f(y) <sup f(zx) =t M < +o00, paratodo y € B,(zp).
k

Em seguida, vamos mostrar que f é também limitada por baixo em B,.(zy). De fato, dado
x € B.(zg), temos que y := 229 — x € B,.(z9). Logo,

f@) + 1) _ f@) + M
2 - 2

Tty
2

20 = — flao) < = f(z) > 2f(x0) — M.

Logo, |f| < C em B,(xp), o que mostra que f é localmente limitada em int dom f.
Agora, fixamos § € (0,7). Dados =,y € B,_s(z), temos que'?
Y= d x+ ly =z z, onde z:y—&—éL € B, (o).
Stlly—zl  d+ly—=l ly — ||
Usando convexidade,
100 e —" ) g A )
5+ lly — = 5+ lly — =
Logo,
f(z) = f(=z) 2C
— r) < —————= —z| < — — XI||.
Fly) = fl@) < 57 T ly =zl < —=lly <l
Trocando os papéis de z,y € B,_s(xo), concluimos que f é de Lipschitz em B,_s(zo). O

6.2 Regularidade de segunda ordem - o Teorema de Alexandrov

Em seguida, descrevemos superficialmente diferenciabilidade de segunda ordem para funcoes
convexas. O Teorema de Alexandrov diz que fungdes convexas sao duas vezes diferenciaveis para
quase todo ponto, que € um resultado notavel, ja que diferenciabilidade de primeira ordem ¢é
apenas quase sempre. Um pouco mais explicitamente, o Teorema de Alexandrov afirma que, para
quase todo ponto, existe uma matriz, que pode ser chamada de “Hessiana”, que de fato tem a ver
(em um certo sentido) com derivadas de segunda ordem de f, e que cumpre seu papel no sentido
da Férmula de Taylor.

1] ¢-se a notacdo B CC A como “B compactamente contido em A”, o que significa que B C B C A e que B deve ser
compacto. Assim, se A € um conjunto aberto, considerar um conjunto aberto B CC A significa considerar um aberto
B C A “que esta longe da fronteira de A”, ja que devemos ter dist(B,9A) > 0.

127 escolha de z pode ser mais facilmente descrita geometricamente: dados z,y € B,_s(xo), tracamos a reta que contém
os pontos z e y e, a partir do ponto y, andamos uma distancia § na direcao contraria a de z, definindo o ponto z. Dessa
forma, precisamos considerar o raio » — ¢ para que o ponto z pertenca a Br(zo). Além disso, y esta, por construgao, no
interior do intervalo de extremidades z e z e pode ser escrito como combinacdo convexa destes pontos.

21



Teorema de Alexandrov. Seja f : R” — R wma funcga@o convexa. Entao, existe um conjunto A de
medida nula tal que, para todo x € R™ \ A, existe uma matriz (denotada por) V2 f(zx) que satisfaz

(V2f(z)v, v)

5 +o(jv[*) quando v — 0.

flx+v) = f(z) +(Vf(z),0) +
Demonstragcao. Pode ser encontrada em Evans, Gariepy [5] ou Villani [17]. Necessita de conheci-
mentos de Teoria da Medida. O

7 O Teorema da Funcao Inversa

O Teorema da Funcao Inversa figura como um dos resultados mais importantes da analise ma-
tematica moderna. O teorema nos da uma condicao suficiente para que funcoes vetoriais sejam
invertiveis na vizinhanca de um ponto. Nao é tdo claro quem foi o primeiro a demonstrar este
resultado, mas uma busca no Google'® mostrou que o Teorema da Funcao Inversa ja aparece no
trabalho de Ulisse Dini'%, em “Lezioni di Analisi Infinitesimale”, de 1877.

dal j{g‘f lav Wisse Dive
i o2
| Qo Geccademico 18118,
o . C%&(Ql‘ EALOEO DIFFERENSINLE

\ ‘.; f}ﬁ% —exz;ﬁ’rﬁoh -
f Pt g diBrop ™ aURTEDh S STITUTD & FRA |
: o il UNNERSITA - FIRENZE
S o 2 7
DOHAZIONE
»&M , Porane '?u.a Gl

; \ ) S - ,‘?Z'w

Teorema 17 (Teorema da Funcio Inversa). Seja f : E C R” — R™ uma funcdo de classe C* (E,R")
e suponhamos que, para algum a € E, a transformacao linear f'(a) : R — R" ¢é invertivel. Entao,
f é invertivel, com inversa diferencidvel, perto do ponto a.

Mais precisamente, existe um aberto U que contém a e um aberto V que contém f(a) tais que

(i) afuncao f é injetiva em U;

(i4) f(U)=V, demodo que f : U — V é uma bijecdo;

13https: / /mathoverflow.net/questions /94323 /who-was-the-first-to-formulate-the-inverse-function-theorem, visuali-
zado em 30 de Janeiro de 2018

Matematico italiano que viveu de 14 de Novembro de 1845 até 28 de Outubro de 1918. Nascido em Pisa, Italia,
estudou na Scuola Normale Superiore, sob orientagao de Enrico Betti. Também estudou em Paris com Charles Hermite,
através de bolsas de intercambio. E conhecido por seu trabalho em Anélise Real, no perido de formulacédo rigorosa de
varios conceitos da teoria. Seu nome aparece no Critério de Dini (para convergéncia de séries de Fourier), Teorema de
Dini (sobre convergéncia de sequéncias monoétonas de funcodes), € creditado o Teorema da Func¢ao Implicita, que veremos
mais adiante no curso, etc. Dini faleceu aos 72 anos em Pisa, Italia. Algumas destas informagoes foram retiradas de
https://en.wikipedia.org/w/index.php?title=Ulisse_ Dini&oldid=812724987 em 03 de Janeiro de 2018. Segue um retrato
de Dini (que também pode ser encontrado no link acima).
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(iii) a_funcao inversa f~* é de classe C'(V;U) e vale que, paray = f(z) € V

Observacao 18. Em outras palavras, se f € C! e f'(a) é um isomorfismo, entao f é um difeomor-
fismo de uma vizinhanc¢a do ponto ¢ em uma vizinhanca do ponto f(a).

Exercicio 17. Mostrar que, se f € C* e f'(a) é um isomorfismo, entdo f é um difeomorfismo de
classe C* de uma vizinhanca do ponto ¢ em uma vizinhanca do ponto f(a).

Vamos apresentar uma prova bastante direta, seguindo os passos de Rudin [14, pp. 193]
ou Spivak [15, pp. 41] ou Lima [10, Capitulo 6]. Come¢amos com um resultado preliminar de
Algebra Linear, que sera importante na demonstracio.

Lema 19. Seja M (n) o espaco vetorial das matrizes (quadradas) de ordemn x n e GL(n) C M(n) o
subconjunto das matrizes invertiveis. Entao:

(i) Se A é invertivel e B satisfaz

, 17
AT an

1B — Al <

entao B também é invertivel. Ou seja, a bola de centro em A € GL(n) e de raio 1/||A™"| esta
contida em GL(n). Em particular, o conjunto GL(n) é aberto em M (n)'®.

(ii) A aplicagao ® : GL(n) — GL(n) dada por ®(A) = A~', é um homeomorfismo'®.

Demonstracgédo do lema. Nas condicdes do item (i), consideramos x € R e vamos mostrar que existe
uma constante £ > 0 tal que
klz| < |Bzl, (18)

o que implica que B é injetiva. Sendo uma matriz quadrada, concluimos que ¢é invertivel. Para
verificar (18), calculamos
2| = |A7  Az| < [|A7Y|]]Ax]

que implica

i < 4ol < (B = A)a] + |Ba] < 1B - Alla] + |Bz),
o que implica em (18) com
1
ki=———m—|(B—A)|>0.
A=

Para provar (i), notamos que

Bl —A'=B"YA-B)A™.

15poderiamos mostrar diretamente que GL(n) é aberto pela continuidade da funcao determinante:
GL(n) = {A € M(n); det A # 0}.

Por outro lado, o item (i) contém uma informagdo mais precisa sobre o tamanho da bola centrada em A que contem
apenas matrizes invertiveis. No caso de uma matriz A invertivel que é também normal (isto €, que comuta com sua
adjunta A*), temos (verifique!)

1 ” —1

[JA|| = sup{|A|]; A é autovalor de A} enquanto [|A~ = min{|A|; A € autovalor de A}.

Assim, B,(A) C GL(n) onde o raio r € o menor (em magnitude) autovalor de A. Isto esta em concordancia com o fato que
uma matriz nao é invertivel se, e somente se, o valor zero € um de seus autovalores.
161sto €, ® é continua, invertivel (neste caso, ® ! = ®) e com inversa continua. Na realidade, ® é um difeomorfismo:
fica como exercicio verificar que
®'(A)-H=—-A"1HA™L

Este resultado concorda com o caso (comutativo) unidimensional: ¢(t) = 1/t = ¢'(t)h = —h/t>.
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Além disso, fazendo =z = B~ !y em (18), obtemos

R v
R I- AT B4

KB~y <|yl, o queimplica B~ <

Juntando estas informacoées, obtemos

A7)
L= [[A=H 1B — A

|®(B) — ®(A)|| = B~ = A7 < [ BTH[[|A = B[ |A7"]| < I1B—All. (19
Observamos que, para A € GL(n) fixado, o lado direito de (19) vai para zero quando || B — A|| — 0.
Logo, dado ¢ > 0, existe 6 > 0 tal que o lado direito de (19) fica menor do que ¢ quando || B — 4| < 4.
Em particular,

|IB—A||<d = ||®(B)—2(4)] <e. O

Passamos entao a demonstracao do teorema principal desta secao.

Demonstracao do Teorema da Funcgao Inversa. Dividimos a prova em trés passos, todos presentes
de uma maneira ou de outra em [10, 14, 15]. E um bom exercicio comparar os argumentos para
um melhor entendimento. Por exemplo, [10] separa a prova que apresentamos em varios lemas
e teoremas independentes, € mesmo mais gerais, que podem esconder um pouco o trabalho da
demonstracao. Por outro lado, os resultados independentes podem ser tteis em outras situacgao.

Passo 1. Vamos provar que f € injetiva em uma vizinhanca de a. Basta mostrar que, para |h|
suficientemente préximo da origem e para algum ¢ > 0,

|f(z+h) = f(z)| > elh]. (20)

Sendo a desigualdade (20) valida para quaisquer = € Br(a) € z + h € Bg(a), temos que f € injetiva
em Bpr(a). Comparar com (18) que ¢é a versao linear do argumento de injetividade.
Devemos, assim, mostrar (20). Note que, pela desigualdade triangular,

|f(z+h) = f(x)| > |f'(a) - h| = |f(x+ D) = f(z) = f'(a) - . (21)

Aideia que vamos formalizar abaixo é a seguinte: sendo f continuamente diferenciavel e x préximo
de a, a derivada f'(a) nos da alguma informacao que seria dada por f’(z). Assim, vamos conseguir
mostrar que |f(z + h) — f(z) — f'(a) - h| fica pequeno quando % esta proximo da origem.

Fixamos um nuamero R > 0 que sera escolhido posteriormente. Sejam = € Br(a) e x+h € Bg(a)
pontos quaisquer e definamos F : [0,1] — R" por

F(t) = f(z +th) = f(x) = f'(a) - (th).

Intuitivamente, nos restringimos a direcao h e € como se estivéssemos tentando fazer a aproxi-
macdio linear de f em x, mas utilizando f/(a) ao invés de f/(z). Por isso que a hipétese de que f’
é continua vai ser importante. Pela Desigualdade do Valor Médio, existe tq € (0,1) que satisfaz

[f@+h) = f(2) = f'(a) - | = [F(1) = F(O)| < |F(to)). (22)

Temos ainda

[F'(to)| = | /(2 + toh) - h = f'(a) - h] < [[f'(z + toh) — f'(a)] |1]. (23)
Por hipétese, f € C', de modo que f' : E — L(R™;R"™) é continua. Logo, dado ¢ > 0, existe R > 0
tal que Br(a) C E e

|f'(z) — f'(a)|| <e paratodo =z € Bg(a).
Além disso, pelo Lema 19 acima, podemos considerar ¢ > 0 pequeno o suficiente, de tal maneira
que f'(z) € invertivel para todo = € Bg(a).
Agora, utilizamos (22) e (23) para escrever

|f(z+h) = f(x) = f'(a) - h| <elh].
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Ja que f'(a) € invertivel, possivelmente diminuindo ¢ > 0 para que ¢ < 1/(2| f'(a) (), temos
"(a) - h
clhl = €] /(@) £ a) - B] < ell /(@) 1 (a) - bl < L 24

Assim, (21) implica
fl@+h) = f(z)| = RAGRLIES elhl.

onde, na ultima desigualdade, utilizamos (24) novamente.

Passo 2. Escrevemos U := Bg(a) e V := f(U) e temos, pelo Passo 1, que f : U — V € uma
bijecdo. Vamos verificar, nas hipéteses do teorema, que V' é um aberto do R"; na verdade, o
argumento que utilizamos abaixo mostra que f : U — V € uma aplicacao aberta. Lembramos
que uma aplicacao f € aberta quando a imagem de qualquer conjunto aberto por f € um conjunto
aberto. Em particular, temos que f~! é uma aplicacao continua'”.

Para verificar que f é aberta, vamos provar que a imagem de qualquer bola (aberta) contida
em U € um conjunto aberto. Consideramos entao zy € U e r > 0 tais que B,(zy) C U. Afirmamos
que Be,/2(f(z0)) C f(Br(z0)). De fato, seja y € B, 2(f(20)). Tem-se

er
ly = f(zo)| < o (25)
A funcao ¢(z) := |y — f(z)| € continua no conjunto compacto B,(z;). Logo, assume um valor

minimo em algum ponto z* € B,(x¢). Primeiro, vamos verificar que z* pertence ao interior da
bola: se fosse |z* — x| = r, teriamos que, usando (20) e (25),

Er

er = ela® —ao] < [[(0") = f(wo)| < |y = S|+ |y = Flao)] < o(") + 5

Mas dai, utilizando (25) novamente,

Blao) < 5 < o(a),

o que contradiz ser z* um ponto de minimo. Segue que z* € B,.(x¢).

Agora, notamos que z* também minimiza a funcao (z) = |f(z) — y|*> em B,(z;). Logo, sendo
=* um ponto interior, temos que é um ponto critico, isto &, 2(f(z*) — y)* f’(z*) = 0. Como f’(z*)
é bijetiva, concluimos que deve ser y = f(z*). Lembrando que z* € B, (), temos y € f(B,(z0)).
como haviamos afirmado. Segue que V' é um conjunto aberto.

Passo 3. Neste ultimo passo, vamos verificar (iii). Dados y € V e y + k € V, escrevemos
e=f"y) e h:=f"y+k)— Ty =Fy+k) o
Desta forma, temos as relagoes
k=fl+h)—fz) e h=F"y+k) - () (26)
Sendo f diferenciavel em x, podemos escrever

k=f(z+h)~ f(z) = f(z) h+r(h) onde }m%:o,

Agora, pela nossa escolha de ¢ > 0, o Lema 19 garante que f'(x) é invertivel, para qualquer z € U.
Assim, aplicando f’(z)~! em ambos os lados da identidade acima, obtemos

fl@)™ k=h+ f'@)~" - r(h).
Reescrevendo isto a partir das relagcoes em (26), temos

Uy +k) =) =h=f@)7 k= @) r(h) = f'(2)7" k + p(k). 27)

17Uma aplicacéo g é continua em R" se, e somente se, g~ ' (A) é aberto para qualquer A aberto.
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Por (20), temos que %irr(l) fh(k)| = 0 (em particular, isto mostra mais uma vez a continuidade da
—

funcio inversa f~!). Finalmente, observamos que

)| @@ _ f @M (@R )] e [[f @) [
< | < :

|| || |k |f@+n) = f@)] bl € ||
Portanto, | ’
p(k)|
e
e (27) mostra que f~! € diferenciavel com (f~ 1) (y) = f'(z) " O

Exemplo 20. Considere f : R? — R? definida por f(z,y) = (e* cosy, ¢” seny). Temos,

e“cosy e’seny

/ _ 2z 2
_eTseny €% cosy = det f'(z,y) =€** >0 paratodo (z,y) € R*.

[f/(l', y)]Can =
Pelo Teorema da Funcdo Inversa, todo ponto (z,y) € R? possui uma vizinhanca onde f é um
difeomorfismo. No entanto, f ndo € um difeomorfismo global, ja que f nao € injetiva: f(z,y+27) =

[z, y).

Exercicio 18. Mostre que f : U C R" — R", de classe C', é um difeomorfismo local se, e somente
se, f'(z) € L(R";R™) é um isomorfismo para todo z € U. Ou, equivalentemente, se, e somente se,
det f'(z) # 0 para todo z € U.

Exercicio 19. Seja f: U C R” — R uma funcéo de classe C*. Suponhamos
® g € U € um ponto critico de f
* a matriz Hessiana V?f(a) é invertivel.

Entao, existe uma vizinhanca de a« onde a € o tinico ponto critico de f.

Os pontos criticos tais que V?f(a) é invertivel sio chamados de pontos criticos ndo degenera-
dos. Neste caso, o exercicio afirma que todos os pontos criticos nao degenerados de uma funcéao
de classe C? sao isolados.

Observacao 21. O Teorema da Funcao Inversa pode ser interpretado como uma afirmacgao sobre
existéncia e unicidade de solucoes para sistemas (possivelmente) nao lineares de equacoes. Se
ECR"éum abertoe f: F — R" é de classe C', noés podemos escrever

y=1@) = (A@). L) fa(a)).

Além disso, se © = (z1,Z2,...,2,) € ¥y = (Yy1,Y2,-..,Yn), @ igualdade y = f(z) € equivalente a
1= fi(w, 22,0, 20)
Y2 = fa(w1,72,..., )
Yn = fn(x17x27 cee 7xn)

Desta maneira, resolver o sistema equivale a encontrar funcoes &;,¢5, ..., &, de modo que

€T = fl(ylvaM . ayn)
T2 = 52(917?/27 .. ayn)

Tp = fn(ylay%- 7yn)
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O Teorema da Funcao Inversa nos diz que, em uma vizinhan¢a de um ponto a = (a1, as,...,ay),
isto é possivel quando a matriz das derivadas parciais

B

¢ uma matriz invertivel. No caso de sistemas lineares, a matriz que deve ser invertivel (como
condicao suficiente para resolucao do sistema) € a propria matriz que define o sistema linear,
como era de se esperar.

nxn

8 O Teorema da Funcao Implicita

O Teorema da Funcao Implicita, historicamente, apareceu como uma condicao suficiente para
resolucao de sistemas nao lineares, como, por exemplo,

fi(@, e, Tns Y1, Y2, - Ym) = 0
f2<x17m27~'~axn7y17y27"'7ym) :0
fn(xth?"'axnaylayQa"'7ym) =0

A ideia é “isolar” as variaveis z; em termos das demais variaveis:

xr1 = 51(y1;y27"'>ym)
To = §2(y15y27"'7ym)

Tn = fn(ylay% s 7ym)

Esta formulacao, em termos de sistemas lineares, sugere uma relacido direta com o Teorema da
Funcao Inversa.

Vejamos, recordando um exemplo dos cursos basicos de algebra linear, como isto é feito no
caso de um sistema linear de equacoes.

Exemplo 22. Vamos resolver o sistema linear Az = 0, onde a matriz A, de ordem 3 x 5, €

Como funcio, tem-se A : R°® — R3. Comparando com as funcdes f; acima, as componentes de A
sao dadas pelas expressoes

fi(x1, w2, w3, y1,Y2) = T1 + 33 + Y1 + 212
Jo(x1, w2, w3, y1,Y2) = =1 + 222 — 223 + Y2
f3(x1, T2, 23,91, 92) = 621 — 4o + 23 + Y1 — 4Y2

Observe que o nome das variaveis € irrelevante e, em geral, apenas descobrimos quais podem
ser isoladas em termos das demais a posteriori, isto €, depois de analisar a forma escalonada
da matriz dada. Neste caso, como indicam as contas abaixo, nos poderiamos considerar, por
exemplo, y; := x4 € ys := x5, embora nao seja necessario mudar a notacgao.
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Por escalonamento (estamos utilizando o simbolo ~ para “equivaléncia por linhas”):

2 2
$1:—5$4—5$5

10 3 1 2 100 2/5 2/5 s g
An |02 1 1 4 | ~oom |01 0 2/5 26/15 | = { ag= 2y — —us
0 4 17 5 16 00 1 1/5 8/15 5 15

1 8

x3:—5x4—1—5x5

Como ja é conhecido da Algebra Linear
dimNuc A 4+ dimIm A = 5.

A dimensao do nucleo de A representa o numero de variaveis livres do sistema homogéneo as-
sociado. Ao escolher convenientemente as variaveis livres, sabemos que as demais podem ser
escritas em termos das livres.

Mais geralmente, temos o seguinte exercicio de Algebra Linear.
Exercicio 20. Seja T € £L(R"™*,R") tal que
T(x,0)=0 = z=0. (28)

Acima, estamos escrevendo (z,y) € R"™* e pensando em z € R" e y € R*. Prove que, para y € R*
fixado, existe tinico = = £(y) € R™ tal que

T(&(y),y) = 0.

Além disso, a aplicacao y — £(y) é linear. Isto significa que z esta definido implicitamente em
termos de y pela equacao T'(x,y) = 0. Este problema pode ser visto como a “versao linear” do
Teorema da Funcao Implicita que enunciamos abaixo.

Passamos a analisar o Teorema da Funcao Implicita. A ideia geral (da secao anterior) continua
valida aqui: se a derivada de f satisfaz uma condi¢ao do tipo do Exercicio 20, entao a conclusao
também ¢ valida, localmente, para a funcao f, que é possivelmente nao linear. Aparentemente,
na Italia, o Teorema da Funcao Implicita também é conhecido como Teorema de Dini.

Antes de enunciar e provar o teorema, deixamos mais um exercicio para o leitor.

Exercicio 21. Seja T € £L(R""* R"). Sdo equivalentes:
(1) T(x,0)=0 = z=0.
(ii) As n primeiras colunas da matriz associada a T sdo linearmente independentes.

(#4¢) A matriz de ordem n x n, obtida ao considerar apenas as n primeiras colunas da matriz
canodnica associada a 7', € invertivel.

(iv) Qualquer dos itens do Exercicio 4 da Lista Zero para a matriz do item anterior.

Reforcamos que a posi¢ao das colunas nao é importante. O exercicio acima poderia ser enun-
ciado (mas seria mais chato de escrever) como: se n das colunas sao linearmente independentes
(tipo o item (i)), entao teriamos versdes analogas para os outros itens.

Teorema 23 (Teorema da Funcéo Implicita). Seja f : E C R"™™ — R™ uma funcéo de classe C*.
Suponhamos que (a,b) € E é tal que

* f(a,b)=0¢;

e f'(a,b) : R""™ — R" satisfaz algum dos (e, portanto, todos o0s) itens do Exercicio 21.
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Entao,
* existem vizinhancas V dea € R" eW deb e R™ comV xW C F e;
* existe tinica funcao ¢ : W — V de classe C"*

tais que, para todo (z,y) € V x W,

flz,y) =0 = z=¢(@).

Além disso, as vizinhancas V e W podem ser tomadas de modo que 0, f(z,y) é invertivel, para
qualquer (xz,y) € V x W, e temos

&y) = -0, F (W), y) 0, F(E), ).

Demonstracao. Aideia é estender f a uma funcao de R"™™ em R""™ e aplicar o Teorema da Funcio
Inversa. Definimos F : R"™™ — R™™"™ por

F(z,y) = (f(z,9),y).

Dessa forma, diferenciando coordenada a coordenada, obtemos

F/(.I',y) : (h7k) = (f/(xvy)(h7 k)vk)

Como F’(a,b) esta definida em espacos vetoriais de mesma dimensao, para verificar que € inver-
tivel, basta verificar que € injetiva. Sendo assim estudamos o nucleo de F'(a, b):

F'(a,b)[h k] =0 <= (f'(a,b)[h,k],k) =0 <= k=0 e f(a,b)[h,0] =0.

Nossa hipotese garante entdao que h = 0 e, logo, F'(a,b) é invertivel. Pelo Teorema da Funcao
Inversa, existem vizinhancas (abertas) U; de (a,b) € R"*™ e U, de (0,b) € R"*" onde F|y, : Uy — Us
admite uma inversa G := (F|y,)”!. Olhando para as “componentes” de G, podemos escrever

G(z,y) = (9(x, ), h(z,y)), (,y) € Us.

Como G é de classe C', também suas componentes o sao. Ja que F oG = id, para todo (z,y) € Us,
devemos ter

(a:,y) = F(g(m,y), h(x,y)) = (f(g(a:,y),h(x,y)),h(x,y)).
Em particular, para todo (z,y) € Us, temos

h(z,y) =y e flg(z,y),y) ==

Esta ultima identidade descreve os diferentes “conjuntos de nivel” de f na vizinhancga U, e sugere
a definicao £(y) := ¢(0,y).

Concluimos a demonstracao observando que € possivel escolher as vizinhancas convenien-
temente como no enunciado: sendo U; aberto que contém o ponto (a,b), consideramos uma vi-
zinhancga “retangular” da forma V x W C Uy, onde V é uma vizinhanga de a € R" e W é uma
vizinhanca de b € R*. Em seguida, como F|y, é um difeomorfismo, o conjunto F(V x W) C U, é
aberto. Dai escolhemos uma vizinhanca W C W de b tal que {0} x W C F(V x W). Assim, fica

bem definida a fung¢ao ¢ : W — V por
£y)=90y), yeW
A unicidade de ¢ segue da injetividade de F|y, : Uy — Us. O

Exercicio 22. Pela Regra da Cadeia, escrever uma equacao diferencial que a aplicagao ¢ dada
pelo Teorema da Funcéao Implicita deve satisfazer, a saber, para y € W,

€y) = =0:F(€W).y) " 0uF (6W).w).
Dica: Diferenciar a identidade f(£(y),y) = 0.
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Exemplo 24. A equacdo =2 +y°+2% = 1 define implicitamente z = £(z, y) em vizinhancas de pontos
que nao sejam da forma (x,y,0) (pense geometricamente!). Analogamente, define implicitamente
y = h(z, z) em vizinhang¢as de pontos que nao sejam da forma (z,0, 2).

O Teorema da Funcao Implicita pode, por exemplo, ser aplicado da seguinte forma: defina
f:R3 = R por f(x,y,2) = z° +y*>+ 22 — 1 e queremos entender como identificar funcées implicitas
a partir da equacao

f(z,y,2) =0.

A (matriz da) derivada de f em um ponto (z,y, z) qualquer é dada por
[23: 2y 22] .

Qualquer coluna dessa matriz forma um conjunto linearmente independente (com um vetor so6)
se, e somente se, sua entrada for nao nula.

Um caso especial do Teorema da Funcao Implicita que generaliza o exemplo acima é o de
funcoes escalares:

Corolario 25. Seja f : E C R*' — R uma funcéo de classe C''. Suponhamos também que o ponto
(a1,a2,...,a,ax+1) € E é tal que

f(alaa/Qa' "7a/€aa/€+1) =0 e que (a17a27"'aak7ak)+1) 7& 0.

O0xp41
Entao, existem vizinhangas W do ponto (a1, as,...,a;) € R* e V de ant1 € R e existe unica fungéao
£: W — V de classe C"! tais que a1 = &(a1, as, ..., a;) e, para todo (zy,xa,...,15,y) €W x V,

flz1,29,.. ., 2,y) =0 <= y=~E&(a1,a2,...,a).

Note que, com relacao ao enunciado mais geral do Teorema da Funcao Implicita, invertemos
a ordem das variaveis: ax,1 faz o papel de a e as demais variaveis fazem o papel de b. Isto nao
deve causar confusdo. Além do mais, poderiamos enunciar o corolario para qualquer uma das
variaveis da funcao, substituindo a hipétese da derivada pela que é natural. Por exemplo, para
uma funcao f : R* — R, a equacao
f(:l/"y,sz) = O

define y como funcao das demais variaveis em uma vizinhaca do ponto (a, b, ¢,d) quando

%(m b,c,d) # 0.

Vejamos um exemplo explicito de aplicacoes com valores vetoriais.
Exemplo 26 (Adaptacdo de Rudin [14]). Seja f : R> — R? dada por
flz1,@e, 3, 24, 5) = (26”“'1 + xox3 — 4wy + 3, 9 cOST1 — 621 + 223 — x5).
Observamos que f(0,1,3,2,7) = (0,0). A (matriz da) derivada de f na base canoénica é

2 31 -4 0

-6 1 2 0 -—1|°

2e*t T3 xo —4 0
—xr9senxy —6 cosx; 2 0 -1

(0,1,3,2,7) {

Nesta matriz duas colunas quaisquer sao linearmente independentes, de modo que € possivel
escrever duas variaveis quaisquer como funcao das demais. Por exemplo, a matriz menor referente
ascolunas 1 e 4 é
2 -4
5o

que tem colunas linearmente independentes. Pelo Teorema da Aplicacao Implicita, existe vizi-
nhanca U de (1,3,7) € R® e uma funcao ¢ : U — R? de classe C* tais que

(z1,74) = (22,73, 75)
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Devemos ainda ter as condigdes (conferir com o Exercicio 22)

02,61 02361 Op 61| _ 0 1/31[3 1 0
Opybo  Opbo 06| [1/2 1/12] |1 2 —1

_[—1/3 -2/3 1/3
T |-3/4 —2/3 1/12|°

ou ainda,

871)251 = 71/37 a:tggl = 72/37 83?5€1 = 1/3
01,80 = =3/4, 0,6 =-2/3, 0,.6 =1/12.

9 Formas canonicas locais

A ideia desta secdo é enteder localmente alguns tipos de aplicacoes de classe C'. O leitor pode
encontrar mais detalhes de conceitos desta secao em [6, 10, 18]. Consideramos f: U C R" — R™
uma aplicacao de classe C'. Nos dizemos que:

(i) f é uma imersao quando, para todo z € U, f'(z) : R" — R™ € injetiva.
(it) f € uma submersao quando, para todo = € U, f'(z) : R" — R™ € sobrejetiva.

Por propriedades basicas das transformacdes lineares, s6 € possivel f ser uma imersao no
caso n < m. De forma parecida, s6 é possivel f ser uma submersao no casom <n. O casom =n
ja foi caracterizado pelo Teorema da Funcao Inversa, de modo que nao precisamos dar um nome
especial a este caso (sdo os difeomorfismos locais).

Exercicio 23. A aplicacdo f é um difeomorfismo local se, e somente se, para todo = € U, f'(z) :
R™ — R™ € um isomorfismo.

Comecamos estudando a forma local de uma submersao, pois esta analise tem relacao direta
com o Teorema da Funcao Implicita (n > m) que demonstramos na se¢ao anterior.

Teorema 27 (Forma Local de Submersoes). Seja f : U C R™™ — R"™ uma submersao de classe
C*(U;R") e (a,b) € U C R™*™, Entao, existem

(1) uma vizinhanca W de b € R™;
(#4) uma vizinhanca V de ¢ = f(a,b) € R";

(iii) uma vizinhanga Z C U de (a,b) € R"™™ e;

)
)
)
(iv) um difeomorfismo g:V x W — Z de classe C*

tais que, para todo (u,v) € V x W, tem-se

f(g(u, v)) = u.

Em outras palavras, a menos de uma mudanc¢a de coordenadas representada pelo difeomorfismo
g, a aplicacdo f localmente se parece com a projecdo na primeira coordenada 7' (z,y) = x.
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c= f(a,b)
‘\
.
\\\\f ZCUC Rk
I
\\\
I
w o m=fog (a,b)

///(

////é

(c,b)
VxW - R?L+k

Demonstracdo. A prova deste resultado é essencialmente a mesma do Teorema da Funcao Impli-
cita que apresentamos na secao anterior. Repetimos a demonstracao para fixar bem as ideias.

Vamos estender a aplicacdo f para uma funcao de R"*™ da forma mais intuitiva possivel em
R™"™ e aplicar o Teorema da Funcao Inversa. Definimos F : R"™™ —; R"*™ por

F(l’,y) = (f($>y)7/y)

Dessa forma,
F/((E, y) . (hv 6) = (f/((E, y)(hv 6)7 e)

Sendo f uma submersio, sabemos que a dimensao da imagem de f'(a,b) é n e, logo, existem n
colunas linearmente independentes na matriz candénica associada. Podemos supor, sem perda
de generalidade (como o enunciado ja faz), que estas sdo as n primeiras colunas. Para verificar
que F'(a,b) é invertivel, utilizamos (como anteriormente) o Exercicio 21:

F'(a,b) - (h,0) =0 < (f'(a,b)- (h,0),£) =0 < £=0 e f'(a,b)-(h,0)=0 => h=0.

Pelo Teorema da Funcéo inversa, existe uma vizinhanca Z de (a,b) € R"*™ e uma vizinhanca (que
podemos tomar da forma) V x W de (c,b) € R"*™ onde F admite uma inversa g : V x W — Z que
é um difeomorfismo de classe C*. Observe que devemos ter

g(”?”):(gl(u7v)7v)7 (U/U) EVXVVa
isto €, a segunda componente de g € simplesmente v — v. Tem-se
F(g(u,v)) = (u,0) <= (f(g9(u,v)),v) = (u,v) <= flg(u,v)) =u. a

Exemplo 28. A funcao 7! : R"™™ — R" definida por «'(z,y) = « é uma submersio de classe C'.
A forma local das submersodes afirma que toda submersao é localmente dessa forma.

Teorema 29 (Forma Local de Imersées). Consideramos f : U C R" — R""™ uma imersao de
classe C*(U;R"™™) e a € U C R". Entdo, existem

(1) uma vizinhan¢ca W de 0 € R™;
(#4) uma vizinhangcaVC U dea € R";

(i7i) uma vizinhanca Z de f(a) € R"™™ e;
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(iv) um difeomorfismo g: Z — V x W de classe C*

tais que, para todo u € V, tem-se

9(f(w)) = (u,0).
Em outras palavras, a menos de uma mudanca de coordenadas representada pelo difeomorfismo
g, a aplicacdo f localmente se parece com a aplicacéo de “inclusé@o” x — (x,0).

V g RN,
>
N
\ Z < R"HLA,
x+— (z,0)
f(a)
- //

//// g

&~

(a,0)

VxW C ]RnnLk

Demonstragao. Este teorema é também uma consequéncia do Teorema da Funcéao Inversa. Sendo
f'(a) uma aplicacao injetiva, temos que sua imagem f’(a)(R") tem dimensao n. Logo,

{fl(a) e}i, = {gf (a)} é linearmente independente em R"*™,
Li i=1

Completamos este conjunto até uma base, isto €, consideramos

of .y 9f ofr nm
{3551 (a),aac2 (a),..., . (a),U1,U2,...,Um} base de R ) (29)

Definimos F : R**™ — R™"™ como
F(z,y) = f(z)+ Y _y'vi, onde y=> yle;.
i=1 i=1

A notacido acima implica, em particular, que os ntimeros 3’ sdo as componentes do vetor y € R™
na base canénica de R™. Assim, vetor y € levado por F em um vetor que tem estas mesmas
componentes na base {vy,vs,...,v,} C R™. A expressao para a derivada de F' no ponto (a,0) e na
direcao do vetor (h,f) € R™"™ &

F'(a,0)- (h,0) = f'(a) -h+ Y l'v;, onde (=Yl
i=1 =1

De maneira analoga, os numeros ¢° denotam as componentes do vetor / € R™ na base canénica
de R™. Denotando ainda por h* as componentes de i na base candnica de R", nés observamos
que F'(a,0) - (h,¢) = 0 pode ser reescrito como

of of
197 2 0]
h s (a) +h e

of
o0xy,

(a)—|—---—|—hn (a)—|—£1111+£2’02+"'+€m11m:O
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Mas, por (29), estes vetores formam uma base de R"*™ e entdo s6 pode ser F’(a,0) - (h,£) = 0 no
caso em que (h,/) = 0 (definicao de independéncia linear). Logo, F’'(a,0) é um isomorfismo. Pelo
Teorema da Aplicacao Inversa, F' € um difeomorfismo entre vizinhancas de (a,0) e de F(a,0) = f(a),
respectivamente. Logo, existe uma vizinhanca (que podemos tomar da forma) V x W de («,0) e
uma vizinhanca Z de f(a) tais que F' admite uma inversa g : Z — V x W que é um difeomorfismo
de classe C*. Temos

g(f(u)) = g(F(u,O)) = (u,O). [

Nos vamos estudar imersdes mais adiante como parametrizagdes ou “cartas” para superficies
no espaco euclidiano. Antes disso, enunciamos um teorema que engloba todos os anteriores como
casos particulares:

VA g RrHrp Zl g R7z+r
a f /(@)
¢ ()
Y
x> (x,0)
VxWCR"x RP VxW CR"xR"

Teorema 30 (Teorema do Posto Constante). Seja f : U C R""? — R™"" uma aplicacao de classe
C* e a € U. Suponhamos que o posto da aplicacéo derivada f' (x) : R™? — R™" & constante igual
an, para todo = numa vizinhanca de a. Entdo, existem difeomorfismos de classe C*

(i) ¢: Z — V x W de uma vizinhanca de a em um aberto de R" x R e
(i1) ¢ : Z' — V x W' de uma vizinhanga de f(a) em um aberto de R" x R"
tais que
(Vo fod™)(z,y) = (x,0).

Em [10], é apresentada uma demonstracao deste teorema que utiliza as formas locais de imer-
soes e de submersdes da secao anterior. Apresentamos uma prova independente (nas mesmas
linhas de [6]) que, em particular, implica nas formas locais acima (de fato, a demonstracao é a
mesma das formas locais, com poucas mudancas).

Demonstragcao. Sem perda de generalidade, vamos assumir que o posto de f é constante em todo
o aberto U (caso contrario, bastaria restringirmos f a uma vizinhanca aberta de ¢ onde o posto €
constante — esta existe por hipotese). Reordenando as coordenadas, se necessario, nés podemos

assumir que a matriz
8]01 n
{5%‘ (x)] L

1,j=1
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¢é invertivel para todo = € U (lembra que o conjunto das matrizes invertiveis é aberto!). Definindo
¢ : R"P — R"*P por

¢(l’,y) = (fl(x7y)7f2(xvy)a o '7fn(xay)7y17y27 e ayp)a

o Teorema da Funcao Inversa implica que ¢ é um difeomorfismo de uma vizinhanca Z de a € U
em uma vizinhanca (que pode ser tomada da forma) V x W de ¢(a) € R""P. As componentes da
funcdo ¢! : V x W — Z sdo da forma

¢~ (z,y) = (p(2,9).y)
e a definicdo de inversa nos d4, para todo (z,y) € V x W,
(z,y) = 6(67 (2,9)) = d(¢(2,9),y) = ((fi: far -+ fu) (0(2.9),9),¥).-
Logo, as componentes da fungao fo¢ ' : V x W — R™*" podem ser descritas como
(Fo o™ y) = ((fr for oo S0) (2@ 9):0)s (Fasrs faszs s Fute) (2(@), )
= (@1 @0 (a1 27 @9)s o Frtr 067 )(@,)).

Assim, na base canénica, a representacido matricial da derivada da funcdo f o ¢~! em um ponto

(z,y) € , .
[(foéfl)/(x,y)]can = [: ayj (fi O¢1)] )

onde no canto inferior direito apenas sao consideradas as componentes com i > n. Sendo o posto

— !/ . . — .
de (fo¢ ') (z,y) exatamente igual a n, temos que necessariamente 9, (fio¢~") = 0 para todo j e
todo ¢ > n; caso contrario, a dimensao da imagem seria maior do que n. Logo, as funcoes

(xay)'—>fio¢71(xay)7 parai>n7 (80)

sao independentes de y (mais rigorosamente, deveriamos tomar o cuidado de que o dominio em y,
para cada z fixado, € um conjunto conexo. Como escolhemos a vizinhanca livremente, € possivel
fazer isso).

Finalmente, em uma vizinhanca Z de f(a), definimos ¢ : Z C R"*" — R"*" por

’L/J(w,wn+1 R (wawnJrl - (fn+1 o (Z)_l)(w), sy Wntr — (fn+T © (b_l)(w))’

onde w € R™. Temos que, por (30), ¢ esta bem definida. Além disso,

s =[5 2]

*

de modo que ¥ € um difeomorfismo de uma vizinhanga Z’ de f(a) em uma vizinhanca (que pode
ser tomada da forma) V' x W’. Ainda mais, por construcao,

(Wofoo ) wy) = (z,(f06™)(w.y)) = (,0) =

Exercicio 24. Obter as formas canodnicas locais como corolarios do Teorema do Posto.

10 Mergulhos

Dizemos que ¢ : U C R" — $(U) € R""* é um mergulho quando, além de ser uma imersao, ¢ for
um homeomorfismo sobre a sua imagem.

Nos utilizamos este conceito adiante na descricdo de parametrizacoes de superficies diferen-
ciaveis. Para fazer um comparativo, deixamos os seguintes comentarios:
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(i) uma imersao ¢ €, por definicao, uma aplicacao tal que ¢'(z) € injetiva, para todo = € U;

(#) no entanto, uma imersao nao necessariamente é uma aplicacao injetiva. A sua imagem pode
“conter autointersecoes”;

(#4¢) e ainda, uma imersao pode ser injetiva sem ser um homeomorfismo sobre a sua imagem.

Geometricamente, € instrutivo termos os seguintes exemplos em mente, como prototipos:

fi f2 fs

\VAVA

Mergulho

Imerséao injetiva,

que nao ¢ um mergulho Tmersdo nao injetiva

Em muitos contextos, € comum identificar U com a sua imagem f(U) e dizer que U esta mer-
gulhado em R""*. Sendo imersdes, podemos expressar a aplicacio f em sua forma canénica
local, como nas sec¢des anteriores.

Em dimensoes maiores, nés podemos ter em mente os mesmos tipos de exemplos. Um toro
pode ser mergulhado em R?; nés podemos ter imersées injetivas que nio sdo mergulhos pensando
em uma versao bidimensional da curva azul acima (imagina que estamos vendo uma superficie
de perfil); exemplos de imersoes nao injetivas incluem a Garrafa de Klein e a Superficie de Boy.

Figura 1: Superficie de Boy construida com Sage — imersdo do plano projetivo real no espaco R?,
encontrada por Werner Boy em 1901. Observamos que o plano projetivo nao pode ser mergulhado
em R3. Para descricao, construcao, etc; ver Wikipedia.
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11 Superficies diferenciaveis em R™

Intuitivamente, uma superficie de dimensao n é um subconjunto do espaco euclidiano que lo-
calmente se parece com um subconjunto aberto de R”. E neste sentido que podemos pensar na
superficie da Terra como uma superficie bidimensional em R? (talvez algum outro espaco? ©), ja
que localmente se parece com um plano. Existem varias maneiras de formalizar este conceito.
Fazemos de pelo menos duas formas diferentes ao longo do nosso curso. Segue a primeira neste
capitulo; a outra no capitulo intitulado Variedades Diferenciaveis.

Uma superficie de dimensdo n e de classe C* em R™ é um conjunto M C R™ tal que todo
ponto ¢ € M possui vizinhanca aberta V C R™ que pode ser parametrizada por um aberto
U C R", isto é, existe um mergulho ¢ : U — VN M de classe C*. N6s também dizemos que ¢ ¢ uma
parametrizacdo ou uma carta (de classe C*). Também dizemos que M tem codimensao m — n.

McCR"

v

A ideia, em uma superficie de classe C*, é que cada vizinhanca V N M do desenho acima pode
ser vista como o mergulho (de classe C*) de um aberto U C R™. Observamos que V & um aberto
do espaco ambiente (na figura representado por uma bola em R?) enquanto M possivelmente tem
“dimensao mais baixa” (no desenho, representado pelo toro nao sélido).

Exemplo 31. O exemplo que talvez seja o mais familiar é o grafico de uma funcéo de classe C*.
Mais explicitamente, se U C R™ um aberto e f : U — R"” uma funcio de classe C*, vamos mostrar
que o grafico de f

M = {(x,f(x)) ER™ € U}

€ uma superficie de dimensao n e classe C* em R™t™, De fato, considere ¢:U— M C R™*™ dada
por

¢(z) = (2, f(2))
e observe que ¢ € uma parametrizacao de todo ponto de M:
* o(x) =9(y) = ==y
* ¢7': M — U é dada por ¢ '(z,y) = = e é a restricdo a M de uma funcao continua;
* ¢'(z)(h) = (h, f'(z) - h) € injetiva.

Um dos resultados desta secao diz que, localmente, toda superficie diferenciavel M de dimenséao
n e de classe C* é o grafico de uma funcéao f : U C R" — R™ " de classe C*. Esta propriedade nio
é verdade globalmente, como mostra o exemplo do toro ou mesmo da esfera 2% + y* + 22 = 1.

Proposigao 32. Toda superficie diferencidvel M de dimenséon e de classe C* emR™ é, localmente,
o grafico de uma funcéo f : Uy C R" — R™ " de classe C*.
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Demonstracdo. Consideramos uma parametrizacao qualquer ¢ : U — M e seja a € ¢(U). Con-
sideramos zy € U tal que ¢(zp) = a. Sendo ¢ uma imersao, as colunas da matriz associada com
a transformacéao linear ¢'(zg) : R” — R™ sao linearmente independentes. Denotamos por 7 a
projecao sobre as n primeiras coordenadas, isto €, para (h,k) € R" x R™™", w(h, k) = h. Logo, pelo
Teorema da Aplicacao Inversa, existem vizinhancas Uy de zp e V de 7(a) taisque no¢ : Uy = V €
um difeomorfismo. Observe agora que podemos definir uma nova parametrizacdo da vizinhanca
#(Up) € M por ¢ := ¢ o (mo $)~'. Trivialmente, temos (7 o ¥)(v) = v para todo v € V. Logo, para
v €V, o vetor ¢(v) € R™ pode ser escrito como

Como 1 é de classe C*, tambem f o é. O

Exemplo 33. A esfera S" = {(z1,22,...,2n41) € R"™ 2 + 23+ +22,, = 1} C R"™ € uma
superficie n-dimensional e de classe C* de R" .

Para justificar esta afirmacao, notamos que qualquer ponto do polo norte z,; > 0 da esfera
pode ser parametrizada por ¢ : B;(0) — {z,;1 > 0} C R"*! dada por

o(x) = (131,.%2,...71’7“\/1*I%*1’%*"'*I%>.

Como exercicio, verifique que ¢ € um mergulho. Fazendo o analogo para o polo sul (sinal negativo
antes da raiz quadrada acima), ja conseguimos cobrir todos os pontos da esfera, exceto o equador
zn+1 = 0. Podemos, no entanto, repetir o argumento isolando cada uma das variaveis e cobrir
toda a esfera S" com 2n + 2 parametrizacoes.

Uma outra possibilidade, que permite cobrir a esfera com apenas duas parametrizacoes ou
cartas, € usar projecoes estereograficas:

Denotamos N = (0,0,...,0,1) o polo norte da esfera. Para = = (z1,29,...,x,) € R", associamos
o ponto ¢(x) € S* € R"™!, como na figura. Uma férmula pode ser obtida pela parametrizacdo do
segmento da figura €

d(x) = (1 — )N + t(z,0) = (twy, tws, ... tan, 1 —1).

O parametro ¢ € escolhido de modo que se tenha ¢(z) € S" ~ {N} e dai:

2.2 2.2 2 _ —
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Logo,

o) = (

Também olhando para o desenho, podemos escrever a inversa de ¢ e obter que ¢ € uma parame-
trizacao de classe C* para o conjunto S™ \ {N}.

Ainda, um terceiro modo ¢ a utilizacdo das conhecidas coordenadas esféricas, que ja aparecem
nos cursos de calculo. Por simplicidade, consideramos o caso n = 2 da esfera S* em R®*: uma
parametrizacgao é dada por: ¢ : (0,27) x (0,7) C R* = S? dada por

221 29 2, —1+z[*) 20 —1+ |z
L[l 14z P14+ ]2 T+ 22 ) \1+[al?” 1+ [af?

w(0,9) = ( cos f sen ¢, sen f sen @, cos qS).

Quais pontos esta parametrizacao nao cobre. Como remediar isto?

Exercicio 25. Obter uma parametrizacao do toro (superficie que parece uma rosquinha - ver
figura da pagina 37) em R3.

Exercicio 26 (Produtos cartesianos). Verifique que o produto cartesiano M x N C R™ x R* de
duas (ou de qualquer numero finito de) superficies

* M CR™ de dimensao p em R™ e
e N C R* de dimensao q em RF

¢ uma superficie de dimensao p + ¢ em R™ x R¥, cuja classe de diferenciabilidade é menor dentre
as duas.

11.1 Aplicacoes diferenciaveis entre superficies

A partir de agora, dada uma superficie diferenciavel M C R™, nés gostariamos de dar sentido a
nocao de diferenciabilidade de aplicacoes da forma

f:M—R ou f:M-—RY oumesmo f:M — N.

Inicialmente, nés observamos que a definicao usual de diferenciabilidade exige que o dominio da
funcao seja um subconjunto aberto de R™. Por outro lado, quando a dimensao de M é menor
do que a dimensio do espaco ambiente, a superficie nao é um subconjunto aberto'® em R™, de
modo que o conceito usual nao se estende trivialmente e deve ser fundamentalmente diferente.

Agora, ao lidar com superficies diferenciaveis de dimensao n em R™, temos cartas a4 nossa
disposicao que nos permitem “trabalhar” localmente como se estivéssemos em um aberto do R".
Aideia € entao dizer que uma funcao é diferenciavel se o for quando escrita em termos de qualquer
carta local. Passamos a descrever esta construcao de maneira mais rigorosa.

Uma funcido f : M — R¢ é dita diferenciavel quando, para toda carta ¢ : U C R"” — M,
tem-se que fo ¢ : U — R? é uma funcao diferenciavel. Em outras palavras, uma aplicacio f é
dita diferenciavel na superficie M se for diferenciavel quando vista em coordenadas locais. Note,
no entanto, que a nocao de diferenciabilidade deve ser uma propriedade intrinseca de M, ou seja,
nao pode depender do sistema de coordenadas particular utilizado. Se eu utilizo o sistema de
coordenadas local ¢ e o leitor outro sistema , devemos ser capazes de justificar que

fo¢ édiferenciavel <= fo ¢ diferenciavel.

Se este nao fosse o caso, a funcao poderia ser diferenciavel segundo uma carta e nao diferenciavel
segundo outra carta, o que indicaria que o conceito esta mal definido.
Neste sentido que o lema abaixo é de importancia fundamental.

18Na realidade, nesta situacao em que dim M < m, a superficie M tem interior vazio em R™, de modo que nenhum de
seus pontos € interior.
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Lema 34. Seja M C R™ uma superficie de dimenséo n e de classe C* e seja ¢ : U — ¢(U) € M
uma parametrizacdo de classe C*. Entdao

(i) f:V CRF — R™ de classe C* com f(V) C ¢(U) = ¢ 1o f:V — U éde classe C*.
(ii) ¢ : W — ¢(U) é uma parametrizaco <= &:=1 "' o¢: U — W é um difeomorfismo.
Em particular, dada outra carta vy : V. — ¢(U) C M para a mesma vizinhanga coordenada, temos
fo¢ édiferenciqvel <= fov = (fop)o(p o)) é diferencidvel.

Demonstracdo. Comecamos por provar (i). Note inicialmente que este item ndo segue da regra
da cadeia, pois a inversa ¢! nao esta definida em um subconjunto aberto de R™. Mas sabemos
que ¢ é um mergulho. Dado um ponto a € V, vamos mostrar que ¢~ ' o f é de classe C* em uma
vizinhanca de a. Sendo ¢ imersao, existe um sistema de coordenadas onde ¢ se comporta como
uma inclusio. Ou seja, existe um difeomorfismo g: Z — V x W de classe C* tal que

g(¢(v)) = (v,0).

Temos que Z € uma vizinhanca de ¢(z) = f(a) € V € uma vizinhanga de z,. Assim, escrevendo
por m a projecao na primeira coordenada, podemos escrever

(rogog¢)(v)=v, ouainda, mogl|yy) = ot

Logo, ¢ ' € a restri¢ao da aplicacdo 7o g de classe C* ao conjunto ¢(V) C M. Sendo f continua,
Vi := f~'(¢(V)) é uma vizinhanca aberta de a em R e tem-se

plof=mogof em V.

Logo, ¢~ ' o f € de classe C* em V3, que € o que tinhamos afirmado.
Para provar (ii), observamos que o item (i) implica que ambas as funcoes

E=¢7logp e &l=9¢"loy
sao diferenciaveis. Logo ¢ € um difeomorfismo. O

Nos enfatizamos que, apenas equipados com o lema acima, pudemos definir diferenciabilidade
para funcées definidas em superficies de maneira consistente. Observamos ainda que, embora a
diferenciabilidade esteja bem definida, nao é 6bvio que tipo de objeto deveria ser a derivada de uma
aplicacao entre superficies. Como motiva¢ao, noés vamos pensar novamente no caso Euclidiano
de uma funcao f : U — R¢, definida em um aberto U C R™. A derivada de f associa a um vetor
v € R™, a derivada direcional de f na direcao v. Fixado v € R™, seja o : (—§,6) — U uma curva
diferenciavel satisfazendo

a(0)=x e d'(0)=nw.
Por exemplo, o poderia ser um segmento de reta da forma ¢ — z + tv, que esta bem-definido em U
para ¢ > 0 suficientemente pequeno, ja que U € aberto. Pela Regra da Cadeia, temos

d
S

Em outras palavras, a aplicacdo df(z) : R™ — R¢ é uma aplicacdo que associa ao vetor v € R™,
tangente a curva a em z, o vetor df(z) - v € R?, tangente a curva f o o em f(z). Esta é a ideia
a ser explorada. Inicialmente, contudo, esclarecemos como o chamado espaco tangente 7, M a
uma superficie M esta relacionado com “velocidades de curvas” para entdao importar uma nocao
de derivada para aplicacoes entre superficies.

=df(z)-v.

t=0

O espaco tangente 7T, M/ C R™ a uma superficie M C R™ no ponto z pode ser definido como a
imagem ¢'(zo)(R"), onde ¢ : U — M € qualquer parametriza¢ao com x = ¢(xg) € ¢(U). Como ¢ é
uma imersao, 7, M tem dimensao n, para todo x € M. Uma base pode ser obtida com os vetores
(]5($0) © €4, isto é,

99 o¢ 99

T.M = Span{axl(aco)7 B2, (x0), - "oz, (1’0)} C R™.
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Proposicao 35. Temos a seguinte caracterizacao para o espago tangente:
T, M = {v € R™; v =+'(0) para alguma curva diferenciavel  : (—6,8) — M com~(0) = z}.
Em particular, T, M é independente de qualquer parametrizacao de M.

Demonstragdo. Sejam ~ : (—4,§) — M uma curva diferenciavel em M C R"™ com v(0) = z e ¢
uma parametrizacao de uma vizinhanca de x que contém toda a curva ~ (isto € possivel pois
podemos, se necessario, diminuir § > 0). Trazemos a curva de “volta” para R" pela parametrizacao:

n(t) = ¢~ (~(t)) satisfaz

7 (0) = (¢po ¢~ 09)(0) = %ab(u(t)) L_O = ¢ (u(t)) - 1 (t)],_, = ¢ (o) - 1/ (0);
logo, ' (0) € ¢'(zo)(R™) =T, M.

Reciprocamente, consideramos v € ¢'(zo)(R"), isto €, suponhamos que exista v € R" tal que
v=¢'(z9) u. Para todo t < 1, temos z¢ +tu € U e definimos 7(t) = ¢(zo + tu). Trivialmente v(0) = z
e temos

Y (0) = ¢'(z0) - u = v. O

Quando desenhamos o espaco tangente, estamos pensando em um espaco linear que aproxima
a superficie M. No entanto, ndo estamos nos importando que a aproximacao perto de x € M ocorre
perto da origem 0 € T,,M. Em verdade, € mais natural indexar os espacos vetoriais 7, /M e pensar
na uniao disjunta

TM = U {a} x T,M = {(z,v); x € M,veT,M} C R>™,
zeM

que € conhecido como o fibrado tangente a superficie M. Este fibrado possui uma estrutura de
superficie diferenciavel em R?™ (de classe C*~!), de dimensao 2n, induzida pelas parametrizacoes
da superficie M.

Exercicio 27. Prove esta ultima afirmacao.

11.2 Derivada de aplicacoes entre superficies

Assim como na secao anterior, podemos falar de aplicacoes diferenciaveis entre superficies. A
ideia é que uma aplicacao f com valores em uma superficie N é diferenciavel na superficie M se
for diferenciavel quando vista em coordenadas locais de M e de N.

Sejam M superficie de dimensdo n e N superficie de dimensao p, ambas de classe C*. Uma
funcdo f : M — N é dita diferenciavel quando'®, para toda carta ¢ : U C R® — M e para toda
carta ¢ : V C RP — N, tem-se que

v lofop:U—V

¢ uma funcao diferenciavel (entre espacos euclidianos). Esta definicao, como deveria ser, € inde-
pendente das parametrizacoes escolhidas, pois, dadas outras cartas nas mesmas vizinhangas de
cada superficie, temos

ditofogr= (oo tofog)o(d ! og)

e as mudancas de parametros sao todas diferenciaveis pelo Lema 34.
A derivada de uma aplicacio diferenciavel f : M — N é a transformacao linear

f/(il') : TmM — Tf(x)N

9Para as consideragoes desta secao, de superficies mergulhadas em espacos euclidianos, ndo é necessaria a parame-
trizacao de N nesta defini¢ao. Voltaremos a esta observacao quando discutirmos variedades diferenciaveis.
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dada pela seguinte lei: se v € T, M e v é uma curva diferenciavel com v(0) = z e 7/(0) = v, entao

d
/

v = —f(y(t .
a@)v=2160)|
Utilizando a Proposicao 35, note que f'(z)-v € Ty, N pois f o~ € uma curva diferenciavel em N
com (f07)(0) = f(x).

Na notacao da secao anterior, uma aplicacao f : M — N induz uma aplicacao f, : TM — TN
entre os respectivos fibrados tangentes:

fula,v) = (f(2), f'(x) - v).

Esta aplicacao f, € as vezes chamada de aplicagao induzida por f ou de push-forward de f.

12 Valores regulares

Seja f : U ¢ R — R™ uma aplicacio diferenciavel. Nés dizemos que ¢ € R™ é um valor regular
de f quando, para todo = € f~!(c), tem-se f'(z) : R? — R™ sobrejetiva. Em particular, deve-se
ter d > m. No teorema abaixo, escrevemos d = m + n.

Teorema 36 (Superficie de nivel em um valor regular). Seja f : U C R™" — R™ uma fungao de
classe C*. Se ¢ € R™ é um valor regular de f, entdo M = f~'(¢) é uma superficie de dimenséo n e
de classe C* em R™t", Além disso,

T.M = Nuc f'(x) paratodo x¢& M.

Demonstragcao. Este teorema pode ser visto como um “refraseamento” do Teorema da Funcao
Implicita. Sendo f’(w) sobrejetiva, sua matriz canonica possui m colunas linearmente indepen-
dentes. Reordenando as coordenadas, se necessario, podemos supor que sao as m primeiras.
Escrevemos w = (z,y) € R™"". As primeiras colunas linearmente independentes implicam que

f'(z,y) - (h,0)=0 = h=0.

Logo, localmente, = = £(y) onde ¢ é de classe C*, de modo que, localmente, M é o grafico de uma
funcéo de classe C* e, portanto, uma superficie diferenciavel, como enunciado.

Para a segunda afirmacao, seja v € T, M. Logo, v = 7/(0) para alguma curva diferenciavel
v:(=4,6) — M com 7(0) = z. Pela definicao de M, temos

fir) =c = f'(@)]=0.

Logo, T,M C Nuc f'(x). Sendo dimIm f'(x) = m, devemos ter dim Nuc f’'(z) = n. Portanto, s6 pode
ser que T, M = Nuc f'(x). O

Considere uma aplicacdo f : R""' — R. Um valor regular neste caso é um nimero ¢ € R tal
que, para todo = € f~*(c), temos f'(z) # 0 € (R"™)*. Ou, equivalentemente, Vf(z) # 0 € R"",
Neste caso, M = f~!(c) é uma superficie de dimensdo n (ou hiperficie’®) em R"™! e o espaco
tangentea M = f~'(c)emz € M é

T,M = Nucdf(z) = {Vf(x)}* = {v e R""}; Vf(z) v =0}

Em outras palavras, o vetor gradiente € ortogonal a superficie de nivel de um valor regular de f e
o plano tangente a superficie de nivel f~!(c) no ponto x é o subespaco ortogonal a V f(x).

20Uma hiperficie é, por definicio, uma superficie de codimensdo um, isto é, uma superficie cuja dimensao é um a
menos que a dimensao do espaco ambiente.
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Exemplo 37. A esfera S” c R""! pode ser vista como a imagem inversa de ¢ = 1 pela funcao
fla)y=ai+ai+ +ag, =

Temos Vf(x) = 2z, de modo que todo ¢ # 0 € um valor regular de f (apesar de somente ¢ > 0 ser
interessante). Em particular, para ¢ = 1, temos que S" = f (1) é uma hiperficie de classe C*>
cujo espaco tangente €
T,8" = {z}* = {v e R"™L; 2. v = 0}.
Exemplo 38. Seja A € M(n) uma matriz real simétrica e consideramos a forma quadratica asso-
ciada f: R"” — R definida por
n
f(z) = (Az,z) = Z @i TiT.
i,j=1
Temos V f(x) = 2Ax. Para ¢ # 0, temos

r€fHc) &= (Ar,2)=c = Az #0 < Vf(z)#0.

Segue que M = f~!(c) é uma hiperficie de classe C* em R". Seu espaco tangente em um ponto
x € M pode ser caracterizado por
T, M = {Az}~*.
2

A esfera de raio r > 0 € o caso especial em que A =1e c=r-.
Exemplo 39. Consideramos o grupo especial linear, definido como?!
SL(R™) = {A € M(n); det A =1} C M(n) ~R"
e a aplicagao f: M(n) — R dada por
f(A) = det A.

Expandindo a linha i em cofatores, obtemos

n

f(A) = Z(—l)i“aij det A”,

Jj=1

logo,
of

8aij

(A) = (—1)i+j det Aij.

Segue que os pontos criticos de f sao as matrizes com todos os determinantes menores nulos.
Em particular, pela expansao em cofatores, tem-se que todo ponto critico tem determinante nulo.
Logo, toda matriz em SL(R") = f~'(1) ndo é um ponto critico de f. Equivalentemente, ¢ = 1 é
valor regular de f. Segue que SL(R") € uma hiperficie de classe C* em M (n).
Vamos analisar o espaco tangente T;(SL(R™)).?? Note que
af (I):5ij={(1)’ Sez.—]..
, SeiF]

8aij
Logo,
f/(.[) -H=0 <+ 0= Z aijdij = Zaii =trA.
i,j=1 i=1
Portanto, o espaco tangente a SL(R") em I é o espaco das matrizes de traco nulo:
SL(R™) ={A € M(n xn); tr A=0}.

21A abreviacdo vem do inglés, em que este grupo é conhecido como Special Linear Group.

225L(R™) possui uma estrutura de grupo com o produto de matrizes. Uma superficie diferenciavel que também ¢é um
grupo ¢é conhecida como um grupo de Lie. Para grupos de Lie, basta conhecer o espago tangente em seu elemento neutro
para conhecer o espaco tangente em qualquer outro ponto. Ver, por exemplo, [3, 18].
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Exemplo 40. Considere o grupo ortogonal e o conjunto das matrizes simétricas (ou auto-adjuntas
reais):

O(n) ={A € M(n); AAT =TI} C M(n) ~R" e S(n) = {A € M(n); A= AT} ~ R"+1)/2
Seja f: M(n) — S(n) a aplicacado dada por
f(A) = AAT
Assim, O(n) = f~*(I) e vamos verificar que I é um valor regular de f. Temos (exercicio)
f'(A)-H=HAT + AHT.

Queremos mostrar que, para A € O(n), a transformacao f/'(A) é sobrejetiva: dada uma matriz
simétrica S € S(n), observamos que, sendo AAT =Te S = ST,

_ 5.5 _54
)

ATST g SA

5

AT+ A

o 2 2

s = 7'(4)
Assim, S € Im f/(A) e segue que O(n) € uma superficie de classe C> em M (n) e de dimensao

dim O(n) = n? — n(n2—|— D = n(n2— 1).

O espaco tangente a O(n) em I pode ser caracterizado como
Ty(O(n)) = {H € M(n); H+H" =0},

que € o conjunto das matrizes anti-simétricas (ou anti-auto-adjuntas reais) e que, sendo um
espago tangente a O(n), deve ter a mesma dimensao de O(n) (embora obter esta dimensao seja
muito mais elementar com métodos puramente algébricos).

Exemplo 41. Nem toda superficie € imagem inversa de valor regular. Se uma hiperficie da forma
M = f~!(c) para c valor regular e f € C', entao

Vi(x)

rE€Mr— ="t ¢ R"!

IVF ()]l

€ um campo de vetores continuo, nao nulo (unitario) e normal a M (isto é, (Vf(x),v) = 0 para todo
v € T, M). Nem toda superficie admite um campo de vetores com estas propriedades. Na lingua-
gem da secao seguinte, nés acabamos de verificar que toda superficie de nivel, obtida como ima-
gem inversa de um valor regular, € orientavel. Desta, maneira, qualquer superfice nao-orientavel
nao pode ser obtida como imagem inversa de valor regular. Como mostramos na préxima secao,
um exemplo € a faixa de Mébius do desenho abaixo.

Proposicao 42. Toda superficie diferencidvel é, localmente, a imagem inversa de um valor regular.
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Demonstracdo. Ja sabemos que toda superficie M C R™ de dimensao n é, localmente, o grafico
de uma aplicacao diferenciavel ¢ : U ¢ R® — R™7". Definimos f : U x R — R™™" por

fla,y) =y —&@) = (v — &(@)).
Temos que o grafico de ¢ é a superficie de nivel f~1(0) e
[f/(xvy)] = [51(1,) I(m—n)x(m—n)]
€ certamente sobrejetiva. O

Observacao 43. Note que nem toda superficie que é imagem inversa de valor regular é o grafico
de uma funcao. Considere, por exemplo, a esfera. Mais geralmente, o grafico de uma funcao ¢
homeomorfo ao seu dominio e é, por consequéncia, aberto. Dessa maneira, nenhuma superficie
compacta pode ser o grafico de uma funcao (apenas localmente, o que ja demonstramos).

13 Superficies Orientaveis

Comecamos discutindo orientacdo de espacos vetoriais e em seguida definimos superficies ori-
entaveis. Principais referéncias consultadas: [3, 7, 10, 11].

13.1 Orientacao de espacos vetoriais

Intuitivamente, em um espaco vetorial, uma orientacao tem a ver com uma forma particular que
escolhemos para representar os vetores. De forma (bem pouco) mais rigorosa, é a forma que
escolhemos representar os vetores da base do espaco vetorial. Por exemplo, no espaco R?, as
duas bases da figura abaixo tém orientacoes diferentes.

By = {vi,vs} By = {w, wa}
V9 ws
0 (%1 w1 0
uma orientacao outra orientagao

Nenhuma dessas orientacoes € mais natural do que a outra (inclusive, se olharmos para a figura
pelo lado avesso da pagina, uma base se transforma na outra). E apenas uma questdo de gosto
e, claro, muitas vezes do nosso costume de utilizar bases como a da esquerda. Um outro exemplo
é a nossa escolha de orientacao para o espaco R? a partir da regra da mao direita. Esta escolha
é certamente arbitraria; no entanto, é interessante o uso desta convencao para facilitar a leitura
de textos diferentes (por exemplo, € dificil encontrar um texto de calculo onde o produto vetorial
¢ definido a partir da regra da mao esquerdal).

Sejam By = {vi,v9,...,0,} € By = {wy,ws,...,w,} bases ordenadas de um espaco vetorial V.
Nos dizemos que as duas B; e B; tém a mesma orientacao quando o determinante da matriz de
mudanca de bases € positivo. Mais explicitamente, escrevendo

n
v; = E aijwj,
j=1

B; e By tém a mesma orientacao se, e somente se,

det [aij] > 0.
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Note que (exercicio!) a propriedade “ter mesma orientacdo” define uma relagdo de equivaléncia
que possui apenas duas classes de equivaléncia. Uma orientacao para V é a escolha de uma
dessas classes. Em geral, depois de feita a escolha por uma das classes de equivaléncia, chama-
mos qualquer base desta orientacao de base positiva. As bases da outra classe de equivaléncia
possivel sao entdo chamadas de bases negativas.

Notamos que esta definicao captura as propriedades que falamos no inicio da secdo. Se troca-
mos o sinal de algum dos vetores da base, nés mudamos a orientacao; se trocamos dois vetores
da base ordenada de lugar, mudamos a orientacdo. Mais geralmente, se fizermos uma permuta-
cao dos vetores da base, uma permutacao par corresponde a nao trocar orientacao enquanto que
uma permutacao impar corresponde a trocar de orientacao.

Quando V = R"”, nés fixamos a orientacdo que deixa a base canoénica positiva. Assim, dada
uma outra base B = {vy,vs,...,v,} de R", tem-se que B € uma base positiva (isto €, tem a mesma
orientacdo da base canénica) quando

det[vl Vg - vn}>0.

A matriz acima é formada colocando os vetores v; nas colunas.

13.2 Orientacao de superficies

A ideia por tras de uma superficie orientada é a possibilidade de fixar orientacdes para os espacgos
tangentes que sao compativeis quando se faz mudancas de parametros.

Seja M C R™ uma superficie de classe C* e dimensdo n e ¢ : U — ¢(U) C M uma parame-
trizacdo. Uma orientacao para os espacos tangentes 7, M, para todo z € U, é obtida a partir da
parametrizacao ¢, a saber, a orientacao das bases

{5¢3¢

x
Ox1 " " Oxy

0
(@) (o) p < Tt
Se tivermos uma outra parametrizacao ¢ : V — ¢(V) C M com W := ¢(U) Ny (V) # 0, entao a
orientacao induzida na vizinhanca W por cada uma das parametrizacoes ¢ e ¢ pode coincidir ou
nao (daa!). E possivel decidir qual € o caso olhando para a matriz de mudanca de bases. Pela

regra da cadeia,

O~ o)
833‘7‘

¢ ] - ~ 0
a2, @) = g WevTed)@ =3

5 (6™ 0 9)(x)

i=1

-1

Escrevendo®® y = (1)~ 'o¢)(x), obtemos a formula de mudanca de base em sua forma mais classica:

0 , =0y, O

Segue da discussao acima que a orientacao dos espacos tangentes 7, M obtidas a partir de duas
parametrizacoes, para « € W, é a mesma quando

O™t og)i
[

(x)] > 0.

Notamos que o determinante acima é o determinante do Jacobiano da mudanca de parametros.
Nés dizemos que ¢ : U — ¢(U) C M ey : V — (V) C M sao duas cartas coerentes ou
compativeis quando
det J(1p™ 0 ¢) > 0.

23E comum denotar as coordenadas por @ = (1, x2, .. ., ©») em uma vizinhanca (por exemplo, U) e por y = (y1,¥2, - - -, Yn)
em outra. Ao considerar uma mudanca de parametros, escrevemos ainda y;(z) = (¢! o ¢); ().

46



Por questdes técnicas, ndo pedimos que W = ¢(U)Ny (V) # 0 e cartas em vizinhangas coordenadas
disjuntas serdao sempre consideradas compativeis. Quando € possivel cobrir a superficie M por
paratrizacdes duas a duas coerentes, nds dizemos que M é uma superficie orientavel. Uma
colecao de parametrizacoes coerentes A que cobrem toda a superficie M é chamado de um atlas
coerente. Adicionando cartas coerentes, se necessario, é facil de se convencer que todo atlas
coerente esta contido em um atlas coerente maximal®*. Um atlas coerente maximal é dito uma
orientacao de M e, no caso de fixarmos um atlas coerente maximal, dizemos que a superficie M
esta orientada. Adiantamos que nem toda superficie admite um atlas coerente, isto é, nem toda
superficie € orientavel. Antes de analisar esta questao, vejamos alguns exemplos.

Exemplo 44. Qualquer superficie que possa ser coberta por uma vizinhanca coordenada so,
como graficos de funcdes, sdo orientaveis.

Exemplo 45. Subconjuntos abertos de superficies orientaveis sdo também orientaveis; basta
considerar a restricao das cartas do atlas.

Exemplo 46. Qualquer superficie que possa ser coberta por apenas duas parametrizacoes e cuja
intersecao das vizinhancas coordenadas for conexa, € necessariamente orientavel.
Isto segue da seguinte observacado: se M = ¢(U) Uy (V) para duas parametrizagoes ¢ e 1, entao

ou detJ(¢py"to¢) >0 sempreou detJ(p"'o¢) <0 sempre,

pois ¢! o ¢ é um difeomorfismo e ¢(U) N (V) é conexo. No caso de ser positivo, pela definicao
de orientabilidade, M € orientavel. No caso de ser negativo, nos podemos “trocar o sinal” de uma
das parametrizacoes, como segue. Definimos ¢ : U — ¢(U) por

¢(I15I2a v 71:”) = Qf)(*l’l,l’g, .- '7’In)a

onde U = {(—x1,22,...,x,) € R"; 2 = (21, 29,...,2,) € U}. Dai temos

Jp Tt od)=—J( " og).

Exemplo 47. Devido ao exemplo anterior, S* é orientavel, para todo n > 1; ver projecao estero-
grafica da pagina 38. Por que excluimos o caso n = 1?

Exercicio 28. Mostre que S' ¢é orientavel.
Exercicio 29. Mostre que M x N é orientavel se, e somente se, ambas M e N sao orientaveis.

Seja M C R™ uma superficie de dimensao n e classe C*. Uma funcio do tipo v : M — R™
tal que v(z) € T,M é chamada de um campo de vetores em /. E também comum pensar em
um campo vetorial como uma funcao que associa uma “seta” para cada = € M. Claro que esta
seta € um elemento de 7, M, pois sdo as Unicas dire¢oes disponiveis para quem “estiver restrito”
a permanecer sobre a superficie M. As vezes um campo vetorial é definido como uma funcao
v: M — TM que satisfaz mov = id. Neste contexto, = : TM — M ¢é a projecao 7 (z,v) = x e tem-se
que mov =1id < v(z) € {z} x T, M.

Um campo normal a M é uma funcdo v : M — R™ tal que v(z) € T,M~* para todo = € M.
Desta maneira, v é normal quando v(z) é ortogonal a todo v € T,, M.

Vejamos agora que, no caso de hiperficies, ha uma caracterizagao de orientabilidade em termos
de campos normais a M.

Teorema 48. Seja M C R"™' uma superficie de dimensao n (aqui é importante que M tenha codi-
mensao 1), entado M é orientdvel se, e somente se, existe um campo normal a superficie M que é
unitario e continuo.

24Um atlas A é dito maximal se, para ¢ compativel com toda parametrizacio de A, tem-se ¢ € A. Para provar que todo
atlas coerente esta contido em um atlas coerente maximal pode-se utilizar o Lema de Zorn (ou Axioma da Escolha). No
entanto, isto nao é absolutamente necessario; ver, por exemplo, https://math.stackexchange(...)existence-of-a-maximal-
atlas (acessado em 08 de Abril de 2018).
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Demonstracao. Suponhamos que M € orientavel e seja A um atlas positivo. Seja ¢ € A
uma carta positiva. Definimos v : M — R"*! como segue: para r = ¢(z¢) € M, u(x) € o tnico
vetor unitario em R"*! que satisfaz?®

| | | |
dot | 22(00) polmn) o p(w) ula)| >0

Esta definicdo € independente da parametrizacao positiva escolhida, pois a matriz de mudanca
de parametros tem determinante positivo e podemos escrever

T

| | | By: |
2 () o L) )| = (@), 0 Xy o ) @] . G
1| | | 0 ™ " |

Vejamos que u € um campo continuo. Localmente, M € a imagem inversa de um valor regular
de uma funcéo do tipo g : A ¢ R"™! — R. Temos que, para todo z € U := g~ '(¢) C M, o espaco
tangente € T, M = Nucg'(z). Assim, temos

L Vg(x) 1
'@ = 9@y <M

€ um campo continuo de vetores normais a M, definido em U. Segue da continuidade e de ser
T, M+ unidimensional que v = u em U ou v = —u em U. Em qualquer caso, v é uma funcio
continua em cada vizinhanca (que pode ser tomada conexa) U.

Seja A o conjunto das parametrizagdes ¢ : U — ¢(U) C M com U conexo e que satisfazem

\ \ | |

\ \ | |

1) 0

‘ 8:52(170) a%|($0) U(f) > 0.
\ \ | |

Pela nossa hipétese, a matriz acima depende continuamente de z e, logo, ndo muda de sinal no
conexo U. Observamos que, dada uma parametrizacio ¢ : V — ¢ (V) qualquer, se ¢ satisfizer

| | | |
N oy
oy

(o) 87y2(y0) @(yo) u(z)| <0

em seu dominio conexo V', podemos “trocar o sinal” de ¢) e obter uma carta na mesma vizinhanca
coordenada (V) que pertence a .A. Segue dai que A € um atlas de M.

Resta mostrar que .4 € um atlas coerente. Mas isto é imediato da definicao de A e da formula
de mudanca de parametros (31). O

¢
det 873';1 (l’o)

250 completar a base de T, M a uma base de R™*! com um vetor unitario, existem apenas duas possibilidades; esco-
lhemos aquela que resulta em uma base positiva de R*+1.
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Exemplo 49. Vamos construir parametrizacoes para a Faixa de Mobius”® e em seguida mostrar
que € uma superficie nao orientavel. A faixa de Mobius (ver figura da pagina 44) pode ser obtida
da seguinte maneira: para zo > 0 e a € (0,z0), consideramos em R® um segmento da forma
(xo—a,xo+a) que esta sobre o eixo dos z. O ponto médio z; do segmento percorre uma volta sobre
um circulo de raio zy no plano zy enquanto que o segmento faz uma rotacao de 180°, retornando
ao segmento original, mas “invertido”.

Fixado um parametro t € (0,27), o centro do segmento se desloca para o ponto x - u(t), onde
u(t) = (cost,sent,0). Consideramos o plano em R? gerado pelos vetores unitarios u(t) e es; 0 semi-
circulo de raio s centrado no ponto z, - u(t) deste plano pode ser parametrizado por

t € (0,2m) — xg - u(t) + scos(t/2)u(t) + ssen(t/2)es.

Uma parametrizacao para a faixa de Mobius pode ser obtida com essas ideias. Definimos uma
carta ¢ : (0,27) x (—a,a) — R® por

o(t,s) = ((a:o + scos(t/2)) cost, (zo + s cos(t/2)) sent, ssen(t/Q)).

Note que, para cada s € (—a,a) fixado, (zg + s,0,0) representa um ponto do segmento inicial que
vai ser rotacionado por um angulo 7 sobre um circulo de raio s enquanto ¢ variar de 0 a 2.

Esta parametrizacao nao cobre o segmento inicial que esta sobre o plano xzy. Fazendo uma
parametrizacdo analoga comecando em outro segmento (como o azul da figura), podemos cobrir
a faixa de Mobius com duas parametrizacoes?”’.

Observe que qualquer campo continuo de vetores normais deve ser, ao longo da curva ¢ —
¢(t,0), da forma

’U(t) — ¢t(t70) X (bs(tﬁo)

||¢t(t7 0) X ¢S(tv O) H
ou o negativo deste. No entato, caso fosse possivel estender este campo, deveriamos ter v(0) =
—v(27), o que é uma contradigdo. Isto mostra que a faixa de Mobius nao é orientavel. As contas
ficam como exercicio.

Vejamos que uma das implica¢oes do Teorema 48 segue valida para superficies de codimensao
maior. A prova € bastante semelhante.

26 A Faixa de Mdbius apareceu por volta de 1860 em trabalhos independentes de dois matematicos e astronomos alemaes:
Johann Benedict Listing (25 de Julho de 1808 — 24 de Dezembro de 1882) e August Ferdinand Mébius (17 de Novembro
de 1790 — 26 de Setembro de 1868). Este foi um primeiro exemplo de superficie nao orientavel e que “tem apenas um
lado”.

27Isto nao contradiz o exemplo 46, pois a unido das vizinhancas parametrizadas nio é conexa.
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Teorema 50. Seja M C R™ uma superficie de dimensao n. Se existirem m — n campos normais,
unitarios e continuos v; : M — R™, a superficie M e tais que {v;(x)} é linearmente independente
para todo x € M, entao M é orientavel.

Demonstracdo. Seja A o conjunto das parametrizagoes ¢ : U — ¢(U) C M com U conexo e que
satisfazem

| | |
o 0¢
det | 5, (o) 5~ (@0) oz,

| |
| |
—(xg) wvi(x) walx) -+ vp_n(x)| >0.
| |
| |

Pela nossa hipoétese, a matriz acima depende continuamente de z e, logo, ndo muda de sinal no
conexo U. Observamos que, dada uma parametrizacio ¢ : V. — ¢ (V) qualquer, se ¢ satisfizer

o

| | o |

det | 220) 5o(n) e o (ao) Ulfﬂ 0@) o) | <0
L

8yn ‘
| | | |

em seu dominio conexo V, podemos “trocar o sinal” de ¢ e obter uma carta na mesma vizinhanc¢a
coordenada (V) que pertence a A. Segue dai que A € um atlas de M.

Resta mostrar que .4 € um atlas coerente. Mas isto é imediato da defini¢ao de A e da formula
de mudanca de parametros equivalente a que exibimos em (31), trocando a matriz central por

9y
(axj (x0)>m ’ -

0 I(m—n)x(m—n)

Corolario 51. Seja f : R""* — R* uma funcéo de classe C'. Se M = f~'(c) é a imagem inversa de
um valor regular ¢ € R¥, entdo M é orientdvel.

Demonstragao. Neste caso, T,M = Nuc f'(z) e podemos construir k& campos continuos normais
unitarios por

Vh(z) Via(x) V(@)
v1(x) = v2(x) = L Uk(T) =
R e R 7 T e |
Sao continuos porque f € C'. Sao unitarios por construcio. Sdo normais pois todo v € T, M
satisfaz
—— VA()v —
—— Vfolz)-v ——
0=f(z) v= 2.) -
— Vfulz)-v ——

14 Multiplicadores de Lagrange

O método dos multiplicadores de Lagrange, como ja se sabe desde disciplinas de Calculo, € utili-
zado com o seguinte objetivo:

minimizar f(z) sujeito a restricoes (ou vinculos) da forma g(z) = c.
Com a linguagem das secoes anteriores, isto equivale a minimizar f : M c R” — Ronde M = g~ '(¢)

€ a imagem inversa de um valor ¢, que vamos assumir ser valor regular de g.
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Sejam U C R"*! um aberto e f : U — R uma funcio de classe C*. Um ponto critico da
restricao f|y : M — R é um ponto z € M tal que

fl(x): T.M =R
é a transformacao linear nula. Isto é equivalente a dizer que
of
ov

Teorema 52 (Multiplicadores de Lagrange). Seja g : R"™' — R uma funcao de classe C' e M =
g (c) é a imagem inversa de um valor regular c € R. Sejam U c R"*! um aberto e f : U — R uma
funcao de classe C*'. Entao, um ponto x € M é um ponto critico da restricéo f|y; se, e somente se,
existe uma constante A € R tal que

() =0 paratodo veT,M.

Vf(z) = AVg(z). (32)
Em particular, se a restrigdo f|y tem um minimo ou méximo em z,, entéo vale (32).

Demonstracéo. No caso de ser M = g~ !(c) é a imagem inversa de um valor regular, sabemos que
T,M = Nucg'(z) = {Vg(z)}*.

Se, além disso, = € M é um ponto critico de f|,; tem-se que Vf(z) € T,M=*, pois (Vf(z),v) é a
derivada de f na direcado tangente v. Segue que x € M é um ponto critico da restricao f|y; se, e
somente se, Vg(z) e Vf(x) estdo no mesmo espac¢o unidimensional. O

A constante A € R acima é chamada um multiplicador de Lagrange e €, geralmente encontrada
para encontrar pontos criticos de funcées com restricao. Observamos que, no teorema acima,
nao ha nada especial no fato de a codimensao da superficie de nivel ser um, como passamos a
analisar.

Teorema 53 (Multiplicadores de Lagrange). Seja g : R"™* — R* uma funcéo de classe C' e M =
g~ 1(c) é a imagem inversa de um valor regular ¢ € R¥. Sejam U ¢ R"** um aberto e f : U — R uma
funcao de classe C'. Entao, um ponto x € M é um ponto critico da restricdo f|y; se, e somente se,
existe uma constante \ € R* tal que

V@) =g (). (33)
Mais explicitamente,
Vf(x) = MVgi(z) + A2Vga(z) + -+ + A Vgr(z). (34)
As constantes A1, \o, ..., A\, sdo conhecidas como multiplicadores de Lagrange.

Demonstracdo. Basta notar que ser um ponto critico é equivalente a Vf(z) € (NucA)', onde
A = ¢'(x). Isto porque

(Nuc A)* = Im AT = espaco gerado pelas linhas de A = ¢'(z). O

Exemplo 54. Seja M C R™ uma superficie de dimensao n e seja a € R™\ M. Queremos encontrar
xo € M tal que a distancia de z, até a superficie M seja minima. A restricdo da funcdo suave
f(z) = |z —a|®* & M deve ter um ponto critico em z. Assim, devemos procurar por um minimo
dentre os pontos zg € M que satisfazem V f(z¢) L T, , M

Exemplo 55. E comum em textos de Algebra Linear, como aplicacao do estudo de autovalores e
autovetores, otimizar formas quadraticas em esferas. Consideramos A uma matriz simétrica de
ordem n x n e definimos f : R" — R a sua forma quadratica associada:

f(2) = (Az,z).

Seja S™! = g7!(1) a esfera unitaria de R", onde g(z) = |z|*>. Pelo Teorema dos Multiplicadores de
Lagrange, pontos de minimo ou maximo de f|s.-: (na verdade, quaisquer pontos criticos) devem
satisfazer

Vf(x) = AVg(x) ou, equivalentemente, Az = Az.
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Matrizes simétricas possuem autovalores reais. Se A,.x € 0 maior autovalor de A, com autovetor
unitario associado u.x, €entao

f(umax) = )\max‘umax|2 = >\max

€ o valor maximo atingido por f em S™'.

Uma observacao interessante € que o hiperplano ortogonal a u.,,.x € invariante por A, isto é€,
(2, Umax) = 0 = (AZ,Umax) = 0. Dessa forma, obtemos uma aplicacao A : {umax}’ — {Umax}’ €
podemos fazer o raciocinio anterior, para obter mais um autovetor com autovalor maximal. Itera-
cao deste raciocinio fornece uma demonstracao do Teorema Espectral para operadores simétricos
da Algebra Linear.

Exercicio 30. Nas condi¢oes do Teorema dos Multiplicadores de Lagrange, definimos a fungéo
de Lagrange por
L(z, ) == f(z) = AT (g(z) — ¢).

Mostre que (x, \g) € ponto critico de L se, e somente se, xy é ponto critico da restricao de f ao
conjunto g(z) = c.

Mostre também que, se z; € um minimo local para o problema com restricao e Ao € o multipli-
cador de Lagrange associado, entao, para todo v € Nuc ¢'(z), temos

(V2 L(20, \o)v,v) > 0.
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15 Integral de Riemann em R"

Nos primeiros cursos de Calculo ou de Introducao a Analise Matematica, se define a integral de
uma funcao f real de uma variavel real em um intervalo [a, b], denotada por

b b
/ f(z)dz ou simplesmente / 7,

como um limite de somas de Riemann. Vamos ver que esta definicao se estende para funcoes
limitadas definidas em retangulos n-dimensionais da forma

R: [al,bl) X [ag,bg) X e X [an,bn) Q Rn

Vamos chamar este retangulo de “semi-aberto”, por serem os intervalos que o definem todos
semi-abertos. Definimos o volume do retangulo R como

VOI(R) = (bl — al) . (b2 — CLQ) et (bn - an). (35)

A definicao de um retangulo aberto ou de um retangulo fechado € clara e o volume € definido pela
mesma formula (35) acima.

Seja f : R € R" — R uma funcao limitada. Consideramos uma particdo do intervalo [a;, b;)
em um numero finito de subintervalos disjuntos {I,},ca, fechados na primeira extremidade e
abertos na outra, e os respectivos subretangulos Ry = Iy, x I, x --- x I, que formam uma
particao finita (denotada por) P do retangulo R. Com a notacao

my := inf f(z) e M)y := sup f(z), (36)
rERN TER

definimos a soma de Riemann inferior e a soma de Riemann superior, respectivamente, por

I(f;P):= Z my - vol(R)) e S(f;P) = Z M,y - vol(R)).

RyEP RyEP
Além disso, definimos a integral inferior de f em R como
/f(:c) dz :=supI(f;P) =sup Z my - vol(Ry).
Jr P P pcp
Analogamente, definimos a integral superior de f em R como
z)dz :=inf S(f;P) = inf My, - vol(Ry).
| @)z =gt s(s:7) 3 32 M vol()

A fungao f é dita integravel no retangulo R quando a integral inferior e a superior coincidem.
Neste caso, definimos a integral de f por

/Rf(x)da: ::/Rf(x)dx:/Rf(a:)dm.

A definicao de integral nao € boa para calculos. Depois de estudar algumas propriedades da
integral, vamos mostrar alguns métodos para efetivamente calcular uma integral como se faz em
cursos mais introdutérios. No entanto, vejamos um primeiro exemplo que indica que a integral
faz bem seu papel de calcular volumes de regioes.

Definimos a funcao caracteristica y4 : S — R de uma regiao A contida em um retangulo S

como
(2) 1, sexe A
X =
X 0,sexeS\A
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Exemplo 56. Considere dois retagulos R e S tais que R C intS. Vamos mostrar que a funcao
caracteristica yr : S — R € integravel e tem-se

/ Xr(z)dz = vol(R).
s

Considerando uma parti¢ao P de S que contem R como um de seus elementos, obtemos que, para
qualquer subparticao P de P,

I(xr;P) = vol(R).
Segue dai que

/XR(:E) dz = vol(R).
S

Por outro lado, dado qualquer retangulo Rentre Re S, isto é, tal que R C R C S, podemos escolher
uma particao P de S que contém R e obter

S(xr;P) =vol(R) elogo vol(R)= /SXR(LZ}) dz < /SXR(JJ) dz < vol(R).

Como vol(R) pode ser tomado tdo préximo quanto se queira de vol(R), nossa afirmacéao fica de-
monstrada.

Exemplo 57. A funcao f:[0,1] — R definida por

)1, sexecQnl0,1]
f(x)_{o, seze[0,1]\0Q

nao € integravel, pois, dada qualquer particao P, tem-se
I(f;P)=0 e S(f;P)=1

Este exemplo é facilmente estendido para a funcao que vale 1 nos pontos de [0, 1]* de coordenadas
racionais e zero nos demais pontos de [0, 1]".

Um critério simples para que uma funcao f : R — R seja integravel, que é conhecido como
Critério de Riemann, segue diretamente das definicoes e é o seguinte:

Proposicao 58. Uma funcdo f : R C R” — R é integrdvel se, e somente se, para todo ¢ > 0, existe
uma particao P do retangulo R tal que

0<S(f,P)—1I(f,P)<e.

Demonstragao. Se f € integravel, tem-se
/ f(z)dx =sup I(f;P) = inf S(f;P).
R P P
Usando a defini¢ao de infimo, temos que, dado ¢ > 0, existe P tal que
S(f:P)) < / fla)dz + =.
R 2
Pela definicao de supremo, existe P? tal que

/f(x)dx—§<1(f§77§).
R
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Agora, basta notar que para P qualquer particao mais fina que ambas P! e P?, temos

/f ;r—§<I(fP2)<I(fP)<S(fP)<SfP /f dx—i-f
Isto implica que
0<S(f,P)—I(f,P)<e
Reciprocamente, sempre vale que

?ﬂsﬂjwmxslymmxsﬂﬁpy

Nossa hipotese garante que, para todo € > 0, tem-se

0 §/Rf(x)dx—/Rf(x) dz <e.

Logo, as integrais inferior e superior coincidem e f € integravel. O
Corolario 59. Se f: R C R" — R é uma funcdo continua limitada, entéo f é integrdavel.

Demonstracao. Sendo limitada, f pode ser estendida continuamente para R. Sendo continua em
um compacto, € uniformemente continua: dado ¢ > 0, existe § > 0 tal que

g

y—al <8 = 1)~ @) < ey

Considerando uma particdo P = {R,} de A tal que os diametros dos retangulos é menor do que
0 > 0, temos

/f dx—/f x<z M)\—mA vol(Ry) < ZVO]R)\ ) =¢.

A conclusao segue do Critério de Riemann. O

Ainda outra maneira de enunciar o Critério de Riemann é a partir da oscilacao da funcao f
nos retangulos de uma parti¢do. Dado um conjunto A C R", definimos a oscilagao de f em A
como

wa(f) = osca(f) :=sup f —inf f = sup [f(y) = f(@)] = sup [f(y) - f(=2)].

T,ycA z,y€A

Notando que
S(f,P Z oscr, (f) - vol(R))
€ apenas uma mudanca de notacao, obtemos a seguinte caracterizacao.

Proposicao 60. Umna funcao f : R C R" — R é integrdvel se, e somente se, para todo ¢ > 0, existe
uma particao P do retangulo R tal que

0< z:ObcRA -vol(Ry) <
Passamos ao estudo de algumas das propriedades basicas de integracao.

Proposicao 61 (Propriedades da integral). As propriedades abaixo sdo satisfeitas pela integral de
Riemann:
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(i) Linearidade: se f,g: R C R" — R sao funcées integraveis e c € R, entdo
/ [f(2) + cg(z)] do = / flz)dx + c/ g(z) dz.
R R R
(i4) Positividade: se f: R C R" — R é integravel e f(x) > 0 para todo = € R, entGo

/ flx)dx > 0.
R
Em particular,
f <g integraveis — / flz)dx < / g(x)dx
R R

(ii7) Se f: R C R" — R é integravel, entdo |f|: R C R" — R é integrdavel e tem-se
‘ / flz)da| < / |f(x)] da. (37)
R R
(iv) Valor médio: se f : R C R" — R é continua e limitada, entéo existe z, € R tal que

/ F(@)dz = (o) - vol(R).
R

Demonstragdo. (i) e (i) ficam como exercicio para o leitor.
(ii7) Da desigualdade elementar ||a| — [b]| < |a — b|, segue que a oscilacao de | f
ou igual a oscilacao de f. Logo, podemos escrever, para alguma particao P de R,

€ menor do que

[1@]do = [ [7@)]de < 3 wny (1) vol(Ra) < 3w, (1) - vol(Rs) <.
R LR ) A

A ultima desigualdade segue do Critério de Riemann, pois f € integravel. Novamente pelo Critério
de Riemann, concluimos que |f| € integravel. Agora, pelo item (ii), temos

—|f@)] < F@) < |f(@)] = —/R\f(x)!dxs/Rﬂx)dxs/Ru(x)ydx,

que é equivalente a (37).
(iv) Sendo f limitada, podemos escrever f(x) € [m,M] para todo x € R. Pelo item (ii) e pelo
Exemplo 56, temos

d
mvol(R) < / f(r)dz < Mvol(R), que implica Jo f(@)dz € [m, M].
R VOI(R)
Como f é continua, o Teorema do Valor Intermediario implica que existe xy € R tal que
_ Jr f(z)dz
o) =" a®m -

15.1 Conjuntos de medida zero e o Teorema de Lebesgue

Na tentativa de definir a integral para conjuntos mais gerais do que retangulos, aparece natu-
ralmente a questdo de poder ou nao falar em “volume” desse conjunto mais geral. E possivel
falar em uma nocao de volume de alguns subconjuntos de R", chamada de medida de Lebesgue.
Este topico € estudado em cursos de Teoria da Medida. Por simplicidade, vamos restringir nossa
atencao para conjuntos cuja medida (de Lebesgue) € nula.

Um conjunto A C R” é dito de medida nula em R" quando, para qualquer ¢ > 0, podemos
encontrar uma cobertura de A por retangulos {R;};cny cuja soma dos volumes € menor do que ¢,
isto €,

+oo +oo
AC|JRi e D vol(R)<e.
i=1 i=1
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Exercicio 31. Prove que, na definicdo de conjunto de medida nula, é equivalente considerar que
a cobertura de A é dada por:

(i) retangulos abertos;
(#4) retangulos fechados;
(#i¢) cubos abertos;

(iv) cubos fechados.

E imediato da definicdo acima que subconjuntos de um conjunto de medida zero também sao
de medida zero.

Exemplo 62. Se A = {z'}]°° ¢ R” é um conjunto enumeravel, entdao A tem medida zero. De fato,
dado ¢ > 0, consideramos retangulos (cubos) da forma

R ; gl/n r gl/n ; El/n ; El/n
i = x1—21+i/n,11+21+i/n X oo X x”_21+i/n’x"+21+i/n .

Dessa forma,

+oo
vol(Ri):; e Y vol(R) =e.
=1

A técnica do Exemplo 62 acima pode ser usada para verificar o seguinte exercicio.

Exercicio 32. Mostre que se A C U A; e todo A; tem medida nula, entdo A tem medida nula.
ieN
Exercicio 33. Mostre que se, para todo ¢ > 0, existe um nimero enumeravel de retangulos R;
tais que
—+oo
ACBUJR:, D vol(Ry)<e

ieN i=1

e B tem medida nula, entdo A tem medida nula.

Exemplo 63. Retangulos nao degenerados (isto €, um produto cartesiano de intervalos nao vazios)
nao sao conjuntos de medida zero. De fato, seja R um retangulo néo degenerado. Dada qualquer
cobertura de R, podemos considerar uma subcobertura finita do compacto R por retangulos e
escrever

Considerando um retangulo S que contém todos os retangulos R;, onde estado definidas as funcoes
caracteristicas xg,, temos

XR < XUiR; S XRy + XRy + "+ XRy-

Assim, utilizando que funcdes caracteristicas de retangulos sao integraveis, como no Exemplo 56,
e a propriedade (i) da Proposicao 61 acima, obtemos

0<V01(R):/SXR(x)d:U§/S(XR1+X32+~-~+XRN)(x)dx=V01(R1)+V01(R2)+-~-—|—V01(RN).

Logo, dado qualquer ¢ < vol(R), nado € possivel encontrar uma cobertura cuja soma dos volumes
seja menor do que €. <

Exemplo 64. Uma consequéncia imediata do exemplo anterior € que conjuntos cujo interior €
nao vazio nao podem ter medida nula.
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Teorema 65. Se U C R" tem medida nula e f : U — R" é localmente de Lipschitz, entao f(U) tem
medida nula.

Demonstracdo. Iniciamos considerando o caso em que f € globalmente de Lipschitz. Considera-
mos uma cobertura enumeravel de U por cubos R;, de arestas /;, tais que

Z vol(R M” ,

onde M € a constante de Lipschitz de f. Note que
‘f(y) - f(:l?)’ < M|y — z| para todo z,y = diam [f(U N RZ)] < M diam(R;).
Na verdade, mais do que isso, as componentes f/ de f satisfazem
[F7(y) = f(@)] < [f(y) = f(z)| < M|y - z| para todo z,y = diam [f/(U N R;)| < M diam(R;).

Em outras palavras, as projecoes da imagem de U N R; por f nos vetores da base canonica estao
contidas em um intervalo de comprimento M diam(R;). Consideramos R; um cubo que contém
f(UNR;) e cujas arestas medem M diam f(R;). Temos vol(R;) = M™ diam(R;)" Logo,

+o0 +oo +oo
UfUmR gU e Y volR; <M"Y vol(R;) <e
=1 =1 1=1

No caso de ser f localmente Lipschitz, tomamos uma cobertura enumeravel de U por abertos
onde f é Lipschitz; logo, a imagem de U por f € uma reunido enumeravel de conjuntos de medida
nula e, portanto, tem medida nula. O

Proposicao 66. Paran < m, se f : U C R" — R™ é localmente de Lipschitz, entao f(U) tem medida
nula.

Demonstragdo. Consideramos U x {0} C R” x R™~" que € um conjunto de medida nula em R (por
qué?). Definimos g : U x R™™" por ¢(z,y) = f(z). Claramente, g também é localmente de Lipschitz.
Pela proposicao anterior, g(U x {0}) = f(U) tem medida nula em R™. O

Corolario 67. Se M C R™ é uma superficie de dimensaon < m e classe C*, entao M é um conjunto
de medida nula em R™.

Corolario 68. Se M C R™ é uma reunido enumeravel de graficos de aplicacées de Lipschitz da
Jorma f; : A; C R" — R™, comn < m, entao M é de medida nula em R™. Estes conjuntos sao
conhecidos como n-contavelmente retificaveis.

O proximo teorema € o mais importante desta secao.

Teorema 69 (Lebesgue). Seja f : R C R” — R uma funcdo limitada. Entéo, [ é integravel (a la
Riemann) se, e somente se, o conjunto dos pontos onde f é descontinua tem medida zero em R".

Demonstracdo. A prova utiliza a oscilagdo pontual da funcéo f: é a fungao osc(f) : R C R — R
dada por

osc(f)[x] := égg [OSCROB5(m)(f) .

Em palavras, a oscilacao definida acima mede como se comporta a oscilacdao de f em bolas cada
vez “mais proximas” do ponto z € R. Ou ainda, mede quao ruim € a descontinuidade de f em =.
Notamos que (prove como exercicio)

f € continua no ponto = <= osc(f)[z] = 0.
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Suponhamos que f € integravel. Pelas defini¢coes acima, o conjunto D; dos pontos onde f
€ descontinua pode ser escrito como

Dy = U D, onde Dj= {:c € R; osc(f)[x] > 1}.

kEN k
Basta mostrar que cada D; tem medida nula. Pelo Critério de Riemann, existe uma particao P
tal que

ZOSCRA(f) -vol(Ry) < e.
A

Agora, podemos escrever
Dy = {x € Dy; v € OR, para algum A} U {z € Dy; z € int R, para algum A}

O primeiro desses conjuntos tem medida nula, pois as “faces” dos retangulos tém medida nula.
Resta mostrar que o segundo, que denotamos por D, também tem medida nula.

Seja Q a colecao dos retangulos de P que contém algum ponto de D, em seu interior. Logo, Q
é uma cobertura de D. Além disso, lembrando que a oscilacdo pontual é um infimo, para R € Q,
temos

El e

oscr(f) = osc(f)[z] =

de modo que

Z 1-vol(R) <k Z oscr(f) - vol(R) < k Z oscr(f) - vol(R) < k- ¢.
ReP

ReQ ReQ

Segue que Q € uma cobertura de D por retangulos que tém soma dos volumes “pequena”. Segue
que D tem medida zero, como queriamos.

Reciprocamente, suponhamos que o conjunto D; dos pontos onde f é descontinua tem
medida nula. O conjunto
D. :={x € R; osc(f)[z] > ¢}

esta contido em Dy e, logo, € limitado e tem medida nula.
Vejamos que D, é fechado (e logo compacto): suponhamos que z, € D. e xz, — z. Temos
osc(f)[zn] > € para todo n. Se fosse osc(f)[z] < e, existiria § > 0 tal que

0SCRr B () (f) < &.
No entanto, para n suficientemente grande, z,, € B;(z) e, neste caso, todo n suficientemente
pequeno satisfaz B, (z,,) C Bs(x). Dai seria
osc(f)[zn] < 08crAB, (2,)(f) < 0SCRAB, @) (f) <&

Vamos subdividir o retangulo R em uma particao com dois tipos de retangulos. Um tipo € dos
retangulos que fazem parte de uma cobertura do conjunto de medida nula D;. No outro tipo, a
oscilacao de f deve ser pequena.

Dada uma cobertura de D, por retangulos abertos cuja soma dos volumes € menor do que &,
podemos extrair uma subcobertura finita e escrever:

N N
D.c|JR: com > vol(Ry)<e.
k=1 k=1

Agora, R\ D, é aberto; logo, dado x € R\ D., existe um retangulo S, aberto que contém z e esta
inteiramente contido em R\ D.. Podemos ainda escolher S,, pela definicao de infimo, de modo
que oscg, (f) < e. Sendo R compacto, a cobertura

Rc(Cij>u U S

k=1 x€R\D.
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admite uma subcobertura finita:

Considere P uma particdo fina o suficiente de modo que todo elemento esteja contido em pelo
menos um dos retangulos R;, ou S;. Logo,

ZOSCRA(f) -vol(Ry) < Z oscr, (f) - vol(Ry) + Z oscg, (f) - vol(Ry)
P

RxCRy RACS;

M=

< oscr(f) Y vol(Ry) + Y osc, (f) - vol(R)

1 RACS;
< e[oscr(f) + vol(R)] =: Ce.

E
I

Portanto, pelo Critério de Riemann, f € integravel. O

15.2 Conjuntos Jordan mensuraveis

A questao de definir a integral de uma func¢ao limitada em um subconjunto limitado A c R"
mais geral do que um cubo ou retangulo esta intimamente ligada a possibilidade de se calcular
o “volume” de A. Intuitivamente, o volume esta associado ao calculo de integrais de funcoes
constantes.

Dizemos que um conjunto limitado A C R"” é Jordan mensuravel quando a func¢ao caracte-
ristica x4 : R C R" — R, definida em um retangulo R que contém A, € integravel. Também se
diz que A possui conteiido de Jordan. Quando este € o caso, definimos o volume de A ou o
conteudo de Jordan de A por

vol A := / xa(x)da.
R
Uma consequéncia imediata do Teorema de Lebesgue € o seguinte.

Proposicao 70. Um conjunto limitado A C R" é Jordan mensurdvel se, e somente se, 0A tem medida
(de Lebesgue) nula.

Demonstracdo. Suponhamos, por simplicidade que A C int R; caso contrario, bastaria considerar
um retangulo maior. Basta entao observar que o conjunto dos pontos de descontinuidade de x 4
sao justamente os pontos da fronteira de A. Dado qualquer conjunto A, podemos escrever a uniao
disjunta

R™ = int(A) UOA U int(R™ \ A)

e x4 € constante em int(A) e em int(R" \ A). O

Exemplo 71. Qualquer conjunto limitado cuja fronteira seja uma superficie de codimensao pelo
menos um € Jordan mensuravel. Deste modo, as bolas abertas ou fechadas, o toro soélido, elip-
soides solidos, etc, sao conjuntos Jordan mensuraveis.

Exemplo 72. Mais geralmente (ver Corolario 68), se a fronteira de um conjunto limitado for um
conjunto n-contavelmente retificavel, entao este conjunto é Jordan mensuravel.

Exercicio 34. Seja A Jordan mensuravel. Mostre que sdo equivalentes:
(i) vol(A) =0;

(#4) Dado € > 0, existe uma cobertura finita por retangulos abertos R;, tal que
N
> vol(Ry) <.
k=1
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Exercicio 35. Seja K um conjunto compacto. Mostre que sdo equivalentes:
(1) vol(K) = 0;
(7i) K tem medida zero.
Exercicio 36. Discuta a equivaléncia das seguintes afirmacgoes:
(i) A é Jordan mensuravel;
(ii) 0A tem medida nula;
(7i1) 0A tem volume zero.

Observamos que ser A de medida nula (segundo Lebesgue) nao implica em Jordan mensura-
bilidade, ver Exemplo 57. Na linguagem desta secdo, mostramos no Exemplo 57 que Q" N [0,1]"
nao é mensuravel, apesar de ser enumeravel. Uma outra prova deste fato consiste em notar que
a fronteira 9(Q" N [0,1]") = [0, 1]" nao é de medida nula.

Proposicao 73. Seja A um conjunto Jordan mensurdvel. Entdo, vol(A) =0 <= int(A) = 0.

Demonstragao. Dizer que A tem interior vazio € equivalente a dizer que nenhum retangulo (nao
degenerado) pode estar contido em A. Desta maneira, para qualquer particao P, devemos ter
I(xa,P) =0 e segue que

/RXA(J:)dx = 0.

Se A é Jordan mensuravel, isto € equivalente a

Vol(A):/RXA(QL')dx:/RXA(x)d:E:O. O

Passamos a definicao de integral de uma funcao limitada f : A ¢ R" — R definida em um
conjunto Jordan mensuravel A. Consideramos R um retangulo que contém A e, por abuso de
notacao?®, consideramos também a extensao de f como zero fora de A: definimos a funcao fy4 :
R C R" — R como
f(z), sexzecA

(Fxa)(x) = {O sexe R\ A

Definimos a integral de f em A como

[ fayde = /R (fxa)(x)de,

O analogo do Teorema de Lebesgue — Teorema 69 — vale trivialmente, pois ao considerar a extensao
fxa, estamos possivelmente adicionando descontinuidades na fronteira de A, que tem medida
nula (devido a hipétese de A ser Jordan mensuravel).

Além disso, todas as propriedades de integracao — Proposicao 61 — que vimos em dominios
retangulares também se estendem trivialmente para integrais em dominios Jordan mensuraveis.

Exercicio 37. Verificar estas ultimas afirmacoes!

Proposicao 74. Sejam A e B sdo Jordan mensurdaveis. Entao a _fungao f : AU B — R é integrdvel
se, e somente se, as restricoes fla : A — R e f|p : B — R sdo integrdveis. Além disso, se

int(A) Nint(B) = (), temos
/AuB f(:c)dx:/Af(x)dqu/Bf(x)dm.

28As fungdes f: A — Re x4 : R C R" — R tém dominios diferentes, de modo que este ndo € um produto usual de
funcoes.

61



Demonstragcao. Basta analisar os conjuntos de descontinuidade de f: temos
DoUDpC Dy CDAUDgUOAUOIB.
Por hipétese, 0A e 0B tem medida nula. Logo,
D; tem medida nula <= D4 e Dp tém medida nula,
0 que prova a primeira afirmacao. Agora, temos

XAuB + XAnB = XA + XB

Além disso, se int(A4) Nint(B) = @, entao AN B tem interior vazio e vol(AN B) = 0. Sendo f limitada
(digamos, por M), concluimos que

[ o

/RfXAUB(x)dx:/RfXA(CC)dl‘-I-/RfXB(.’L')dx. O

:/ | fXanB(z)|dz < M vol(AN B) =0.
R

Portanto,

15.3 Calculo de integrais de modo iterativo

Para de fato calcular integrais multidimensionais, € comum considerarmos iterativamente inte-
grais unidimensionais. Nesta secao, vamos provar o resultado que diz isto ser possivel.

Teorema 75. Consideramos dois retangulos R C R" e Q C R™ e seja f : R x @ — R uma funcgao
integravel. Entao, as funcoes

xER'—>/f(x,y)dy e xER»—>/f(m7y)dy
JQ Q
sao integraveis e vale que

/RXQf(x,y)d(x,y)Z/R /Qf(:v,y)dy dm:/R [/Qf(a?,y)dy}dx. 38)

Enunciado semelhante vale trocando os papéis de x e de y.

Demonstrag@o. Vamos provar apenas a primeira igualdade, pois a outra pode ser obtida de ma-
neira analoga. Toda particdo de R x @ por retangulos cujas arestas sao paralelas aos eixos coor-
denados é da forma P = P; x P,, onde P; € uma particao de R e P> € uma particao de ). Vamos
mostrar inicialmente a seguinte relacdo entre somas inferiores:

I(f;P) §I</Qf(-,y)dy; 791>.

Pela nossa definicdo de volume para retangulos, € claro que, para R; x Q; € P,
vol(Ry x Q1) = vol(Ry) - vol(Q1)

Ainda, se R; x ); € P, temos que, para qualquer z € R; fixado, vale

MR xQ (f) < mq, (f(CU, ))7

pois o infimo na direita é tomado sobre um conjunto menor (estamos utilizando a notagao esta-
belecida em (36)). Observamos ainda que, para todo = € Ry,

Z MR xQ (f) 'VOI(Q1> < Z me, (f(x’ )) 'VOI(Ql) < /Qf(x,y) dy.

Q1EP2 Q1EP2
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Logo, tomando o infimo para z € R;, temos

Z MR, xq, (f) - vol(Q1) < mp, (/ fGy) dy).

Q1EP2 JQ

Segue que

I(f;P)

S o, () - vol(Ry x Q)

Rl ><Q1€73’

) ( > lele(f)-vol(Qn) vol(R;)

Ri€P1 Q1EP2

<> ( > le(f(x,-))-vol(Ql)) vol(Ry)
Ri€P1 ~Q1€P2
< 5 ma ([ seman) v

como haviamos afirmado. De modo analogo, provamos que

( / FCow) dy, Pl) < S(f;P),

de modo que obtemos a cadeia de desigualdades

I(f;P) <I(/f dy,Pl)<S</f dy,Pl)gS(f;P).

Sendo f integravel, todas estas desigualdade devem ser, em verdade, igualdades. O

Observamos que o teorema acima € mais geral do que o que estamos acostumados a aplicar
em cursos de Calculo, pois dada uma funcao integravel f como acima, nao € necessariamente
verdade que, para z fixado, a fungao

yeQ— f(z,y)

€ integravel. De fato, o conjunto {z} x Q tem medida nula em R"*™ e alterar o valor da funcéo f (de
qualquer maneira imaginavel) neste conjunto nao mudaria o fato de que f é integravel. Anyways,
no caso (usual dos cursos de Calculo) em que todas as fungdes da forma

yeQ— f(z,y) e ze€R— f(z,y)

sao integraveis (por exemplo, quando f é continua), temos como consequéncia direta as férmulas
usuais de integracao iterada e mudanca na ordem de integracao

/RXQf(x,y)d(x,y)Z/R/Qf(:v,y)dydx:/Q/Rf(x,y)dxdy.

De forma relacionada esta outro caso tipico de cursos de Calculo.

Proposicao 76. Considere o conjunto

A= {(x,y) € [a,b] x R; 99(x) <y< 1#(%)}7

onde ¢ e 1 sdo funcgées continuas (e logo limitadas) no intervalo compacto [a,b]. Seja f : A — R uma
Jfuncao continua. Entéo, o conjunto A é Jordan mensurdvel e

Y(x)
/fa:y (z,y) // f(z,y)dy de.
o(x)
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Demonstragao. Observe que a fronteira de A consiste de quatro “partes”, todas de medida nula:

0A = ({a} x [p(a), ¥(a)]) U{ (2. ¢(x)); = € [a,b]} U ({b} x [0(b), ¥(B)]) U {(z, ¥(x)); = € [a,b]}

Segue que A é Jordan mensuravel. Além disso, considerando um retangulo R x ) que contém A
(note novamente que as fungoes ¢ € 1 sao limitadas), temos que as fungoes y — f(z,Y)X[p(x),¢(x)]
sdo continuas, exceto possivelmente nos pontos ¢(x) e i(z). Logo, sdo integraveis e o resultado
segue do teorema anterior. O

15.4 Teorema de Darboux - somas de Riemann mais gerais

Seja A C R™ um conjunto Jordan mensuravel. Vamos chamar a colecao de subconjuntos de A
D={X1,Xo,..., X}

de uma decomposicao de A quando X, Xs, ..., X sao todos Jordan mensuraveis
k
A= U X; e int(X;nX;)#0.
=1

Denotamos também
|D| := max diam(X;).
1<i<k

Além disso, em consonancia com a notacao introduzida para particoes de retangulos, escrevemos

k
my, ‘= xlen)af(x), I(f;D) := ;mxi -vol(X;) e

k
My, = inf f(z), S(f;D) = Zl My, - vol(X;).

Podemos escolher um ponto arbitrario z; € X; e definir uma soma de Riemann mais geral:

k

> flwi) - vol(X;).

i=1

Vamos mostrar nesta secao que todas estas formas de considerar somas de Riemann dao origem
a mesma nocao de integral. Decomposicoes mais gerais serdao uteis para provar a Féormula de
Mudanca de Variaveis para integrais multiplas que apresentaremos na Subsecao 15.5 abaixo.

O objetivo desta subsecao € mostrar o seguinte.

Teorema 77 (Critério de Darboux). Seja f : A — R wma funcao limitada em um conjunto Jordan
mensuravel A C R". Entao sao equivalentes:

(i) f éintegravel em A e o valor da integral é I;

(ii) Existe o limite

qualquer que seja a escolha de pontos x; € X;.

Iniciamos a prova com um lema que afirma o seguinte: para um conjunto B C A de volume
zero e para decomposicoes de A com diametros suficientemente pequenos, a soma dos volumes
dos conjuntos da decomposicdo que estao “proximos” de B fica tdo pequena quanto se queira.
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Denotamos a “distancia” entre dois conjuntos C' e D por
d(C,D) :=inf {|z —y|; x € C, y € D}.

A palavra distancia esta entre aspas pois este objeto que definimos ndo é uma métrica propria-
mente dita, como se estuda em cursos de topologia geral (aqui pode-se ter d(C, D) = 0 sem que
necessariamente C' = D, pois basta que C' N D # (). No entanto, é um conceito geométrico que
Serve para 0s nossos propositos.

Lema 78. Seja B C A comvol(B) = 0. Temos que, dado ¢ > 0, existe § > 0 tal que

D decomposicéo de A com |D| < § = Z vol(X;) < e.
d(X;,B)<6

Demonstragcao. Dado ¢ > 0, existe cobertura por retangulos Ri, Rs, ..., Ry tais que

N N
B C U R, e ZVOI(R,‘) <e.
=1 =1
Nota que podemos “aumentar” um pouco os retangulos de modo a ainda ter a soma dos volumes
menor do que ¢. Mais precisamente, consideramos
R=[a1,bi] X -+ X [an,by] ~ R°=la; —8,by + 6] X -+ X [an — &,b, + 6]

Para § « 1 suficientemente pequeno, temos

N
> vol(RY) <e.
i=1

Assim, se D = {X1, Xo,..., X} € uma decomposicao de A com |D| < ¢, afirmamos que
d(X;,B) <6 = X; C R? para algum j.

De fato, da condicao d(X;, B) < §, sabemos que existem = € X; e b € B tais que |z — b| < §. Além
disso, diam X; < § implica que todo ponto de X; dista, no maximo 24 de b:

yeX, = |ly—b <l|r—y|+]zr—b <26

Logo, b € R; para algum j implica y € R?‘s para todo y € X; como haviamos afirmado.
Concluimos que

N
D decomposicdo de A com |D| < § = Z vol(X;) < ZVOI(R?ZS) <e O

d(X;,B)<$§ i=1
Demonstracao do Teorema 77. Sem perda de generalidade, podemos supor f > 0, pois f € limi-
tada e somar uma constante C' a f altera todos os termos do teorema pela mesma constante
C -vol(A). Além disso, vamos considerar A um retangulo, pois o caso geral € uma consequéncia
deste ao considerar A um retangulo que contém A e f := f y4. Iniciamos mostrando que as somas

de Riemann que consideramos aqui sao compativeis com as integrais inferior e superior que ja
haviamos definido.

Passo 1. Vale que o
/Af(w) dz = ‘11)1‘1305(]0;@) = inf S(f; D).

Dado ¢ > 0, existe uma particao P de A por retangulos tal que
S(f;P) < /f(x)dx+ =
A 2
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Por um lado, seja D = {X;, X», ..., X} } uma decomposi¢ao qualquer por subconjuntos fechados
de A e definamos

k
B:=|Jox..

i=1
Temos que vol(B) = 0, pois cada X; é compacto; ver Exercicios 34, 35 e 36. Logo, o Lema 78 acima
implica que existe § > 0 tal que toda particao P com |P| < ¢ satisfaz

> vol(Ri) <e.

Observamos que, como B contém todas as fronteiras dos conjuntos X;, a unica possibilidade de
se ter d(R;,B) > 6 € quando R; C int X;. Logo, podemos separar a soma em duas parcelas, uma
cuja soma dos volumes € pequena € a outra que € controlada pela soma superior de f:

/f Jdz < S(f;P)= Y Mg-vol(R)+ > Mpg-vol(R) < S(f;D)+ + (max f) -e.
RCint X; RNB#0

Observe que a decomposicao D € qualquer; logo, sendo ¢ > 0 arbitrario, temos

[ 1@ <si5:) 59)

Por outro lado, considerando B como a uniao das faces dos retangulos da particao P, tem-se
também vol(B) = 0 e, pelo Lema 78, existe § > 0 tal que toda decomposicdo D com |D| < § satisfaz

Z VOl(Xi) < €.

d(Xi,B)<5

Argumentando como acima, obtemos

= > My, -vol(X;)+ Y My, -vol(X)

X,;Cint R X;NB#0D
< Z Mp - vol(R) + (mgxf) Z -vol(X;) (40)

ReP X;NB#D
< /f(x)d:c+(1+maxf) €
A A
Juntando (39) e (40), concluimos que, dado ¢ > 0, existe § > 0 tal que
D] <5 — S(f:D) - Ce < /f(x)da: < S(f:D),
A

como queriamos.
Passo 2. Analogamente, vale que

/A f(@)dz = lim 1(f:D) = supI(f: D).

Passo 3. (i) = (ii). Trivialmente, para qualquer decomposicdo D e para qualquer escolha de
pontos z;, vale que

k
I(f;D) gz -vol(X;) < S(f; D)

Se for f integravel, os Passos 1 e 2, em conjunto com o Teorema do Sanduiche, implicam (i:).
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Passo 4. (ii) = (i). Dado ¢ > 0, existe uma decomposi¢ao D = {X;, Xo,...,Xn} tal que

k

> fla) - vol(Xy) —I| < e

i=1
qualquer que seja a escolha de pontos z; € X;. Escolhemos y; € X, e z; € X, tais que, respectiva-

mente,
€ €

fy:) <mx, +m e f(Zi)ZMXi—m~

Logo — va lendo as desigualdades desde a trivial do meio até as pontas —
N N
Z -vol(X;) — Ne < I(f; D) < S(f; D) gz -vol(X;) + Ne < I + Ne.

Portanto, dado ¢ > 0, existe D decomposicao tal que

S(f:D) — I(f;D)‘ < 2Ne. 0

15.5 Formula de mudanca de variaveis

Para integrais unidimensionais, temos a seguinte formula de mudanca de coordenadas (também
conhecida como método de integracdo por substituicdo): se I C R € um intervalo, ¢ : [a,b] — [ é
diferenciavel com derivada continua e f : I — R é uma funcao continua, entao

d(b) b
/ f() de = / F(6(0) 4 (¢) dt.
o(a) a

Intuitivamente, pensamos na substituicao =z = ¢(t) ~ dz = ¢'(t) dt. Observamos, no entanto, que
poderia ser ¢(b) < ¢(a), de modo que, na notagao de conjuntos, devemos escrever

/ f(x)dx:/ F(@(®) - 1¢'(1)] dt.
#(lab]) o

Um tépico que nem sempre é abordado em cursos de Calculo é a formula de mudanca de
variaveis para integrais multiplas, onde o determinante Jacobiano aparece de forma fundamental.

Teorema 79 (Formula de mudanca de variaveis). Sejam U,V C R" conjuntos abertose ¢ : U — V
um difeomorfismo de classe C*. Seja K C U um conjunto compacto Jordan mensuravel. Entdo, para
qualquer f : $(K) — R integrdavel, vale a formula de mudanca de varidveis:

/ f(z)do = / F(6()) - | det ¢/ (4)] dy.
?(K) K

Em subsecdes seguintes, vemos algumas aplicagdes classicas deste resultado, a saber, em
coordenadas polares e esféricas. Passamos a prova, que consiste em varios passos.

Demonstragao. Vamos demonstrar o teorema em passos que vao aumentando a generalidade.

Passo 1. Vale para dimensdaon = 1, com ¢ : R — R fung¢do afim invertivel e K = [a,b] um intervalo
compacto.

Neste caso, podemos escrever ¢(x) = cx +d, com ¢ # 0. Seja P = {t; < t2 < --+ < ty} uma
particao de ¢(K), que € um intervalo. A soma de Riemann superior é

N
P) = Z My, 0 (f) - (i — i)
i=1
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Observe, sendo ¢ invertivel, que ¢; = ¢(s;) = c¢s; + d implica que Q = {s;} € uma particao de K e
temos que

N 1 N
S(fod; Q) => My, s, )(fod) [si—sia|= Tl > My, g (F) - (i —tiia) =
=1

i=1

No6s escrevemos as diferengas na particdo @ em valor absoluto, pois ¢ nao é necessariamente
crescente. Como toda particao de K pode ser obtida desta maneira, concluimos que

/ f(@)de = | / () dy = / £ () |det &' ()| dy. 41)
d(K) K K

A igualdade entre as integrais inferiores € obtida analogamente, basta notar que também vale

M[Shsi-%—l](f o (b) = M[ti,ti+1](f) € logo I(f o ¢; Q) — I(f7 P) )

]

Passo 2. Vale para ¢ : R" — R" linear invertivel.

Na linguagem da Algebra Linear, pode-se dizer que, sendo ¢ invertivel, “¢ € equivalente por
linhas a transformacao identidade”. Na verdade, é assim que se calcula inversas de matrizes em
Algebra Linear. Um pouco mais precisamente, escrevendo a matriz canénica associada a ¢, po-
demos chegar a matriz identidade fazendo uma sequéncia de dois tipos de operacoes elementares
(que sao descritas em termos de transformacoes invertiveis):

® Trocar duas linhas de lugar, o que corresponde a multiplicacao pela transformacao linear
T(l) = (151,5527 vy L1, Ly Tt 1y - - - affj—laﬂciaﬂﬁﬂlwu»!Un—l,fn),

cuja matriz associada € (trocar as colunas i e j de lugar na matriz identidade)

1 0 -+« 0 --- 0 --- 0 0

01 --- 0 -0 - 00

0 0 0 1 0 0
[T}Can: '

0 0 1 0 0 0

¢ Adicionar um multiplo de uma linha a um multiplo de outra linha, o que corresponde a
multiplicar ¢ pela transformacéao linear

S(x) = (z1,22,...,02; + bxj, ..., Tn_1,Tn),

cuja matriz canénica associada é da forma

1 0 - 0 -+ 0 0 0

0 0 a b 0 0
[S]Can:

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 10

0 0 0 -~ 0 0 1)
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Dessa maneira, temos que 717573 ---Tn¢ = I, onde cada T; é uma transformacao do tipo de
T ou do tipo de S acima. Como as inversas destas transformacoes sao também transformacoes
elementares e do mesmo respectivo tipo, podemos escrever ¢ como um produto de transformacoes
destes dois tipos.

Em seguida, é importante a observacao que, se a formula de mudanca de variaveis for valida
para duas transformacodes T3 e 75, entao vale também para ¢ = 717> (lembre que ¢ linear implica

que ¥’ (y) = ¢ para todo y):

/ f=/ (foTl)IdetT1|=/ f(TlTa(y))IdetTllldethldy=/ £ ()] det v/ (4)] dy.
P (K) T2(K) K K

Resta entao mostrar que a formula vale para as aplicagdées 7' e S, como acima. A prova para T €
direta: temos detT = —1 e qualquer retangulo satisfaz

Ry, = [al,bl] X - X [ai,bi] X - X [aj,bj] X - X [an,bn] <~

T(Rk) = [al,bl] X X [CLjJ)j] X X [ai,bi] X X [ambn]

Em outras palavras, particoes por retangulos de (um retangulo que contém K, denotado por) R
estdo em relacao biunivoca com particoes por retangulos de 7T(R) (que também € um retangulo).
Além disso, o maximo e o minimo nos retangulos das particoes sao os mesmos. Logo,

/T(R)fXK - /R(f °Thxx e tambeém /T(R)fXK = /R(f o T)xx,

como queriamos.
Agora provamos que também vale a mudanca de variaveis para transformacodes do tipo de S
acima: sem perda de generalidade, suponhamos

S(z) = (axq + bxo, x2, 23, ..., Tn_1,Tpn).

Note que det S = a. Escrevemos y = (22, z3,...,2,) € 2 = (z1,y). Vamos aplicar integracao repetida:
escrevemos as projecoes 7! : R” — R e 72 : R — R"~!, dadas por

™z, y) =2 e T (z,y)=y.

Temos que 7! 0 S é uma aplicacdo afim como no Passo 1 enquanto 7% o S = 7%. Logo,

de = d d
/S(K)f(x) X /ﬂ?S(K) (/WIS(K)JC(JCU?J) xl) Y
:/ <|a|/ flazy + bxa,y) dxl) dy
w2 (K) wl(K)

= /Kf(S’(x))\detS\dx.

Passo 3. Vale para ¢ : R — R" geral, como no enunciado do teorema.
Note que Dyoy = qb_l(Df). Sendo ¢ e ¢~ ! ambas localmente de Lipschitz, temos que (ver
Teorema 65)
f € integravel em ¢(K) < fo¢ € integravel em K.

Vamos utilizar que
z)dz = lim i) - vol(Y;
[, frde = Jim > fw)

onde D é uma decomposicdo (ndo necessariamente por retangulos) de ¢(K) e y; € Y; € qualquer.
Sendo ¢ um difeomorfismo, decomposicoes deste tipo estao em correspondéncia biunivoca com
decomposigoes {X;} de K. Desta forma, podemos considerar Y; = ¢(X;) e y; = ¢(z;) acima.
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Como a aplicagao ¢'(z;) € linear invertivel, entao, pelo Passo 2, podemos escrever
vol (6(X:)) = vol [¢/(w:)¢/ (2:) " (6(X2)) | = | det ¢/ (w;) | - vol |¢/(z:) " (6(X2)) |.

Afirmacéo: vol [¢’($i)_1(¢(Xi))} < M -vol(X;), onde M, := sup ¢ ()" (¢ ()]

De fato, vamos denotar temporariamente g = ¢'(x;) "' o . Em verdade, nossa afirmacao vale
para o caso mais geral em que g € um difeomorfismo qualquer:

M = sgg |9 (z)] = vol [g(X)] < M™vol(X).

Se for X um cubo (de aresta ¢ > 0 e centro z) da forma
X ={zeR™ |z — x| < 1/2},
entao, pela Desigualdade do Valor Médio, temos
l9(@) — glwo)| < |g/(€)] - |z — o] < Ml — o],

de modo que ¢(X) C {y € R™; |y — g(z0)|eo < M{/2}, isto €, o conjunto imagem g¢(X) esta contido
no cubo de aresta M/ e de centro g(zg). Segue que o volume de g(X) é controlado por cima pelo
volume do cubo:

vol (9(X)) < M™™ = M" vol(X).

O caso geral em que X nao é necessariamente um cubo segue deste, como passamos a justificar,
considerando uma cobertura de X por cubos e utilizando a continuidade de ¢': dado € > 0, existe
Aabertocom X C AcC Uelg'(z)] < M"+¢ paratodo z € A. Sendo X Jordan mensuravel, tomamos
uma cobertura finita por cubos C} de modo que

X C UC”C CA e Zvol(Ck) <vol(X) +e.
k k

Como os cubos estdao em A, temos

g(X)cJg(Cr) e sup g’ (x)| < M.
k zeCy

Pelo que fizemos para cubos

vol (g(X)) <> vol (g(Cx)) < (M™ +2) Y vol(Cy) < (M" + &)(vol(X) +¢)
k k

Sendo ¢ > 0 arbitrario, a afirmacao esta provada.
De volta a prova da Féormula de Mudanca de Variaveis, podemos escrever

/(ﬁ(K)f(w)dx: lim > f(h(x;)) - vol (h(X))

< lim > f(h(x;)) |det ¢/ (z;) | M]" - vol(X;)
xep (42)
= lim Y f(h(x)) |det ¢ (z;) ] (1+ (M; —1))" - vol(X;)

o /K F(6(v))] det &' ()| dy.

A ultima igualdade seria imediata, nao fosse o termo (1 + (M; — 1))". No entanto, pelo Lema 80
abaixo, aplicado para a funcgao ¢(z,y) := |¢'(y) ' - ¢/(x)| em X;, temos que, dado ¢ > 0, existe § > 0
tal que

D] <éd = |M;—1| <e.
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Deste modo, temos que (1 + (M; — 1))" — 1 quando |D| — 0. Assim, dado ¢ > 0, existe § > 0 tal
que, paratodoi=1,2,..., N,

e

f(h(x )|det(b’ |vol K)’

o que mostra que (faca a diferenca entre os somatorios abaixo e veja que fica menor do que ¢)

D <6 = |1+ (M;—1))" 1| <

‘éi'rgoxze:pf (2:)) | det ¢/ (2;) | (1 + (M; — 1))" vol(X 7”1’1'3%26317]0 )) | det ¢’ (2;) | vol(X

Finalmente, a desigualdade em (42) pode ser aplicada para ¢! na ultima integral de (42),
obtendo

det ¢'(y)| d de de z)|dz = z)dz. O
Al(¢(K))f(¢(y))\ t¢<y>yysA(K) 2)| det o/ (671 (2))] | det(6™Y (a) /W)f()

Encerramos esta subsecao com a prova do lema que foi utilizado na demonstracido acima.

Lema 80. Seja X um conjunto compacto e Jordan mensuravel e ¢ : X x X — R uma funcgao
continua tal que ¢(x,z) = 1. Entdo, dado ¢ > 0, existe § > 0 tal que

lz —y| <6 = ‘(p(amy)—l‘ <e.

Demonstracdo. De fato, do contrario seria que, para todo k € N, conseguimos encontrar z; € X e
yr € X tal que

1
ok —yl < o€ (e, yp) — 1] > &
Sendo X compacto, a menos de extrair subsequéncias, zj € y; convergem para um mesmo limite
a. Logo, como ¢ é continua, isto contradiz ser ¢(a,a) = 1. O

15.5.1 Coordenadas polares
A funcao ¢ que muda de coordenadas polares para Cartesianas pode ser escrita como
@(r,0) = (rcosf,rsend), onde (r,0) € (0,+00) x (0,2m).
Assim, a matriz das derivadas parciais é
961 061

or 00 [COSG —rsen 6

06y Db senfl  rcosf
or 80

] que satisfaz |det ¢/(r,0)| = |rcos® 6 4+ rsen® 6| = |r| = r.

Portanto, a formula de mudanca de variaveis implica que, em coordenadas polares:

jffxy (z,9) ff f(rcosf,rsen)rd(r,6).

o~ (R)

15.5.2 Coordenadas esféricas

Vamos verificar como fazer para escrever uma integral tripla em coordenadas esféricas. O raci-
ocinio segue as mesmas linhas da subsecao anterior para coordenadas polares. A funcao ¢ que
muda de coordenadas esféricas para Cartesianas pode ser escrita como

o(p,0,0) = (psen ¢ cosh, psen psen b, pcosp), onde (p,0,p) € U := (0,+0c0) x (0,27) x (0, 7).
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Assim, a matriz das derivadas parciais é

(001 01 O]

dp 00 0o
sen¢cosf) —psengsent pcospcosh
% % % = [sen¢senf psengcosf  pcospsend
P ¢ cos ¢ 0 —psen ¢

dps o3 Ops
L Op ol 0¢ |

cujo Jacobiano é (usando, por exemplo a segunda coluna para expandir em cofatores)

Jp =

] ) sen¢gsenf pcosgpsend : ] sen¢cosf pcos¢pcosh
psen ¢senf - det [ cos ¢ _psen + psen ¢ cos@ - det cos ¢ _psen

= ‘psengbsen&(fpsenzésenﬁfpcoﬁqﬁsen@) +psen¢cos€<fpsenQ(;ScostpcoquScosH)‘
= |psen¢sen9( —psen@) +psen¢cos€(—pcos€)’ = ‘—pg sen¢<sen29+cos29)‘
= |—p2 sen¢| = p?sen ¢.

Na ultima igualdade, utilizamos que ¢ € (0,7) implica sen¢ > 0, de modo que o valor absoluto
esta considerado corretamente. Portanto, a formula de mudanca de variaveis implica que, em
coordenadas esféricas,

ff fzyy,z)d(z,y,2) = ffj f(psen ¢ cos®, psen gpsend, pcos @) p> sen pd(p, 0, ¢),
K

o1 (K)

como € de costume em cursos de Calculo.
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16 Formas diferenciais

Em analise vetorial e geometria diferencial, formas diferenciais aparecem como uma maneira de
estudar integrais em curvas e em superficies de maneira unificada. E ainda, é mais natural,
ou até mesmo “inescapavel”, estudar formas diferenciais em uma superficie diferenciavel ou em
uma variedade diferenciavel M. No entanto, vamos estudar inicialmente o caso especial M = R",
que é provavelmente mais familiar aos leitores dessas notas. A discussao que segue € baseada
em diversas fontes; as principais sao [1, 3, 11, 12]. A referéncia [1] ndo é um livro texto sobre
o assunto e, na realidade, fala sobre objetos matematicos mais sofisticados do que estes que
tratamos nestas notas. No entanto, expdoe de maneira particularmente clara pontos essenciais
da teoria e nossa discussao segue algumas de suas linhas.

Um caso especial de forma diferencial é o do diferencial de uma func¢ao, como se estuda em
Calculo a bit of history, cartan, grassmann, etc...

E importante identificar as classes de conjuntos em que estamos interessados. Por exemplo,
€ usual pensar em um campo vetorial em R"™ como uma fung¢ao do tipo

F:QCR* — R™

E também comum “visualizar o campo F” imaginando que, para z € Q fixado, o vetor F(x) tem
seu “ponto inicial” em z. Dessa forma, talvez devéssemos ja escrever F(x) € T,R" e, de fato, € o
que vamos fazer em breve; no entanto, para tornar a notacdo menos carregada e as ideias mais
elementares, adiamos esta formalidade. Além do mais, temos a identificacao natural 7, R" ~ R"
para todo z € 2. Dada uma funcao diferenciavel f : Q@ C R" — R, podemos considerar o seu
“campo gradiente” dado por

F=Vf:QCR" — R".

Lembramos que o gradiente € um operador que depende da estrutura de produto interno escolhida
para o espaco R" (ver Observacao 2 na Subsecao 1.3). O diferencial de uma funcao, por outro
lado, depende apenas da “estrutura diferenciavel” do espago R" e € uma aplicacao do tipo

df : Q CR" — (R™)*.

Mais geralmente, definimos uma forma diferencial de grau um, também conhecido como um
campo de formas lineares, ou apenas 1-forma, em  C R"” como uma aplicacao diferenciavel do
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tipo
w:— (R™)™.

Assim, para cada z € (2, temos que w(z) € (R")* é um funcional linear em R"”. Em outras palavras,
para cada z € 2, temos que w(z) : R" — R satisfaz

w(z) - (av + bw) = aw(x) - v+ bw(z) - w Vv,weR" eVa,beR.

Sao comuns as notagdes w(z) - v = w(x)[v] = w(z)(v). Em coordenadas, podemos escrever
w(z) = Zai(m) da’,
i=1

onde {dz'} é a base canénica do espaco dual, como em (6).

Exercicio 38. Mostre que, para uma 1-forma w : Q — (R™)*, as seguintes afirmacoes sao equi-
valentes:

(i) a forma w é diferenciavel (ou de classe C*);
(i4) cada uma das componentes «a; € diferenciavel (ou de classe c*;
(iii) para cada v € R", a funcao z — w(z)[v] é diferenciavel (ou de classe C*)

Exemplo 81. Dada uma funcio f: 2 — R de classe C*, o diferencial df : @ — (R")*, dado por

df(z) =) gj (z)dz’ € (R)*
i=1 "

é uma 1-forma de classe C*~ 1.

Dada uma forma diferencial de ordem um w :  — (R")* e uma curva diferenciavel v : [a,b] —
Q, podemos definir a integral de linha de w ao longo de v por

L Wi / u(0) A ). (43)

Poderiamos definir, mais geralmente, a integral de uma 1-forma ao longo de caminhos mais gerais,
nao necessariamente diferenciaveis. No entanto, a definicdo deveria “repetir” muito do que ja
foi feito anteriormente com somas de Riemann, deixaria nossos argumentos menos intuitivos e
nao viria associada a grandes vantagens teéricas. Logo, nés vamos nos restringir a caminhos
diferenciaveis por partes. Para o leitor interessado, a integral de linha a partir de Somas de
Riemann pode ser escrita como:

N+1

/w = lim Z w(y(E)) - (Y(tir1) — (&),

—0
IPI=0 535

onde P ={a=ty <t <--- <ty <tyy1 =b} é uma particao de [a,b]. Quando ~ é diferenciavel, o
Teorema do Valor Médio pode ser utilizado para mostrar a equivaléncia das definicoes.

Mais imediato é estender a definicio em (43) para caminhos C' por partes. Dizemos que
7 : [a,b] — © é um caminhos C' por partes quando é continuo e existem a < t; < --- < ty < b
tais que as restrigoes v; := 7|, +,,,) S@o de classe C'. A integral da forma w é entdo dada por

Aw:é/iw. (44)

Isto vale pois o integrando em (43) pode estar definido a menos de um conjunto de medida nula.
Observamos que a integral de linha depende da curva e de sua orientacao, mas nao da para-
metrizacao, apesar de nossa notag¢ao aparentemente indicar o contrario.
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Proposigao 82. Sejaw : Q — (R")* uma 1-forma continua e v : [a,b] — Q um caminho C* por partes.
Se ¢ : [c,d] — [a,b] éde classe C* com ¢(c) = a e ¢(d) = b, entao

e
Y yop

Demonstragao. Pelo teorema de mudanca de variaveis para integrais unidimensionais:

/ w= / W= [ "0 (6() - (6(3)) 6 () ds = / Lo o

Em seguida, provamos algumas propriedades da integral de linha definida acima.

Proposicao 83 (Propriedades da integral). A integracao de formas diferenciais continuas ao longo
de curvas satisfaz as seguintes propriedades:

(i) Linearidade: para o, € R e para wi,ws € Q'(R™)

[z fen ]

(ii) Se~~ tem a orientagdo inversa de v, entGo

el

(#i7) Concatenag@o de caminhos: se vy = 1 * o, ent@o

[o= Sl s
s

Em particular, se ||w(z)|| < M, para todo x € ~, tem-se

/WW‘SM%(W).

Demonstracgdo. O item (i) € imediato da definicdo e é deixado como exercicio. Para provar (i),
observamos que se v(t),t € [a,b], entao

(iv) Estimativa basica da integral:

< sup [|wl| - £(~)
Y

77(15) - Z(a+b7t)7t € [avb]a

percorre a mesma curva no sentido contrario. Logo, (i) € uma simples mudanca de coordenadas

unidimensional.

Para mostrar (iii), a concatenacao de caminhos é definida como na figura abaixo (encontre uma
formula explicita). Note que nao € necessario diferenciabilidade no ponto de encontro. Dessa
forma, o item (éii) € consequéncia direta de (44)

Finalmente, passamos a prova de (iv), que segue da propriedade semelhante para integrais reais:

o] | [ty o< [e6o)volas o lbo)l [ ole. o
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Observacao 84. Em cursos de Calculo, define-se a integral de linha de um campo de vetores ao
longo de uma curva. Notamos que, fixado o produto escalar usual em R", o Teorema de Repre-
sentacdo de Riesz nos da uma correspondéncia biunivoca entre elementos de (R")* e elementos
de R". Assim,

w(z) = Z ai(r)dz’ € uma 1-forma «+— F(z) = Z a'(x) e; € um campo vetorial.
i=1

i=1

Logo, por dualidade, podemos definir

b
/ F o= / (F(4(8), (1)) dt
vy a
Esta é fisicamente interpretada, mais naturalmente (sera mesmo?), como o trabalho que o campo
de forcas F realiza em uma particula que se movimenta ao longo da curva ~.

Uma forma diferencial w é dita exata em {2 quando existe uma funcéao diferenciavel f : ) — R,
conhecida como um potencial escalar de w, tal que®®

w=df.

Em vista da Observacao 84, a seguinte proposicao nao deve ser tao surpreendente (pensar na
analogia entre formas exatas e campos conservativos).

Proposicao 85. Seja )} C R" aberto e conexo e w uma 1-forma. Sdao equivalentes:
(i) w é exata em§);

(i) dados dois pontos .,y € 2, a integral de linha de w é independente do caminho C* por partes
v : [a,b] — Q que une os pontos z e y;

(iii) para toda curva C* por partes e fechada em 2, a integral de w é zero.

Demonstracao. Vejamos que (i) = (ii). Por simplicidade, vamos supor v € C*([a,b]; ), o caso
geral ficando como exercicio. Sendo w exata em (2, existe um potencial escalar f : 2 — R tal que
w = df. Logo, pela Regra da Cadeia,

b b
[o= [ ar6w) v oa= [ Lr60)d=160) - 16@) = f6) - f).

que mostra o que queriamos.

A mesma conta acima mostra que (i) = (iii); de fato, para uma curva fechada, tem-se
v(a) =~(b).

Para mostrar que (iii) = (i¢), sejam duas curvas v; € 2. A curva vy := v, %y, , como na figura,
é fechada.

29Uma possivel analogia é pensar que formas exatas estio para formas diferenciais assim como campos gradiente estio
para campos vetoriais.
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Pela hipoétese (iii) e pela proposicido anterior, temos

O:/w:/w—/w,
v 71 2

isto €, a integral de w depende apenas das extremidades de cada curva.
Finalmente, mostramos que (ii) — (i). Fixamos z, € 2 qualquer. Sendo (2 aberto e conexo,
€ conexo por caminhos. Dado z € (2, consideramos -, um caminho que une z; a « e definimos

f@)= [ o

Por (i7), f esta bem definida. Se v € R" € suficientemente pequeno, entdo o segmento de reta que
une z até x + v esta todo contido em (2. Parametrizando este segmento por «(t) = = + tv, t € [0, 1],
podemos escrever

fa+o) = fla) —wla) o= [ w- [ w—w(m)-v=/01[w<x+tv>—w<x>]~vdt.

Y *Y £

Agora, pela continuidade de w, dado ¢ > 0, existe § > 0 tal que

|h| <d = Hw(x—!—h) —w(x)“ <e.

Portanto, |v| < § implica, como queriamos, que
|[f(@+v) = f(z) — w(z) 0] < elul,
isto é, f é diferenciavel em x com df(z) = w(x). O

Exemplo 86. Considere em R?\ {(0,0)} a 1-forma

-y
d
x2+y2 m+x2+y2

w(z,y) = dy.

Se v : [0,27] — R? é o circulo de raio um centrado na origem ~(t) = (cost,sent), entao

A o= T o) A

/ —sent ( 0+ cost Lt
= ——————— (—sen ——————— cos
o cos?t+sen?t cos?t + sen?t

27
= / dt = 2.
0

Utilizando a proposicao anterior, item (¢i¢), concluimos que w nao € exata. Esta forma € conhecida
como “elemento de dngulo”. O nome vem da seguinte propriedade (que passamos a descrever
abaixo) de que a integral da forma elemento de angulo pode ser interpretada como 27 vezes o
numero liquido de voltas que uma curva fechada vy faz em torno da origem no sentido anti-horario.
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A palavra “liquido” se refere ao fato de que devemos contar o niumero de voltas no sentido anti-
horario e subtrair o nimero de voltas no sentido horario.

Mais precisamente, dada uma curva v : [a,b] — R?\ {(0,0)} qualquer (nao necessariamente
fechada), a escrevemos em coordenadas polares

~(t) = (m(t),y(t)) = (r(t) cos0(t),r(t) sen@(t)).

Entao, para calcular a integral de linha de w ao longo de v, precisamos das derivadas com respeito
a t das componentes desta curva ~:

2’ =1"cosf —rf send

y =r'senf + rd cosd
o que implica em
—y2’ + xy = —r1’ cosO@sen § + 120" sen? 6 + 71’ cos @ sen O + 1260’ cos® § = 126,

Logo, como afirmado,

/w—/ il ++y:§()) y(t) dt_/abe’(t)dt_e(b)ﬂ(a).

Observamos ainda que a variacao do angulo 6 € positiva quando o movimento € no sentido anti-
horario. Além disso, no caso de a curva v ser fechada, tem-se que 6(b) — #(a) € um multiplo de 27,
de maneira que

1

27
¢ um numero inteiro conhecido como “rutmero de voltas” (do inglés, “winding number” poderia
ser algo como “ntumero de enrolamentos” ou “ntmero de revolucdes”).*°

Além do interesse intrinseco acima, a forma elemento de angulo desse exemplo serve como
contra-exemplo em varias situacoes, como veremos. <

17 Produto exterior - motivacao

O produto vetorial de dois vetores u e v do espaco tridimensional R*® pode ser definido como um
vetor, geralmente denotado por u x v, com as duas principais propriedades geométricas:

(i) u x v € R® é ortogonal a ambos u € v €;

(#4) a magnitude ||u x v|| de u x v € igual a area do paralelogramo gerado pelos vetores u e v no
plano Ger{u,v} C R5.

Esta definicdo, no entanto, nao esta bem formulada, pois existem dois vetores em R* com estas
propriedades e, portanto, alguma escolha adicional, menos natural, deve ser feita. Esta escolha
é a famosa “regra da mao direita”, que diz para considerarmos o sentido que torne {u,v,u x v}
uma base positiva de R3 (isto é, com a mesma orientacdo da base canénica). Além do mais, esta

300 leitor familiarizado com variavel complexa pode ter reconhecido que a forma elemento de angulo acima desempenha
papel semelhante ao que a forma dz/z desempenha em C \ {0}. Isto se deve ao seguinte:

dz drx+idy adxr+ydy —ydz + xdy yd:er:vdy
== = +i = d[l N ] —yarTrdy
z $+Zy $2+y2 1.2+ 2 08 z Y 2+y
Como a parte real € uma forma exata, tem-se, pela proposicao acima, que sua integral ao longo de um caminho fechado

€ zero. Logo,
1 dz 1 numero de voltas (liquido) que v percorre

2mi S z T o ~ " em torno da origem, no sentido anti-horario.
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definicao é especial da dimensao 3: em dimensao 4, por exemplo, dados dois vetores quaisquer,
existiria uma infinidade de vetores com as duas propriedades acima.

O nosso objetivo inicial passa a ser definir um produto entre dois vetores de um espaco veto-
rial V de dimensao finita qualquer que tenha propriedades semelhantes as do produto vetorial.
Vamos pedir que este produto tenha propriedades “razoaveis” e mantenha a seguinte propriedade
caracteristica do produto vetorial:

UXV=—0UX1U.

Neste contexto, € mais comum denotar o produto com o simbolo A e chama-lo de produto exterior
ou do inglés de wedge product (em referéncia ao simbolo do produto). Definimos a algebra
exterior como a algebra AV gerada pelos elementos de V' com o produto abstrato A e a relacéao

uNv=—vAu.

Um pouco mais precisamente®!, AV consiste de todas as constantes, todos os vetores de V, todos
os produtos formais da forma u A v € combinacoes lineares destes, todos os produtos formais da
forma u A v A w e combinacoes lineares destes, e assim por diante.

Em termos praticos, o que estamos fazendo aqui é analisar o que aconteceria se definissemos
um produto de vetores de V que € abstrato e cuja tinica propriedade conhecida € a anti-simetria.
Dai nés “juntamos” as constantes, os vetores, os produtos de dois vetores e de trés vetores em
um conjunto “grande” que sera a algebra exterior.

Como um exemplo importante, consideramos V = (R*)* e vamos descrever explicitamente o
conjunto A(R?)*, cujos elementos sio:

* Todas as constantes (reais) em R que, por simplicidade de notacao, sera também denotado
por R := A°(R3)*;

* Todos os vetores do espaco dual (R?)* =: A*(R3)*:
v =vydr 4+ v,dy + v, dz.

Acima, v,, vy, € v, € R denotam as componentes do funcional linear v na base canonica
{dz,dy,dz} do espaco dual;

* Elementos de “grau dois” elementares ou 2-vetores elementares: utilizando a anti-simetria e
(a propriedade que segue da anti-simetria) u A u = 0, obtemos elementos de A(R?)* da forma

vAw = (vpdz + vy dy + v, dz) A (w, dz + wy dy + w, dz)

= (vyw, — v wy) dy A dz + (V,wy — vaw,) dz Ade + (vpwy — vyw,) de Ady (45)
vy U,

—det{
w

Uy Vs Vg Uy

]dy/\dzdet{ ]dz/\dz+det{ ]d:c/\dy;

x Wz Wy Wy

y Wz

A observacgao crucial é que as componentes do vetor v A w acima sao essencialmente as
mesmas componentes do produto vetorial v x w, exceto que nao aparece qualquer tipo de
orientacdo artificial como na regra da méo direita. Por um lado pode parecer um ponto
negativo que v A w nao € exatamente um “vetor comum” e sim um “2-vetor”. Por outro, este
novo objeto possui as mesmas propriedades (i) e (i¢) que pediamos acima e independe de
uma regra convencionada.

* Quaisquer combinacoes lineares de elementos de grau 2 como acima, formando um espaco
vetorial denotado por A?(R3)*:

AQ(R?’)* = {vyz dy Adz + V.5 dz A do 4 vey do A dY; Vyz, Vaw, Vay € R};

3lIsto sera estudado com maior rigor em breve. O objetivo desta secdo é o de construir a “algebra exterior” no espaco
tridimiensional R* de maneira mais informal e intuitiva.
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¢ Elementos de “grau trés” elementares ou 3-vetores elementares e quaisquer combinacoes
lineares deles:

uAv AW = (uy dz + uy dy + u. dz) A (v A w)
=uA [(vywz —vwy) dy Adz + (vw, — vpw,) dz Ade + (vpwy — vyw,) de A dy}

Wy W, e Wy Wy Wy

- {uz det [“y “Z] — uy det [;’f ”z} + u. det [”w ”9” dz Ady A dz (46)

Uy Uy U
=det v, vy wv,| dzAdyAdz.
Wy Wy W

Estes elementos (e combinagdes lineares deles) formam um espaco vetorial denotado por
A3(R?)* que neste caso é unidimensional. Observamos ainda que (quase que gratuitamente)
o produto exterior de trés vetores captura ainda o chamado “produto misto” da geometria
analitica, ja que

Up Uy Uy

(uxv,wy=det |vy; vy, vs|,

Wy Wy W,
fazendo que os conceitos estejam unificados em um s6. O produto exterior de trés vetores
em R? captura, portanto, o volume com sinal do paralelepipedo gerado pelos trés vetores
u,v,w € R3,

* Estes sao todos os elementos da algebra, pois elementos de grau 4 ou mais num espaco
tridimensional sdo nulos; de fato, u Av Aw A z em termos da base canénica dz, dy, dz sempre
vai ter um elemento “repetido” do tipo dz A dy A dz A dz = 0.32 Logo, podemos escrever que
AF(R3)* = {0}, para todo k > 3.

A algebra exterior A(R*)* é escrita entdo como a soma direta
A(RB)* — AO(RS)* @ Al(Rg)* D AQ(R:%)* o AS(RS)*

e um elemento arbitrario deste espaco € da forma

3 3
a+ Z b; dzt + Z cijdz' Ada? +ddz Ady Adz ou, se preferir,
i—1 i<

3 3
a, Zbidxi, Z Cij dzt Ada?,ddz Ady A dz
i=1 i,j=15i<]
Por economia de notacio, escrevemos acima dz! = dz, dz? = dy e da® = d=.
Antes de proceder a construcao formal do produto exterior e da algebra exterior, nés vamos
formalizar a noc¢ao de produto tensorial; contudo, seria possivel construir diretamente a algebra
exterior, ver Exercicio ??.

18 Produto tensorial

Apesar de nossas notas estarem em um nivel (um pouco) mais elementar, o texto de Keith Conrad,
disponivel online33, foi bastante inspirador para a discussao que segue sobre o produto tensorial
e o produto exterior. Outras referéncias, mais classicas, incluem [15, 18]. A descricdo destes
topicos em [1] também foi inspiradora.

Existem pelo menos trés abordagens (aparentemente) diferentes para falar de tensores:

32Cuidado! Nio é sempre verdade que v Av = 0. Em 4 dimensdes, v = dz Ady+dz Adw satisfaz v Av = 2dz Ady Adz Adw.
33http ://www.math.uconn.edu/~kconrad/blurbs/linmultialg/tensorprod.pdf
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* “algébrica”: encontrada na maioria dos livros de algebra, caracteriza tensores como objetos
de um espaco vetorial que tem uma “propriedade universal”.

* “multilinear”: define tensores como aplica¢des multilineares entre espacos vetoriais.

* “em componentes”: apresentada em alguns cursos de fisica (mas nao apenas), por exemplo
no curso de Leonard Susskind®, descreve tensores como um conjunto de componentes
com um ou varios indices que se transformam de maneira particular quando realizamos
mudancas de coordenadas.

E de nosso entendimento ser 1itil conhecer todas as trés descricoes acima e como relaciona-las
entre si. Iniciamos com a descricao algébrica.

18.1 Produto tensorial de dois espacos vetoriais

De forma abstrata, o espaco tensorial pode ser definido como um espago com uma propriedade
universal: “transformar aplicagdes bilineares em aplicagdes lineares”. Enunciamos o teorema que
prova a existéncia do espaco tensorial e da um sentido mais preciso para essa frase. Apresentamos
em seguida uma prova que funciona mesmo em dimensao infinita.

Teorema 87. Sejam V e W espacos vetoriais. Entao, a menos de um isomorfismo, existe um tinico
espaco vetorial X e uma aplicacdo bilinear B : VxW — X que satisfazem: dada qualquer aplicagcdo
bilinear B : V. x W — P (com valores em um espaco vetorial qualquer P), existe exatamente uma
aplicacao linear L : X — P talque B= Lo B.

VxW - X

L

r

Antes da prova, passamos a alguns comentarios sobre o teorema acima. Notamos inicial-
mente que nao ha referéncia alguma para bases de V e W, de modo que o produto tensorial é
independente do sistema de coordenadas utilizado.

O par (X, B) é o espacgo tensorial que queriamos definir e sua propriedade universal é a pro-
priedade enunciada no teorema acima: dada qualquer aplicacao bilinear B : V x W — P, existe
exatamente uma aplicacéo linear L : X — P tal que B = L o 5. A notacao utilizada é

X=VeW e B=g.

Os elementos do espaco vetorial V' ® W sao chamados de tensores. Podemos “construir” tensores
de V ® W a partir de elementos v € V e w € W olhando para a imagem pela aplicacao bilinear ®.
Assim,

v,w)=veweVeW,

onde a igualdade acima representa apenas uma notacdo, que ¢ a mais usual. Elementos da
forma v ® w sdo chamados tensores elementares. Notamos, no entanto, que nem todo tensor é
elementar, e.g., e ® e; + €3 R ea € R? ® R? nao é um tensor elementar; isto pode ser visto como
uma consequéncia do Teorema 88 abaixo.

Na notacao acima, a propriedade universal pode ser reescrita como: se B € uma aplicacao
bilinear com dominio V' x W, entao existe uma unica aplicacao linear . com dominio V ® W tal
que

B(v,w) = L(v ® w).

S4“Einstein’s General Relativity”, Lecture 4, a partir do minuto 00:02:00, disponivel no YouTube no link AQUI. O curso
desse professor de Stanford é¢ muito bom, btw :)
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Isto é o que se quer dizer quando se fala: “o produto tensorial tem a propriedade de transformar
aplicacoes bilineares em aplicagoes lineares”.

VxW -Vaw

P

Propositalmente, nao explicitamos o corpo K dos escalares utilizado, pois toda a construcao
acima vale para K-espacos vetoriais gerais. Na verdade, a construcao acima funciona para mo-
dulos sobre um anel R. A unica diferenca é que, para médulos, podemos nao ter base, mas vale
a seguinte versao do Teorema 88 que aparecera adiante: se V = Span{v;} e W = Span{w;}, entdo
V @ W = Span{v; ® w;}.

Passamos finalmente a prova da existéncia do espaco tensorial.

Demonstracgao do Teorema 87. Separamos a prova do teorema em alguns passos.

Passo 1. Construcao de X e de B. Comecamos com o produto Cartesiano usual V' x W e cons-
truimos o espaco vetorial livre F(V x W). Mais explicitamente, F(V x W) € o espaco de todas as
combinacoes lineares formais finitas de elementos de V' x W. Os elementos de F(V x W) sdo ge-
rados pelos elementos de V' x W desconsiderando sua estrutura de espaco vetorial; apenas como
um conjunto de objetos. Para fixar ideias, poderiamos imaginar os elementos (v,w) € F(V x W)
como elementos abstratos da forma 6, ,,). Assim, por defini¢ao, todo elemento de F(V x W) € uma
combinacao linear finita de elementos do tipo ¢, .,). Além disso, tem-se independéncia linear

ai 5(v17w1) + ag 5(1]2#&) + - Fag 6(vk,wk) =0 = ag=ay=---=a,=0.

Note que o espago vetorial F(V x W) € gigantesco! Sua base tem a mesma cardinalidade de V' x W.

Agora, a ideia € definir ¥ = V ® W como o espac¢o mais geral possivel que tenha relacoes de
bilinearidade. Mais geral aqui quer dizer “com menor numero de restricoes possivel”. Para este
fim, consideramos o subespaco vetorial R de F(V x W) gerado pelos seguintes elementos:

(1) (v1 +vo,w) — (v1,w) — (ve,w) para vy,vy € Vew e W;

(7i) (cv,w) — c¢(v,w) para ¢ € R (ou em um corpo quaquer ou em um anel), v € Ve w € W;
(791) (v,w1 +w2) — (v,wy) — (v,wz) parav € V e wy,wy € W;
(iv) (v,cw) — c(v,w) para c € R (ou em um corpo quaquer ou em um anel), ve Ve w e W.

Nossa motivacao é que os elementos do espago quociente satisfacam a bilinearidade desejada. O
espaco X' € entao definido como o quociente

X = F(V x W)/R,

que tem naturalmente uma estrutura de espaco vetorial (ver, por exemplo, a definicdo de espaco
quociente em [2, pagina 8]). Denotamos as classes de equivaléncia (v, w)+ R por B(v,w). Observa-
mos, no entanto, que estas nao sao todas as classes possiveis. A bilinearidade da transformacao
(v,w) — B(v,w) € consequéncia direta das relagées que definem as classes de equivaléncia. Por
exemplo, a aditividade na primeira coordenada pode ser justificada como

B(vy + vo,w) = B(vy,w) + B(vg,w) pois (v1 + ve,w) — (v1,w) — (ve,w) € 9R.

Passo 2. Propriedade universal. Mostramos que vale a propriedade universal enunciada. Seja P
um espaco vetorial arbitrario e B : V x W — P uma aplicacao bilinear qualquer. Definimos uma
aplicacao linear

L:F(VxW)—P
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nos elementos da base de F(V x W) como
([(v,w)] == B(v,w).

Para mostrar que ¢ passa35 a uma aplicacao (quociente) em X, devemos mostrar que ¢ se anula

em fR, isto €, que R C ker /. Facamos uma das propriedades: considere o elemento
(v1 + vo,w) — (v1,w) — (ve,w) € R.
Sendo / linear e B bilinear

[(v1 + vz, w) = ((v1,w) + (v2,w))] = £[(v1 + v, w)] — €[(v1,w)] — €[(va, w)]
(v1 4 v, w) — B(v1,w) — B(ve, w)
0.

Portanto, a aplicacao L : X — P dada por L((v,w) + R) := {[(v,w)] esta bem definida e € linear.
Modificando a notacéo, isto significa que

L(B(v,w)) = {[(v,w)] = B(v,w),

como queriamos.

Passo 3. Unicidade a menos de isomorfismo. Suponhamos que existam também X' e B’ : V x W —
X’ satisfazendo as hipoteses do teorema. Aplicamos duas vezes a propredade universal (uma vez
para cada espaco):

1. Sendo B’ : V x W — X’ bilinear, existe L : X — X’ linear tal que L(B(v,w)) = B'(v, w):
2. Sendo B:V x W — X bilinear, existe L' : X' — X linear tal que L' (B'(v,w)) = B(v, w).
Os elementos da forma B(v,w) geram X'. Logo, de
L'[L(B(v,w))] = L' (B (v,w)) = B(v,w)

concluimos que L' o L = Idy. Analogamente, L o L' = Idy/. Portanto, L é um isomorfismo de
espacos vetoriais com L™ = L. O

Analisando a prova do Teorema 1, vemos que todo elemento de V ® W pode ser escrito como
uma soma de tensores elementares da forma v ® w = B(v,w). Assim, temos o seguinte:

Teorema 88. Se {v;} e {w,} sdo bases de V' e W, respectivamente, entdo {v; ® w;} é uma base de
V @ W. Em particular, se V e W sao de dimensao finita, n e m, respectivamente, entao V @ W tem
dimenséaon - m.

Demonstracéo. Pelo que observamos logo acima, para mostrar que o conjunto Span{v; ® w;} gera
V ® W basta verificar que Span{v; ®w;} gera qualquer tensor elementar. De fato, por bilinearidade,

vow=(Satn) o (Lvw) =3 D et u, “7)
i=1 Jj=1 i=1j=1

Em seguida, verificamos que {v; ® w;; i=1,2,...,nej=1,2,...,m} € linearmente independente.
Para isto, consideramos constantes c;; € R tais que

i in: Cij Vg ® w; = 0. (48)

i=1 j=1

35Isso significa garantir que a aplicacio L abaixo fica bem definida.
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Devemos verificar que ¢;; = 0 para quaisquer indices i,j. Dados k € {1,2,...,n} e £ € {1,2,...,m},
definimos

B:VxW — R m

n

_ (299 — Jap s

(v, ) Nz onde ’U—E xvzew—g Y wj,
) Ty i=1 j=1

que é uma transformacao bilinear. Pela propriedade universal de VW, existe uma transformacao
linear L:V ® W — R tal que L(v ® w) = B(v,w) = z*y*. Observamos que>®

1, sei=kej=/{
0, caso contrario

Lie; ®e;) = {

Aplicando L em ambos os lados de (48) obtemos, como queriamos, que ¢ = 0. O

Observacao 89. A Equacao (47) € utilizada quando se pensa no produto tensorial de dois vetores
v=[z'] € R" e w = [¢’] € R" em termos mais elementares (deve-se pensar em coordenadas nas
bases v; ® w;) € se escreve

l’lyl £B1y2 xlym

) 1‘2y1 x2y2 $2ym
vow="[y], = . . .

x77:y1 .13”2,/2 . xn.ym

Esta descricao nao fornece um isomorfismo canénico entre R" ® R™ e matrizes de ordem m x n
porque requer que escrevamos os vetores em bases fixadas. Mais natural é a identificacao da
Subsec¢ao 18.2.2 abaixo: L(R™;R™) ~R™ @ (R")*.

18.2 Identificacoes naturais

A seguir, mostramos como varios espacos “ja conhecidos” podem ser identificados como espacos
tensoriais. Além disso, as identificacoes abaixo devem tornar o trabalho com tensores menos
“abstrato” e mais “palpavel” do que a descricao da subsecao anterior.

Nos restringimos a identificacées naturais, isto €, isomorfismos canoénicos entre espacos veto-
riais, isto é (de novo!), isomorfismos que nao dependam de escolha de bases ou de qualquer outra
estrutura dos espacos, como produtos internos.

Por simplicidade, vamos também considerar espacos vetoriais de dimenséao finita.

18.2.1 Vetores sao tensores: V ~RQV

Suponhamos que V é um espacgo vetorial real de dimensao d. Intuitivamente, fixada uma base
{v;} de V, tem-se R® V = Span{1 ® v;} e logo podemos escrever qualquer elemento 2 € R® V como

d d
x = g 2 (l®v) = g ' ® ;.
i=1 i=1
No entanto, sem recorrer a coordenadas, é facil de verificar que

P:rQur——rv (49)

se estende (por linearidade) a um isomorfismo canénico entre R® V' e V (isomorfismo que nao faz
referéncia a nenhuma base nem produto interno).

Neste momento, cabe a seguinte observacao: em (49), nés definimos a imagem de um ten-
sor elementar pela aplicacao ®. Pode-se verificar diretamente, pela bilinearidade da aplicacao

36 ideia toda é construir uma aplicacgao linear que satisfaz esta propriedade. Olhando para a propriedade universal,
deve se tornar mais natural a definicao da transformacao bilinear B.
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(r,v) — r ® v, que a extensao a todo R ®@ V' de fato fica bem definida. Por outro lado, a constru-
cao de aplicacoes lineares a partir de relagoes de bilinearidade é justamente o que a propriedade
universal do espaco tensorial permite fazer. Mais elegante, portanto, é o que segue. Definimos

B:RxV —V
(r,v) —rv
que € uma aplicacao bilinear. Pela propriedade universal de R ® V, existe tinica aplicacao linear

P:R®V — V tal que
O(r®@wv) = B(r,v) = rv.

Esta é a aplicacao em (49). Fica como exercicio a verificagdo de que é um isomorfismo.

18.2.2 Transformacodes lineares sao tensores: L(W;V)~V @ W*

A um tensor elementar v ® ¢ € V ® W*, associamos uma transformacao linearv® ¢ : W — V da
seguinte maneira:

(v @) (w) == p(w)o. (50)

Estas sdo transformacdes lineares de posto um. Logo, ndo deve ser surpresa que aplicacdes
lineares entre espagos de dimensao finita podem ser escritas como soma de aplicacées deste tipo,
como passamos a descrever.

Para definir uma aplicacao linear entre V @ W* e L(W; V), noés utilizamos, como na subsecao
anterior, a propriedade universal. Definimos

B:VxW* — L(W;V)
(Ua 90) L Tv,zp

onde denotamos, temporariamente, por 7, , a aplicacao linear que aparece em (50), isto €, para
cada w € W, tem-se T, ,(w) := p(w)v. Observando que B é uma aplicacao bilinear, temos que
existe tinica aplicacgao linear ® : V@ W* — L(W;V) que satisfaz

(v ®p) =Ty

A notagao usual, ja utilizada em (50), identifica T, , = P(v® ¢) ¥ v ® .

Para provar que ¢ € um isomorfismo, vamos mostrar que € sobrejetiva, isto €, que qualquer
transformacéo linear 7' € £L(W;V) pode ser obtida como combinacdes lineares de aplicacoes de
posto um (que equivalem a tensores elementares). Isto é suficiente ja que ® € uma aplicagao linear
entre espagos vetoriais de mesma dimensao. Sejam {v;} e {w;} bases de V' e W, respectivamente.
Se {dw’} é base de W*, dual a {w;}, temos, para todo z € W,

d d m
—T(lejwj) Z:NT w;) :ZZ gchTZ ZT’ dw’ (x ZTZ (v; ® dw?) ().

j=11i=1 4,J
Logo, como queriamos,
T=> T ®(v;®dw) = @(ZT;@ ®duﬂ'>.
0,J 4,3
Como ja mencionado, € usual omitir o isomorfismo ¢ e escrever
T = ZT;’W ® dw’.
4,3

Observacao 90. Poderiamos ter escrito W* ® V acima, ja que sempre U ® V' é candnicamente
isomorfo a V @ U. Esta ultima afirmacio segue diretamente do Teorema 87.
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18.2.3 Transformacoes bilineares sao tensores: B(V x W;R) ~ V* @ W*

Acima, denotamos por B(V x W;R) o espago das transformacodes bilineares B : V x W — R.
Definimos

pRYeV QW™ N (@) (v,w) := p(v)h(w),

que se estende®” a uma transformacao linear ® : V* @ W* — B(V x W;R).
Agora, fixadas bases para V e W (e suas respectivas bases duais), dada B : V x W — R, vamos
ver que esta na imagem de ¢: denotando B;; = B(v;, w;),

d m

B(x,y) = Z Zwiijij = ZBij dv'(z) dw’ (y) = Z B ®(dv' @ dw?) | (z,y),

j=11i=1 i.j
de modo que
B=2a (> B dv' @duw’
2%
Observacao 91. Este ponto de vista é interessante se quisermos pensar em tensores como apli-
cacdes multilineares: elementos de V* ® W™ se identificam com aplicagdes bilineares da forma

B:VxW —R

Em outras palavras, tensores de segunda ordem podem ser pensados como aplicacoes bilineares
do tipo acima.

Observacao 92. Por dualidade, também € possivel exibir um isomorfismo natural
BV*xW*R)~V®W.

Neste caso, a identificacao é dada por

vRWEV W s (v, w) (@, V) == (V)Y (w).

Isto é coerente com a identificacdo natural entre qualquer espaco vetorial V, de dimensao finita,
e seu bidual V**.

18.3 Produto tensorial de varios espacos vetoriais

As construcoes acima podem ser feitas para um numero maior de espacgos vetoriais Vi, Vo, ..., V.
Nossa propriedade universal passa a ser “transformar aplicagdes r-lineares em transformacoes
lineares”. O Teorema 87 pode ser enunciado com completa analogia e sua prova € também analoga
—basta adicionar “mais relacdes de linearidade” na definicao do subespaco R, uma para cada uma
das componentes da r-upla (vy,va,...,v;).
Além disso, assim como na subsecao anterior, aplicagoes multilineares sao naturalmente ten-
sores através do isomorfismo candnico
B(Vi,Va,.. ., Vs R) =V @ V' @ - @V

T

que € dado por

(@ fa®--® f)(v1,09,...,0,) = fi(v1) falva) - fr(vp).

Desta forma, podemos pensar no tensor elementar f; ® fo ® --- ® f, como um objeto abstrato com
relacoes de linearidade em cada componente ou como uma forma r-linear (multilinear).

37Como anteriormente, poderiamos tanto mostrar que a extensio linear estd bem definida, o que é um pouco mais
“bracal”, quanto utilizar a propriedade universal de V* @ W*. Deixamos os detalhes ao leitor.
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No caso especial em que V; = V para todo i, utilizamos as notacoes especiais
TV=RV=VeVe -V (51)
Denotando o espaco vetorial das formas r-lineares em V por £,.(V), isto é,
L.(V):=BWV,V,...,V;R),
tiramos da discussao acima que ha um isomorfismo canénico
V* >~ L.(V).

Lembramos as propriedades basicas das formas r-lineares e deixamos sua demonstragdo como
exercicio para o leitor.

Exercicio 39. Seja {ej,es,...,e,} uma base de V. Entao
(1) Mostre que dim £,.(V) =n" e exiba uma base de £,.(V).

(i4) Mostre que uma aplicacao r-linear € completamente determinada pelos seus valores nos
elementos da forma (e;,,e;,,...,€;,.), parai; € {1,2,...,n}.

Exercicio 40. Um produto interno no espaco vetorial real R” € uma aplicacao bilinear, simétrica
e positiva definida, usualmente denotada como

(v, w) — (v, w).

Dada uma matriz A simétrica e positiva definida, podemos associar um produto interno pela
férmula
D:A— (v,w)ys = Av-w,

onde o ponto acima € o produto escalar usual de R".
(i) Mostre que todo produto interno € da forma acima, isto &, mostre que ® é um isomorfismo.
(i) Considerando as bases canonicas de R" e de (R")*, explique a identidade
(,9a= z”: aijde’ @ da’.
i,j=1
O item anterior nos diz que todo produto interno de R" € um tensor deste tipo.

Campos de tensores deste tipo em uma variedade M sao as métricas Riemannianas, como veremos
(ou nao!).

18.4 Algebra tensorial

Lembramos alguma terminologia algébrica. Uma algebra sobre um corpo K é um conjunto X que
¢ um K-espaco vetorial e que, adicionalmente, possui uma operacao (bilinear) de produto entre
elementos de X. Além disso, quando as operacoes sao associativas relativas também ao produto,
dizemos que X é uma algebra associativa. Mais explicitamente, uma algebra associativa sobre
um corpo K € um conjunto X com operacoes + € X de modo que

1) (X,+,X) é um anel. Em outras palavras,

(¢) (X,4+) € um grupo abeliano: para todo z,y, z € X, vale
— Associatividade: (z+y) +z =2+ (y+ 2);
— Identidade aditiva: existe 0 € X talque z +0=0+z = z;
— Inverso: existe y € X tal que z +y = 0;
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— Comutatividade: z+y =y + x.
(#4) (X,X) é um semigrupo com identidade: para todo z,y, z € X, vale
— Associatividade: (zXy)Xz=2X (yX z);
— Identidade multiplicativa: existe 1 € X talque s X1 =1XKzx = z;
(#i1) Distributividade da multiplicacdo com respeito a adicio:

2R (y+z2)=zXRy+z2Rz e (z+y)Nz=zNz+yKz.
2) (X,+) é um K-espaco vetorial. Em outras palavras,

(1) (X,+) € um grupo abeliano, como acima;
(i1) Propriedades da multiplicacao por escalar:

— Compatibilidade com produtos de escalares: a(bx) = (ab)x;
— Unidade escalar: 1z = z;
— Distributividade da multiplicacao por escalar com respeito a adicao em X:

a(z +y) = ar + ay;
— Distributividade da multiplicacao por escalar com respeito a adicao em K:
(a +b)x = ax + bx.
3) Associatividade do produto com o produto por escalar:

clx®y) = (cx) Ry =z X (cy).

A soma direta dos espacos tensoriais definidos na secao anterior forma uma algebra associa-
tiva com a operacao de produto dada pelo produto tensorial de vetores. Mais precisamente, nés
lembramos da notacao em (51) e denotamos

TV=R e T'V:=VW
A algebra tensorial é definida como sendo o conjunto

+o0
TV=PTV=ReVaeT Ve -aTVe--
k=0

e o produto de elementos de ordens diferentes z € 7"V e y € T°V € dado por concatenagao:

rRyeT V.

19 Produto exterior

Queremos definir o produto exterior AV como a algebra associativa “mais geral” que satisfaca a
propriedade de “anticomutatividade” do produto. Nesta secao, vamos formalizar esta ideia.

Dado um espaco vetorial V, o produto exterior de k copias de V, denotado por
ANV =VAVA---AV,

é obtido como um quociente do produto tensorial 7"V =V @V ®---® V ao adicionar “relacdes de
alternancia”. Mais precisamente, o produto exterior de k copias de V € definido por

ARV = TRV/S,,
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onde S; é o subespaco vetorial de 7*V gerado pelos elementos da forma
V@2 ®---®v, onde wv; =v; paraalgum par de indices 4,j com i # j.

A classe de equivaléncia de um tensor elementar é dita um produto exterior elementar, que é
denotado por
VIAVIA AV =0 QUa Q-+ Qv + Sk.

A aplicacdo quociente 7"V — A*V é sobrejetiva e todo tensor de ordem k é gerado como soma
(finita) de tensores elementares. Dai segue que todo elemento de A*V pode ser escrito como soma
(finita) de produtos exteriores elementares: todo w € % pode ser escrito como

N
szvi/\vé/\-~-/\v,§.
=1
Observacao 93. Notamos que a imagem de um tensor elementar v; ® vo ® - ® v € S pela
aplicacao quociente €, pela propria definicao do espago quociente,
vy Ava A A = 0.

Assim, se k > n, todos os tensores elementares de ordem k pertencem a Sy, e, logo, A*V = {0}.

Para V de dimensao finita igual a n, vamos construir uma base para A*V a partir de uma
base {dz!,dz?,...,dz"} de V. Denotamos a base de V desta maneira porque, como ja haviamos
mencionado anteriormente, nosso maior interesse sera quando V' = (R")*; de qualquer maneira,
a discussao que segue vale para espacos de dimensao finita quaisquer.

Observamos inicialmente que, tautologicamente, A°V = R e A'V = V. Além disso, ja vimos
que A*V = {0} quando k > n. Logo, basta descrevermos bases para os espacos A*V onde k €
{2,3,...,n}.

Consideramos um produto exterior elementar da forma

v1 ANvg A A\ Vg

Cada v; € V pode ser representado na base de ¥V como

n
v = E Q5 dz?.
Jj=1

Logo, por multilinearidade,

’Ul/\’Ug/\"'/\’Uk

n n A
Z a1, dit A Z azj, dz’2 A A Z Al dxi*

Jji=1 J2=1 Jr=1 (52)

n n n
Z Z Z a1, 625, - Qjp, da?* Ada?? A - A dak.

J1=1j2=1 Je=1

Varios dos produtos exteriores elementares acima sao “repetidos” ou iguais a “zero”, por causa
da propriedade de anticomutatividade. De fato, quando dois indices sao iguais, obtemos produto
exterior zero. Por outro lado, quando sdo todos diferentes, podemos fazer a seguinte analise:
€SCrevemos

J=o0(i1), je=o(ia), ..., jr=o0(ir),

onde o : I — I € a permutac¢ao do conjunto

I::{il<i2<"'<ik}:{j1;j27~"ajk}
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que reordena os indices j; em ordem crescente. Qualquer permutacao ¢ pode ser escrita como
produto (composicdo) de transposi¢oes

g = 0'10'2"'0']\[(0).

Lembramos que uma transposicao € uma permutacao que apenas troca dois elementos de lugar.
Por exemplo, o : {1,2,...,m} — {1,2,...,m} dada por

o(1,2,...08y 0.y, m) = (1,2, 4,000 yiy. .., m)
€ uma transposicao. Qualquer permutacao o pode ser escrita como produto de transposicoes
g =010 --"0ON-.

E possivel mostrar [2, Corolario 4.19 e Lema 1.15] que a “paridade de N” é um invariante de o
(é a paridade que € invariante, ndo o namero N, que nem unico €). Em outras palavras, dadas
duas representacoes de o como composicao de transposicoes, uma a partir de N; transposicoes
e outra a partir de N,, tem-se
N1 =N; mod 2.

Segue que esta bem definido o “sinal” de o:

1, se N(o) é par
—1, se N(o) é impar

sgn(o) = (—=1)N) = {

Com estas consideracoes em mente, para indices distintos fixados ji, js,. . ., jx, consideramos um
reordenamento do tipo

Ii={j1, g2y ikt = {in <o <o <k}
e a permutacao ¢ : I — I dada por
o(in) =j1, o(i2) =J2, ..., olix) = Jk.
Vamos justificar que podemos escrever
dz/t Ada?? Ao Ada? = dz”@) A dz?2) A A da®08) = sgn(o) da® Adz® A - A dat

De fato, a cada transposicao feita, deve-se efetuar uma troca de sinal donde o sinal da permutacao
surge naturalmente. Portanto, denotando o conjunto de permutacoes de k elementos de I por
Sk(I), (52) pode ser reescrita como

VI AV A Ay = Z Z SEN(0) Q1o (iy) 020 (iz) * * * Cko(iy) dz Adz® A - Adat
1< <ia<-<ip<n \o€Sk (1)
ariy - Al (53)
= Z det | da Ada™ A - Adat.
1<i1 <ip <+ <ip<n agi, 0 ki,

A Foérmula (53) esta em pleno acordo com os calculos informais que fizemos na Secao 17, ver
Formulas (45) e (46). E também a esséncia da prova do seguinte resultado:

Proposicao 94. Seja V um espaco de dimensdo finita e igual an e {dz!',dz?,...,dz"} C V uma
base de V. Entao,

By = {dxil/\dx”/\u'/\dxik; 1§i1<i2<-~~<ik§n}

é uma base de A*V. Em particular,

|
dim ARV — (k) o



Demonstracdo. Pela Formula (53), sabemos que o conjunto B, definido acima gera A*V. Ainda
falta mostrar que B, € linearmente independente.

Notamos que B,, consiste de apenas um elemento que é nao nulo: dz' Ada?A---Ada™ # 0, pois
dr'®dr?®---®@dz" ¢ S,. Segue que B,, € linearmente independente. Para 2 < k < n, suponhamos
que

> Civig-ip Az Adz™ A -+ Adz? = 0. (54)
1<i1 <ia<-<ix<n
Afirmamos que, neste caso, todos os coeficientes ¢;, ;,...;, sdo nulos. Isto pode ser verificado como
segue: vamos fazer o produto exterior “com os elementos que faltam” para chegar em dz' A dz? A
-+ Adz". Dado o conjunto de indices I = {1 < i3 < iz < -+ < i} < n}, consideramos o conjunto
J ={j1,J2,---,jn—k} que contém os indices complementares aos indices de I, isto é,

TUJ={12,...,n}.
Analisando a cardinalidade dos conjuntos, inferimos que eles devem ser disjuntos. Notamos
ainda que todos os produtos exteriores elementares que aparecem na soma em (54) possuem
algum indice que esta em J, exceto aquele cujos indices sdo exatamente os de I. Logo,
0= (Zci1i2-..ik dz* Adz® A--- A dmi’f) Adzdt Ada?2 A Adadnt =ty gy, dat Ada? A Ada™

Segue, como queriamos, que c¢;,i,...;, = 0.
A afirmacéao sobre a dimensao de A*V fica como um exercicio (de analise combinatoéria). O]

19.1 Algebra exterior ou algebra de Grassmann

falar sobre grassmann e motivacao histérica
A algebra de Grassmann ou algebra exterior é definida como a soma direta

AV =RaVaeAVaANVe - -aA" Ve A,
onde o produto entre elementos de ordens distintas é determinado pela aplicacao
A ARV x ATV — ARV

que define uma operacao bilinear, obtida a partir de produtos elementares por “concatenacao”.
Mais explicitamente, para elementos

w:ZaIdxl e AV e nzZade‘] e A"V
I J
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definimos
wAn:= Z arbyda’ Adz? e AR,
1,0

(z+y)" = zn: <Z> z"Fy",

k=0

A formula binomial usual

aplicada em z = y = 1 fornece a dimensao da algebra de Grassmann:

n
n
im Z ( k) (1+1)
k=0
Observamos que o produto exterior de elementos de graus diferentes ndo é necessariamente
anti-simétrico, mas vale o seguinte.
Exercicio 41. Mostre que, se w € A*V e € A™V, entdo
wAn=(=1)*"nAw.

Exercicio 42. Descreva a algebra de Grassmann A(R")*, no mesmo espirito da Secao 17 (agora
tudo € rigoroso), para dimensoes n iguala 1, 2, 3 e 4.

19.2 Identificacao I; Aplicacoes bilineares alternadas
Uma aplicagao ¢ : V x V — R é dita bilinear alternada quando
¢(v,v) =0 paratodo veV. (55)
Observamos que ¢ é alternada se, e somente se, ¢ é anti-simétrica®®, isto ¢,
o(v,w) = —¢(w,v) paratodo v,weV. (56)

Denotamos o espaco vetorial das formas bilineares alternadas, que é claramente um subespaco
vetorial de B(V x V;R), por A3(V). Vamos mostrar, em analogia com a identificagdo V* @ V* ~
B(V x V;R), que existe um isomorfismo canénico

O A2(V*) — A (V).

Em um produto elementar f A g € A*(V*), definimos uma aplicacao bilinear alternada por

frg— (fNg)(v,w) := det [gg; g((zjﬂ ”

e estendemos, por linearidade, a uma aplicacio linear ® : A?(V*) — Ay(V). A definicao acima
¢ motivada, como explicamos abaixo, pela férmula (53) acima. Pelas propriedades basicas do

determinante, a formula (57) realmente define uma forma bilinear alternada. Notamos que, fixada
uma base de V e a base dual de V*, temos

, » dz't(e;,) dz' (e, )} Lseiy=ji€iz =2
dz™ Adz*?)(ej,,e4,) i=det |7, >t i 2 =
( ICRES) {dx 2(ej,) dz"(ej,) 0 nos outros casos

Logo, usando a bilinearidade, obtemos

dz'(v)  da?(w)

(da’ A dz?) (v, w) := det {dxi(v) da (1)

] =v'w?! —vlw'.

38As condicoes (55) e (56) nao sdo equivalentes quando consideramos espacos vetoriais sobre corpos de caracteristica
dois. Por exemplo, em Z> tem-se [2] = [0]. No nosso caso, estaremos sempre trabalhando sobre R, onde a equivaléncia
vale.
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Por outro lado, dada uma forma bilinear alternada ¢ : V' x V' — R, podemos escrever
Sv,w) = Y vwldlee) = Y dleseg)(Ww! —viw') = dles,e5) (da’ Adad) (v, w),
i,j=1 i<j i<j

de modo que

o= Zd)(ei,ej) da® A dad.

i<j

19.3 Identificacao II; Aplicagcoes multilineares alternadas

O que foi feito na secao anterior pode ser generalizado para o produto exterior de “mais copias”
de V* e nés obtemos o espagco A" (V*) e um isomorfismo

AT (V*) = A, (V)

com o espaco das formas multilineares alternadas. A generalizagao € simples, mas tediosa, pois
precisamos trabalhar com ainda mais indices.
Dizemos que uma forma multilinear ¢ : V. x --- xV — R é

— alternada quando

¢(v1,v2,...,v,) =0 sempre que v; =v; paraalgum par i # j.
— anti-simétrica ou skew-simétrica quando muda de sinal ao trocarmos dois vetores de lugar:
O(V1,V2, -+, Uiy ooy Vs, Up) = — (U1, V2, oo, Vjy ey Uiy oo, Up).

O conjunto das formas multilineares alternadas (com n coépias de V) é denotado por A,(V) e
claramente € um subespaco vetorial do espaco das formas multilineares.

Exercicio 43. Seja ¢: V x --- x V — R uma forma multilinear. Mostre que sao equivalentes:
(i) ¢ € alternada;
(1) ¢ € anti-simétrica;

(741) Para qualquer permutacao de indices o : {1,2,...,n} — {1,2,...,n}, tem-se

¢(’UU(1)7 Vg (2)y - - - ,Ua(n)) = sgn(o) (b(vh V2,.-+, ’Un)-

A identificacao que procuramos € definida em produtos exteriores elementares como segue:
dado fi A fa A--- A fir, € A¥(V*), definimos um elemento de A (V) por

e
(fiAfa Ao A fi) (v, 02, ... o) == det [fi(v;)] = det 2:1)1 2:U2 . Zj)k . (58)

Felor) Fulo) o o)

Por linearidade, obtemos uma aplicaciao ® : A*(V*) — A, (V) que é um isomorfismo de espacos
vetoriais.

Exercicio 44. Mostre que ® €, de fato, um isomorfismo de espacos vetoriais.
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20 Formas diferenciais de grau p e a derivada exterior

Uma forma diferencial de ordem p, também conhecida como p—forma ou forma exterior de
grau p, € uma aplicacdo da forma

w:UCR" — AP(R")" =~ A,(R").

Em outras palavras, uma forma diferencial de grau p € um campo de formas alternadas de ordem
p. Vamos denotar o conjunto das formas diferenciais de grau p por Q*(U). Para cada = € U fixado,
temos um elemento w(x) € AP(R")*, que pode ser escrito como

w(x) = as(x)dz’, (59)
I

onde a soma € tomada sobre parti¢coes “crescentes” I = {1 < i; < iy < --- < i, < n}. A notacao
abreviada acima € a seguinte:

ar(z) = @iy, (x) € dz’i=daz™ Adz A Adar

Exercicio 45. Mostre que para uma p—forma w : U — AP(R")*, as seguintes afirmagoes sao
equivalentes:

(i) a forma w é diferenciavel (ou classe C*) como aplicacio com valores no espaco vetorial
Ap(Rn)*;
(i) cada uma das componentes a; é diferenciavel (ou classe C*);
(i4i) para vi,vs,...,v, € R, a funcdo z — w(z)[vy,vs,...,v,] € diferenciavel (ou classe C*).

Convencionamos que Q°(U) é o conjunto das funcées diferenciaveis (na maioria dos contextos,
se supde suaves, ou seja, de classe C*°) em U.
Podemos ainda considerar a algebra de todas as formas diferenciais (de todas as ordens)

QU) =) e ' (U)e U)o Q" U),

cuja nocao de produto € o produto exterior que provém da subsecao anterior.

A ideia agora € definir uma outra nocao de diferenciabilidade de formas diferenciais, diferente
do conceito de derivada como aplicacao com valores em um espaco vetorial que poderia sugerir
o Exercicio 45. Esta nova nocao, a de derivada exterior, nos permite, por exemplo, estender de
uma vez s6 e em apenas um conceito, as no¢des fundamentais do calculo vetorial de gradiente,
divergente e rotacional (em R3). Dada uma forma diferencial w de grau p, como em (59), definimos
a derivada exterior de w como sendo a forma dw € QP! (U), de ordem p + 1, dada por:

dw(z) := Zda;(:ﬂ) Ada! = ZZ%@) daz? A da’. (60)
I I j=1
Passamos a mostrar que esta nocao de diferencial de formas satisfaz as seguintes propriedades.

Teorema 95. A derivada exterior é o tinico conjunto de aplicacées>®

d: QP(U) — QPTHU)
que satisfaz as seguintes propriedades:

1) parap =0, a aplicacao d : Q°(U) — QY(U) é o diferencial usual de uma fungao.

39Aqui, “conjunto de aplicagdes” se refere ao fato de termos uma aplicacao para cada valor de p, o que muda o dominio
e o contradominio da diferenciacao exterior. Tecnicamente, nés deveriamos explicitar esta dependéncia escrevendo d, ao
invés de d. Contudo, optamos por deixar a notagdo menos poluida, ja que a ordem da forma diferencial ¢ usualmente
clara pelo contexto.
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2) para todo w, € Q(U) e para todo c1, ¢z € R, temos linearidade:
d(ciw + copr) = c1dw + codp.
3) paraw € QP(U) e p € Q(U), temos
d(w A p) = (dw) A p+ (—1)Pw A (dp).
Observe que o grau de p néo interfere na férmula.

4) para todo w € Q(U), tem-se d(dw) = 0; em outras palavras, d* := dod = 0.

Demonstragao. Inicialmente, mostramos que a definicdo que aparece em (60) satisfaz as proprie-
dades acima. A primeira ¢ a definicao do diferencial. A segunda segue diretamente de o diferencial
de fung¢oes ser um objeto linear. Utilizando a linearidade, € suficiente verificar o terceiro item para
as formas “elementares”, do tipo:

w=ar(z)dz! e p=bydz’.

Abaixo, utilizamos, respectivamente, a propriedade do produto exterior, a definicao da derivada
exterior, a regra do produto para derivadas parciais, distributividade e o reordenamento dos indi-
ces (trocamos dz" de lugar sucessivamente com os elementos dz’*,dz",...,dz" e por isso temos
p trocas de sinal):

Al A ) = d| (arde’) A (byda”)|
d(asby dz’ A dz”)
a(

arby) Adz! A da?

n

I
IM

<a‘”b1+ ar—7 )dx Ada! A da?

S

by
:Za dx Ada! Adz? +2a %dz Adzt A dz?

k=1 k=1
:( 2 galdxk/\dxl>/\(bjdx‘])+(—l) (arda’) <Z(%Jda: Adz )
= (dw) A p+ (=1)Pw A (dp).

Agora, provamos o ultimo item: para formas de classe C?, temos comutatividade das derivadas
parciais de segunda ordem; logo, vale

(Zzaa’ ) de JAda;)

I j=1

(Zi &ikaalﬂ dx /\da:]/\dx>

I jk=1

9%a 9%a .
2> (356’“8;J &fcﬂf);k (x)> dz A da? A da!

I j<k

=0.

Finalmente, mostramos a unicidade. Em outras palavras, as propriedades provadas acima deter-
minam completamente a derivada exterior. Mais precisamente, vamos mostrar que uma aplicacao
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d com as propriedades enunciadas no teorema sé pode ser dada pela férmula em (60). Suponha-
mos dada uma funcédo d que satisfaca as propriedades 1-4. Entao

dw=d ar(z) dz’
(o)
2 Zd(a;(x) da’)

I

)
= g dar(x) A da! O
I
E um 6timo exercicio, analisar as definicdes e propriedades acima explicitamente em dimensao

“baixa”. Vamos fazer as contas para dimensao n = 3.

Exercicio 46. Escreva todas as possiveis formas e suas derivadas exteriores para cada uma das
dimensoes n = 1,2 e 4.

Para a base do espaco dual ao R?, vamos denotar, como de costume,
det =dz, da?=dy e dz®=dz.

As formas de grau zero, elementos de Q°(U), sdo as func¢ées e sua derivada exterior € o diferencial
usual. Considere agora uma forma de grau 1 do tipo

W= wy dz + wy dy + w, dz.
Aqui, as fungbes w,, w, € w, denotam as componentes da forma w (e ndo derivadas parciais). Temos
dw = dwy A dx + dwy A dy + dw, Adz

Owy Owy Ow, 0 ) )
:( wda:+ wdy—l— wdz)/\dx—&—(wydx—i— wydy—&—wl’dz)/\dy
Y z

Oz dy 0z ox 0 0
ow, ow,, Ow,,
+ (%dx+ By dy + 9% dz> Adz
Ow,  Owy Ow, Ow, Owy  Owy
(8y 8,2) dy Adz — ( 9 ay )dz/\dx+ (833 By >dx/\dy.

Observe que nao escrevemos, propositalmente, os indices em ordem “crescente”. Isto foi para
“escancarar” que a derivada exterior tem as coordenadas do mesmo tipo que o “rotacional” de um
campo vetorial. A aplicacao d : Q' (U) — Q*(U), que € a derivada de uma 1-forma em R?, pode ser,
em um sentido a ser tornado mais preciso, identificada com o rotacional de um campo vetorial
em R3. No entanto, a derivada exterior aparece como uma operacao mais natural para formas e
¢ independente da famosa “regra da mao direita”. O espaco R? é especial porque s6 em dimensao

3, vale que
dim A (R?)* = (‘I’) = (3) = dim A?(R?)*.

A regra da mao direita aparece se tentarmos, de maneira nao natural, identificar uma 1-forma
com uma 2-forma em R, através do operador estrela de Hodge:

x: A2(R®)* — AY(R3)*
definido nos elementos da base de A*(R*)* como:

*(dy Adz) =dz, *(dzAdx)=dy e «(dzAdy)=dz.
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Este também € um dos motivos de o campo rotacional ser as vezes chamado de um “pseudo”
campo vetorial. Comparar com a discussao da Secéao 17.
Vejamos agora a derivada exterior de uma 2-forma em R®: escrevemos

W= wyydr Ady + wy, dy A dz + w,, dz A dz,

onde os indices novamente indicam as componentes da forma (e nao derivadas parciais). Entao,
ja deixando de escrever os termos que sao nulos,

dw = dwgy Adz Ady + dwg, Adz Ade 4 dw,, Ady Adz
Owgy

= dz Adz Ady +
0z T

Owy» n 0wy n Owgy
or oy 0z

0wy Owgzs

dx Ady Adz +

dy ANdz Adz

)dx/\dy/\dz7

que € o equivalente ao divergente do campo vetorial de coordenadas (wy;,ws.,wsy) (COmo seria a
identificagao dada pelo operador estrela de Hodge neste caso?).

Finalmente, € facil de ver que se w é uma forma diferencial de grau 3 em R?, entdo dw = 0.

A conclusao é que a derivada exterior para formas em R® unifica os diferentes “tipos de deri-
vada” do calculo vetorial em um conceito s6. Além disso, temos uma generalizacao para dimensao
qualquer.

Exercicio 47. Seja w € Q" !(U) uma forma de ordem (n — 1) em R". Calcule dw e compare a sua
resposta com o divergente de um campo vetorial em R".

20.1 O pullback de formas diferenciais

Formas diferenciais sdo objetos “contravariantes” no seguinte sentido: dados M, N C R" e uma
funcao diferenciavel
f+:M—N

é possivel induzir, como passamos a descrever, uma aplicacdo entre formas diferenciais (que
inverte a ordem dos espacos e, por isto, contravariante)

£ QIN) — Q(M).

Nesta discussao €, de certa maneira, mais “natural” pensar em M, N superficies diferenciaveis ou
variedades diferenciaveis para explicitar os espacos em que os objetos “vivem”. Pode-se pensar
que M, N C R™ sao conjuntos abertos, apesar de estarmos fazendo distin¢ao entre pontos e vetores
tangentes, como no caso de superficies e variedades diferenciaveis.

Lembramos da Algebra Linear (ver, por exemplo, [2, Secao 3.7]) que, dados dois espacos ve-
toriais V e W e uma transformacao linear 7' : V. — W, podemos associar a 7, por dualidade, a
chamada transposta de 7"

T :W* — V* dadapor T*(¢)[v]:=¢(T(v)) (61)

que também €é uma transformacao linear.
Para cada = € M, a derivada de f em 2z é uma transformacao linear

que leva vetores tangentes a M em vetores tangentes a N. Isto foi discutido na Subsecao 11.2, onde
concluimos que o diferencial pode ser visto como uma operacao que push-forward (“empurra para
frente”) vetores tangentes a M para vetores tangentes a N*°. E também comum encontrarmos a
notacao f, :=df : TM — TN, ou ainda,

f*‘g; = df(x) T M — Tf(I)N

4ONa ocasido, por causa desta propriedade, chamamos os vetores tangentes de objetos “covariantes”.
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Por dualidade, como acima, esta associada a transposta de f. (que € usualmente denotada por):
e =df (@) : Tf, )N — T; M.

Mais explicitamente, para ¢ € Tf*(z)N , o funcional f*¢ € T, M é definido como (ver (61))

F @)] = ¢(fu(v)).

Uma forma diferencial de grau 0 em N é, por definicdo, simplesmente uma funcao diferenciavel
¢ : N — R. O pullback®! de ¢ por f é entdo definido como a composicio

ffo=pof: M —R.

Observe como nao é naturalmente possivel fazer um “push-forward” de ¢ por f (tente!).
Uma forma diferencial de grau 1 em N pode ser pensada como uma aplicacao que, para cada
y € N, associa um “covetor” tangente

w(y) € T, N =~ (R")".

Assim, dada uma l1-forma w definida em N, definimos o pullback de w por f como a 1-forma
diferencial f*w em M dada por

(f*w)(@)[v] = w(f(2)) [f«(v)]-
Na notacao que utilizavamos para a derivada de f até entao, deveriamos escrever:
(frw)(@)v] = w(f(2) [df () - v].

Dada a definicao de pullback de 1-formas, vamos mostrar que a derivada exterior € um operador
natural, no sentido de ser comutativo o diagrama abaixo:

f-w

QY (N) - QY (M)
d d

Q'(N) 7 - Q' (M)

Em outras palavras, para toda funcao diferenciavel ¢ : N — R, temos

[ (de) = d(f*¢). (62)

Se pensarmos em f como uma mudanca de variaveis (por exemplo, um difeomorfismo)?*?, a for-
mula (62) acima afirma que a derivada exterior € independente do sistema de coordenadas es-
colhido, no sentido que podemos ou calcular o diferencial de uma fun¢ao e depois mudar co-
ordenadas, ou entao primeiro mudar coordenadas e depois diferenciar, e vamos obter o mesmo
resultado.

Para provar (62), basta utilizar as definicées cuidadosamente e a Regra da Cadeia. De fato,
temos que dy(f(z)) € TN e f*(dp) € uma 1-forma em M; logo, paraz € M e v € T, M, calculamos

fr(de)(@)[v] = dp(f(x)) [df () - 0]
=d(po f)(x)[]
= d(fo)(x)[v].

Para refletir sobre a definicdo e seu significado como mudanca de variaveis, recomendamos o
seguinte exercicio.

410 termo em inglés significa, literalmente, puxar para tras. Isto ilustra o fato de que nossa definicio pega uma funcéo
definida no contradominio de f e “puxa” para uma func¢ao definida no dominio.

42Além do mais, a importancia do pullback se dara, como veremos, justamente ao considerarmos mudancas de coor-
denadas!

98



Exercicio 48. Considere w : R? \ {(0,0)} — (RQ)* a forma elemento de angulo vista no Exemplo
86 da Secao 16:
—y x
w(z) = PR dr + Z 1y dy

e f:(0,4+00) x (0,27) — R?*\ {(0,0)} dada por

f(r,0) := (rcosf,rsenb).
Calcule f*w e interprete a sua resposta.

Em seguida, estendemos nossa definicdo anterior para o pullback de formas diferenciais de
grau maior.

Proposicao 96. O pullback de formas diferenciais
i Q(N) — QM)
fica completamente determinado pelas propriedades:
1) O pullback de 0-formas (fungées) e de 1-formas coincide com as defini¢coées dadas acima.

2) Linearidade: paraw,u € }(N) e a1, a2 € R, temos
fHlaiw + azp) = a1 f*(w) + a2 f* (1)
3) Concordancia com produto exterior: para w, u € Q(N), temos
frlwnp) = w) A f(p).

Demonstragao. Comecamos observando que se g € uma 0-forma e w € uma 1-forma, a propriedade
1) e as defini¢cdes anteriores implicam

f*(gw)(@)[v] = (gw) (f(x)

Logo, f*(gw) = (f*g)(f*w).

Por linearidade, basta agora determinar f* em formas de grau p elementares. Seja entdo
w(z) = a(z)dz™ Adz™ A--- Ada'? € QP(N).
Pela propriedade que mostramos acima e a propriedade 3) do enunciado, devemos ter
fro=(fra)(frda) A(f*da™) A= A(frda™). (63)

A férmula (63) mostra a unicidade de f* a partir das propriedades 1) a 3). Resta mostrar que f*
definida por (63) satisfaz estas propriedades. Deixamos a cargo do leitor, como exercicio. O

Em seguida, mostramos que a derivada exterior é natural na algebra das formas diferenciais.
Em outras palavras, vamos mostrar que o diagrama abaixo € comutativo.

QP(N) N - QP(M)

QPTHN) ———— QPP (M)
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Proposicao 97. Para f : M — N diferencidvel e para w uma p-forma diferencial, temos

fH(dw) = d(fw).

Demonstragao. A prova é uma consequéncia direta das propriedades que definem f*, da definicao
da derivada exterior (na passagem da linha 3 para a linha 4) e da naturalidade que ja sabemos
que vale para funcodes:

fH(dw) = *(Zda;/\dxil/\dxiZ/\---/\dxif’>
_Z f*dar) A f da:“) A (f*da:”) ARERWA (f*dazil’)
:Z (ffar) Ad(fra™) Ad(f7a™) A Ad(f7a)
I

—a( S ana(ra) na(s) - Ad<f*xip>>

I

(Z(f ar) (frdz™) A (frda) A+ A (f*dxip)>

I

< (Za[dl Adz® A - /\dxip)>

d(f*w

. O

~

Encerramos esta se¢cdo com um exercicio que indica como descrever o pullback de p-formas
pensadas como campos de formas p-lineares alternadas.

Exercicio 49. Mostre que se a aplicacido f : R® — R? é diferenciavel e se w = dy' Ady? Ady?, entdo
(ffw)(z) = det f/'(x) dz* A da? A da®.
Generalize para R".

Exercicio 50. Utilize o isomorfismo canénico A?(R")* ~ A,(R") para mostrar que o pullback de
uma p-forma é dado por

(ffw)(z)(v1,v2,...,0p) :w(f(x))[df(x) cvp, df(x) - vg, ..., df(x) ~vp].

21 Formas exatas e fechadas

De acordo com o Teorema 95, item 4), se uma 1-forma for o diferencial de uma funcao, digamos
u = d¢, entao temos
dp = d(d¢) = 0.

No caso de uma forma diferencial ter derivada exterior nula, nés dizemos que esta forma diferen-
cial € uma forma fechada. No caso de uma forma diferencial ser o diferencial de alguma funcao,
no6s dizemos que a forma diferencial € uma forma exata. Segue do Teorema 95 citado acima que
toda forma exata é fechada. Vamos analisar uma possivel reciproca deste resultado.

A forma elemento de angulo estudada do Exemplo 86 nao é exata, como consequéncia da
Proposicao 85, mas é uma forma fechada. Isto mostra que somente podemos esperar por uma
reciproca parcial. Analisando mais de perto a prova da Proposicao 85, o que pode nos previnir
de definir uma func¢ao potencial no caso geral € que a integral de linha pode ser dependente do
caminho escolhido para integrar a forma diferencial.

Mais explicitamente, suponhamos que w : U C R" — (R™)* é uma forma diferencial de grau
um definida em um aberto conexo U. Fixamos um ponto z, € U arbitrario. Sendo U conexo por
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caminhos, podemos encontrar um caminho ~, : [a,b] = U com ~,(a) = x¢ € 7,(b) = z. Vamos
analisar a possibilidade de definir

o(z) = / w. (64)

T

Como ja explicamos, ¢ pode estar “mal definida”, pois escolhas diferentes de caminhos poderiam
resultar em integrais com valores diferentes. De qualquer maneira, vamos estudar como varia o
valor da integral
[«
y

quando fizermos variac¢oes diferenciaveis na curva v. Mais precisamente, suponhamos que existe
uma familia de curvas diferenciaveis

v :[0,1] X [a,b] — R"™

tal que
v(s,a) =x9 € ~(s,b) =2 paratodo s e [0,1].

Suponhamos que v é diferenciavel em ambas as variaveis s e ¢. Intuitivamente, temos, para cada
€ [0,1], uma curva vs := y(s,-) : [a,b] = U com as extremidades fixas: ~v;(a) = z¢ € vs(b) = =z.
Estamos, portanto, supondo que existe uma interpolacao diferenciavel entre as duas curvas ~, e

~v1. Denotamos ,
L= [ o= [(eten) (Gen)

= Zn: a;(x)da’,
i=1

Se

sabemos que

dw(x) = Z g;; (z) dz’ A da?.

1,7=1
Além disso, lembrando da identificacao de 2-vetores com formas bilineares alternadas, temos

n

’UU} Z

) (dz* A da?)[v, w] Z (z) (v'w? — v/ w').

O integrando pode ser escrito como

w(’y(s,t)) <g§(s,t)> = ai(’y(s’t))aazz (s,1).

=1

Vamos identificar a dependéncia de I, na variavel s:

A, 9 [°
s = > T)s/ a; (v(s,t))
i=1 @

Passando a derivada para dentro da integral (pode?) e aplicando a regra do produto, obtemos

Z/ ( 4 i 6;: (s,1) 837; (S,t)> dt.

oy
o (s,t)dt.

101



Logo, por integracao por partes,

oI, 8az oy’ oy da; oy’ o'
%—Z/(aﬂ ) 25,09 5,1 1 2% (305,0) 2 (5,0 2L 5 )

1,7=1

Oai AN o o' 0
/a Z 8$] s,t <88 (S t) a1 ( 7t)— s (S,t) 9 (S,t) dt

1]1

/a Z a“‘ ) (da A dz j)(g’y(s t), ZZ( t)) dt

zjl

—/dw(,M@Wﬁﬁﬂ@mﬁ-

Assim, se for w fechada, segue que a integral nao depende dos caminhos ;. Se quaisquer duas
curvas puderem ser conectadas por uma familia de caminhos como estes que utilizamos acima,
entao é possivel definir a fungao potencial pela Féormula (64).

Dois caminhos vy : [a,b] = U e 71 : [a,b] — U que tem as mesmas extremidades, isto &, tais que
Yo(a) = 71(a) € v (b) = v1(b), sdo ditos homotépicos em U quando existe uma funcao continua

~v:[0,1] X [a,b] = U

tal que
7(0,t) =(t) e ~(1,t)=n(t) paratodot € [a,b]

e também
v(s,a) =~v(a) e ~(s,b)=~(b) paratodo s e [0,1].

Também dizemos que a fungao v € uma homotopia entre os caminhos g € 7;.
A nossa discussao acima (quase) implica na seguinte proposicao.

Proposicao 98. Se , e y; sdo caminhos suaves por partes e homotdpicos em um conjunto U e w é
uma 1-forma fechada em U, entao
[=]»
Yo 71

Demonstracdo. Para completar a prova da proposicao, resta mostrar que, dados dois caminhos
suaves por partes continuamente homotépicos, € possivel encontrar uma homotopia diferenciavel,
para justificar as contas acima. fazer O

Se um conjunto U é tal que quaisquer dois caminhos suaves por partes sao homotopicos,
entao noés dizemos que U é simplesmente conexo. Intuitivamente, U deve ser um conjunto “sem
buracos”, jaA que dadas duas curvas podemos “transformar uma na outra continuamente sem
sair de U”. O seguinte resultado deve agora soar muito natural (e a prova é consequéncia direta
da discussao acima e da prova da Proposicao 85).

Teorema 99. Seja w € Q'(U) uma 1-forma diferencial em um conjunto simplesmente conexo U.
Entéao, w é uma forma fechada se, e somente se, é uma _forma exata.

22 Variedades diferenciaveis

Nesta secao, introduzimos um conceito fundamental de geometria diferencial, a saber, o de vari-
edade diferenciavel. Varias referéncias foram consultadas; entre elas, [1, 4, 8, 9, 17].

Intuitivamente, uma variedade diferenciavel € um espaco topolégico que localmente se parece
com um aberto de um espaco vetorial, de tal maneira a permitir o conceito de diferenciabilidade
e, como consequéncia, o uso de técnicas usuais do calculo diferencial.
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Uma variedade diferenciavel*® de dimensio n é um espaco topolégico** M junto com um
conjunto de funcodes injetivas, chamadas cartas, mapas ou parametrizacoes, ¢, : U, — R",
onde os dominios U, C M sao abertos em M que cobrem todo o conjunto M e as funcodes de
transicao ¢, o qﬁ;l sdo diferenciaveis*® nos conjuntos onde estdo definidas. O conjunto de todas
as cartas {¢,} de uma variedade diferenciavel M é chamado um atlas de M.

A ideia desta definicao € de utilizar a conclusao fundamental do Teorema 34, item (i¢), para
definir uma nocao de estrutura diferenciavel em conjuntos mais gerais do que subconjuntos do
R". Esta € a propriedade que nos permite definir diferenciabilidade de maneira coerente.

Exemplo 100. O espaco R" é uma variedade diferenciavel de dimensao n. Para ver isto, basta
considerar (apenas) uma carta que cobre todo o espago, que € a aplicacao identidade. De maneira
similar, todo espaco vetorial de dimensao n é uma variedade diferenciavel de dimensao n. Além
disso, qualquer subconjunto aberto de um espaco de dimensao n € uma variedade de dimensao
n.

Exemplo 101 (Superficies diferenciaveis). Qualquer superficie diferenciavel é uma variedade di-
ferenciavel de um espaco R", pois, como vimos, as mudancas de parametros sao difeomorfismos.

Exemplo 102 (Espaco projetivo real). Consideramos
P?(R) := {retas em R® que passam pela origem}.

Vamos mostrar que P?(R) possui uma estrutura de variedade diferenciavel de dimensao dois. Note
que este é um exemplo nao trivial, no sentido de ser essencialmente diferente de uma superficie
diferenciavel (ndo é um subconjunto de algum espaco Euclidiano). Observamos ainda, sem de-
monstracdo®®, que P*(R) é uma variedade de dimensao dois que ndo pode ser “visualizada” (mais
precisamente, mergulhada) em R?.

Podemos, no entanto, identificar P?(R) com o espaco quociente

PA(R) = (R*\{0})/ ~

onde ~ é a relagao de equivaléncia que identifica todos os pontos que estao sobre uma mesma
reta em R®:
x~y < x=J\y paraalgum X\ #0.

Agora, consideramos as vizinhancas
Uy :={[z]; 21 #0}, U:={[z]; 22 #0} e Us:={[z]; z3 #0},

que certamente cobrem P?(R). A funcao ¢; : U; — R? é definida por

61 ([21, w2, 73]) 1= (”52 “)

)
1 X1

Analogamente, as outras duas funcgdes ¢, : Uy — R? e ¢3 : U3 — R? sdo definidas por

¢2(@H’$2v$ﬂ)5(xl m3> e ¢3(haax27$ﬂ)3(xl w2>~

zo o z3’ T3

43Nestas notas, como de costume na maioria dos textos de geometria, nossas variedades sio de classe C°; para evitar
a fadiga, nao escrevemos “variedade diferenciavel de classe C°°”.

44A nocao de “espaco topologico” aparece aqui apenas para que se possa fazer referéncia a “conjuntos abertos” U, de
M; nao sao necessarios conhecimentos de topologia para acompanhar o texto.

45Nesta parte das notas e muitas vezes neste contexto, a palavra diferenciavel é um sinénimo de ser “de classe C™".
Fazemos isso nessa se¢ao, a menos que haja mengao contraria explicita.

46No entanto, a ideia da prova é a seguinte: mostra-se que P> (R) é compacta e nao orientavel. Em seguida, se pudesse
ser mergulhada em R3, limitaria uma regiao compacta em R? (este é o contetido do Teorema de Separacdo de Jordan-
Brouwer) cuja fronteira é P?(R). No entanto, toda hiperficie compacta de R® (ou de R") é orientavel, o que gera uma
contradicao.
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A funcao ¢, esta bem definida (e as outras analogamente), pois [z] = [y] implica x = \y para
algum X # 0; logo,
Y2 _AT2 T2 Ys_ AT3_ T3

Y1 B Az x Y1 Ay z

Sao também bijetivas e com inversas iguais a

¢1_1(u,v) =1, u,v], (bQ_l(u,v) =[u,1,0v] e (bgl(u,v) = [u,v,1]

Resta mostrar que as mudancas de parametros sao de classe C*. De fato, se considerarmos, por
exemplo, ¢; € ¢o, temos

G (07 (u,0)) = ¢a([1,u,0]) = (171})

u u
que € de classe C™ em ¢, (U; NUs).

Em uma variedade diferenciavel, é possivel definir diferenciabilidade de funcoes, assim como
o fizemos para superficies diferenciaveis, “olhando para a funcao em coordenadas”, isto &, através
de imagens por cartas. Assim, uma funcédo f : M — R é dita diferenciavel em M quando fo¢_' :
Ao, € R™ — R é diferenciavel, para toda parametrizacao ¢, : U, € M — A,. Isto equivale a dizer
que, quando vista “em coordenadas”, f € uma funcao diferenciavel. A condicao de as funcoes
de transicao serem suaves € fundamental para que este conceito esteja bem definido: de fato, se
duas cartas ¢ e 1) parametrizam a mesma regiao U de M e fo¢ ' € diferenciavel, entao também
f o1 é diferenciavel, pois

fov™ = (foo ) o(poyp™).

De maneira analoga, f é de classe C* ou de classe C* quando f o ¢_' é de classe C* ou de

classe C*°, respectivamente.

22.1 Vetores tangentes e o espaco tangente

Quando a variedade esta “dentro” de um espaco euclidiano, poderiamos definir vetores tangen-
tes assim como se faz para superficies diferenciaveis, a saber, como elementos da imagem do
diferencial de uma parametrizacao qualquer. No caso mais abstrato em que nos encontramos,
€ necessario obter alguma caracterizacao diferente. Por enquanto, sequer sabemos definir o di-
ferencial de uma funcao definida em uma variedade e, na realidade o conceito de diferencial s6
serd possivel uma vez definidos os vetores tangentes.

Intuitivamente, nos espacos do tipo R", campos de vetores podem ser pensados geometri-
camente como um conjunto de setas, uma sobre cada ponto do espaco. Usualmente, campos
vetoriais podem representar um campo de for¢a ou de velocidade de fluidos. Cada um desses ve-
tores ou setas representa a direcao e o sentido que uma particula andaria sob o efeito do campo
vetorial. Ou entdo, cada uma das setas indica como calcular derivadas direcionais de funcoes
escalares. Estas duas maneiras de pensar indicam os caminhos mais comuns de se definir o
espaco tangente a uma variedade diferenciavel.

Inicialmente, vamos pensar de maneira heuristica no caso M = R". Dada uma funcao dife-
renciavel f : R" — R, a derivada direcional de f no ponto z e na direcao de um vetor v € R" pode
ser calculada considerando uma curva a com a(0) = z € o/(0) = v; tem-se

of -
%( z) = 7f ‘ Z 3337 (Za oz; |,

=1

> [ (65)

onde a(t) = (a1(t),a2(t),. .., o, (t)) e, na ultima igualdade, denotamos por
0
: C°(R" R
o] O —
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o funcional linear definido por

9 . of
5| )= @ (66)

Pensando em um vetor tangente como um objeto que “age” em funcoes diferenciaveis, a formula
(65) indica entao que deve ser

onde v; = «}(0) sao as coordenadas de v. Além disso, temos que os funcionais lineares definidos
em (66) sdo candidatos naturais para formar uma base do espacgo vetorial de todos os vetores
tangentes.

As duas ideias que pretendemos explorar estao contidas acima. Uma ideia € pensar que vetores
tangentes sao vetores velocidade de curvas. Outra € escrever v como um funcional linear da forma
v: C°°(M) — R com propriedades do tipo de uma “derivacdo” e pensar em v(f) como a derivada
de f em x e na direcao v.

22.1.1 Vetores tangentes como velocidades de curvas

Um dos pontos de vista é pensar em vetores tangentes a variedades como velocidades de curvas
que passam por z com a “mesma direcdo”. Para isto, identificamos curvas cujos vetores velo-
cidade em cartas coincidem. Mais precisamente, fixado um ponto z € M e dadas duas curvas
diferenciaveis a e  com a(0) = 2 = 5(0), definimos uma relacdo de equivaléncia por*’

a~f = 4 (a(t))’

d
= = aqﬁ(g(t)) ‘f , Ppara alguma carta ¢.

t=0

Fica por conta do leitor a verificagdo de que isto de fato define uma relacdo de equivaléncia no
conjunto das curvas diferenciaveis que passam pelo ponto z em ¢t = 0. Definimos um vetor
tangente a M em z como sendo uma classe de equivaléncia v = [y] para alguma curva diferenciavel
~v com v(0) = z. O conjunto de todos os vetores tangentes a M no ponto z € M é chamado de
espaco tangente a M em z e € denotado por 7, M. Ou seja, tem-se

T, M := {v; v =[7] para alguma curva diferenciavel v tal que v(0) = z}.
Nao parece 6bvio que isto define um espaco linear.

Proposicao 103. Se M é uma variedade diferencidvel de dimensao n, entdo T,M é um espaco
vetorial de dimensao n.

Demonstragao. Dado um ponto x € M e uma carta ¢ que parametriza uma vizinhanca de z em
M, definimos*® d¢(x) : T,M — R" por

d
d = — t ‘ ,
o)) = o (1(0)]
onde v € qualquer representante da classe de equivaléncia v = [y]. Esta aplicacdo esta bem
definida, como pode ser visto diretamente da definicdo da relacao de equivaléncia. Também pela
definicdo da relacdo de equivaléncia, vemos que d¢(z) € injetiva. Para mostrar que é também
sobrejetiva, consideramos w € R" e definimos

= w.

a(t) == ¢ '(¢(z) + tw) de modo que %gb(a(t)) o

47Pela diferenciabilidade das funcées de transicio, a igualdade vale, na realidade, para toda carta que contém as curvas
« e 8. Logo, o espaco tangente € independente da parametrizacao escolhida.

48Neste ponto, d¢(z) é apenas uma notacio para esta funcao que esta sendo definida no inicio da prova da Proposicio
103 e nao deve se deve pensar que estamos “diferenciando” ¢. Por outro lado, a notacao € consistente com o diferencial
de uma funcao que definimos mais adiante.
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A curva a deve ser pensada como um segmento de reta em R" que passa por ¢(z) com velocidade
w que é “levado” do espaco R" para a variedade M através de ¢~ !.

Sendo d¢(x) uma bijecdo, podemos equipar 7, M com a estrutura de espaco vetorial induzida
por d¢(z), o que torna o conjunto 7, M um espaco vetorial de dimensao n e a aplicacdo d¢(z) um
isomorfismo. De maneira mais explicita, as operagdes em T, M sao definidas como

v+ wi= (A6(2) 7 (do(@) (v) + do()(w)) e cvi= (do(2)) " (cdd(@)(v)).
Sendo as fungdes de transicdo difeomorfismos, temos que
(o ¢! ($(x)) : R" — R”

¢ um isomorfismo. Portanto, duas parametrizagées quaisquer de vizinhancas de = geram em 7, M
a mesma estrutura de espaco vetorial. O

E também comum utilizar a notagéao +'(0) = [y], onde v € qualquer representante da classe de
equivaléncia [v]. Assim, continuamos com a férmula usual

46(+(0)) -'(0) = Lo 1)

embora esta seja agora apenas a definicdo da aplicacdo d¢(z) em conjunto com uma notacao
conveniente para os vetores tangentes (que sao classes de equivaléncia).

)
t=0

22.1.2 Vetores tangentes como derivacoes

Um outro ponto de vista, talvez menos geométrico mas bastante conveniente, € olhar para vetores
tangentes como objetos que agem sobre funcdes diferenciaveis da mesma maneira que “tomar
derivadas direcionais”. Em outras palavras, um vetor tangente € visto como o que nos permite
fazer a derivada direcional de fungoes suaves. No6s dizemos que um funcional linear da forma
vy : C*°(M) — R é um vetor tangente a M no ponto z € M quando é uma derivag¢ao em z, isto
é, quando € um funcional linear que satisfaz a regra de Leibniz no ponto z:

v2(fg) = va(f) - 9(2) + f(2) - va(9)-

Esta propriedade € motivada pela regra da diferenciacao de um produto de fung¢oes. Leia-se que
“a derivada de fg na direcdo v € a derivada de f na direcao v vezes g mais o produto de f pela
derivada de g na direcao v”. Ao espaco das derivagdes como acima chamamos de espaco tangente
a M em z e denotamos por T, M (o til sera deixado de lado quando mostrarmos que nossas duas
definicoes sdo equivalentes).

Nesta definicao, ao contrario da anterior, o espaco tangente T,M possui naturalmente uma
estrutura de espaco vetorial pois € um subespaco vetorial do espaco dual C*°(M)* (lembre que
esta estrutura é dada pela soma de funcionais lineares e a multiplicacdo de um funcional linear
por um escalar). No entanto, nao é claro que a dimensao de T, M seja a mesma da variedade M.
Em verdade, nem é claro que 7, M deva ter dimensao finita!

Apesar desta descricao ser um pouco mais abstrata, € a mais util e é a que utilizamos com
mais frequéncia. Na subsecao segunte, mostramos que ambas as descri¢cdes que utilizamos sao
equivalentes e como passar de uma para a outra.

22.1.3 A identificacao entre as duas definicoes dadas

Dado [y] € T, M, associamos uma derivagao v, € T, M pela identidade

v (f) = %f(y(t))’tzo para f € C>(M). (67)

Note como esta definicao indica que, se quisermos pensar em vetores tangentes como velocida-
des de curvas, ainda assim somos “permitidos” calcular derivadas direcionais de funcoes. Mas
precisamos ainda verificar algumas compatibilidades:
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* v, esta bem definido porque independe do elemento da classe [y] escolhido: dados 71,72 € [7]
e uma parametrizacao ¢, a definicao de [7] implica

d

Crmm)|_ =a(ros ) o) o ®)] _ =d(fos )6 Totnm)] _ = < F(a)

t=0 =0

Na primeira (e analogamente na ultima) igualdade, nés escrevemos foy; = (fo¢ o (¢ov1)
e utilizamos a regra da cadeia usual ja que as fungdes em paréntesis estdo definidas em
espacos Euclidianos.

*® v, € linear: dados f,g € C*(M) e a,b € R, temos

vy(af +bg) = Saf +bo)(r0)| _ = T (1) +ba(r)| = avs (1) + bus (o).

A ultima igualdade segue da linearidade da derivada de funcgées reais.
* Vale a regra de Leibniz:

d

u(f9) =4 [f(V(t))g(v(t))H d

= %f(v(t))\ 9((0)) + f(’y(O))ag(ry(t))‘

t=0 t=0

Assim, de fato (67) define um elemento de 7, M.
Proposicao 104. A aplicacdo
®:T,M — T, M
V] — vy

é um isomorfismo de espacos vetoriais.

Demonstragdo. Inicialmente, vamos mostrar que ® é uma aplicacio linear. E evidente que deve-
mos utilizar a estrutura linear de T, M para provar linearidade. Lembre que esta estrutura foi
definida na demonstracao da Proposi¢ao 103. Dados a,b € R e [a], (] € T, M, vamos verificar que

Vala]+b[8] = AV[a] + bV [g).

Em outras palavras, devemos provar que, para toda funcao f € C*°(M), tem-se

d
—o + b&f(ﬂ(t))

< Flaolt) +0830)| _ =a S 5(0(r)

=0 =0

Dada uma parametrizacao ¢ : U C M — R" em torno do ponto x € M, calculamos (observe como
¢é utilizada, nas trés igualdades centrais, a estrutura linear de T, M a partir da definicao de d¢(z),
como deveria ser)

< Flaa) +55(0)]_ = d(fo67)(0(a)) Folaalt) +050)|
=d(f o ¢™")(é(2)) dg(x) (ala] + b[A])
= ad(fo67)(6(x) - (d6(x) - [o]) +bd(f 0 67) (6(a)) - (d0(a) - [3]
= ad(F o9 (6(x) Soat)| _ +bd(fos )0l TolBW0)]
d d
ol fa®)| _ +psf0)|

Em seguida, mostramos que ® € injetiva: dados v, w € T, M satisfazendo ®(v) = ®(w), escolhe-
mos representantes « e 8 de v e w, respectivamente. Devemos ter

:%f(ﬁ(t))’ . paratoda fe€ C®(M).

d
&f(a(t))

t=0
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Dada uma parametrizacdo ¢ : U ¢ M —; R", vamos considerar f = ¢/ : U — R, onde ¢/ := 77 0 ¢
é a projecdo na j-ésima coordenada de ¢. Olhando coordenada a coordenada, temos*®

Lo _ = S(om0)

Desta forma, a ~ 8 e logo v = [o] =[] = w.

Finalmente, mostramos a sobrejetividade de ®. Devemos mostrar que, dada uma derivacao
qualquer v € T, M, podemos encontrar uma curva v tal que v = vy como em (67). Seja ¢ : U — R"
uma carta em uma vizinhanca de 2 = ¢~ !(z¢) e seja ¢' := 7m0 : U — R a i-ésima coordenada de
¢. Definimos

t=0

a=v(¢)eR e a=(a",d*...,a") €R"
Para t suficientemente pequeno, esta bem definida a curva
v(t) == ¢~ (zo +ta) €U C M.

Desta forma, pela regra da cadeia usual do espaco Euclidiano e pela definicdo do vetor a, temos

—a(ro 6™ (6@) - (007)'0) = 3 220 (5(0)) wie).

i=1

0 ()= SIO0)]

t=0

A ultima igualdade é como se calcula a derivada direcional de fun¢des de R"™. Por outro lado, o
Teorema Fundamental do Célculo aplicado para a funcdo fo ¢~ ' : ¢(U) C R* — R implica que
(observe que ¢(U) € um aberto de R" e estamos aplicando o teorema usual da analise na reta)

(Fo6™)w) = (oo an) = [ o) o + iy — o)) i
T

- (yf—xz‘))/o A0 (2 4ty — o))

M:

(' — =) 9i(v),

-
Il

onde, conforme indicado, definimos

9i(y) 1:/0 mf;igfl)(fﬂ + t(y — o)) dt.
Escrevendo w = ¢~ !(y) € M, obtemos
fw) = 1) = 3 (#(w) — 6(2) (g1 0 9) ).

Aplicando v em ambos os lados, utilizando que v é linear e a regra de Leibniz, obtemos®°

o(f) = Z (0" = ¢'(2)) (gi © 0)(2) + (9" () = ¢'(2)) v(g: © ¢)
=S atauteo) = 3 220 (o)) (o).
i=1 i=1
Portanto, v(f) = v,(f), como queriamos demonstrar. O

49Estritamente falando, deveriamos ter uma funcio ¢ definida em M e nao apenas em um subconjunto U C M. Este
detalhe técnico esta relacionado com a existécia de fungdes de corte e, consequentemente, com restricoes topoldgicas que
devem ser impostas sobre M.

59Deveriamos, mais precisamente, observar que v depende apenas dos valores de f em uma vizinhanca do ponto z.
Isto, novamente, depende da existéncia de fun¢des de corte. Mais elementar é a segunda propriedade que utilizamos: se
f = ¢ € uma funcao constante, entdo v(c) = 0. De fato, a regra de Leibniz implica que

v(l)=v(1-1)=1-v(1)+v(1)-1=2-v(1) = v(1)=0 = v(c) =c-v(l)=0.
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22.1.4 Em coordenadas

Em seguida, vamos escrever vetores tangentes em coordenadas locais, o que € importante tanto
para obter bases locais para espacos tangentes como para fazer contas localmente. Levando em
consideracgao a identificacao da subsecao anterior, temos que, dado v € T, M, existe uma curva
v :I — M com v(0) = z e tal que v = v,. Podemos escrever

of =) = SIG0)

Consideramos uma carta ¢ : U — R" em uma vizinhanca U C M de z. Temos

t=0

0 = S(fos osom) ]| _ =a(reo ) (6@) - S (607)()

t=0 t=0

Escrevendo as variaveis de R" com superscritos®!, um ponto pertencente a U C M pode ser escrito
da forma ¢~ '(z*,2?,...,2™) e a curva vy na carta ¢ como

¢(7(t)) = (xl(t)>x2(t)7 e 7xn(t))'
Logo,

o) =30 W0 2L 0T (4.

i=1

Esta formula esta rigorosamente justificada; comparar com a férmula heuristica (65). Na verdade,
é possivel “chegar mais perto de (65)” definindo

0
oxt|,

o0 b1
(f) = %(W)), (68)

T

:C°(M R ,
C*(M) — por -

que define uma derivacao linear, ou seja, um elemento de 7, M. Pelas contas acima, temos

=20 55| =3 '3

Acima, definimos v = (z*)’(0). Denotamos ainda

€T

of _0(foo™t) of foo!)
g T w00 O @i T g (0W)
para escrever a formula acima como
vf = Z axl ) (69)

que é exatamente a formula (65), mas em sua versao para a variedade M. Pelo visto na secao
anterior, toda derivacao linear é dessa forma, o que mostra que os elementos definidos em (68)
formam uma base de 7, M para cada ponto z da vizinhanca coordenada U: sdo linearmente
independentes (por analise dimensional) e

Na definicao (68), descrevemos uma base para o espaco tangente “mais pensado” como um
espaco de derivacoes. Uma analise da prova da Proposicao 104 nos permite descrever uma base
de T, M em termos de classes de equivaléncias de curvas:

0
oxt|,

9
T Ox2

0

,...77,’74
. ox

0
TM—Span{a T

= [l

51Essa convencgao € conveniente para utilizacao da notagao de Einstein, que explicamos em outra secao.
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onde v; : (—0,5) — M é a curva dada em coordenadas por

qﬁ(’yi(t)) = ¢(x) + te;.

Explicitamente, escolhemos § > 0 pequeno o suficiente para que ¢(x) + te; € ¢(U) sempre que
|t| < ¢ e definimos

~i(t) == ot (QS(:E) + tei).

Concluimos que uma base para o espaco tangente formado por classes de equivaléncias de curvas
é dada da seguinte maneira: consideramos segmentos em R" que passam por ¢(z) com veloci-
dades dadas pela base candnica de R" e depois “levamos” estes segmentos para cima de M pela
aplicacdo ¢ !.

22.2 Exemplos

Muitos dos exemplos que temos em mente sao superficies diferenciaveis em um espaco Euclidiano.
E por isso é importante saber como identificar nossa nocao abstrata de espaco tangente com a
nocao usual. Nessa secao vamos mostrar alguns exemplos de espacos tangentes nesse sentido.

Dada uma superficie diferenciavel S ¢ R™ de dimenséo n, para cada ponto x € S, temos uma
vizinhanca U ¢ R™ de = e uma parametrizacao®? ¢~!: A — U N S tal que

d(¢7")(y) : R" — R™

é injetiva para todo y € A = ¢(U). No nosso curso, assim como em cursos de geometria diferencial
ou de analise vetorial, o espago tangente a S no ponto = é definido como a imagem de d(¢*)(¢(x))
e assim, por definicao, temos um isomorfismo

d(¢7)(9(2)) : R" — T8

Este isomorfismo € justamente o inverso do que foi definido na demonstracao da Proposicao 103.
Portanto, o espaco tangente que definimos na se¢ao anterior, no caso de superficies diferenciaveis
de um espaco Euclidiano, é isomorfo ao que ja estavamos acostumados.

Exemplo 105. Considere M = S? C R? a esfera unitaria de R®. Levando em consideracido o que
discutimos acima, podemos considerar, como de costume,

T$82:{UER3; x-v:O}.

Exemplo 106. Para o espaco R", escolhendo por carta a aplicacao identidade, temos

d(Id)(z) - v := %(x + tv)‘ para v e T,R".
¢

Acima, escolhemos a curva v(t) = z + tv que satisfaz o requisitos v(0) = =z € v € v. N6s podemos
identificar naturalmente “todos os espacos tangentes” ao fazer “translagdes para a origem”. Para
x fixado, a translacao

T(y)=y+z

serve para identificar os espacos tangentes. Assim, podemos escrever todos os espacos tangentes
através de curvas que passam pela origem. Deste modo,

T,R" ~ T,R" = R™.

Exemplos de outros espacos com esta propriedade, de os espacos tangentes se identificarem com
o espaco tangente na origem, incluem todos os chamados Grupos de Lie.

52Utilizamos a inversa para que nossa notacéao fique coerente com a definicao de variedade diferenciavel que utilizamos,
onde parametrizacoes vao da superficie para um aberto do espaco Euclidiano R™.
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22.3 Diferencial

Definimos o conceito de diferenciabilidade de uma funcéo real f : M — R na primeira secao
deste capitulo. No entanto, para falar na derivada ou no diferencial de f, € necessario o conceito
de espaco tangente.

Em termos de classes de equivaléncias de curvas, definimos a aplicacao

df(z): T.M — R

d
o] S|
que é chamada de a derivada ou o diferencial de f em z. E facil ver, como ja fizemos, que isto
esta bem definido independentemente do representante « € [«] escolhido.
A derivada df(z) : T,M — R também pode ser descrita em termos de derivacdes: para a
derivacao v € T, M, escrevemos

df(z) -v:=wvf.

Por esta identidade, estamos definido o diferencial como a “derivada direcional” de f na “direcao”
v. Pela identificacdo apresentada da secao anterior, deve ser claro que estas duas descricoes estao
coerentes.

O diferencial de uma fung¢ao f é uma transformacao linear definida em 7, M, isto é, um ele-
mento do espaco dual ao espaco tangente:

df(x) € (T,M)*.

Também é comum a notacao 7, M para este dual e dizer que df(x) é um vetor cotangente ou um
covetor. Mais ainda, df € um caso particular de 1-forma definida em M. Mais precisamente, uma
1-forma em M pode ser definida como

w:M—T"M com w(x)eT,M, VzecM.

23 Particoes da Unidade

Uma ferramenta importantissima na passagem do “local para o global” em analise geométrica é
uma particao (diferenciavel) da unidade. Seja M uma variedade diferenciavel. Dada uma cole-
cao®® X = {Uo‘}a . 4 de abertos de M, uma particao da unidade subordinada a X' € uma familia
de funcgoes diferenciaveis {f,} C C°°(M) com as seguintes propriedades:

(1) Tem-se 0 < f,(z) <1 para todo x € M e para todo indice «;

(¢4) No complementar de U,, temos f, = 0. Uma outra maneira de dizer isto é o seguinte:
definimos o suporte de f, como sendo o conjunto (fechado)

supp fo := {x € M; fa(z) # 0}.
Assim, este item (i7) pode ser reescrito como supp f, C Uy,;

(i4i) Para cada ponto x € M, existe um aberto de M contendo = onde apenas um numero finito de
funcées f, € nao nulo. Outra maneira de enuciar a mesma propriedade é: dado um ponto
r € M, existe um aberto de M que contém x e que interseciona apenas um numero finito
de conjuntos da familia {supp fa}. Quando esta propriedade (ii7) vale, nés dizemos que a
familia { supp f,} € uma familia localmente finita.

53Aqui, A simplesmente denota um conjunto de indices qualquer.
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(iv) Para todo z € M, temos

Y fale)=1. (70)

O item (i7¢) é importante para que a soma que aparece neste item (iv) € sempre uma soma
Jinita, nao sendo necessarias preocupacoes com convergéncia. Este € o item que motiva o
nome “particdo da unidade”, pois escrevemos o nimero um como soma finita de elementos
da forma f,(x).

A importancia de particoes da unidade pode ser entendida (intuitivamente) como segue. Se
¢ : M — R é uma funcao diferenciavel em M, a partir de (70), podemos (obviamente!) escrever

p(a) = fal@)pla),

ou ainda,

o= fap. (71)

As funcdes f,p sao definidas em M, mas apenas tem valores nao nulos em U,. Assim, o estudo
local (em cada U,) de ¢ deve implicar em um estudo global de ¢ por conta da identidade (71). O
nosso interesse, particularmente, € o de ser possivel definir localmente a integracao de formas
diferenciais em variedades a partir de um conjunto de cartas. Com uma particao da unidade em
maos, € possivel estender este conceito e definir a integral de uma forma diferencial globalmente
em M.

Passamos a provar a existéncia de particoes da unidade.

Teorema 107. Seja M um variedade diferenciavel e X = {U,}aca uma cobertura aberta de M.
Entao existe uma particao diferenciavel da unidade subordinada a X .

A prova do teorema que apresentamos segue as linhas de [9, 11]. Iniciamos mostrando a
existéncia de funcoes “de corte”.

Exercicio 51. A func¢ao g : R — R dada por

(2) e VT sex>0
€Tr) =
9 0, sex <0

é suave, isto é, g € C*°(R). O grafico da func¢ao g € como abaixo.

Agora, dados dois numeros reais satisfazendo 0 < a < b, definimos h: R — R por

o g(b—x)
o) = ) v gl —a)
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de modo que h € de classe C*° e tem-se

lsex<a
hz)=¢€(0,1)sea<z<b
Osexz>b

Desta maneira, podemos ainda construir uma funcéao H € C*(R"; R) satisfazendo
H=1em B,(0), 0< H<1lem By(0)\ B,(0), e H=0emR"\ By(0).

De fato, basta definir radialmente H(z) := h(|z|).

A ideia da construcao de uma particao da unidade para M € de considerar vizinhancas coorde-

nadas convenientes de M que formam uma familia localmente finita e depois construir fungoes,
definidas em M, analogas a funcao H.

Prova do Teorema 107. N6s consideramos inicialmente o caso em que a variedade M pode ser
coberta por apenas uma vizinhanca coordenada ¢ : M — R". Este caso € mais elementar por M

ser homeomorfa a R" e, consequentemente, ser a “estrutura de conjuntos abertos” (topologia) de
M equivalente a de R™. No6s definimos

B:= | B,(2): B,(z) C R™ é uma bola aberta com raio r € Q cujo centro z possui
17 coordenadas racionais e tal que B,/ (z) C ¢(M) para algum ' > r
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Desta maneira, B € um conjunto enumeravel de vizinhancas abertas em R” que satisfaz a seguinte
propriedade (cuja demonstracido segue da densidade dos pontos de coordenadas racional e é
deixada como exercicio): dado um conjunto aberto A C ¢(M) e y € A, existe uma bola B € B tal
que y € B C A. Em linguagem topolégica, diz-se que B é uma base para os abertos de ¢(M), no
sentido que todo aberto de ¢(M) pode ser escrito como unido de abertos de 5. A nossa base B tem
propriedades adicionais: € um conjunto enumeravel de bolas cujo fecho (que é compacto) esta
inteiramente contido no aberto ¢(M).

Como ¢ € um homeomorfismo (e, em particular, continua), temos que imagens inversas de
abertos sao abertos. Logo,

B:={¢ '(B); BeB}

€ uma base enumeravel de abertos para M, isto €, dados um aberto A C M e um ponto p € A,
existe U € B tal que y € U C A. Os elementos ¢ *(B) € B sdo chamados de bolas coordenadas
de M, ja que sdo pré-imagens pela carta ¢ de uma bola usual do R". Além disso, pelas nossas
definicoes, estas bolas coordenadas sao abertos com fecho compacto em M.

Em seguida, afirmamos que, dada uma cobertura aberta X = {U, }.ca da variedade M, existe
uma subcobertura enumeravel e localmente finita que consiste de elementos de B. De fato, seja
{K;}}> uma exaustao de M por compactos, isto €, uma colecdo de compactos K; C M tais que®

+oo
K;citK;ncM e M=|JK.
=1

Dai definimos “anéis” compactos V; := K1 \ int K; e “anéis” abertos W, := int K;;o \ K;_1 €
notamos que V; C W;. Para cada = € Vj, existe U,(,) € X tal que z € U,(,). Logo, existe B, € B
tal que xz € B, C W; NUy(y), pois W; NU,,) € aberto e B € uma base de abertos de M. Como V; €
compacto, a cobertura
V; C U B,
z€Vj

admite uma subcobertura finita. A unido, para todo j € N, destas coberturas finitas nos da uma
subcobertura enumeravel de & que consiste de elementos de 8. Além disso, como V; C W; e
W; N Wy, # (0 somente quando k € {j —2,j —1,5,j+ 1,7 + 2}, segue que a subcobertura construida
também €, como afirmado, localmente finita.

Denotamos por {B;} C B a subcobertura de X obtida acima. Pelas nossas defini¢ées, podemos
escrever B; = ¢~ !(B,,(z;)), para algum r; > 0. Além disso, para algum 7, > r;, conforme definicao
de B, denotamos Bj = ¢~ ' (B,(z;)). Temos

filx) = Hi(¢(z)), sex€ B,
(T 0, sex € M~ B;

onde H; € C*°(R";R) é uma funcao satisfazendo

H;=1em B,,(0), 0<H;<lem B.(0)\B,(0), e H;=0emR"\ B, (0).

54A existéncia de uma exaustio por compactos nao é tao imediata e requer atencio. Se M é uma variedade diferenciavel
de Hausdorff e com base enumeravel, € possivel mostrar que existe tal exaustdao. No6s nao entraremos em detalhes
topolégicos neste texto. No entanto, a construgao segue as seguintes linhas: enumera-se a base de abertos (cujos fechos
sdo compactos) por {Bi};;"f. Definimos K; = Bj e, para argumentar por inducdo, assumimos definidos K1, Ko, ..., K}
tais que B; C K; paratodoi € {1,2,...,k} e K; C int K41 para todo j € {1,2,...,k — 1}. Em seguida, definimos

Kiy1=B1UByU---UBpn,,
onde my > k + 1 é tomado grande o suficiente de modo a termos

Kp Cint K41 € Bpy1 C Kigr.
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Em particular, temos supp f; = B;.
Agora, considere a funcao f: M — R definida por

+00
f&) =3 fila).

cuja soma € sempre de um numero finito de termos, ja que {B;} C B € uma subcobertura local-
mente finita de X. Alem disso, f(x) > 0 para todo x € M, ja que todo ponto de M esta em alguma
bola coordenada B;. Logo, definindo g : M — R por

+oo
g(x) = 7))’ temos 0<g; <1 e Zgl(x) =1.
i=1

Resta mostrar ainda que € possivel reindexar nossas funcoes de modo a manter os mesmos
indices o € A da cobertura original. Note que, sendo uma subcobertura, podemos escolher, para
cada i, algum indice a(i) € A tal que B; C Ug(;). Assim, fixado a € A, definimos f, : M — R por

i a(i)=a

Temos

“+o0 +oo
suppfo= |J Bi= |J BiCUs e D fal@)=) gilx)=1
=1 =1

i a(i)=a i a(i)=a

Isto prova a existéncia de uma particao da unidade subordinada a X no caso de uma variedade
que pode ser coberta por apenas uma carta.

No caso geral, n6és podemos considerar uma familia de vizinhang¢as coordenadas que cobrem
toda a variedade M. Cada vizinhanca coordenada €, por si s6, uma variedade diferenciavel coberta
por apenas uma parametrizacdo e possui, como anteriormente, uma base formada por bolas
coordenadas. A reuniao de todas estas bases obtidas desta maneira resulta em uma base B para
os conjuntos abertos de M. Como anteriormente, podemos extrair uma subcobertura enumeravel
e localmente finita de X formada por elementos de 8. Deve-se tomar o cuidado que agora cada
bola coordenada B; € uma vizinhanca parametrizada por uma carta ¢;. A menos de escrever
estes novos indices, ou seja, a menos de escrever ¢; no lugar de ¢, o restante da prova segue
verbatim. O

24 Integrais de Superficie

Nesta secao, nos introduzimos o importante conceito de integral de supericie. Como ja mencio-
nado anteriormente, no nosso curso, a ideia € entender formas diferenciais como objetos que sao
mais naturais dentro de um simbolo de integral. Ou ainda, formas diferenciais sdo “integran-
dos naturais”. A notacao de integral, desde os cursos iniciais de calculo, vem acompanhada do
simbolo dz e neste curso noés revisitamos este conceito para significar um “covetor”, isto é, um
funcional linear. Isto permitiu que expressoes classicas do calculo como

u=f(r) = du= f'(z)dz

ficassem rigorosamente justificadas, mas é questionario se esta ndo seria apenas uma maneira
artificial de se justificar a notacao classica. Deixamos esta discussao mais filoséfica um pouco de
lado, espero que felizes com a beleza da unificacdo que a abordagem de formas diferenciais traz
ao assunto. Além disso, o formalismo abriu caminhos para muitos avancos e € hoje indispensavel
para muito além de “enuciar diversos teoremas do calculo vetorial classico em um tnico”. Noés
comentamos sobre algumas dessas direcdes para futuras diferecdes de estudo ao finl do texto.
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Passemos as definicées. Devemos manter em mente que formas diferenciais de grau n serao
os objetos em que vamos definir integrais em variedades n-dimensionais. As superficies diferen-
ciaveis em R sdo os exemplos mais importantes para fixar as ideias.

Seja M uma variedade diferenciavel. Uma forma diferencial de grau p é uma aplicacdo que
associa a cada x € M uma forma exterior de grau p em (7, M)*, isto €

w:x e Mr— w(zr) e AP(T,M)".

Equivalentemente, utilizando a identificacdo entre formas exteriores e formas multilineares alter-
nadas, podemos escrever que uma forma diferencial de grau p em M € uma aplicacdo do tipo

w:x € Mr— w(x) e Ay(TyM).

Para entender melhor este objeto, que esta definido globalmente na variedade M, é instrutivo
escrevé-lo em coordenadas locais. Seja ¢ : U ¢ M — ¢(U) C R"™ uma parametrizacdao de M
tal que x € U. A parametrizacao ¢ determina uma base para os espacos tangentes a pontos
pertencentes a U C M. Mais explicitamente, ver Subsecao 22.1.4,

9
ozt

€ uma base de 7, M, cuja base dual associada € denotada por

0

17 8I2

0

937.'.’7(91‘71

}CTIM

{dx1|£,dx2|x, . ,dx"|x} CTEM,
isto é, os funcionais lineares dz'|, : T,M — R satisfazem

9
OxJ

i 1, sei=yj;
c 7 0, sei#j.

Com o intuito de “descarregar a notacao”, o ponto z € frequentemente omitido e o ponto do espaco
tangente (ou cotangente) considerado deve ser entendido pelo contexto. No6s observamos que,
exceto pelo fato de que as bases sao locais em M (todas as expressdes acima dependem de ¢ e de
U), os funcionais e a notacédo foram determinados de tal maneira que trabalhar com os objetos
em M fique muito semelhante com o que ja faziamos em espacos Euclidianos do tipo R™.

Com a notagao acima, w(z) € APT; M pode ser escrita como

dz?|, -

w(z) = Z Qiyiy...i, () da' |, Adz™2 [, A--- Ada'?|, = Zaj(z) d:vl|gg7
I

1<) <ig<-+<ip<n

onde a soma ¢ tomada, como em secdes anteriores, sobre particoes “crescentes” I = {1 < i3 < iy <
.-+ < i, <n} em conjunto com a notacao

ar(z) == aiyiy.q,(x) € da’:=da" Ada™ A Ada'r

Comparar estas expressoes com a representacao (59) de uma p-forma em R”. A diferenca é que, em
uma variedade diferenciavel, as bases variam diferenciavelmente com x € U por conta da carta,
enquanto que, em um espaco Euclidiano, todos os espacos tangentes podem ser identificados
canonicamente.

Observacao 108. Observamos que o contradominio de w nao esta explicitado na defini¢do. Para
escrever um contradominio rigorosamente, devemos recorrer a um fibrado de formas exteriores
do tipo
NT*M = | ] NPTy M.
zeM
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Podemos ainda definir 7 : APT*M — M como segue: se n € APT; M, definimos 7(n) = . Com esta
aplicacao, denominada projecao, APT*M possui uma estrutura de fibrado vetorial®® e uma forma
diferencial de ordem p em M pode ser descrita como uma aplicacao

w:M— NPT*M talque wow=1Idy,.

Diz-se também que as formas diferenciais de grau p sdo as “sec¢des do fibrado” APT* M.

24.1 Motivacao e definicoes iniciais de integral

Seja w uma forma diferencial de grau n em R" e observe que o grau da forma ¢ igual a dimensao do
espaco Euclidiano. Como a dimensao do espaco vetorial A"(R™)* é igual a um, podemos escrever,
para todo z € R",

w(z) = f(z)da' Ada? A--- Ada™

Assumindo que o conjunto
Suppw := {x eR™; w(z) # 0},

denominado suporte de w, é compacto e que w é uma forma diferencial continua, segue que f
possui suporte compacto, é continua e, em particular, € integravel. Nés definimos a integral de w
em R" (na realidade, a integral se da em um conjunto limitado, o suporte de w, como permitido
na secao de integracao de Riemann) pela formula

[ e /R f(@)dz,

onde R € um retangulo que contém supp w = supp f.
Enfatizamos a esséncia tautoldgica desta definicdo: ao denotar

r= (242 .. ., 2") e dr=dz'da?®---da",

nossa definicao se reescreve como
flx)dz* Ada? A--- Ada™ = f(z)detda? - - - da"™,
R" R"

onde o lado direito denota a integral de Riemann que estudamos anteriormente.

Observacao 109. Para que esta definicdo nao gere contradicdes, noés devemos fixar uma ori-
entacao (utilizamos a orientacao em que a base candnica é positiva) para R"”. Caso contrario,
poderiamos mudar o sinal do lado esquerdo sem mudar o sinal do lado direito; por exemplo, uti-
lizando que dz' A dz? = —dz? A dz'. Dessa maneira, caso a forma esteja representada em uma
base negativa de R", nds devemos trocar o sinal na definicao.

Em seguida, consideramos um difeomorfismo g : U — V, onde suppw C V = ¢g(U). O pullback
de w pelo difeomorfismo g € a forma ¢g* cujo suporte supp g*w esta contido em U. Pelo Exercicio
49, temos que

(g*w)(z) = det ¢'(x) dz' Adz* A--- Ada™.

Caso o difeomorfismo ¢ preserve orientacido, o determinante acima € positivo e a formula de
mudanca de variaveis do Teorema 79 afirma que

/ w:/g*w. (72)
g(U) U

Caso g inverta orientacao, temos que det ¢'(z) = —|det ¢’(x)|, mas o sinal na defini¢cao de integral
de w em ¢g(U) também deve ser invertido, de modo que a formula de mudanca de variaveis nos da
a mesma expressao (72) neste caso também.

550 que, exatamente, isto significa nao €¢ importante para o nosso texto.
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Motivados por este fato e pensando numa carta de uma variedade diferenciavel M como “uma
mudanca de variaveis”, a ideia é utilizar a férmula (72) para definir integracao de n-formas em
variedades n-dimensionais. Entretanto, a dificuldade é que pode nao existir uma carta global
para a variedade M e o processo de “colar” vizinhang¢as coordenadas adjacentes € nao trivial.

Se considerarmos inicialmente uma n-forma w, continua e de suporte compacto, definida em
uma variedade diferenciavel orientavel de dimensao n que possa ser coberta por apenas uma
parametrizacao (global) ¢ : M — ¢(M) C R", é possivel definir integracdo conforme motivamos

acima. Definimos
/ w::/ (oY) w. (73)
M S(M)

Temos que verificar que esta definicao € independente da parametrizacao escolhida. Para isto,
seja ¢ : M — (M) C R" uma parametrizacido que define a mesma orientacao para M, isto &, tal
que o difeomorfismo ¢ o ¢~ : ¢(M) — (M) satisfaz

det(vp o) (y) >0 para todo y € ¢p(M).

Temos®®

- / (od ) () w
o(M)

- / () w,
P (M)

onde a ultima identidade é a formula de mudanca de variaveis usual nesta nova notacao, conforme
no inicio desta subsecado acima. Segue que a definicdo, como deveria, independe da parametri-
zacao escolhida.

A definicao dada até agora € importante e funciona em varios casos interessantes:

* Superficies parametrizadas, que por definigcdo sdo cobertas por apenas uma carta;
* Formas diferenciais cujo suporte esta contido em uma vizinhanc¢a parametrizada de M;

¢ Para uma superficie diferenciavel M C R™, quando uma carta parametriza um subconjunto
de M de “medida total”, também podemos utilizar esta definicio. Mais precisamente, a
integral pode ser calculada com uma carta sé se ¢ : U C M — ¢(U) C R" é tal que M ~\ U
possui medida nula®” em M.

24.2 Definicao definitiva via particoes da unidade

Seja M uma variedade diferenciavel orientavel (e orientada) M de dimensédo n e w € Q" (M) uma
n-forma. Seja {U;} uma cobertura enumeravel de M por vizinhancas coordenadas®®

M= U U; com cartas oi : Uy — ¢(U;) CR™.
ieN

56Da segunda para a terceira linha, usamos que (f o g)* = g* o f*, cuja verificacéo fica de exercicio.

57 Aqui, o conceito de medida nula em M esta sendo tomado de uma maneira informal e heuristica. Deve ser pensado
como medida nula “do ponto de vista da superficie”. Por exemplo, na esfera S C R?, as coordenadas esféricas apenas
deixam de cobrir um semicirculo de um circulo maximo. Isto ¢ uma curva unidimensional dentro de S?> que, do ponto
de vista bidimensional da esfera, deve possuir medida nula. Nao nos esforcaremos em formalizar esta ideia que exigiria
algum esforco. Para estimular a curiosidade, dizemos que deve ser H2(M ~ U) = 0, onde H? é a medida de Hausdorff
bidimensional em R3.

58Esta cobertura existe pelas restricoes topologicas que usualmente sio impostas em M, a saber, existéncia de base
enumeravel para a topologia. Esta hipotese também € conhecida como o segundo axioma de enumerabilidade. Isto ja foi
utilizado para provar existéncia de parti¢coes da unidade.
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Pelo Teorema 107, existe uma particio da unidade subordinada a cobertura {U;}, de modo que
+oo
fi: M —[0,1] satisfaz suppf; CU; e Zfz(x) =1.
i=1

Segue que a forma f;w € Q"(M) definida por
(fiw)(@) == fi(w)w(x)

possui suporte compacto contido em supp f; C U; e seus valores, portanto, somente sao nao nulos
na vizinhanca coordenada U;. Além disso,

+o0

S () (@) = 1.

i=1

No6s definimos . .
= fiw = / o ) (fi (74)
/Mw ;/M v ; ¢(Ui)( )" (fie)

e observamos que a soma do lado direito é sempre finita (e nao uma série). Observamos ainda que
as integrais do lado direito independem das parametrizacdes escolhidas, mas devemos verificar
que nosso conceito também € independente da particao da unidade considerada.

Lema 110. A definicdo em (74) é independente da particdo da unidade escolhida.

Demonstragdo. Fixada uma cobertura por vizinhngas coordenadas, consideramos {f;} e {g;} par-
ticoes da unidade subordinadas. Assim,

+oo +oo +oo
;Affiwzggj;A{fiw
“+o00 400
-3 [ wite

j=11i=1
+oo

+oo
=Y i) [ e
i=1 j=1"M
“+oo

Observamos que a familia {supp f;g;}: jen continua sendo localmente finita, ja o produto f;g; se
anula fora da intersecdo dos suportes de cada uma das func¢des. Logo, as somas em i,; sao,
na realidade, finitas e nao ha problemas ao comutar os somatérios acima. Provamos assim que
nossa definicdo nao depende da particao da unidade escolhida. O

25 Variedades com bordo

Até o momento, consideramos superficies e variedades diferenciaveis sem bordo®®. Os exemplos
que temos em mente, sem bordo, sdo (abertos de) espacos Euclidianos, superficies esféricas,
toros, faixas de Mébius (sem circulo do bordo), etc. Nesta se¢do, introduzimos o conceito de

590 uso da palavra bordo € intuitivo e, neste contexto, muitas vezes se confunde com fronteira. No entanto, a fronteira
topolégica de uma superficie de R™ nem sempre coincide com o seu bordo. Por exemplo, um disco aberto em R? é uma
superficie sem bordo, isto é, seu bordo é o conjunto vazio; no entanto, sua fronteira topolégica (em R?) é um circulo.
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variedade com bordo que inclui conjuntos como bolas fechadas em R", toros soélidos, além de
todos os exemplos de variedades “sem bordo”.

Aidéia da definicao é a seguinte: uma variedade com bordo é um conjunto (mais precisamente,
um espaco topoldgico) M tal que cada = € M possui uma vizinhanca U que é homeomorfa ou a
uma vizinhanc¢a aberta de R" ou a uma vizinhanca aberta do semi-espaco

H" := {(a:17x27...,x”) eR™; 2™ > 0}

e, além disso, as mudancas de parametros sao difeomorfismos. Intuitivamente, pontos de uma
vizinhanga coordenada (¢,U) sao pontos interiores de M quando a n-ésima componente de ¢(x)
¢é positiva e sao pontos do bordo de M quando a n-ésima componente € zero. Um detalhe sutil
que deve ser averiguado € que, a priori, poderia acontecer de um ponto x € M estar ao mesmo
tempo na imagem de duas cartas e numa delas ter sua ultima componente nula, enquanto na
outra positiva. Além disso, outros pontos desta “definicdo” ainda precisam ser esclarecidos “mais
urgentemente”, como, por exemplo, a diferenciabilidade das func¢ées de mudanca de parametros,
definidas em abertos de H" que podem ser fechados de R". Lembre que (no sentido usual) apenas
sabemos diferenciar funcdes em abertos de espacos Euclidianos.

Dado um subconjunto A C H", aberto em H", e uma funcédo f : A — B C R, no6s dizemos
que f é diferenciavel em A quando existem vizinhancas (em R") abertas U CR" e V C R™ de A
e de B, respectivamente, e uma funcao diferenciavel (no sentido usual) f: U — V tal que

f(z) = f(x) paratodo =€ A.

Em outras palavras, uma funcao definida em um aberto de H" ¢ uma funcao que possui uma
extensao diferenciavel a um aberto de R". De maneira analoga, definimos funcoes de classe
C*, difeomorfismos, etc, em abertos de H". Para pontos z € AN intH", esta nova nocio de
diferenciabilidade em x coincide com a usual. No entanto, a nova definigcdo se aplica também
para pontos z € AN JH".

Embora a nocao de diferenciabilidade acima se aplique verbatim a subconjuntos arbitrarios
de R", a nocao de derivada f'(z), para z € A, pode nao estar definida, no sentido de extensoes
diferentes possuirem derivadas distintas. No entanto, verificamos que, para o caso especial de
abertos de H", a no¢ao de derivada esta bem definida.

Proposicao 111. Sejam A C H" um aberto emH" e f : A — R™ uma fungdo diferencidvel em A.
Entao, dado x € A, toda extensao diferenciavel de f possui a mesma derivada em .

Demonstracao. Seja f uma extensdo diferenciavel de f. Se = € int AN H", entdo f € diferenciavel
no sentido usual e nao ha o que provar. Suponhamos entao que z € AN JH", isto €, que 2™ = 0.
Sendo f diferenciavel (no sentido usual), € possivel tomar limites, na definicao de derivada, por
qualquer direcao possivel. Se v € R" € tal que v" > 0, entdo x + tv € H" para todo ¢t > 0. Logo,
sendo f uma extensao de f, tem-se

df(z) v = t£?+ flz+tv) = t£%1+ f(z +tv).
Esta ultima expressdo mostra que df(z) - v € independente dos valores da extensdo, pois depende
apenas dos valores de f em z + tv com ¢t > 0. Analogamente, se v" < 0, basta considerarmos o
limite quando ¢ — 0™, pois neste caso tem-se x + tv € H" para ¢t < 0. Portanto, qualquer que seja
v € R", a derivada de f em z, para qualquer extensao f, depende apenas dos valores de f em
A C H" como acima. ]

Podemos agora introduzir o conceito rigorosamente.

Uma variedade com bordo de dimensao n € um espaco topolégico M junto com um conjunto
de homeomorfismos, chamados cartas, mapas ou parametrizacoes, ¢, : U, — ¢,(U,) C H", onde
os dominios U, C M sao abertos em M que cobrem todo o conjunto M e as fung¢des de transicao
o © ¢gl sao diferenciaveis nos conjuntos onde estao definidas. O conjunto de todas as cartas
{¢a} de uma variedade com bordo M é chamado um atlas de M.
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Note como a diferenca desta definicdo para a de variedade diferenciavel (sem bordo) é apenas
que as parametrizacoes sao dadas no semi-espaco H" e que a diferenciabilidade das mudancas
de parametro devem ser dadas de acordo com a definicao discutida no inicio desta secao.

Passamos a discutir a nocao de bordo M de M. Heuristicamente, temos o seguinte:

* Se¢p:UCM— ¢(U) C H* é uma vizinhanca coordenada de um ponto = € U tal que
o(U) CHY = {(a:l,xQ, o) eRY 2" > 0},

entao ¢(U) € também um conjunto aberto em R" e esta carta ¢ “do mesmo tipo” das que
vinhamos considerando até aqui. Neste caso, o ponto x € M é dito um ponto interior de M
e o conjunto dos pontos interiores € denotado por int M.

* Por outro lado, denotando

OH" := {(:Cl,mQ, oz 0) R 2l a2 € R},
a vizinhanca ¢(U) C H" é aberta em H" e logo pode ser ¢(U) N 0H" # (). Um ponto z € U
tal que ¢(z) € OH" € chamado um ponto do bordo de M e o conjunto dos pontos do bordo é
denotado por oM.

¢ Intuitivamente, temos que int M é uma variedade diferenciavel (sem bordo) de dimensao n,
enquanto 0M € uma variedade diferenciavel de dimensao n — 1, também sem bordo. Nés
vamos mostrar que, sendo M orientavel, também OM € orientavel e possui uma orientacao
naturalmente induzida pela orientacao de M.

As definicoes acima apenas nao sao rigorosas porque, a priori, nao é claro int M N9M = (), isto
é, como nao ¢ imediato que o bordo € disjunto do conjunto dos pontos interiores, as definicoes
podem nao estar bem postas.

O préximo resultado é o que implica que o bordo de M esta bem definido. Conhecido Teorema
da Invariancia (diferenciavel) do Bordo.

Teorema 112. Seja M uma variedade n-dimensional com bordo. Seja ainda z € M tal que existe
umacarta¢ : U C M — ¢(U) C H" para a qual ¢(x) € OH". Entdo, ¢(z) € OH" para qualquer carta
Y:VCM-—yU)CH" comzeV.

Demonstracdo. Por contradicao, suponhamos que existe uma carta 1, como no enunciado, mas
tal que ¢ (z) € int H". Pela definicdo de variedade com bordo, tanto o homeomorfismo

E=goyp Lip(UNV) — d(UNV)

quanto o homeomorfismo inverso ¢! sdo diferenciaveis no sentido de possuirem uma extensées
diferenciaveis ¢ e ¢!, respectivamente, a abertos de R”. Em particular, existe um aberto W
contendo ¢(x) de maneira que ¢! : W — R" é diferenciavel e ¢ ' =¢em WNno(UNV).

Agora, da hipétese de que ¢ (z) € int H", segue que existe um aberto (em R") Z de ¢ (z) onde £ €
diferenciavel no sentido usual. Sem perda de generalidade, podemos assumir que Z esta contido
no aberto £ ' (W). Logo,

§lotlz=¢"0¢z=1d|z donde d(")((y) dé(y)=1d, Vye Z

Em particular, d¢(y) € invertivel e, por corolario do Teorema da Aplicacdo Inversa (ver na lista
de exercicios), £ € uma aplicacido aberta. Portanto, £(Z) C H" é também um aberto em R" que
contém ¢(z), contradizendo que ¢(z) € OH". O
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25.1 Espaco tangente em pontos de 0/

Para uma superficie diferenciavel n-dimensional S C R™, o fato da sem incoeréncias extensao
diferenciavel de uma carta ¢ definir d¢(z) coerentemente implica que o espaco tangente pode ser
definido como Im d¢(R™) para qualquer extensao ¢ de ¢. Esta imagem pode ser “visualizada” da
mesma maneira que fizemos na Secdo 13, mas agora no bordo de S. Ainda, o conjunto Im d¢(H")
€é um subespacgo de 7,5 que € tangente a superficie (n — 1)-dimensional 95, isto &, T,(9S) =
Imdg(H") C T,.S.

No caso geral de uma variedade com bordo M, uma possibilidade € pensar nos vetores tan-
gentes como derivagdes e fazer as restricdes apropriadas para definir 7, (0M). Denotamos

Com(M) = {f : M — R; f é diferenciavel em M com bordo} e

C™(0M) :={f: OM — R; [ possui extensao diferenciavel em vizinhanca de OM em M }.

Dai, definimos
TpM = {v: Coyp (M) — R; v € uma derivacéo linear em z} e

T,(0M) := {v: C*°(0M) — R; v é uma derivagao linear em x }.

Dessa maneira, dada uma funcao f € C°°(M), a sua restricdo ao subconjunto M, que por si s6 é
uma variedade diferenciavel, pertence a C*(0M), isto &, f € C°(M) = flom € C(OM). Segue
disto que

TR (OM) C Ty M

como subespaco vetorial.

25.2 Orientacao induzida no bordo oM

Em uma variedade com bordo M que € orientavel com uma orietacdo (chamada de) positiva fixada,
temos que, assim como no caso de variedades sem bordo, um atlas coerente induz orientacoes nos
espacos tangentes 7, M. Mesmo quando x € 0M, a partir de uma carta positiva¢ : U ¢ M — H",
temos uma orientacao positiva para 7, M dada pela base

0 0 0
onde (relembre)
9 foo™)

gai| ()= =g (912)):
Como ¢(x) € OH", temos que a derivada acima deve ser tomada em (qualquer) extensao diferen-
ciavel de fo ¢ L.

Toda parametrizacao de uma vizinhanca Uy C 0M pode ser considerada como restricao de
uma parametrizacao de uma vizinhanca coordenada U C M tal que UNIM = U,. Seja A um atlas
coerente de M. A orientacao induzida por .4 em 9M pode ser descrita da seguinte forma: nos
definimos um conjunto de cartas 4, de M por fungodes

¢o : Up COM — OH"

cujas extensodes ¢ : U C M — H" pertencem a 4. Fica como exercicio verificar que .A € uma atlas
coerente de 9M. Em particular, isto mostra que se M € orientavel, entao também OM o é.

Uma descricao mais geométrica da orientacao induzida em 0M € dada em termos de veto-
res que “apontam para fora” de M. Digamos que um vetor tangente v € 7, M nao pertence ao
subespaco T, (0M). Sendo um hiperplano de T, M, o subespaco T,.(0M) divide T,, M em dois semi-
espacos disjuntos. Nés dizemos que v € T, M \ T,,(0M) aponta para fora de M quando

v(e™) <0,
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isto é, quando a n-ésima componente de v em termos da base B de T, M for negativa. Note que
v(¢™) = 0 significa que v € T,(0M). Assim, uma base de {vi,vs,...,v,_1} C T,(0M) € positiva
quando, dado um vetor tangente v € T,, M que aponta para fora de M, temos que {v1, va,...,vp_1,0}
possui a mesma orientacao de B.

Exercicio 52. Considere B C R* a bola fechada unitaria e centrada na origem, que é uma vari-
edade com bordo em R3. Dada a orientacdo canénica de B, encontre a orientacio induzida em
0B = §2.

26 Teorema de Stokes

Nesta secdo final, provamos o Teorema de Stokes que era um dos objetivos principais do nosso
curso, em conjunto com o Teorema da Funcao Inversa, o Teorema da Funcao Implicita, as nocoes
de superficie e de variedade diferenciaveis, Formula de Mudanca de Variaveis.

O Teorema de Stokes geral que provamos abaixo traz toda essa novidade das formas diferen-
ciais, produtos exteriores, diferenciacao exterior, que transformou a maneira de se pensar em
matematica e fisica no fim do século XIX e inicio do século XX. Em eletromagnetismo, por exem-
plo, se descobriu ser mais natural pensar em um campo elétrico como uma 1-forma enquanto
o campo magnético € uma 2-forma. Ja se sabia que magnético “pseudo-vetor”, mas o produto
exterior captura todas as propriedades em um conceito s6.

Teorema 113 (Teorema de Stokes). Seja M uma variedade com bordo de dimensaon ew € ot (M)
uma _forma de suporte compacto. Entao
/ dw = / w.
M oM

Demonstracdo. Seja {f;}iey uma particdo da unidade para M subordinada a uma cobertura
{U, }ien; em particular, supp f; C U;. Temos

—+o0

w=Y (fw)

i=1

e ainda, pela linearidade da diferenciacao exterior e da integral, temos

/M = j_ij/M dfw).

Vejamos agora que basta mostrar o teorema localmente em U;, isto €, basta mostrar que

[ o= [ e

i

de fato, estando o suporte de f; em U;, podemos escrever

+oo +o0 +o0 +oo
dw = d(fiw) = d(fiw) = iw = W = dw.
L f =3 f =y ) =) g ]

oM

Este raciocicio prova ainda que basta verificar o teorema localmente em uma vizinhanca coorde-
nada. E isto que passamos a fazer, escrevendo w ao invés de f;w abaixo.

A ideia agora € a seguinte. Se uma vizinhang¢a coordenada nao tem pontos do bordo, entao
mostramos que ambas integrais sdo nulas. Por outro lado, vale a férmula também quando a
vizinhanga coordenada interseciona o bordo.
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Seja ¢ : U C M — V C H" uma carta local, onde escrevemos V := ¢(U). Na vizinhanca
coordenada U, podemos escrever w em coordenadas como

n

wa) = (-1 ai(@(@)) dat Ada® A Adat A A da”,

i=1

onde a notacao dz significa que o termo dz’ é omitido no produto exterior (que fica com n — 1 fato-
res). A menos de redefinir o sinal dos coeficientes, nao ha perda em generalidade na introducao
do fator (—1)**'; a sua motivacido é o calculo abaixo e a similaridade do coeficiente de dw com o
divergente de um campo de vetores. O diferencial exterior de w pode ser calculado como

dw(z) = 3 (~1)*1d(a; 0 ¢)(x) Adat Ada A~ Adai A~ A da”

i=1

_Z Z+18a1 (z)da? Adat Ada? A Adai A Ada”

7]1

—Z Z+1aa” (z)dat Adz' Adz? A Adai Ao Ada™

= Z aal dx Adz? A Ada”
&El

= ( gai. (L)) dzt Ada? A Ada™.
x
i=1

Por hipétese, o suporte de w € compacto e, logo, podemos assumir que, para todo i, o suporte de
a; o : V — R esta contido em um retangulo da forma R = [¢1,d1] X [c2,d2] X -+ X [cn,ds] C R™.
Os pontos de U que estdao no bordo dM sao os pontos = € U para os quais a ultima componente
de ¢(x) € nula, ou seja, ¢(z) = (z',2%,...,2" 1 0). Denotamos a carta induzida no bordo por
Y :UNIM — Vo C R"!, que para z € U N OM satisfaz

Acima, denotamos a imagem de v por V. Além disso, o suporte da “restrigdo ao bordo” i*w, onde
i:OM — M é a inclusao, deve estar contido em Ry = [c1,d1] X [c,d2] X -+ X [cn_1,dp_1] C R" 7L,

Assim, mostrar que
/ dw = / w
U UnoM

(@ )dw= [ (7w
R Ro

Ou ainda, é equivalente a mostrar que

P "aa di dn —
YA T A T

onde novamente os “chapéus” indicam que o respectivo item deve ser “removido” e onde

€ equivalente a mostrar que

1 ny .__ 1 n 1 n
Cilzh,...,xt, .. ™) i=ai(x, .o dyy . 2) —ag(T, ey 2.
Neste momento, observamos que, com excecao do uso da particao da unidade, a demonstracao

ainda nao comecou. Tudo o que fizemos até aqui foi introduzir notacao e utilizar as nossas defini-
¢Oes para representar os objetos localmente. E esta € o principal desafio do material: entender os
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conceitos e o formalismo basico para que s6 entdo a teoria fique apresentada de maneira simples.
Walter Rudin, no classico “Principles of Mathematical Analysis”, pagina 253 da terceira edicao,
afirma®°:

“It is a curious feature of Stokes’ theorem that the only thing that is difficult about it is the elabo-
rate structure of definitions that are needed for its statement. These definitions concern differen-
tial forms, their derivatives, boundaries, and orientation. Once these concepts are understood,
the statement of the theorem is very brief and succint, and its proof presents no difficulty.”

Passamos a demonstracao do teorema, que € dividida em dois casos: o primeiro em que a
vizinhanc¢a coordenada nao interseciona o bordo de M e o segundo em que interseciona.

Caso 1: (U) N OH"™ = ().

Neste caso, temos i*w = 0, pois o suporte de w esta em int M. Logo, o lado direito é zero. No
lado esquerdo, para cada i = 1,2,...,n, utilizamos (mudanca de ordem de integracao e) o Teorema
Fundamental do Calculo para concluir que

di 8(li ;
3 () da' = ai(x',. . di, .. 2™) —ai(2t, . ey, 2) = 0. (76)
i

A ultima igualdade segue porque, neste caso, a; =0 em OR.
Caso 2: ¢(U) N OH"™ # 0.

Isto significa que, no bloco R, devemos ter ¢,, = 0. Notamos que, parai =1,2,...,n—1, chegamos
a mesma conclusao de (76). Por outro lado, pode ser

dn
/ g%(x)da:":—an(xl,xz,...,arnfl,O)yéO.

n

Segue que o lado esquerdo de (75) € igual a

d1 d2 dn—l
_/ / / an(zt, 2%, 2" 0) dotda? - da™ (77)
Cc1 Cc2 (&2

n—1

Resta calcular o lado direito. As funcoes coordenada a; o ¢, nas faces que formam o bordo retan-
gular, sdo todas nulas, exceto possivelmente aquela em que z" = 0. Dessa maneira, as funcoes (;
sao todas nulas exceto o caso i = n, onde temos

Calzly. o 2™ = —ap (2!, ... 2" 1,0).

E entdo a escolha de orientacdo induzida no bordo que garante que também o lado direito deve
ser igual a expressao em (77), encerrando a demonstracao. O

Para variedades diferenciaveis sem bordo, tem-se M = () e logo temos a seguinte consequéncia
(alternativamente, isto foi o que provamos no “Caso 1” da demonstracao do Teorema de Stokes).

Corolario 114. Seja M uma variedade sem bordo de dimensao n e w € Q" (M) uma forma de
suporte compacto. Entao
/ dw = 0.
M

Uma forma n que € a derivada exterior de alguma forma w, isto €, no caso n = dw, € dita
uma forma exata. O corolario acima, nesta nova terminologia, afirma que toda forma exata tem
integral nula em uma variedade sem bordo.

80Em traducao livre: “E uma caracteristica curiosa do Teorema de Stokes que a tinica coisa dificil sobre ele é a estrutura
elaborada de definicdes que sao necessarias para o seu enunciado. Essas definicoes dizem respeito a formas diferenciais,
suas derivadas, bordos e orientacao. Uma vez que esses conceitos sao compreendidos, o enunciado do teorema € muito
breve e sucinto, e sua demonstracdo nao apresenta dificuldades.”
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26.1 O Teorema da Divergéncia de Gauss-Ostrogradsky

Seja U C R? um aberto limitado cujo bordo é uma hiperficie orientavel S. Dadas funcées escalares
F\,F,, F5 : R® — R, consideramos a 2-forma

w=FRdyAndz+ Fodz Ade + Fsdz Ady.

Nos poderiamos pensar nas trés funcgdes escalares como um vetor, mas decidimos pensar como
uma 2-forma, o que em R3, é possivel. Temos

dw = (div F)dz A dy A dz.

2

Por outro lado, dados v = (v!,v%,v%) e w = (w!, w?, w?), temos®!

v? 0P vt Wd vl P
sl = Fia) det |7, U] = Fato) det |7y U] 4 FaGe) det |2y V)
F(x) ) i) ew
=det | o v? v* | = (F(z),v xw) = <F(x), > |v x w]
w! w? w? o> wl

= (F(z),v(x)) - (area orientada do paralelogramo gerado por v e w)
= (F(z),v(z)) do(z)[v, w].
Logo, o seguinte € consequéncia direta do Teorema de Stokes.

Teorema 115. Seja U C R*® um aberto limitado cujo bordo é uma hiperficie orientavel S. Para
F :R® — R3 um campo vetorial de classe C', tem-se

/(divF)dx/\dy/\dz:/(F,V)da,
U S

onde v é o vetor normal unitario exterior a S.

26.2 O Teorema do Rotacional de Kelvin-Stokes
Deixamos a verificagdo deste como exercicio. O enunciado esta abaixo.

Exercicio 53. Seja ' : R®* — R3 um campo vetorial de classe C' e seja S ¢ R? uma superficie
com bordo, limitada e orientavel de classe C° cuja fronteira € uma curva fechada simples C com
a orientacao induzida. O Teorema de Stokes (classico) afirma que

/S(rotp.y)da:]{CF.

Obtenha o resultado acima a partir do Teorema de Stokes para formas diferenciais.
Lembre que o rotacional de F' (se pensarmos como vetor) € o campo vetorial definido por

i) o (OB Oy DR _0Fy 0B, _oR;
oy 0z’ Oz Ox ' Oz oy )

61Era possivel nao falar no produto vetorial. O determinante 3 x 3 acima € o volume (orientado) do paralelepipedo gerado
pelos vetores F', v e w. Logo, é igual a area da base — paralelogramo gerado por v e w — vezes a altura, que é (F,v).
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