Lista 2 — Prof. Diego Marcon

Analise Matematica C

12 de junho de 2023

Lista de exercicios sobre:
¢ Funcoes convexas;
* Teorema da Funcao Inversa;
* Teorema da Funcéao Implicita;
* Formas canoénicas locais;
® Teorema do Posto.
Alguns problemas desta lista foram retirados de listas anteriores do Prof. Eduardo Brietzke.

Exercicio 1. Seja I C R um intervalo aberto. Mostre que f : I — R é convexa se, e somente se,
para quaisquer a < z < b contidos em I, temos
<

fz) = fla) _ fOO) = f(a) _ f(b) — fz)

Tr—a b—a b—ux

(1

Além disso:
(i) Interprete (1) geometricamente.
(#4) Utilize (1) para provar diretamente que f é uma funcéo localmente de Lipschitz em I.

Exercicio 2. Seja U C R" um conjunto convexo. Mostre que f : R” — R dada por
f(z) = dist(z,U)
¢ uma funcao convexa.

Exercicio 3. Mostre que todo ponto de minimo local de uma fun¢ao convexa é ponto de minimo
global. Além disso, mostre que o conjunto dos pontos de minimo € convexo.

Exercicio 4. Mostre que os pontos criticos de uma func¢éao convexa sdo pontos de minimo globais.

Exercicio 5 (Desigualdade de Jensen - versao discreta). Prove que uma funcao f: R” — RU
{40} € convexa se, e somente se, para quaisquer \; > 0,3 > 0,..., A, > 0com A\ + Ao+ -+ A, =1,
temos

f[/\lxl + Xoxp -0+ /\m,xm} SAf(x) + Xaf(x2) + -+ A fxm).

Exercicio 6 (Desigualdade de Jensen - versao continua em dimensao 1). Sejam g : [a,b] — R
uma funcio integravel e f : R — R uma funcao convexa. Prove que

b b
f(bla/a g(x)dai) < bia/a f(9(x)) dz.

Obs. Lembre que se g € integravel e f € continua, entao f o g € integravel, mas a composta de
funcoées integraveis pode nao ser integravel.




Exercicio 7. Seja f : U — R uma funcéo diferenciavel em um conjunto U C R" aberto e convexo.

(i) Mostre que f é convexa se, e somente se,
(Vf(y) ~ Vf(z),y— ) >0 para todo z,y € R". @
(i) Uma funcao F : U — R" é dita monétona quando (F'(z)— F(y),z—y) > 0, para todo z,y € R".
Mostre que, em dimenséo 1, a condicao (2) é equivalente a ser f’ crescente.
Exercicio 8. Seja U C R" um subconjunto aberto convexo. Prove as afirmagédes abaixo.

(i) Se f: U — R e g:U — R sao fungdes convexas, entdo também é convexa
h(z) := max{f(z),g(x)}.

(#4) O supremo pontual de uma familia qualquer de fungdes convexas f) : U — R U {400},
indexadas por indices A € A e que possivelmente assumem valor +oco em algum ponto, €
também uma funcao convexa, isto é,

f(@) = sup f(z)

AEA
é uma funcgéao convexa, que possivelmente assume valor +oc.
Exercicio 9. Determine quais fungoes sido convexas e/ou concavas, provando suas afirmagoes.
(i) flz,y,2) = 2? +y? — 42°.

(i1) flz,y,2) =z —y? — 22

(iii) f(z,y) = (z+y+1)".

(iv) f(z,y.2) = exp(a® +ay + 4 + 22).
Exercicio 10. Mostre que as fung¢bes abaixo sdo convexas em R".

(1) f(x) = |x|P, para p > 1 real.

D

(i1) f(z)= (1+]z|*)?, para p > 1 real.

(iii) fx) = (14 (x,2))"".

Exercicio 11. Prove a seguinte generalizacao da desigualdade entre a média aritmética e geométrica

( PP apn)l/(p1+~--+pn) < 1 + p2a2 + -+ Pnan

a para quaisquer i, P;i > 0.
1 n ) (x
ica: \Y% r =e u vexi u a X ial.

Dica: Escrever k klogz e usar a convexidade da funcao exponencial

Exercicio 12. Pode-se provar que o conjunto dos pontos onde uma fung¢édo convexa f: R® — R
nao é diferenciavel tem medida nula! em R” e, neste sentido, se diz que funcdes convexas siao
diferenciaveis “em quase todo ponto”. O objetivo deste exercicio é, por outro lado, construir uma
funcao convexa em um intervalo da reta que nao é diferenciavel em nenhum numero racional.

(i) Dada funcéo g : [a,b] — R integravel e nao decrescente, definimos f : [a,b] — R por

fla)=A+ /mg(t) dt.

Prove que f € convexa.

o) significado desta expressdo “medida nula” serd visto em breve no nosso curso quando falarmos em integracdo em
R”. E uma generalizacao direta do mesmo conceito estudado em anadlise na reta.
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(i)

(iid)

(iv)

No item anterior, mostre que se zy € um ponto de descontinuidade de g, entao f nao €
diferenciavel em zy,. Mostre, no entanto, que existem os limites laterais e vale

fl(zo) = lim g(z) e fi(xo)= lim g(z)

— +
CE*)CEO CL‘*}ZL’O

Construa uma funcao nao decrescente em um intervalo, que seja descontinua em qualquer
numero racional.

Dica: Seja {r, } uma enumeracao do conjunto [a, ))NQ que contem cada racional de [a, b] uma,
€ apenas uma, vez. Seja

—+oo

Z a, < +00

n=1

uma série convergente de termos positivos. Para cada = € [a,b], defina g(z) como sendo a
soma dos a,, para todos os n tais que r, < z (a soma da familia vazia é zero, por definicao).
Uma maneira interessante de escrever a funcao g é através da funcao v de Heaviside:

1, set >0
0,set<0

+o00
g(x) =Y apu(x—r,) onde u(t)= {
n=1

Mostre que g : [a,b] — R & crescente, descontinua nos racionais e continua nos irracionais.

Construa uma func¢ao convexa em um intervalo e nao diferenciavel nos numeros racionais.

Exercicio 13. Quando uma fung¢io nao é diferenciavel, um conceito que pode substituir o de
diferenciabilidade é o de subdiferenciabilidade (ou superdiferenciabilidade). Dada uma funcao
convexa f : R" — R e z € R", o subdiferencial de f no ponto xz € o conjunto df(z) dos pontos
p € R" tais que

fy) > f(x)+ (p,y — ) paratodo y e R".

A desigualdade acima pode ser interpretada geometricamente como: p define um plano que esta
todo abaixo do grafico de f e que toca no grafico de f para y = x.

(4)

(iid)

Mostre que, dados A, B C R" convexos, fechados e disjuntos, com um deles compacto, existe
w € R" e a > 0 tais que

(w,z —y) >a paratodo z € A etodo yc B.

Dica: Definir W :=A—- B ={a—b; a € A,b € B}. Com as nossas hipéteses, mostre que W €
fechado, convexo e que 0 ¢ W. Sendo fechado, minimizar |z|> em W, obtendo um minimizante
w # 0 em W. Sendo convexo, (1 —t)w + t(x —y) € W.

Mostre que, se f : R" — R é uma func¢ao convexa, entao Jf(zg) # () para todo z, € R".

Dica: Considerar A = {(z,y); v > f(z)} o epigrafico de f e By = {(xo, f(xz0) — 1/k)}.

Mostre que f € diferenciavel em z, se, e somente se, 9f(xy) consiste de um ponto s6. Neste
ultimo caso, deve ser df(zg) = {V f(z0)}.

Exercicio 14. Dada uma funcao convexa propria f : R* — R U {+oo}, definimos a sua funcao
convexa conjugada f*: R" — R U {+oco} como

(4)

) = sup ((z,y) — f(x)).

rER?

Mostre que f* € de fato convexa;



(#¢) Trivialmente, vale a chamada desigualdade de Young:
(z,y) < f(z) + f*(y) paratodos z,y € R".

O nome da desigualdade € motivado por um caso particular mais famoso: prove que

p q 1 1
f(av):ﬁ com p>1 = f*(y):M com -+ - =1,
q p g
para escrever a desigualdade de Young mais usual:
=" Jyl?

(,y) < —=+ ="
P q

Exercicio 15. Seja f : R” — RU{+oo} uma fung¢ao convexa prépria e semicontinua inferiormente.
Entao, para quaisquer z,y € R", as seguintes afirmacodes sdo equivalentes:

(1) (z,y) = fl2) + [*(y).
(17) y € Of ().
(7i1) © € Of*(y).
Exercicio 16. Para f: R" — RU {400} uma funcao prépria, sdo equivalentes:
(i) f é convexa e semicontinua inferiormente.
(i1) f = ¢g* para alguma funcéo propria g : R” — R U {+occ}
(iii) [ = f.
Exercicio 17. Seja f : V C R"” — R uma funcao de classe C? e seja ¢ : U — V um difeomorfismo,

também de classe C?, com ¢(a) = b. Mostre que o posto da Hessiana de f em b é igual ao posto
da Hessiana de f o ¢ no ponto a.

Exercicio 18. Seja f : R" — R" de classe C' tal que f'(z) € £L(R™;R") é uma isometria, para todo
x € R", isto é:
(f'(x)-h, f(x)-k)=(h,k) paratodos z, h,keR".

Mostre que f € uma isometria:
|f(y) — f(x)’ =|y—x| paratodo z,y € R".

Conclua que
f(x) = T(x) + yo,

onde yo € R" e T € L(R";R") é uma transformacao linear ortogonal.

Exercicio 19. Considere F : R? —; R? definida por F(z,y) = (2* y*). Mostre que F'(0,0) = 0 e
que existe a funcao inversa F~'. Qual a conclusao sobre a diferenciabilidade de F~! na origem?

Exercicio 20. Mostre que se f : R* — R ¢é de classe C*, entdo f nao € injetiva.
Exercicio 21. Seja f : R — R dada por
x/2 + x%sen(1/z), x#0
R (), o
0, z=0

Explique por que este exemplo mostra que nao basta ser f diferenciavel no Teorema da Funcao
Inversa.



Exercicio 22. Discuta a aplicagdo do Teorema da Funcio Inversa para a aplicagdo

fla,y) = (2 - y*, 22y).
Exercicio 23. Mostre que o sistema
ex+62y+63u+e4v:4
e“+eV+et+e"=4
tem solucgao para (u,v) em termos de (z,y) em torno do ponto (0,0,0,0). Determine as derivadas
parciais de primeira ordem u, (0, 0), u,(0,0), v;(0,0) e v,(0,0).

Exercicio 24. Sejam f:R* — R e g: R* — R de classe C' e seja p = (p1,p2,p3) € R® tal que

fmz(p) fars(p) ] 20
922 (D) 9z (D)

det

Seja F : R® — R definida por F(z1,22,23) = (f(21,22,23), 9(x1,22,23)) . Prove que F(p) é ponto
interior de F(R?).

Dica: Use a mesma ideia da prova do Teorema da Funcao Implicita que demos em aula.
Exercicio 25 (Generalizacdo do anterior). Sejam  C R" aberto e f : & — R™ de classe C!
tais que, para todo z € Q, f'(z) € L(R";R™) é sobrejetiva. Prove que a imagem f(Q2) de f é um
subconjunto aberto de R™.

Exercicio 26. Considere as equacoes

flx,y,2)=0 e ozy) =
para funcoes f e ¢ de classe C'. Se
o¢ of
—_ O -
ay © o
mostre que estas equacoes definem localmente z como funcao de z. Além disso,

dz o ¢xfy _¢y.fa: .

de — dyf

Exercicio 27. Sejam Q C R? um aberto e u : @ — R de classe C'. Seja (a,b) € Q e ¢ = u(a,b).
Suponhamos que u,(a,b) # 0. Mostre que localmente é possivel usar a equacao u = u(z,y) para
obter x = z(u,y). Mais precisamente, existem intervalos abertos U, Ve W, coma € U, b € V
ececWeexiste o : W xV — U de classe C' tal que ¢(c,b) = a e u(¢(z,v),y) = z, para todo
(z,y) € W x V. Prove ainda que ¢(u(z,y),y) = =.

0,

Exercicio 28. O objetivo deste exercicio é verificar que raizes simples de polinémios dependem
diferenciavelmente (na verdade, em classe C*) dos coeficientes do polinémio.
Para cada a = (ag, a1, ...,a,) € C"™' = R?"*2, indique um polinémio complexo por

pa(2) = ap+arz+ag2® +---+a,2", zeC.

Seja zp € C uma raiz simples de p,. Mostre que existem vizinhancas U e V, de a e de 2y, respecti-
vamente, tais que

be U — existe unica raiz (simples) z = z(b) de py.
Além disso, a aplicacao b — z(b) é de classe C™.
Exercicio 29. Dadas duas funcdes a« : R — R e h : R — R de classe C!, considere a equacao
diferencial parcial u, + a(u)u, = 0 com condicdo inicial u(z,0) = h(z). Mostre que, localmente
numa vizinhanca de cada (z,0), existe uma solucao u = u(x,y) definida implicitamente por v =
h(z — a(u)y).
Exercicio 30. Seja f : U C R” — R™ de classe C*. Se f'(a) tem posto p, entdo prove que existe
um mergulho ¢ : V C R? — U de classe C* tal que f o ¢ € um mergulho.



