Lista 1 — Prof. Diego Marcon

Analise Matematica C

Esta lista possui exercicios de revisao de Analise Matematica B, pré-requisito do nosso curso, para fixar
notacao e para conveniéncia dos alunos. Outros, referentes ao inicio do nosso curso. Contempla:

* Definicao de derivada de funcoes escalares e vetoriais;

* Regra da cadeia;

¢ Identidade e desigualdade do valor médio;

* Derivada segunda;

¢ Formula de Taylor;

* Problemas de otimizacao, pontos criticos;
Alguns problemas desta lista foram retirados de listas anteriores do Prof. Eduardo Brietzke.

Exercicio 1. Seja f : U — R uma funcao definida em um aberto U C R" e seja z € U. Suponhamos
que existam transformacoes lineares S, T € L(R";R™) tais que, para todo h € R" com x + h € U,

po @) = F@) =S| _ @+ k) = f() = T()
h—0 |h| h—0 |h| '

Mostre que S = 7. Em particular, este exercicio prova que a derivada de uma funcao diferenciavel em
um ponto z € U é unica e esta bem definida como a transformacao linear f'(z) € L(R";R™) que satisfaz
a propriedade acima.

Exercicio 2. Seja U C R" aberto. Prove que sao equivalentes:
(i) f e CYUR™);

af

8xj

(i) as funcodes coordenadas f; : U — R possuem derivadas parciais todas continuas;

of

(7i1) paraxz € U e v € R", existem as derivadas direcionais —~(x) e, além disso, para cada v € R",
v

g U — R™
ov
€ uma funcgéo continua.

Exercicio 3 (Lima, Curso de Analise vol.2). Seja U C R" aberto convexo e f : U — R uma funcao
diferenciavel em U. Considere as seguintes cinco afirmacdes:

(a) |f'(z)] < C para todo z € U;

)
(b) If(y) — f(2)| < Cly — 2| para todos z,y € U;
(¢) f € uniformemente continua;

(d) para todo a € U, existe lim f(x);

(e) se U é limitado, entao f(U) € limitado.

Mostre que (a) <= (b)) = (¢) = (d) = (e) e que as demais sao falsas.



Exercicio 4. Resolva os itens abaixo.
(i) Seja u:R? — R a funcio cuja lei é u(x) = |z|?>/2. Prove que u é diferenciavel e que
du(z) =2' e Vu(r)==z.

A notacdo z' acima significa o seguinte: para cada = € R? fixado, 2! : R? — R é o funcional linear
dado por
2t (v) = (v, ).

(ii) Para b € R? fixado, considere o funcional linear v : R — R dada por v(z) = = - b. Prove que v é
diferenciavel e satisfaz, para todo = € R¢,

dv(z) =b" e Vo(x)=hb.

(iii) Mostre que a funcdo w : R — R, dada por w(z) = |z|, é diferenciavel para todo = # 0 e tem-se

t
x
dw(z) = Tl

(iv) Prove que, fixado um real o > 2, a funcéo z : R? — R, dada por z(z) = |z

x
e Vw(z)= Tl

@, é diferenciavel e

dz(z) = alz|*%2' e Vz(x) = alz|* 2.

Para a < 2, a funcao z é diferenciavel em todo z # 0 e vale a mesma féormula.
Dica: Usar a Regra da Cadeia e o item anterior.

Exercicio 5. Seja 7': R — R™ uma aplicacao linear. Mostre que, para todo = € R", tem-se
T'(z) =T € L(R",R™).

Este exercicio justifica a afirmacao trivial de que, sendo T' € L(R",R™), a melhor aproximacao afim para
T em torno de um ponto z € R" é obtida a partir da propria transformacao 7', que ja € linear.

Dica: Nao ha o que provar pois o resto, sendo identicamente nulo, trivialmente vai para zero. O caso
especial de funcionais lineares é considerado no exercicio anterior.

Exercicio 6. Se B : R" x R® — R™ é uma aplicacao bilinear (linear em cada uma de suas variaveis
x,y € R™), mostre que B'(z,y) : R" x R" — R™ € a transformacéo linear dada por:

B'(z,y) - (h, k) = B(h,y) + B(x, k).
Em seguida, encontre (e prove a validade de) uma expressao para a derivada de uma aplicacao k-linear
B:R"xXR" x .- xR" — R™.

Exercicio 7. Mostre que se f : U — R™ ¢é diferenciavel em um conjunto aberto conexo U C R" e
df(z) =0 € (R")" para todo = € U, entao f € constante em U.

Exercicio 8. O conjunto dos nimeros complexos C pode ser identificado com o plano R?, o que fornece
uma estrutura de corpo para R?. Isso porque todo nimero complexo niao nulo possui inverso:
. _ T —yi
z=x+yi#0 = =z 1:273;2.
e +y
E possivel, entdo, definir a derivada de uma funcio complexa (de valores complexos) assim como se faz
para funcoes escalares: para a € C, definimos

) i TP~ @

Jim - €C, (aqui h € Q) (1)

quando tal limite existe. Esta definicdo, embora esteja relacionada, nao coincide com a definicao de
derivada como transformacao linear, conforme passamos a analisar.
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(i) Utilizando as devidas identifica¢des, denotamos f(z) = f(z,y) = u(z,y) + iv(z,y) = (u(z,y),v(z,y)).
Mostre que, se o limite em (1) existir, entao

ou ov ou ov
%(G) = 37/(@ € 87;<a> = —%(a)-

Estas identidades sdo conhecidas como as equag¢oes de Cauchy-Riemann.
Dica: Considerar o limite (1) em duas situacoes: h=t € Re h =it, parat € R.

(i) Mostre que a aplicacao linear

T +iy — { y
—y T
€ um isomorfismo de espacos vetoriais.

(7i1) Mostre que se f € diferenciavel em « no “sentido complexo”, isto €, no sentido de existir o limite (1),
entao f é diferenciavel no sentido da nossa definicao de aula. Além disso, neste caso, a derivada
f'(a) : R? — R?, como transformacao linear, tem a matriz canénica associada igual a

ou ou
%(a) 87; (a)

ou ou
*a*y(@ %(a)

Explique que esta conclusao esta coerente com o item (ii) € que se pode considerar f'(a) € C.

Exercicio 9. Para o : R — R™ e 8 : R — R™ curvas diferenciaveis, mostre a regra do produto

%@(t),ﬁ(t» =(a/(t),B(t)) + (a(t),B'(t)) paratodo t € R.

Em particular, prove que se o tem velocidade constante, isto €,

o/(t)| = C para todo t, entdao
a'(t) La"(t) paratodo t € R.
Em outras palavras, se uma curva € tal que a magnitude do vetor velocidade permanece constante,

entao seu vetor velocidade € ortogonal ao seu vetor aceleracao em todos os pontos da curva.

Exercicio 10. Generalizando o exercicio anterior, considere B : R™ x R™ — R* uma transformacao
bilinear. Mostre que, para a: R — R e §: R — R™ curvas diferenciaveis, vale

—B(a(t),B(t)) = B(/(t),B(t)) + B(a(t), 5'(t)) paratodo t € R.

Exercicio 11. Um campo vetorial em R? é uma funcio vetorial F : R® — R3. Dizemos que o campo F
¢ um campo gradiente quando existe uma funcio escalar ¢ : R* — R tal que F = —V¢.

Em um sistema mecanico classico cujo campo de forcas depende apenas da posicdo, uma trajetéria
é uma curva o : I — R? que satisfaz a Equacdo de Newton

ma’(t) = F(a(t)). 2)
Mostre que, se F' € um campo gradiente, entdo ha conservacio de energia, isto é, a funcao

mla’ ()|

E(t) = —s T ¢((t))



é constante. Por esta razdo, campos gradiente também sao conhecidos como campos conservativos.
Outra forma de enunciar este principio de conservacao de energia € o seguinte: o funcional energia

definido como )
m|v
B(e.v) = "8 4 o(a
é constante ao longo das trajetérias t — (a(t), o/ (t)) do sistema.
Dica: Fazer o produto interno com «'(t) em (2), utilizar o Exercicio 9 e o Teorema Fundamental do

Calculo para fungdes reais de uma variavel real.

Exercicio 12. Considere uma funcao escalar u : R? — R e uma funcao vetorial f : R — R%. O objetivo
deste problema ¢é entender a derivada do produto uf : R — R? dado por

(uf)(@) = u(x) f ().
Prove que, para = € R? fixado, a transformacao linear (uf)'(z) € £L(R?;R?) satisfaz
(uf) (z) - h =u(z)(f(z) - h) + (du(z) - h) f(z), para todo h € R
Ou ainda, com a notacao do Exercicio 15 da Lista Zero, tem-se
(uf) (z) = u(@)f'(z) + f(x) © du(x).

A férmula acima € um tipo de Regra do Produto. A derivada de uma funcao escalar vezes uma vetorial
nos da, como de costume, o primeiro termo vezes a derivada do segundo mais o segundo termo vezes
a derivada do primeiro. No entanto, deve-se tomar cuidado na analise de cada um dos termos: em
u(z) f'(x) encontramos um numero u(z) € R vezes um funcional linear f'(z) € £(R%R?), o que resulta
em um ja esperado funcional linear; por outro lado, é o produto tensorial f(z) ® du(xz) que descreve a
nocao correta de produto entre o vetor f(z) € R? e o funcional linear du(z) € (R%)*.

Observamos que algumas referéncias usam a notacao Vf(z) := f'(z)7, onde o superescrito 7" indica
que se toma a “transposta” de f’(x). Neste caso, o item anterior pode ser reescrito como

V(uf)(z) = u(@)Vf(z) + Vu(z) @ f(z),
pois, como vocé deve verificar, (v ® w)T = w ® v. Note ainda que o simbolo V apenas representa um
gradiente na formula acima quando recai sobre u, que € uma funcao escalar.

Exercicio 13. Considere dois espacos vetoriais V e W normados, isto &, espacos vetoriais munidos de
normas || -||; e || - |2 em V e W, respectivamente.

(i) Defina o conceito de diferenciabilidade para uma fung¢ao da forma ® : V. — W.

(ii) Seja M(n) o conjunto das matrizes de ordem n x n. Mostre que a aplicacdo ¢ : M(n) — M(n) dada
por ®(A) = A? é diferenciavel (faz diferenca a norma escolhida?) e encontre uma expressio para a
derivada ®'(A) - H.

(#it) Mostre que se ® é diferenciavel, entao ¢ é continua.

(iv) Discuta a validade de algum resultado analogo a Desigualdade do Valor Médio no contexto deste
exercicio.

(v) Descreva como o conceito deste exercicio € utilizado nas notas de aula ao considerarmos derivadas

de ordem maior do que um.

Exercicio 14. Considere f : U — R™ uma func¢ao duas vezes diferencidvel. O objetivo deste exercicio
é escrever f(zo)(v,w) em coordenadas canonicas.
Dados v, w € R", os escrevemos em coordenadas canoénicas como

n n
v = ve € w= w'e;.
=1 =1

Obter as m componentes do vetor f”(x)(v,w) € R™ em termos das derivadas parciais de segunda ordem
de f e das coordenadas de v e w.



Exercicio 15. Considere as funcgoes u, v, w, z introduzidas no Exercicio 4.

(i) Mostre que a derivada segunda de u é o produto escalar em R?, isto &,
o (x)[v,w] = (v,w).
Como consequéncia, justifique que, para todo = € R4,
V2u(r) =1d eque Au(z)=d.

Além disso, sendo a derivada segunda independente de z, prove que f*) () = 0 para todo = € R? e
todo k£ > 3.

(i) Prove que, para qualquer z € R%, temos v”(z) = 0 € B(R%;R). Em particular, para todo z € R%,
temos VZvu(z) =0 € M(d) e Av(z) =0 € R.

iii) Mostre que, para todo = € R?, temos
q Y

W@l = o (o) - 22

1
Viw(z) = || ld—|z| Pr@r = — (Id—x ® = ) .

|z] x| |zl
Além disso, Aw(z) = (d — 1)|z|!.
Dica: vocé pode calcular duas derivadas direcionais diretamente ou utilizar o item (iv) do Exercicio

12 para determinar a Hessiana e depois descrever a segunda derivada. Além disso, para o calculo
do Laplaciano, lembre que o traco é uma operacao linear e mostre que satisfaz tr(z @ y) = = - y.

(iv) Finalmente, para z € R?, prove que as derivadas da funcao z sio dadas por

)] = alel"~? (0,0 + (o - 2 D)

[

V(o) = alel* W +ala = el e 00 = alef* (104a -2 Lo L)

Az(z) = a(d+ a — 2)|z|*2

Exercicio 16. Sejam U C R" aberto e f,g : U — R™ funcdes duas vezes diferenciaveis. Definindo a
funcao F : U — R por
F(x) = (f(z),9(x)),
encontre a expressao da forma bilinear F”'(z)(u,v).
Dicas: Vocé pode utilizar o exercicio anterior ou, alternativamente, usar a Regra da Cadeia ao ex-
pressar F como a composta das fungdes ¥ : U — R™ x R™, ¥(z) = (f(z),9(z)) e B: R x R™ — R,

B(y,z) = (y,2)-

Exercicio 17. Sejam GL(n) = {T € L(R™;R"); T é invertivel} e f : GL(n) — L(R"™;R") definida por
f(T) = T~'. Encontre uma expressao para f”(T)(H, K).
Dicas: Note que
fliAr— A s (A7 AT s f(A),

onde, no ultimo passso, foi aplicada a aplicacao bilinear
B: L(R";R") x L(R™;R") — E(E(R";R");E(R";R"))
(S, 7) — B(S,T)(H):=-SHT.

Alternativamente, outra forma de resolver este problema, mas talvez de modo um pouco menos elemen-
tar, seria expressar 7' como série de poténcias em GL(n).



Exercicio 18. Seja f: U — R uma funcéo de classe C* definida em um aberto convexo U C R™. Mostre
que a funcéao resto definida pela identidade

J@) = J@) + @) (=) o+ 2P 0) - (= a)f (e~ a),

satisfaz
r(z —a)

Jim, iz —aF 0.

Esta é uma versao da Férmula de Taylor diferente da que vimos em aula, cujo resto nao é explicito, mas
que nao necessita ser f € C**1,

Exercicio 19. (i) Mostre que se uma funcéo diferenciavel f : (a,b) — R tem um tnico ponto critico e
este € um ponto de minimo local estrito, entao ele € ponto de minimo global.

(#4) O objetivo deste item é mostrar, com um exemplo, que, em dimensodes maiores, a afirmacao do
item (i) ndo é mais valida. Seja f : R?* — R definida por f(z,y) = 2*(1 + %)% + y°.
(a) Mostre que (0,0) é o tinico ponto critico de f.
(b) Mostre que (0,0) € ponto de minimo local estrito.
(¢) Verifique que f(1,—4) = —11 < 0. Conclua que (0,0) ndo é o ponto de minimo global.

Obs. Um outro contra-exemplo é a funcdo f(z,y) = 3zeY — 2> — ¢, mas néo se consegue uma funcao

que seja um polindmio de grau quatro ou menos que que tenha esta propriedade.

Exercicio 20. Escreva a Formula de Taylor de ordem 2 de uma func¢ao f : R® — R explicitamente, nos
seguintes casos:

1. Em termos do gradiente e da matriz Hessiana.

2. Em termos das derivadas parciais de primeira e de segunda ordem de f.

Exercicio 21. Mostre que se f é um polinémio de grau n em duas variaveis, entao

1 87L+j f

= —_— i j.

i+j<n

Essa igualdade é exata, sem o termo r(x,y). Use esse fato para provar que se f(zo, yo) = 0, entao existem
polinémios g e h tais que f(x,y) = (v — zo)g(z,y) + (y — yo)h(z,y), isto &, oideal I = {f | f(zo,y0) = 0} tem
dois geradores, I = [z — 0,y — Yo)-

Exercicio 22. Seja f:R" — R, f(z) = ((a,2)), onde ¢ : R — R é de classe C*. Mostre que, se n > 2,
todo ponto critico de f € degenerado.

Exercicio 23. Seja f: R? — R, f(z,y) = (y — 2°)(y — 22%). Prove que a origem € um ponto de minimo
local para a restricao de f a qualquer reta passando pela origem, mas nao € um ponto de minimo local
para f.

Dica: Examine os sinais assumidos por f.
Exercicio 24. Encontre e classifique os pontos criticos das funcoes:
(@) fla,y) =2+ —dzy — 2y°

(ii) f(x,y) =22 + (x — y)* — 6y



Exercicio 25. Considere n pontos em R?, denotados por P; = (z;,v;,2), i € {1,2,...,n}. Prove que o
ponto em que a soma dos quadrados das distancias aos pontos P; € minima é o centro de gravidade
P = (z,y, z), cujas coordenadas sao

1 & 1 & 1 &
ngzxm y:ﬁzyi € ZZEZZZ
i=1 =1 =1

Exercicio 26. Diagonalize as forma quadraticas, decidindo em cada caso se sdo positivas, negativas
ou indefinidas:

(a) Qz,y) = 2* — 3y +y°.
(¢) Qz,y,2,t) =2+ y° + zy — xt + 2yt.

Identifique, quando existirem, os pontos de maximo, minimo ou sela destas formas.



