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Resumo

Através da representagao de um sistema vibratério
usando de varidveis de estado, normalmente obtida
pelo método de elementos finitos, muitas de suas
frequéncias naturais e modos de vibracdo podem
ser calculados. Entretanto, muito frequentemente
alguns desses valores calculados (autovalores e au-
tovetores) ndo predizem satisfatoriamente os valo-
res reais dessas quantidades, que podem ser obtidos
através de testes em laboratérios de vibracao . Uma
possivel solugao é o ajuste das matrizes M, D e K
que representam o modelo, no caso de sistemas de
vibracao de segunda ordem, de tal maneira que a
informacao obtida no teste de vibragao seja incor-
porada em uma nova representacao mais realistica
(M, D, K). Essa estratégia é chamada ajuste de mo-
delo de elementos finitos (Finite Element Model Up-
dating).

O presente trabalho apresenta resultados recentes
para um caso particular da estratégia do paragrafo
anterior, quando considera-se medicao e ajuste ape-
nas de algumas frequéncias naturais de vibragao
, ou autovalores do modelo. Alem disso, a im-
plementagao computacional de uma estratégia de
ajuste simultaneo de um conjunto de frequéncias é
apresentada, no contexto de modelos reais de vi-
bragao , disponiveis em [4].
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Introducao
No contexto de um sistema representado por

M Dg K = Bu
y(tq)(t:) Elqgf()t)4-+c2q(%g? v (1)

onde

e M,D e K sao as chamadas matrizes de massa,
amortecimento, e rigidez,

e B ¢é a chamada matriz de controle;

o (1 e (Cy sdo as chamadas matrizes de reali-
mentacgao ;

e q(t), q¢(t) e ¢(t) sd@o chamados, respectiva-
mente, vetores de deslocamento, velocidade e
aceleracao ,

muito frequentemente algumas frequéncias naturais
e modas de vibragdo correspondentes (autovalores
e autovetores) de um modelo de elementos finitos
(M, D, K) nao correspondem com as informagoes
obtidas de uma estrutura real de vibracao . Entao ,
o engenheiro de vibragoes precisa ajustar o modelo
tedrico para garantir sua validez em usos futuros.

Resultados Basicos

Lema da Ortogonalidade: E bem conhecido que
sempre podemos construir uma familia ortonormal

de autovetores de uma matriz simétrica A € R"*" .
Similarmente, autovetores de uma forma simétrica

definida Q(A\) = MK — M (isto é, quando M =
M7 >0e K =KT") podem ser escritos como com-
binagGes lineares de uma familia z;,i = 1,...,n es-
colhida de maneira a satisfazer

a:ZTMxJ = Jij y I?KI] = 5’Lj>\2 (2)
para i,j =1,2,...,n; aqui d;; é a delta de Kronec-
ker. OJ ) )

O resultado seguinte, extraido de [2], nos diz como
definir matrizes atualizadas M, D e K, tais que uma
determinada frequéncia medida p; € inserida em um
novo modelo (M, D, K), no lugar de uma frequéncia
isolada Ap.

Teorema A: Ajuste de uma autovalor real pq

Seja (A1,71), A1 # 0 um par real isolado
autovalor-autovetor e seja (M, D, K) um modelo
simétrico positivo semidefinido. Supoé que que-
remos substituir A\; por um numero real u; no
modelo atualizado. Assumimos que p; é tal que
2T Kay — Mt Maxy # 0. o

Entao o modelo atualizado (M, D, K) definido
por

]\:4 M — 61/\1M.131$,{M
D=D+ e (Mz2T K + Kzy2T M)

K=K-— f\—llelx{K

3)

onde
Al — M1
T Kzy — Mz Mz

™

(4)

1=
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é claramente simétrico e exibe as seguintes proprie-
dades: o

(i) O ntimero p; é um autovalor de (M, D, K) cor-

respondente ao autovetor xq

(i1) se (Mg, xk),k = 2,...,2n sdo pares autovalor-
autovetor de (M, D, K) e\, # A, k=2,...,n,
entao eles sao também pares autovalor-
autovetor do modelo autualizado (M, D, K).

Demonstracgao :

Seja ¢ um nimero inteiro satisfazendo 1 <1 < 2n.
Entao , uma vez que (\;,x;) é um par autovalor-
autovetor de P(\), temos

o que implica
P(\)x; = N>Ma; + A\Dz; — NX?Mx; — \;Dx;

(6)

Definindo

PO\ =XNM+AD+K (7)

com a escolha 11 = €1/A; temos, como consequéncia
de (3),

PNz = N MAND+K)x;— N2 X2y Mxyxf M+
A)\lyl(MxleK + lexirM)xi — VlK;le{Kxi =
= P()\)xl — /\()\)\%lllMxl — )\1V1K$1)IF{M$1‘ +
()\)\11/1M.’E1 — I/1K(E1)£L',{K.’E7; =
= P(/\)J?l — A\ (/\>\1MJ)1 — Kacl)x?sz +
V1(>\>\1M£L'1 — Kl’l)"ETK‘TEZ =

PNz + A Mz, — Koy [o] Koy — A Ma;]. m

Usando (5), temos entao
PNz = P(\)x; + (A Mz + N2 My +

M Dz el Koy — A Ma;] = P(\)a; + (A +
)\1)M$1 + D3}1))\1V1 [Z‘?Kﬂ?l — )\)\1$?M1‘1]

Portanto,

(AN +A\)Mzy 4+ Day)er[2T Koy — Mot May).

(8)

Encaminhamento of (i): Se fixarmos i = 1, entao
(6) e (8) implicam

M )Mz 4+ Dxy)er (2] Koy — Mol May) =
= ()\ + )\1)M£Z?1 + Dxl)[()\ - )\1) + 61(17?[(171 -
Mzl M)

e para A\ = u; temos

P(p1)zr = (g1 + A)Mzy + Day) (o — A1) +
a(x] Kzy — izl Ma)] =0

uma vez que o termo em colchetes anula-se pela de-
finigdo de ¢; dada na equacao (4).

Encaminhamento de (ii): Se2<i<2nel\=
Ai, entdo o termo em colchetes de (8) claramente
anula-se pelas relagoes de ortogonalidade expressas
em 2, e uma vez que P(\;)x; = 0 por hipdtese, a
parte (ii) segue.

Observagoes :

e Lamentavelmente, mas com muito pouca pro-
babilidade, a caracteristica positiva semi-
definida do modelo (M, D, K) pode néo ser pre-
servada pelas férmulas (3) acima.

e Se K ¢ simétrica positiva definida, entao po-
demos assumir que o autovetor x; foi norma-
lizado tal que 7 Kz; = 1. Apds definirmos
0, = 2T Mz, observamos que as férmulas apre-
sentadas em [2] sdo um caso particular de (3).

Exemplo 1: Consideramos matrizes M, D, e K:

1. 0. 0. 2. —=1. 0.
Mz{o. 1. 0.},D={—1. 2. —.},
0. 0. 0. 0. -—-1. 2.
1., —=1. 0.
K=|-1. 3. 1.].
0. 1. 4. ]
Numericamente, calculamos A; = —0.6922 e
=] —-1. —0.3078 0.1991 ]".
Queremos substituir A\; por pu; = —0.5.
Aplicando (4), temos ¢; = —0.5899, e de (3) te-
0s:
~ 5917 - —0.1257 Q.
M= | —0.1257 0.9613 Q.
0. 0. 0.
- 1.1833 —0.9631 0.2883
D= -0.9631 1001 —0.9112
0.2883 —0.9112 2.
- 0.5917 —0.8374 (0.2883
K= -08374 29352 0.8852
0.2883  0.8852  3.7964

Verificagao :
|p2May + pyDxy + Kaq|| = 3.0657 x 10716

e, sendo Ay e X matrizes contendo autovalores e
autovetores restantes, apropriadamente, verifica-se

|[MX3A2 + DXoAy + KXol p = 5.0114 x 10712,
Portanto, concluimos que

e 0 ndmero py foi ajustado com sucesso no novo
modelo, e seu autovetor x; foi preservado.

e (s autovalores e autovetores remanescentes nao
foram alterados.
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Ajuste Simultaneo de

frequéncias

Trataremos agora o problema de ajustar, simulta-
neamente, um grupo de r frequéncias ou autova-

lores. Especificamente, consideraremos o seguinte
problema:
Seja {A1,. ., Ay A1, ..+, Aop } um conjunto de

frequéncias naturais de um modelo simétrico posi-
tivo semi-definido (M, D, K) de ordem n, isto é, com
n variaveis de estado, no caso onde as frequéncias
naturais {A1, ..., A} e seus modos correspondentes
{z1,...,z,} sdo reais.

Dado um conjunto de frequéncias medidas
{1, ..., pr}, queremos construir uma representagao
ajustada (M, D, K) cujas frequéncias naturais se-
ja‘m {:U’la Ry )\T+1a SERE) >\2n}

Primeiramente,  observamos
aplicagbes de (3) fornecem

que sucessivas

T
Ms=Ms_1 — e AsMs_1x 505 Ms_1

Ds=D; 1+ 6sU‘[@—1-733-77;[(3—1 + Ks—lxsszs—l}

Kp=K; 1 — f\_istlxsxs K,
(9)

onde as quantidades ¢, sao dadas por

)\s — Us
szsflxs - As/ufses

(10)

€s —

onde
T
Os =2, Ms_124

(11)
e os vetores x5 quase sempre podem ser normaliza-
dos de forma que |27 K, x| = 1.

Na equacao (9) acima, My = M,Dy = D, Ky =
K,e M, = M,D, = D,K, = K sao as matrizes
finais do ajuste.

Essas féormulas podem ser usadas para sucessi-
vamente ajustarmos frequéncias uma-a-uma, lem-
brando que as matrizes que representam o modelo
devem ser atualizadas em cada ajuste.

A estratégia proposta é, observando que as quan-
tidades escalares 6, e €5, s = 1,2,...,r, podem
ser calculadas recursivamente usando apenas ou-
tras quantidades escalares, esperar que todos os
parametros esses parametros sejam calculados para
entao realizar um nico ajuste multiplo, mais preci-
samente, através de uma matriz de posto r (rank-r
update). Essa estratégia traz computagao matricial
densa (em blocos) ao problema, e assim procedi-
mentos computacionais de alta-performance, imple-
mentados nas rotinas de nivel 3 da biblioteca BLAS,
podem ser usados em sua solugao .

Almejamos entao calcular matrizes W e Z, jun-
tamente com matrizes diagonais F,,, F4, e Fy, tais

que as matrizes do modelo simétrico (M, D, K), se-

jam dadas por:

M=M-WE,,WT
D=D+ ZE;WT + WE.ZT
K=K —ZEZ"

(12)

Para obtermos a relagdo (12), observamos que,
usando (9), escrevemos

M = MO — Z Ek)\}ng,1$kl’£Mk,1
k=1

(13)

que claramente pode ser escrita no formato da
equagao (12), desde que

W = [ M()(El Ml.’EQ err ] (14)
e B, = diag( e1 )\ €Ay ).
Também observamos que, para s =1,...,7,

— T T
95 =Ty [Msf2 - 6571/\571M572(ES,1.’ES_1MS,2}$S

= szsf}%’s - 6571)\571(wZMsfﬁrsfl)(mZ;lMsf2xs)

(15)

Ms—lxs

[MS—2 - 65—1)\3—1Ms—2$s—1$z_1MS—Z]J:S
5—2Ts — 65—1)\3—1(xs—lMs—2ms)Ms—2xs—l-

(16)
A dltima equagdo acima permite um céalculo recur-
sivo das colunas da matriz W. Equagdo (15) per-
mite um calculo recursivo dos parametros reais 6, e
€s. Similarmente, as expressoes para D e K podem
ser obtidas através de matrizes Z, Ey, e E4 apropri-

adamente definidas. | R
Algoritmo : ajuste simultaneo

Entrada: conjunto de nimeros reais (autovalores
medidos) {u;},4 =1,...,r; conjunto de frequéncias
reais medidas {)\;},7 = 1,...,r com corresponden-
tes modos {z;},i =1,...,r; matrizes simétricas M,
D, e K tais que M, K > 0.

Saida: Matrizes M,D, and K tais que

o modelo (M .D,K ) tem autovalores
{Nla"'7/~‘('T7AT+17"'7 2n f-

?asso 1: Calcule m; = Mx; ki = Kzx;, i =
R

Passo 2: Calcule a;; = 2l'm; ,B;j = al'k; , j=

Ty, i =1,...,7.

Step 3: Calcule 71 = /|z] Kx1| e faga as atua-
lizacoes
Q11 0411/771,511 — ﬂ11/771
aij < ayj/m, By < Buj/n,i=1,...
Al — 1
Bi1 — /\11110411.
Passo 5: Para s = 2,...,r, faca passos 6, 7, 8, ¢ 9
Passo 6: Parai=s,...,r and j =14,...,r faca:
Faca aj < j — €51 A 105-1,iQ51,5
Faga fij « Bij — 3= Bs—1,i0s-1,5

T

Passo 4: Calcule ¢; =
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Passo 7: Calcule 05 = 1/|Bss|-
Passo 8: Se n; > 0, entao
faca s — ais/ns e Bis < Bis/ns » 1=
1,...,s.
faca As,j < as,j/ns € ﬂs,j — as,j/ns y J=
Syen.,T .
)\s — Ms
ﬁss - )\s/f['sass
Passo 10: Faga m; «— m;/m;, ki «— ki/ni,i =
1,...,r.
Passo 11: Paras=2,...,rand i =s,...
Faca m; «— m; —

Passo 9: Calcule ¢, =

, T

63—1/\3—1043—1,ims—1

Faga ki «— ki — 3= Bs—1,iks—1 -
Passo 12: Construa as matrizes W =
[ M1 me my e Z =1k ko k. ].

Passo 13: Construa as matrizes diagonais

E, = dzag( €11 €22 €rAr )
E;=diag( €1 € ... €
Ey =diag ( e1/M1 e2/A2 &/ Ar ).

Passo 13: Calcule M , D, e K usando (12) (rotinas
de alta-performace).

Exemplo Numérico

Considere o modelo artificialmente amortecido
(M, D, K) onde

e as matrizes M € R66X66 ¢ K € R66*%6 530 ori-
gindrias de um modelo estaticamente conden-

sado de uma plataforma de petréleo, do con-
junto BCSSTRC1 do diretério Harwell-Boeing
[4]. A matriz M é simétrica positiva definida,
ao passo que K é simétrica positiva semidefi-
nida.

e A matriz de amortecimento D é definida por
D = plgs, onde p = 1.55.

Este modelo possui oito autovalores reais
{Al,. . .,Ag}, onde
(M X XA M=
{ —3.4628 —3.5709 —5.3584 —9.2761 }
{2 X M As b=
{ —13.1972 —13.4480 —27.5536 —44.5031 }

além de 62 pares autovalores complexos conjugados,
nao mostrados aqui por limitacao de espago.

O  conjunto  {A1,...,As} é mudada para
{lu’la s a:U'S}a onde
{m p2 p3 pa}=
{ =332 375 —5.05 —9.07 }
{ s e p7 ps } =
{ 1359 —13.04 —27.31 —42.11 }.

O algoritmo anterior é aplicado; ele produz matrizes
FE,., Eq, and Ej como a seguir:

E,, =diag( 0.6697 —0.9138 3.6368 —2.4231
2.6340 —2.6111 17.3927 —197.1462 )
E4 =diag( —0.1934 0.2559 —0.6787 0.2612
—0.1996 0.1942 —0.6312 4.4299 )
Ey = diag ( 0.0558 —0.0717 0.1267 —0.0282
0.0151 —0.0144 0.0229 —0.0995 ).

As matrizes W e Z s@o mostradas, por razdes de
limitacao de espaco, no Apéndice 2.

As matrizes M,D, e K sao entao calculadas,
usando as férmulas apresentadas anteriormente.
Além disso, a matriz X é decomposta em duas par-
tes para fins de impressao :

X=[X. Xq]
onde X, e Xy sdo mostradas no Apéndice 1.

Verificagao : Matrizes diagonais A, A, sdo mon-
tadas usando Aq1,...,As; p1,...,Ms, respectiva-
mente, bem como, em ambos os casos, usando info
sobre os demais autovalores. Temos entao

|IMXA? + DXA+ KX||p =1.7709 x 1077

que nos mostra que o ajuste multiplo foi bem-
sucedido e nao alterou os demais pares autovalor-
autovetor (em outras palavras, nao ocorreu spill-
over).

Figuras 1, 2 e 3 mostram os graficos de barra das
magnitudes das componentes das matrizes M — M,
D — D, e K — K, respectivamente. Essas graficos
nos ddo uma idéia sobre as dreas (nas matrizes) que
sofreram maiores atualizagoes .

De posse de plotagens desse tipo, conjectura-se
que um engenheiro com bom conhecimento do mo-
delo possa identificar dreas da planta (componen-
tes do modelo) que poderiam ser melhor modeladas
de forma que a representacdo matricial concordasse
com a estrutura real de vibragoes . Tal estratégia
ainda nao foi estudada.
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update in slifiness matrix

Figura 2: Magnitudes das Componentes de D — D.

Conclusao

Um algoritmo para ajuste simultaneo de autovalo-
res (frequéncias naturais) de sistemas matriciais de
segunda ordem foi apresentado. Tal algoritmo usa
férmulas de ajuste apresentadas em publicagao an-
terior do autor.

O algoritmo proposto permite trazer computacao
de alta-performance ao problema de ajuste de auto-
valores, uma vez que combina tarefas de m ajustes
sequenciais, em um nico ajuste das matrizes. Com-
putacdo matricial de blocos podem entéo ser feita,
por intermédio da biblioteca BLAS.

A estratégia apresentada foi aplicada com sucesso
ao problema de ajuste de frequéncias em uma es-
trutura real conhecida (modelo de uma plataforma
de petréleo encontrado em conhecido repositério da
internet) para a qual foi criado um amortecimento
ficticio (hipotético), a fim de estabelecer um modelo

Figura 3: Magnitudes das Componentes de K — K.

com frequéncias reais a serem atualizadas. Enfatiza-
mos que a técnica apresentada garantidamente nao
altera as demais frequéncias e modos de vibracao do
modelo sendo atualizado, conforme pode ser confir-

~“mada no exemplo numérico apresentado.
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Apéndice 2
Para mais clara impressao , matriz W é decomposta
em duas partes:
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Para mais clara impressao , matriz Z é decom-

posta em duas partes:
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