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FRACOES PARCIAIS

Principios 0o CALCULG DE INTEGRAIS

MAT01098 - SEMINARIO INTEGRADOR II

PROJETO COMPUTACIONAL: Sistemas Computacionais Algébricos II

FONTE: Howard Anton. Célculo, um novo horizonte. 6a edigdo, Ed Bookman
Entrega:

Em aula, foi abordadc como resolver sistemas lineares em Maple e Xmaxima.
Tarefa: Usar Maple ou XMaxima (& sua escolha) para resolver os problemas
de decomposicdo em fragdes parciais
9.5: 37,38,39 e 40
9.6: 87 e 88
do seguinte modo:
(a) montando e resolvendo sistemas lineares no CAS escolhido
(b) usdando diretamente o comando disponivel no CAS -~

9.5 INTEGRACAO DE ?SKQQES RACIONAIS POR FRACOES
PARCIAIS

Lembre que uma fungdo racional é uma razdo de dois polinémios. Nesta se¢do, vamos dar um
método geral para a integragdo de fungées racionais, baseado na idéia de decompor uma
fungdo racional em uma soma de fungdes racionais mais simples, que possam ser integradas
pelos métodos estudados nas segdes anteriores.

Em élgebra, aprende-se como combinar duas ou mais fragdes em uma ﬁniczi, achando o
denominador comum. Por exemplo,
2 + 3 2x+D+3x-4)_ 5x-10 1
x—4 x+1 (x=4)(x+1) x*-3x—4
Porém, para os propdsitos de integracdo, o lado esquerdo de (1) € preferivel ao lado direito, uma
vez que cada um dos seus termos € de facil integracao:

5x-10 _x=100 J‘
x*=3x— 4

dx+j—————dx 2In|x—4|+3In|x+1]+C

x—4

Assim, € desejdvel ter algum método que nos possibilite obter o lado esquerdo de (Da partlr do
lado direito. Para ilustrar como isso pode ser feito, comegamos por notar que, no lado esquerdo,
os numeradores sio constantes, e os denominadores sdo os fatores do denominador do lado
direito. Desta forma, para encontrar o lado esquerdo de (1) a partir do lado direito, deveremos
fatorar o denominador do lado direito e procurar por constantes A e B, tal que

5x—10 A + B (2)
x=-Hx+1) x—4 x+1

Uma maneira de encontrar as constantes A e B é multiplicando ambos os membros de (2) pof
(x—4) (x + 1), para eliminar a fragdo. Isto dé lugar a

5x-10=A(x+ 1)+ B(x—4) 3

Esta relagiio ¢ vélida para todo x; assim, em particular, € védlida parax =4 e x = -1. Substituir
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x =4 em (3) faz com que o segundo termo desapareca e dé lugar 4 equagdio 10 = 5A ou 4 = 2;
substituir x =1 em (3) faz com que desapareca o primeiro termo da direita e resulte na equagdo
—~15 =-5B ou B = 3. Substituindo-se estes valores em (2), obtemos

sx-10 _ 2 3 ()
(x—4)x+1) x—-4 x+1

o que estd de acordo com (1).
Um segundo método para encontrar as constantes A ¢ B € multiplicando o lado direito de (3)
e juntando as poténcias iguais de x para obter

5x-10=(A +B)x + (A-4B)

Uma vez que os polindmios dos dois lados sfo idénticos, os seus coeficientes correspondentes
devem ser os mesmos. Equacionando os coeficientes correspondentes nos dois lados, obtém-se o
seguinte sistema de equagdes nas incégnitas A e B:

A+B=5

A-4B=-10
Resolvendo este sistema, temos A = 2 e B = 3, como anteriormente (verifique).

Os termos a direita de (4) sdo chamados fragédes parciais das expressdes do lado esquerdo,
pois cada um constitui uma parte daquela expressdo. Para encontrar as fragdes parciais, primeiro
tivemos que fazer uma suposic@o sobre a sua forma e, entdo, tivemos que encontrar as constantes
desconhecidas. Nosso préximo objetivo € estender esta idéia a funcdes racionais em geral. Com
esta finalidade, vamos supor que P (x) /Q (x) seja uma funcdo racional prépria, o que significa
que o grau do numerador € menor do que o grau do denominador. H4 um teorema na dlgebra
avancada que estabelece que toda fungdo racional prépria pode ser expressa como uma soma

P =Fx)+ Ex)+---+ F(x)
O(x) :
onde F (x), F(x), . .., F (x) sio-fungdes racionais da forma
A Ax+ B

-2  ou —22TZ
(ax +b)* (ax* +bx +¢)* -

nas quais os denominadores sdo fatores de Q(x). A soma € chamada de decomposicdo em fracgies

parciais de P(x) /Q(x), e os termos sdo chamados de fracdes parciais. Como em nosso exemplo

de abertura, h4 duas etapas para se encontrar uma decomposicdo em fragdes parcias: determinar

a forma exata da decomposicdo e encontrar as constantes desconhecidas.

s+ v e o e e s o- e s o () primeiro passo para se achar a forma de uma decomposiciio em fracdes parciais de uma fungdo

,HANDO A FORMQ DE racional prépria P(x)/Q(x) € fatorar completamente Q(x) em fatores lineares, quadriticos e

A Q,ECOMPOSK}AO EM irredutiveis e, entdo, juntar todos os fatores repetidos, de tal modo que Q(x) seja expresso como
OES PARCIAIS um produto de fatores distintos da forma

(ax+b)" e (ax®+bx+o)" —
A partir destes fatores, podemos determinar a forma da decomposi¢ao das fragdes parciais usando
duas regras, as quais discutiremos a seguir.

® 3 ¢ s 8 ° 3 3 =z = 5 3 =&

TORES LINEARES

Se todos os fatores de Q(x) sdo lineares, entdo a decomposicdo em fragGes parciais de P(x)/Q(x)
pode ser determinada usando-se a seguinte regra:

REGRA DO FATOR LINEAR. Para cada fator da forma (ax + b)", a decomposicdo em
fragdes parciais contém a seguinte soma de m fragGes parciais:

_ Al + ‘ AZ s+t i’n

ax+b (ax+b) (ax +b)

onde A‘, A, .., A sfo constantes a serem determinadas. No caso onde m = 1, aparece
somente o primeiro termo da soma.
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_ O integrando é uma funcdo racional prépria, que pode ser escrita como

1 1
Prx-2 (x-1)(x+2)

Os fatores x — 1 e x + 2 sdo lineares e aparecem na primeira poténcia; assim sendo, cada fator
contribui com um termo na decomposicio em fragdes parciais pela regra do fator linear. Deste
modo, a decomposi¢do tem a forma
1
(x=D(x+2) x-1 x+2

onde A e B sio constantes a serem determinadas. Multiplicando-se ambos os membros de (3) por
(x - 1) (x + 2), obtém-se
1=Ax+2)+Bx-1) ©)

Conforme discutido anteriormente, existern dois métodos para se encontrar A € B: podemos :
substituir valores de x escolhidos, de forma a anular termos 2 direita, ou podemos multiplicar o
lado direito e equacionar coeficientes correspondentes nos dois lados para obter um sistema de
equagdes que podem ser resolvidas para A e B. Vamos usar a primeira abordagem.

Fazendo-se x = 1, o segundo termo em (6) desaparece, e obtemos 1 = 3A ou A=1; fazendo-se
x =-2, o primeiro termo em (6) desaparece, e obtemos 1= —3B ou B = —1. Substituindo esses
valores em (3), obtém-se a decomposi¢io em fragdes parciais
1 -
— 1 = 3 +
(x=Dx+2) x-1 x+2

e

A integragdo pode ser completada da seguinte forma:

J dx _lf dx  1( dx
(x—-D(x+2) 3Jx-1 3)x+2
x-1

=lln|x—1|—lln|x+2‘+C:lln
3 3 3 jx+2

+C .

Se os fatores de Q(x) sdo lineares e nenhum € repetido, como no iltimo exemplo, entdo 0
método recomendado para encontrar as constantes na decomposi¢do em fragdes parciais éa
substituic@o de valores apropriados de x para fazer desaparecer termos. Entretanto, se alguns dos
fatores lineares sdo repetidos, entdo ndo serd mais possivel encontrar todas as constantes desta
forma. Neste caso, o procedimento recomendado € encontrar tantas constantes quanto possivel
por substituigdio e, entdo, encontrar as demais equacionando os coeficientes. Isto estd ilustrado
no préximo exemplo.

Calcule f}jﬁ‘}_ dx.

3 2
x’ —2x
< O integrando pode ser reescrito como

2x+4 2x+4

-2 X(x-2)

Embora x* seja um fator quadrético, ele ndo € irredutivel, pois x* = xx. Assim, pela regra do fator
linear, x? introduz dois termos (uma vez que m = 2) da forma

A B

X X




ntdo o
iis € a
ns dos
;s desta
yssivel
strado

o fator

TORES QUADRATICOS
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e o fator x — 2 introduz um termo (uma vez que m = 1) da forma

C
x=-2

logo, a decomposicdo em fragdes parciais €
2x+t4 A B C ™

Yooy x 2 x-2
Multiplicando-se por x? (x — 2), obtém-se
2 +4=Ax(x-2) + B(x~2) + Cx? 8)
a qual, apés a multiplicagdo e juntando-se as mesmas poténcias de x, fica
2x+4=A+C)x*+(-2A+B)x-2B )]

Fazendo-se x = 0 em (8), desaparecem o primeiro e o terceiro termos; obtendo-se B = -2 ¢’
fazendo-se x = 2 em (8), o primeiro e o segundo termos desaparecem, resultando em C = 2
(verifique). Porém, ndo h4 substitui¢io em (8) que produza A diretamente; assim sendo, fazemos
uso da equacgdo (9) para encontrar esse valor. Isto pode ser feito equacionando-se os coeficientes
de x?em ambos os lados para obter

A+C=0 ou A=-C=-2
Substituindo-se os valores A = -2, B=-2 ¢ C = 2 em (7), obtém-se a decomposicao de fracdes
parciais
244 =2 -2 2
Px-2) x x* x=2
Assim,

[ NTE
x(x=2)

x—2
X

2 +
+—=+C ‘
X

=21n|x[+g+2ln1x—2|+C=21n
x

Se alguns dos fatores de Q(x) sdo quadréticos irredutiveis, entdo a contribui¢do destes fatores
para a decomposicdo em fra¢des parciais de P(x)/Q(x) pode ser determinada a partir da seguinte
regra:

saa k s L 71003 Para cada fator da forma (ax’ + bx + )", a |
decomposxgao em fragoes parciais contém a seguinte soma de m fragdes parciais:

Ax+B A,x+B, A x+B,
+ +oh
ax* +bx+c  (ax* +bx+c) (ax* +bx+c)"
‘ondeA A, ... A ,B.B, ..., B_ sdo constantes a serem determinadas. No caso onde -

m = 1, aparece somente o primeiro termo da soma.

3

Calcule J—-—{de
3x7—x"+3x-1

O denominador do integrando pode ser fatorado por agrupamento:

x+x-2 X +x—-2 X 4x-2
3 ~x2+3x-1 *Gx-D+GBx-1) Gx-DE*+D)
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Pela regra do fator linear, o fator 3x — 1 introduz um termo, a saber
A
3x-1
e pela regra do fator quadrético, o fator x”+ 1 introduz um termo, a saber

Bx+C
x+1

Assim, a decomposicao em fracdes parciais €

X +x=2 __A +Bx+C ; (10)
Gx-Dx*+1) 3x-1 x*+1

Multiplicando-se ambos os membros de (10) por (3x-1) (x2+ 1), obtém-se

X+x-2=A+ 1)+ Bx+C)(3x-1) an

Poderfamos encontrar A substituindo x =1, o que faz desaparecer o ultimo termo, e, entio,
determinar as constantes, equacionando os coeficientes correspondentes. Contudo, neste caso ¢
mais facil encontrar fodas as constantes equacionando os coeficientes e resolvendo o sistema
resultante. Com esta finalidade, multiplicamos o lado direito de (11) e juntamos as mesmas
poténcias: . -

2+x-2=(A+3B)xX*+(-B+30)x+(A-C)

Equacionando os coeficientes correspondentes, obtém-se

A+3B =1
- B+3C=1
A - C=-2

Para resolver este sistema, subtraimos a terceira equacdo da primeira para eliminar A. Entdo,
usamos a equacdo resultante com a segunda equago para obter Be C. Finalmente, determinamos
A a partir da primeira ou da terceira equagdo. Isto dd lugar a (verifique)

A=-1, B=%, C=}

Assim, (10) se torna

K +x=2 -1 dx+
= +
Gx-D(x*+1D) 3x-1 x*+1
e
P x=2 7( dc 4 x 3 dx
I S R M R
Bx—-Dx"+1) 5 3x—-1 5J x*+1 5 x"+1
7 2 3
=——In]3x—1[+ZInG* +D+=tg'x+C .
s [3x-1] 5n(x ) 5g x .

“i . o oo Os CAS sio capazes de encontrar decomposicdes em fragdes parciais. S¢
vocé tem um CAS, leia 0 manual e use-o para encontrar as decomposi¢des nos Exemplos (1), @
e (3).

3xt+4x +16x7 +20x +9
Calcule R
(x+2)(x" +3)
Ssin07 Observe que o integrando € uma fungHo racional propria, uma vez que 0 numerador
tem grau 4 ¢ o denominador tem grau 5. Assim, o método das fragdes parciais € aplicvel. Pela
regra do fator linear, o fator x + 2 introduz um s6 termo '

A
x+2
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e pela regra do fator quadritico, o fator (x? + 3)? introduz dois termos (uma vez que m = 2):

Bx+C Dx+E
¥ +3  (x*+3)

Assim, a decomposi¢io em fragdes parciais do integrando é
35 +4x° +16x°+20x+9 _ A L Bx+C Dx+E
(x+2)(x* +3)° x+2  x*+3 (X +3)
Multiplicando-se por  x + 2) (x*>+ 3)%, obtém-se
34+ 433+ 16x2 + 20x + 9
=AW+ 3P+ Bx+C) (P +3) (x42) + Dx+E) (x +2) (13)

12)

a qual, apés a multiplicacd@o e juntando-se as mesmas poténcias de x, fica:
3¢ +4x°+ 162+ 20x + 9
=(A+B)x*+(2B+O)x*+ (6A+3B+2C+D) 12
HO6B+3C+2D + E)x+(9A + 6C + 2F) (14

Equacionar os coeficientes correspondentes em (14) d4 lugar ao seguinte sistemna de 5 equagdes
lineares em S incégnitas:

A+B= 3
2B+C= 4

6A+3B+2C+D=16 - (15)
6B+3C+2D+E=20 ’
9A+6C+2E= 9

Meétodos eficientes para a resolugdo de sistemas lineares, como estes, sdo estudados em um ramo
da matemdtica chamado de dlgebra linear; estes métodos.estio fora do escopo deste livro. Porém,
sistemas lineares de praticamente qualquer tamanho sio resolvidos pelo computador, e a maioria
dos CAS tem comandos que, em muitos casos, resolvem o sistema linear exatamente. Neste caso
em particular, podemos simplificar o trabalho efetuando primeiro a substitui¢io x =—2 em (13),
da qual resulta que A = 1. Substituindo este valor de A em (15), teremos o sistema mais simples

B= 2

2B+C= 4
3B+2C+D=10 (16)

6B+3C+2D+E=20

6C+2E= 0

Este sistema pode ser resolvido de cima para baixo, primeiro substituindo B = 2 na segunda
equagao para obter C =0, depois substituindo os valores conhecidos de B e C na terceira equacio
para obter D = 4, e assim por diante. Desta forma, obtém-se

A=1, B=2, C=0, D=4, E=0
Portanto, (12) se torna

3x* +4x° +16x* +20x +9 1 2x 4x
2 2 = +— o 2
(x+2)(x"+3) x+2 x"+3 (x*+3)
logo
3xt+4x° +16x2+20x+9
(x+2)(x2+3)2

Jx+2 x’ +3 J‘(x +3)

+C ¢
3

=In|x+2|+In(x* +3)-
.X'
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NTEGRANDO FUNGOES | Enbort o méod do st g e v st
RACIONAIS IMPROPRIAS ¢ al Impropria pode SetIntegiach * & Visdo e expressando-sea fungg
como o quociente mais o resto sobre o divisor. O resto sobre 0 divisor serd uma fungdo raciong|

prépria, a qual pode, entdo, ser decomposta em fragdes parciais. Esta idéia estd ilustrada pg
exemplo a seguir:

Exempio 5

4 3 2 _
Caleule J 3x +3)§ S5x+x-1 I
: X +x-2

Solucdio. O integrando € uma funcao racional imprépria, uma vez que o numerador tem grau 4 ¢
o denominador tem grau 2. Assim, vamos primeiro efetuar a divisdo:

3xt+1
3x 43 =557 +x-1
3x +3x° —6x°

Z+x-1

2 +x-2

X4x-=2
1 .
Tem-se, entdo, que o integrando pode ser €Xpresso como
3xt+3x° =5x7 +x—1
¥ +x=2

1
=@+ D)+ 55—
.(x ) X 4x-2

e, portanto,

4 3_ 2 _ .
J3x +.3)Z 5x°+x 1dx=J.(3x2+1)dx+f i dx
X+x-2 x“+x-2

A segunda integral 2 direita envolve uma fungiio racional propria e pode ser calculada por uma

decomposigio em fragdes parciais. Usando o resultado do Exemplo 1, obtemos
J3x4+3x3‘—5x2+x—-1 x—1

x+2

+C

Hx=2

dx=x3+x+%ln

s & & % 5. 2 ® 3 %

~ = * " 14 alguns casos nos quais é inapropriado o método das fragdes parciais. Por exemp;lo, seria
OBSERVACOES FINAIS ilégico usar fragdes parciais para efetuar a integragio

X +2x-8
uma vez que € mais direta a substituigdo u = ¥+ 2x — 8. Analogamente, a integragdo

2x -1 2x dx
d :f d —J =In(x* +)—tg ' x+C
Jx2+1 S B ol vl

J—iﬂ—dlenlx3+2x—8\+6’

requer somente um pouco de 4lgebra, uma vez que o integrando j4 estd na forma de fragdes

parciais.

r e
i Nos Exercicios de 1 a8, escrevaa forma da decomposi¢do em : : 1-5x° : 6. __,21‘2__ '
| fracdes parciais. (Ndo ache os valores numéricos dos £+ (x=D(x"+3)
: coeﬁciventes‘)r L A — x 1— 35t
31 5 (x> +5)° (x=2)(x*>+1)
— 2 + 5 © x2 — 9 i e S T Iivf, S ———- ,,:, S =
(x=2)x+5) X ) , Nos Exercicios de 9 a 32, calcule a integral.
2x-3 4 x? S

3. S
©-x (x+2) j dx f dx
9, —5 — 10. 2
x +3x-4 x“+8x+7
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11x+17 12 J 5x-5
2x* +7x—4 "J 3x*-8x-3
2x*-9x-9 j dx
22 T2 0 =
3. f o _ox 14. D)
2 2
fx+2dx lé.fx 4dx
x+2 1
2
J ;’zx 10 dr J
x"—4x+4 x2 —3x+2
5 2
Jx+32x+1dx 2f2x x——ldx
X —x X —4x
J2x2+3 dx J3x —xtl
x(x—l)2 x-x*
2+x-16 ” J2x —2x— 1
(x+1)(x-3) ) X -x*
x? 2% +3x+3
————dx .|
(x+2) (x+1)

2x* -1 . dx
4x-D2+1) 28.

X4x
P+l +x+2
(F+D(x*+2)

X437 +x+9
(2 +D(x*+3)
3_n.2 _
fx 3x2 +2x de
x +1

30.

jx4+6x3+10x2+x
x*+6x+10

Nos Exercicios 33 e 34, calcule a integral fazendo a substituicdo
que converte o integrando em uma fungio racional.

et
dt
34, fez, 1

3 j_%.cow_‘dg
sen’@+4senf—5
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35. Ache o volume do sélido gerado quando aregido encerrada por
¥y =39 ~x),y=0,ex=2 giraem torno do eixo x.

36. Ache a drea da regido sob a curva y = 1/(1 + ¢%), acima do
intervalo [-In 5, In 5]. [Sugestdo: faca uma substituicdo que
converta o integrando em uma fungdo racional.]

Nos Exercicios 37 e 38, use um CAS para calcular a integral
de duas maneiras (1) integrando diretamente; (ii) use 0 CAS
para encontrar a decomposi¢io em fracOes parciais e integrar
a decomposi¢o. Integre a mao para verificar os resultados.

2 +1
—————dx
(x"+2x+3)

= 38 Pxtrar’ +4087 +4x+4
- (x> +2)

Nos Exercicios 39 e 40, integre a mdo e verifique a sua resposta
usando um CAS.

- dx
£ 39.
jx4—3x3—7x2+27x—18
40. dx

16x° —4x* +4x -1
41. Mostre que

ji 4x dx:E
ox +1 8

42. Use fracoes parciais para deduzir a férmula de integragio

1 i
dx=—1In
J(Jtz—x2 2a

Nesta secdo, discutiremos como integrar usando tabelas e vamos dirigir a sua atengdo para
alguns itens relacionados ao uso de sistemas algébricos de computacdo para integracdo. Os
leitores que ndo estdo usando sistemas algébricos computacionais podem ignorar este
material, sem nenhum problema.

© 2z & ¥ o = 5 & 2 B

As tabelas de integrais s&0 Uteis na eliminagdo de enfadonhos calculos & mao. As dltimas paginas
deste livro contém uma tabela de integral relativamente breve, & qual nos iremos referir como
Tabela de Integrais do Final; tabelas mais abrangentes estio publicadas em livros de referéncia-
padrio, tais como CRC Standard Mathematical Tables and Formulae, CRC Press, Inc. , 1991.

Todas as tabelas de integrais t8m o seu préprio sistema de classificacdo, de acordo com a
forma do integrando. Por exemplo, a Tabela de Integrais do Final classifica as integrais em 15
categorias; Fungdes Bdsicas, Reciprocos das Func¢des Bdsicas, Poténcias de F: ungdes
Trigonométricas, Produtos de Fungdes Trigonométricas e, assim por diante. O primeiro passo
ao trabalhar com tabelas € ler tudo sobre a classificacdo, de tal forma a compreender o esquema
de classificac@o e saber onde buscar diferentes tipos de integrais.
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Assim, a partir de (5), obtemos

2du
j dx =[ 1+u’
1—senx+cosx ( 2u ) (1—u2]
1- 7]t 2
1+u 1+u
2du
(+u?)—2u+(1-u*)
i(—h—‘—=——ln|1—u]+C’=—ln‘l—-tg(x/Z)HC *
-u

OBSERVACAQ. A substitui¢do u = tg (x/2) ird converter qualquer fungfo racional de sen x e
cos x para uma funcéo racional ordinéria de . No entanto, o método pode levar a decomposicdes
em fracOes parciais enfadonhas. Portanto, pode valer a pena explorar a existéncia de métodos
mais simples quando se estiver calculando & m#o.

As tabelas de integracdo estdo rapidamente dando lugar a integragdo computadorizada, usando
sistemas algébricos computacionais. Entretanto, a integracdo computadorizada é muito parecida
com o xadrez computadorizado — o computador pode escolher através de numerosissimas
possibilidades rapidamente, mas a abordagem €, por vezes, mecénica, faltando aimaginagioeo
julgamento do pensamento humano. Como resultado, as respostas produzidas por integracdes no
computador sdo, por vezes, menos satisfatdrias do que aquelas nas tabelas de integrais, que tém
sido aperfeicoadas durante muitos anos, por muitas mentes matematicas excelentes.

As vezes, sistemas algébricos computacionais ndo produzem a forma mais geral de uma integral
indefinida. Por exemplo, a forma de integrag@o

&l jx-1]tC
x—1

que pode ser obtida por inspegfio ou usando a substitui¢do u = x — 1 & vdlida para x # 1. No
entanto, o Mathematica, o Maple e o Derive calculam esta integral como *

In(l1-x), In(x-1), In(x-1),

Mathematica . Maple Derive
Observe que nenhum dos sistemas coloca constante de integracdo — supde-se simplesmente que
ela estd ali. Observe também que nenhum dos sistemas pde sinais de valor absoluto;
conseqiientemente, para o Maple e o Derive, a antiderivada resultante € vilida somente se x > 1,
e para o Mathematica, somente se x < 1. Assim, embora todos os sistemas algébricos
computacionais produzam uma antiderivada correta, nenhum deles produz a antiderivada mais

geral.
Agora, vamos examinar como o Mathematica, o Maple e o Derive tratam a integral

jxw/xz ~Ax+5de =47 —x—DWx' —4x+5 +In(x -2+ Vx> —4x +5) (6)

a qual obtivemos no Exemplo 3(b) (com a constante da integragio incluida). O Derive produz ,
esse resultado numa forma algébrica ligeiramente diferente, e 0 Maple produz o resultado

Jx\/xz —4x+5de=4(x" —4x+5 + L (2x—4)Wx* —4x+5+senh (x - 2)

Isto pode ser reescrito como (6) expressando o expoente fraciondrio na forma de radical e
expressando senh™ (x—2) na forma logaritmica, usando ‘0 Teorema 8.8.4 (verifique). O

* Os resultados produzidos por Mathematica, Maple e Derive podem variar, dependendo da versdo do soffware que
esteja sendo usado.
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SISTEMAS ALGEBRICOS

PODEM FALHAR

- PARA O LEITOR. Se vocé expandir as tespostas produzidas pelo Maple e pelo Derive, iri
. descobrir que elas contém o termo. 1, que ndo aparece no resultado obtido no Mathematica. Qual
" € a explicagfio?

" como foram dadas podem ser calculadas primeiro reescrevendo-se as mesmas em uma forma
. diferente ou fazendo-se uma substituicdo. Faga uma substitui¢io u em (7) que possibilite
" usar um CAS para calcular a integral.

Mathematica produz o resultado
jxx/xz —4x+5de=4(x* —x—DVx’ —4x+5—-senh(2-x) °

que pode ser reescrito na forma (6) usando o Teorema 8.8.4 com a identidade senh™" () <

— senh™ x (verifique).

Os sisternas algébricos computacionais, por vezes, produzem respostas inconvenientes on

nfio-naturais para os problemas de integragdo. Por exemplo, quando o Mathematica, o Mapleeq

Derive sio pedidos para integrar (x + 1)’, eles produzem o seguinte resultado: :
x+1t (x+1D?

g 87

Maple Derive Mathematica

x+1+70 + 8 470+ 1+ x4 4R

As respostas produzidas pelo Maple e pelo Derive estao de acordo com o calculo manual

J(x+1)7dx=g—+—;£+c

que usa a substitui¢do u = x + 1, du = dx, enquanto que a resposta produzida pelo Mathematicq
est4 baseada na expansdo de (x + 1)” e na integra¢ao termo a termo. ‘

No Exemplo 2(a) da Se¢8o 9.3, mostramos que
jsen“xcos5 x dx=1Lsen’x —Zsen’x + Lsen’x + C

Em contrapartida, o Mathematica integra isto como
L_(1890sen x — 420sen3 x —252sen5 x +45sen 7x + 35sen9x)

80640
e 0 Maple e o Derive essencialmente integram isto como

—Llgen? 6 x—Li 6 x +-Lcos” 4 cos? N
Lsen *xcos® x — 3;S€NXCOS” X + 755 COS” XSEN X + 555C0S” XS€N X + gz sen x

Embora os trés resultados parecam bem diferentes, eles podem ser obtidos um do outro usando
identidades trigonométricas apropriadas.

Todo sistema algébrico computacional tem uma biblioteca de fungdes que pode ser usada para
construir antiderivadas. Tais bibliotecas cont®m funcdes elementares, tais como polindmios,
fungdes racionais, bem como vérias funges ndo-elementares que surgem em engenharia, fisica
e outros campos de aplicagdio. Se o resultado de uma integragdo ndo puder ser expresso em
termos de fungdes na biblioteca do programa, entdo o programa dard alguma indicagfio de que
ele ndo pode calcular a integral. Por exemplo, quando solicitado para calcular a integral

J(1+lnx)1/l+(x Inx)” dx 0

o0 Mathematica, o Maple e o Derive respondem dispondo alguma forma de integral ndo- calculada
como resposta, para indicar que ndo podem efetuar a integragdo.

PARA O LEITOR. As vezes, integrais que nio podem ser efetuadas por um CAS da forma

vocé

As vezes, o CAS responde expressando uma integral em termos de outra. Por exemplo, $¢
vocé tentar integrar e* usando o Mathematica, o Maple ou o Derive, vocé ird obter uma
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expressdo envolvendo erf (que significa func¢do erro). Esta funcdo estd definida como

erf(x) = %—J e dr
0

de tal forma que os trés programas, basicamente, ndo fazem mais do que expressar a integral
dada em termos de outra estreitamente relacionada.

Exemplo 7
Uma particula se move ao longo do eixo x de tal forma que a sua velocidade v(f) no instante ¢ é
v(?) =30 cos” tsen*t (t=0)

M { . .
, {f ‘.\ i,ff\jj Faca o gréfico da curva de posigdo versus tempo para a particula, uma vez que elaestiem x = 1
J L / quando £ =0.

t
5 10 15 .20 . Solucdo. Uma vez que dx/dt = v(¢), a funcdo posicdo x(¢) € obtida por integracdo da fungdo
velocidade. Iremos efetuar a integracdo usando o Mathematica, mas o procedimento seria o
mesmo para o Maple ou o Derive. Integrando-se 0(f) e adicionando-se a constante que estd

faltando 2 integracdo, temos

x= J3O cos’ tsen’t dt

= 5357 (16170 sent — 2310 sen 3t — 2541 sen 5t — 165 sen 7t + 385sen 9¢

. +105senllt)+C
Uma vez que x = 1 se 1 =0, substituindo estes valores na equagao, tem-se C = 1. Assim, com esse
valor para C, o gréfico de x versus t € conforme o que estd na Figura 9.6.2. .

CONJUNTOC DE EXERCICIOS 9.6 CAS
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Nos Exercicios 1-24: 15. f«/9 - x> dx 16. J—‘ 4-x’ dx
(a) Use a Tabela de Integrais do Final para calcular a integral. x
(b) Se vocé tem um CAS, use-o para calcular a integral e, entdo, .
prove que o resultado € equivalente ao que foi obtido no item 17. J V3—x dx 18. j 1 dx
(a). x a6x—x*

19. jsen 3x sen2x dx 20. Jsen 2xcos5x dx

3x x
1. 2. | o 3 Inx
PP 2-30) at. jx Inx di 2 [
1 1 Vx
3'f2+5dx 4'f215dx
x(2x+5) x*(1-3x) 23. Je"z" sen3x dx 24. Je‘r cos2x dx
x
5. | xV2x—-3dx : J dx
J 6 V2—-x Nos Exercicios 25-36:
1 1 (a) Faca asubstitui¢do 1 indicada e, entdo, use a Tabela de Integrais
7. f—“*—‘“(——— dx 8. J X do Final para calcular a integral.
4= 3x *3x—4 (b) Se voce tem um CAS, use-o para calcular a integral e, entfo,
9 f 1 dx 10 j 1 dx prove que o resultado € equivalente ao encontrado no item
T J5-x? ") xP-9 : (a).

4x

25. J—ez——zdx, u=e*
(4 —3e™)

x? 1
13. J—‘“ dx 14. J———‘—r"— dx 2. [ cosZx dx. u=sen?
X4 Xx -2 : (sen2x)3-sen2x) = senax

11. fvx2—3dx 12.{—‘—“"27*5&
=




ARD ANTON

y=~25-x*, y=0, x=0, x=4
y:'\9x2-4, y:O, x=2

1
=25 1ee 0T F=0 x=1

y=+xlnx, y=0, x=4

y

os Exercicios 79-82, use qualquer método para encontrar o
olume do sélido gerado quando a regido encerrada pelas
curvas € feita girar em torno do eixo y.

y=e5y=0,x=0,x=3
y=Inx,y=0,x=5

os Exercicios 83 e 84, use qualquer método para encontrar o
omprimento do arco da curva.

y=2'x2’
L y=3lnx,

0<x<L2

1<x<3

os Exercicios 85 e 86, use qualquer método para encontrar a

ea da superficie gerada fazendo a curva girar em torno do
X0 X.

. y=senx,0<x<rw
. y=1/x,1<x<4

CALcuLo

Nos Exercicos 87 e 88, é dada a informagio sobre 0 movimento

de uma particula ao longo de um eixo.

(a) Useum CAS para encontrar a funcfo de posi¢do da particula
para 12 0. Voc€ pode aproximar as constantes de integraco,
quando necessario.

(b) Faga o gréfico da curva de posicio versus tempo.

B 87. v(®)=20cos’zsen’t, s(0) =2
BB 88. a(?) = e sen2ssen 44, 0) =0, s(0) = 10

89. (a) Use a substitui¢fio u = tg (x/2) para mostrar que
1+tg(x/2) +
1-1g(x/2)
¢ demosntre que isto estd em conformidade com a férmula

(22) da Segdo 9. 3.
(b) Use o resultado do item (a) para mostrar que

i3
& 4 2
96. Use a substitui¢do « = tg (x/2) para mostrar que
fcossecx dx = lln[}‘——ﬂ]+ C
2 1+cosx

e confirme que isto estd em conformidade com o resultado do
Exercicio 61 (a) da Se¢do 9.3.

jsecx dx=1In

Jsecxdx:ln +C

91. Ache uma substitui¢do que possa ser usada para integrar uma

funcgdo racional de senh x e cosh x e use a sua substituicdo para
calcular

j dx
2coshx +senh x

sem expressar a integral em termos de e*e e .

9.7 INTEGRACAOQ NUMERICA; REGRA DE SIMPSON
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O procedimento usual para calcular uma integral definida é encontrar uma antiderivada do
integrando e aplicar o Teorema Fundamental do Cdlculo. Porém, se uma antiderivada do
integrando ndo puder ser encontrada, entdo precisamos procurar uma aproximacdo numérica
da integral. Em se¢des anteriores, discutimos trés procedimentos para aproximar dreas
usando somas de Riemann — aproximagdo pelo extremo esquerdo, aproximacdo pelo extremo
direito e aproximagdo pelo ponto médio. Nesta se¢do, vamos adaptar estas idéias para
aproximar integrais definidas em geral e discutir novos métodos de aproximagdo, que,
[reqiientemente, fornecem uma maior precisdo com menos cdlculo.

[a, b] estd definida por
OMA DE RIEMANN

Lembre, da Férmula (6) da Se¢do 7.5, que a integral definida de uma fungio fem um intervalo

b n
J f(x)dx=Tim Y, f(x)Ax
a n—r+oe k=1

onde a soma que aparece no lado direito € chamada de soma de Riemann. Nesta férmula, o intervalo
[a, b] é dividido em  subintervalos de comprimento Ax = (b—a) /n e x, denota um ponto arbitrario




