Secao 15: Sistema de Equacoes Diferenciais Lineares
Homogeneas com Coeficientes Constantes

Muitos problemas de fisica envolvem diversas equacoes diferenciais. Na secéo 14, por exem-
plo, vimos que o sistema massa-mola do exemplo 2 tem o seu movimento descrito pelas equagoes
diferenciais

x = =31 + 229
{ (1)

xhy =211 — 3z
Este problema é um exemplo de Sistema de equacies diferenciais. Observe que cada equagao
é linear em relagao as suas incognitas x; e o, sendo assim um sistema de equagoes lineares.
Além disso, as duas equagOes sdo homogéneas, pois cada parcela envolve alguma incdgnita,
e os coeficientes sao constantes. Trata-se, portanto, de um sistema de equacgoes diferenciais
ordindrias lineares homogéneas com coeficientes constantes. O objetivo desta se¢@o é introduzir
uma técnica para resolver este tipo de sistema.

Inicialmente observamos que o sistema dado em (1) pode ser facilmente resolvido isolando o
na primeira EDO e subsituindo-o na segunda equacao. Infelizmente, este processo nao é tao
simples em certos problemas.

Por exemplo, podemos sentir dificuldade em resolver o sistema

¥ = y-—z+y
y = —2'+3zx+y

visto que nao podemos isolar z ou y em qualquer uma das duas equacoes de forma tao simples.
Antes de resolve-lo, vejamos alguns conceitos.

Polinomio de Operadores

Definicao: Vamos denotar por DD o operador diferencial que associa a cada funcdo a sua
derivada, isto é,

Como consequéncia imediata,

Isto sugere definir D? por
D*2=DDz = 2"

Podemos generalizar, defindo D™ para qualquer inteiro nao negativo por

D"z = 2(™  derivada de z de ordem n.

Assim como definimos “poténcias” de D, podemos também definir polinémios de D. Mais
precisamente, definimos o polinémio P(D) = a, D™ + --- + a1 D + ag, onde ag,aq,...,a, sdo
ndmeros reais, por

(anD" + -+ a1D + ag)z = anz™ + - + a1z + agpz.



Exemplos:

)(D-1z=2 -z

2) (D?+2D+3)z=2"+22+3
3) (4D3 —2D)z = 42" — 27/,

Observagao: Em certo sentido, podemos trabalhar com polinémios em D como se fossem
polinémios convencionais. Por exemplo, se P(D) e Q(D) sao polinémios em D, entao podemos
definir P(D)+ Q(D), P(D) — Q(D) e aP(D) da mesma forma que definimos a soma, diferenga
e o produto por um escalar para polindomios em x.

Exemplo: Sejam P(D) = D? —3D +4, Q(D)=2D -3 e a = —2.
Entao
P(D)+Q(D) = (D*—-3D+4)+ (2D —3) = D> — D +1,

P(D) - Q(D)= (D*-3D+4) — (2D —3)=D* - 5D +7,
aP(D) = —2(D* - 3D +4) = —2D* 4+ 6D — 8.

Observagao 2: Se P(D) e Q(D) sao polinémios em D, entao a composta P(D)(Q(D)) é um
polinémio que pode ser calculado fazendo-se o produto entre P(D) e Q(D) como se fossem
polindmios comuns.

Exemplos:

1) PA(D)=D +2e Py(D)=—-D+4 = P (D)(Px(D)) = (D +2)(—D +4) = —D?>+ 2D +8.
2) Pi(D) =D e Py(D)=2D — 4 = P;(D)(Py(D)) = (D)(2D — 4) = 2D? — 4D.

1) Pi(D)=D?—-2e P,(D)=D+1= P (D)(Py(D)) = (D?*-2)(D+1) = D>+ D?—-2D —2.

A partir de agora, a composta entre polinémios serd tratada como um produto e adotaremos a
notacao P(D)Q(D) ao invés de P(D)(Q(D)).

Observagao 3: O produto entre polinémios é comutativo, ou seja,

P(D)Q(D) = Q(D)P(D).

Exemplo: Seja P(D) =D —2e Q(D) = D + 4. Entao,
P(D)Q(D) = (D —2)(D+4)=D*+2D —8= (D +4)(D —2) =Q(D)P(D).

O proximo teorema mostra que o modo como definimos soma, diferenca e produto entre ope-
radores serd tutil.

Teorema 1: Sejam P(D) e Q(D) polinémios em D, o € R e z uma funcao infinitamente dife-
renciavel. Entao,

i) (P(D)+Q(D))z = P(D)z+Q(D)z
ii) (aP(D))z = aP(D)z

Este Teorema pode ser facilmente verificado na pratica, como veremos no préximo exemplo.



Exemplo: Sejam P(D) = D? —1, Q(D) = D+ 1, a = 2 e z uma fun¢do infinitamente
diferencidvel. Entao,

(P(D)+Q(D))z = (D* —1+ D + 1)z = (D* — D)=z
2"'—2) + (' +2)

(
=(D*-1)z+ (D +1)z = P(D)z + Q(D)z.

N

Isto mostra a validade de i) do teorema para este exemplo. Seguindo os mesmos passos, podemos
também verificar i7) e iii).

Conclusao: Estes resultados mostram que podemos operar (somar, subtrair e multiplicar) com
polinémios em D da mesma forma que trabalhamos com polinémios comuns, expressos, em
geral, na variavel t ou .

Resolucao de Sistemas de Equacoes Diferenciais

Vejamos agora como resolver sistemas de equagoes diferenciais ordindrias lineares de coeficientes
constantes usando operadores.

Exemplo 1: Resolva

{ac’ = y-z+y @

y = —2'+3z+y

Solugdo:
(1) Primeiro, devemos primeiro passar todos os termos para o lado esquerdo da equacao, agru-
pando = com z’ e y com y':

(@ +z)-@+y =0
(@' =3z)+ (' —y) = 0
(2) Note que, usando o operador diferencial D, temos
d+r=D+1)r , y+y=D+1ly , 2’-3z=(D-3)z e y—y=(D-1y.
Assim, o sistema acima pode ser reescrito como
D+zxz—(D+1y = 0
(D-3)x+(D—-1)y = 0

Para resolver este sistema de equagbes com incégnitas x e y e “coeficientes” (D+1),...,(D—1),
vamos empregar as técnicas tradicionais para resolver sistemas.

Observag¢do: Embora D+ 1, D —3 e D — 1 sejam notagoes simbdlicas para operadores, podemos
opera-los como se fossem coeficientes constantes. Isto é uma consequéncia do Teorema 2, que
nos permite somar, subtrair e mutltiplicar operadores tal qual fazemos com varidveis e ntimeros

reais. NO ENTANTO, NAO DEVEMOS DIVIDIR OPERADORES.



Vamos triangularizar o sistema (3) para achar as suas solugoes:

1 - Multiplicando a 1% equagao por D — 3 (primeiro coeficiente da 2% equacao), temos
(D—-3)(D+1)x—(D-3)(D+1)y=0.
2 - Multiplicando a 2% equagao por D + 1 (primeiro coeficiente da 1¢ equagao), temos
(D+1)(D—-3)z+ (D+1)(D—-1)y=0.
3 - Fazendo a diferenca entre a 22 e a 1% equagao, obtemos
(D+1)(D-3)z—(D-3)(D+ x4+ (D+1)(D—-1)y+(D-3)(D+1)y=0.

Note que os termos com z desaparecem, visto que (D + 1)(D — 3) = (D — 3)(D + 1) (comuta-
tividade) e, portanto, (D +1)(D —3) — (D —3)(D+1) =0.

Assim, ficamos com
(D+1)(D—-1)y+(D-3)(D+1)y=0,

ou, equivalentemente,
(D? = 1)y + (D* —2D — 3)y =0,
isto é,
(2D* — 2D — 4)y = 0.

Assim, juntando esta equagdo com a 1% equagao de (3), temos o sistema triangular:

{ (D4 1)z — (D+ 1)y = 0 @

(2D?-2D—-4)y = 0

(3) Comecaremos estudando a tultima linha do sistema, ji que envolve apenas uma varidvel.
Veja que ela representa
2y — 2y —4=0.

Esta é uma EDOLH com coeficientes constantes. As solugoes podem ser obtidas por meio da
equacio caracteristica 2o — 2a — 4 = 0, cujas raizes sdo a; = 2 e ag = —1. Logo

y(t) = Cre®t + Cyet.
Para obter x, devemos substituir y na 1¢ equacao de (4):

(D4 1)z — (D+1)(C1e? + Coe™) =0,

ou seja,
o4z — (Cre? +Che™) — (Cr1e? + Che™) =0.
Logo,
7 + 1z —2C e* + Cre=l — Cy * — Cre=L=0.
Assim,

'+ =30 %,
que é uma EDOL Nao-Homogénea de 12 ordem. Um fator integrante associado a esta EDO é

M:efldt:et.
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Multiplicando a EDO por u, concluimos que
ela! + elw = 30 et = 30, ™.
Logo,
(elz) = 3C ¥
e, portanto,

ely = /3C1 tdt = Ce¥ + K.

Assim,
z(t) = Cre® + Ke™".
Resumindo,
ZE(t) = Cle2t + Ke™ e y(t) =C4 e?t + Cy et

ATENQAO: Observe que a resposta possui 3 constantes livres: C7, Co e K. No entanto, existe
um teorema que prediz quantas constantes livres deve ter a resposta final. Para aplicar este
resultado, devemos achar a matriz dos coeficientes em D do sistema original, isto é, ANTES de
ter sido feito a triangularizacao. No nosso exemplo, devemos analizar os coeficientes do sistema

(3), representados pela matriz
D+1 —(D+1)

D-3 D-1

Como o determinante desta matriz, 2D? — 2D — 4, é um polindémio de grau 2, existe um teorema
que garante que a solugao final deverd ter apenas 2 constantes livres. Como a nossa resposta
tem 3 constantes, significa que deve haver uma relacao entre ela. Esta “constante adicional”
surgiu durante a triangularizacao. Trata-se de uma falha do método. Para achar a relacao entre
(4, Cy e K, vejamos quando z e y satisfazem as equacoes do sistema:

e Quando z(t) = C1e? + Ke™t e y(t) = C1 e? 4+ Cy et satisfazem a 1% equacio do sistema (2)?
?
(Cre®+ Ke™t)Y = (Cre¥+Che™t) —(Cre¥ + Ke )4 (Cre?t + Coe™)

201 Kot £ 20re - Tret - Cré¥ - KoLt COrédl + Tret.
0 = 0.

Logo z e y satisfazem a 1% equacao para qualquer C}, Cs e K.
e Quando z(t) = Cy e + K et e y(t) = O € + Cy e~ satisfazem a 22 equagao do sistema (2)?
(Cre® +Che™) = —(CreP+Ke Y +3(C1e? + Ke ™) +(Cre* 4+ Cye™)
(20 e* — Cye™) z —(2C1e? —Ke ) +3(C1e? + Ke ) + (Cre¥ + Cye™)
TEre — Chet  ~ 2GR + Ke !t + 302 4 3K e 4 O 4 Gyt

o
—2Cye" = 4Ket

Cs

2

Logo z e y satisfazem a 2% equacao se e sé se —% = K. Portanto, a solucao final é

= K.

z(t) = Cre?t — %e*t e y(t)=Cre? +Chet.




Exemplo 2: Resolva

x" —11x + 6y
{ y" = 6x—6y
Solugdo:
(1) Passando todos os termos para o lado esquerdo, temos
2 +1le—6y = 0
{ —6z+y"+6y = 0

(2) Reescrevendo o sistema na notagao de operador, obtemos

{ (D2 +11)z -6y = 0 ©)

—6z+ (D?+6)y = 0

Para triangularizar o sistema, vamos multiplicar a primeira linha por 6, multiplicar a segunda
linha por (D? + 11) e soma-las como indicado

6(D?+11)r  — 6 - 6y =0
(D? +11)(=6)z + (D?*+11)(D*+6)y = 0

Ox + (D*+17D?>+30)y = 0
Juntando esta equacgao com a 2% linha do sistema (6), obtemos

6z 2 —
{ 6r + (D?+6)y 0 -

0z + (D*+17D2+30)y = 0

Note que organizamos as 2 equagoes de modo que o sistema ficasse na forma triangular superior.
Além disso, preferimos ficar com a 2% linha do sistema (6) ao invés da 12. Esta escolha é mais
interessante, ja que a primeira equagao nao envolve derivadas em z, facilitando o seu céalculo
posteriormente.

(3) Para resolver este sistema comegaremos estudando a sua segunda linha que equivale a
y@ + 17y + 30y = 0.
Esta é uma EDOLH de coeficientes constantes cuja equagao caracteristica é
ot + 170 + 30 = 0.
Esta equacdo é uma biquadrada. Podemos resolve-la definindo 8 = a?, obtendo
3%+ 178+ 30 = 0.
As raizes desta equagao sao 31 = —2 e 33 = —15. Assim, como a = 44/, obtemos
oq =iV2 , agz—i\/i , agzi\/ﬁ e a4:—i\/ﬁ.

Portanto,

y(t) = Cy cos(tV/2) + Cy sen (tV2) + C3 cos(tV15) + Cy sen (tV/15).



Para achar x(t), basta substituir y(¢) na primeira equagao do sistema (7), obtendo

—62 + (C} cos(tV2) 4 Cy sen (tv2) + C3 cos(tV/15) 4+ Cy sen (tV/15))”
+6(Cy cos(tv/2) + Ca sen (tvV/2) + C3 cos(tV15) + Cy sen (tV15)) = 0.

Entao,

62 = 4 Cy cos(tV/2) + 4 Cy sen (tv2) — 9 C3 cos(tv15) — 9 Cy sen (tV/15),
ou seja,

2 2 3 3

x = §Cl cos(tV2) + 502 sen (tV/2) — 503 cos(tV/15) — 504 sen (tV/15).

Resumindo,
2 2 3 3

x(t) = §C’1 cos(tV/2) + gCg sen (tVv/2) — 503 cos(tV/15) — 504 sen (tv/15)

e

y(t) = Cy cos(tV/2) + Oy sen (tv/2) + C3 cos(tV/15) + Cy sen (tV15).

ATENCAO: Agora devemos verificar quando & ¢ y sao solucdes (qual a relagao entre as cons-
tantes). Note que temos 4 constantes livres: Cj, Co, C3 e Cy. Lembremos que o nimero de
constantes livres pode ser achado montando a matriz dos coeficientes do sistema (6):

D2+11 -6
—6 D?+6

e calculando o grau do determinante desta matriz. Como o determinante é D* + 17D? + 30, o
grau deste polinémio é 4 e, portanto, o nimero de constantes livres deve ser 4. Assim, como
obtivemos exatamente 4 constantes, todas elas devem ser livres. Portanto, nao ha relacao entre
elas e nao precisamos substitutir e y em (5), como fizemos no exemplo anterior.

Logo, a resposta final é

z(t) = 2Cy cos(tv2) + 2C; sen (tv/2) — 2C;5 cos(tv/15) — 2Cy sen (tV/15)
e

y(t) = Cy cos(tv/2) 4+ Co sen (tv/2) + C3 cos(ty/15) + Cy sen (tv/15).

Observagao: O sistema deste exemplo pode ser resolvido de um modo mais simples dispensando

a técnica de operadores. Basta isolar y na primeira equacao
"+ 11z

=6 ®

e substitui-lo na segunda EDO, obtendo

2+ 112\ "+ 11z
(6 > —6:0—6(6 )

Portanto, ) + 172" + 30z = 0. A partir deste ponto, o procedimento ¢é igual ao feito ante-
riormente, isto é, achamos a raizes da equacao caracteritica, determinamos a solucao geral de
x e subsituimos = em (8) para achar y. A importancia da técnica de operadores ocorrem em
sistemas em que nao é possivel isolar x ou y tao facilmente.
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Exemplo 3: Resolva

" —a 2y — 2y
¥4+ = 2y —y

Solugdo:
(1) Passando todos os termos para o lado esquerdo, temos

-2 =2y +2y = 0
4+r—-2y+y = 0
(2) Reescrevendo o sistema na notagao de operador, obtemos

{ (D> -~ D)x— (2D -2)y = 0 (10)

(D+1xz—(2D—-1)y = 0

Para triangularizar o sistema, vamos multiplicar a primeira linha por (D + 1), multiplicar a
segunda linha por (D? — D) e subrair a segunda linha da primeira, como indicado

(D+1)(D*-D)x — (D+1)(2D-2)y = 0
- (D*2-D)YD+1x + (D*?-D)2D—-1)y = 0
0z + (2D3*—=5D?*+D+2)y = 0

Juntando esta equac@o com a 22 linha do sistema (10) obtemos

(11)

(D+ 1)z — (2D - 1)y =0
0x + (2D3-5D?*+D+2)y = 0

Note que organizamos as 2 equagoes de modo que o sistema ficasse na forma triangular superior.
Além disso, preferimos ficar com a 2¢ linha do sistema (10) ao invés da 1%, visto a segunda é
mais simples (envolve apenas derivadas de ordem 1) do que a primeira.

(3) Para resolver este sistema comegaremos estudando a sua segunda linha que equivale a
29" —5y" + 4 + 2y =0.

Esta é uma EDOLH de coeficientes constantes cuja equagao caracteristica é
20° —5a° + a+2=0.

Para achar as suas raizes, devemos tentar os divisores do termo independente. Como o termo
independente é 2, os candidatos a raizes sao +1, +2.

Substituindo 1 no lado esquerdo, vemos que ele uma solucdo da equacao. Assim a; = 1 é
uma raiz e, portanto, a — 1 divide o polinémio 2a2 — 502 +a + 2. Usando o método convencional
para divisao de polinomios, obtemos

20° — bt +a+2

202 — 30 — 2.
a—1

Logo,
20% — 50 +a+2 = (a—1)(20° — 3a — 2).
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Assim, para achar as outras raizes, basta achar as raizes de
(2a% — 3a — 2).

As raizes deste polindémio do segundo grau sao 2 e —1/2. Portanto,

ap=1, aw=2 e az=-1/2.
Logo,

y(t) =C4 et + Cy e?t + Cs 67{//2.
Para achar x(t), basta substituir y(¢) na primeira equagao do sistema (11), obtendo
7+ —2(Cy el + Cy e + Oy e_t/Z)’ +(Ch el + Cy e + O e_t/z) =0.

Entao,

P 4+r=Ce +3Ce% —205e7 Y2,
que é uma EDOL Nao-Homogénea de 1¢ ordem. Multiplicando esta EDO pelo seu fator inte-
grante p = el 1dt — el, resulta

el + etz =Cre? +3C5 e — 2 Cs et/z,

ou seja,

(e'z) = Cy 2t 430y ¢e3 — 2052,
Logo,

Cl 62t

etl'_/Cl€2t+302€3t—2036t/2dt_ + Cgegt—llcget/?{-[{.

Dividindo por e?,

Cl et
xr =

5 + 02€2t—4036_t/2+K6_t.

Resumindo,

a(t)

Cl et

5 + Che?t —4C5e 2+ Ket e y(t)2016t+0262t+036_t/2.

ATENCAO: Agora devemos verificar quando z e y sdo solucdes (qual a relac@o entre as con-
stantes). Note que temos 4 constantes livres: Cp, Cy, C3 e K. Lembremos que o nimero de
constantes livres pode ser achado montando a matriz dos coeficientes do sistema (10):

D?-D —(2D-2)
D+1 —(2D-1)

e calculando o grau do determinante desta matriz. Como o determinante é —2D3 +5D? — D —2,
o grau deste polinomio é 3 e, portanto, o nimero de constantes livres deve ser 3. Logo temos
constantes demais.

Vamos verificar quando x e y sdo solucoes do sistema (9):

e Quando z(t) = ClTet + Cye?t —4C3e 2+ Ketey(t) = Cy et + Cy e + C3 7?2 satisfazem
a 1% equacao do sistema (9)7

Cyé 2 2 ! Cre 2 2 /
( 5 —|-026t—403€_t/ —i—Ke_t) —( 5 +02€t—403€_t/ —i—Ke_t) =

Q(Cl et + Cy et + C3 Cft/Z)I — 2(01 et + Cy et + C3 eit/Z)



Isto equivale a
2Cye — 3C5e 77 4 2 K ef/? = 2Cye — 3C5e 177,

ou seja,
K=0.

Com esta relagao, temos agora apenas 3 constantes livres: Cp, Cy e C'3. Como no comentério
anterior foi predito a existéncia de 3 constantes livres, ndao precisamos verificar quando x e y
satisfazem a segunda equagao de (9). Se o fizermos, chegaremos a relacao 0 = 0, nao adicionando
qualquer informacao nova.

Portanto, as solucoes sao

z(t) = ClTEt + Cye? —4Cze7/? e y(t) = Cre' + Cye? + Cze /2,

Observagao. O método dos operadores se aplica também a sistemas nao homogéneos, como
mostra o exemplo a seguir.

Exemplo 4. Resolver o sistema
r + y" = ¢3t
{x/+y/+$—y:4e3t
Reescrevendo com os operadores, temos
Dz + D% =¢€¥
{ (D+ 1)z + (D — 1)y = 4> 12)

Multiplicando a primeira equagao por D + 1 e a segunda por, D temos
D(D + 1)z + D*(D + 1)y = 4e™
D(D+1)xz+ D(D —1)y = 12¢%

Note que, por exemplo, (D + 1)(e3') = (%) + €3t = 3e3 + 3t = 4¢3,
Subtraindo a segunda equacio da primeira, obtemos a EDO (D?(D+1)—D(D—-1))y = —8¢*,
isto é,
(D3 + D)y = —8e3". (13)
A equacdo caracteristica é A(A? + 1) = 0, cujas raizes sdo A\ = 0, Ao = i e A3 = —i. Com elas

construimos trés solugoes linearmente independentes para a equacao homogénea

1, cost, sent.

Procuramos uma solugdo particular para a equacio nao homogénea (13) da forma y,(t) = Ae.

Substituindo na equacao, depois de feitas as contas, encontramos

4
P
yp( ) 15 €
Portanto,
4
y(t) = Crcost + Cysent + Cy — Be?’t. (14)
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Substituindo na primeira equagao, obtemos
/ 3t " 3t 12 3t
r=et—y =e —I—C’lcost—l—C'Qsent—kge .

Integrando, temos

1
x(t) = —Cycost + Cysent + Tgegt+04. (15)

Para saber o ntimero de constantes arbitrarias na solucao do sistema, calculamos o determinante

D D?
det =-D>—-D.
D+1 D-1

Como obtivemos um operador diferencial de ordem 3, sabemos que a solugao geral do sistema vai
envolver 3 constantes arbitrarias. Mas na solugao dada por (14) e (15), aparecem 4 constantes.
Logo, as quatro constantes nao sao livres, deve haver algum vinculo entre elas. Para descobrir
esse vinculo, substituimos (14) e (15) no sistema. Ao substituir na primeira equagao, nao
obtemos nada de novo, mas substituindo na segunda equacao, obtemos

Cs = Chy.

Portanto, a solug ao do sistema é

17
x(t) = —Cycost + Cysent + 5 et 4+ O

4
y(t) = Cycost + Cysent + Cg — 5 et
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