MAT 01167 Equacoes Diferenciais
LISTA 8

1. Resolva as seguintes equacoes de ordem superior:
(a) y(4)_3y///+2y//20 (b) y”’—5y”+8y’—4y=0

(C) y(4)_2y///+2y/_y:0 (d) y///_y:O

2. Resolva as seguintes equacoes de ordem superior:

(a) ¥y =5y +4y=0 (b) y@ —2y"+2y" =
(c) ¥"+y=0 (d) v"—=3y"+3y —y=0
(e) y¥W —16y =0 (f) y¥ +16y =0

(g8) yW+2¢y" +y=0 (h) y®4+y=0

Resolva os seguintes sistemas de EDOL pelo método dos operdores e, quando possivel,
também por substituicao:

5 ' =4z — 5y 4 x' =4dx + by
| Y =2+2 y'=—dz -4y
5 2 4y =2 6 a' = —2r+2y
| 24y =32+ 3y y" =2z — 5y

Resolva os seguintes sistemas de EDOLNH pelo método dos operdores e, quando possivel,
também por substituicao:

¥ —2y= 2t " 4+ 8y =4
7 8. / t
| —r+y+y=0 Tty =3e

dr' + 9y — 22 =0

" =3y =121 iy
9. " " 10.{ 2y +2 =1
"+ y" = 9cos3t % — 42" = —16




11. Para que valores de a o limite de todas as solucoes do sistema é 0 quando ¢t — oo
(assintoticamente estéavel)?

2 =2+ ay
y = 3r — 4y

12. Considere oscilagoes livres nado amortecidas (sem forga externa e sem atrito) no
sistema da figura abaixo, consistindo de duas massas unitarias, presas por molas com
constantes de elasticidade, respectivamente, 3 e 2. O objetivo do exercicio é determinar
as freqiiéncias naturais de oscilagao do sistema.

m1:1 m2:1
]{Z1:3 ]{Z2:2
HMWOOM
Frqd =To—

(a) Deduza que os deslocamentos z; e x5 das massas a partir de suas posigoes de equilibrio
satisfazem o sistema de duas EDQO’s de 2* ordem

{ ] = =5z + 219
xh =2x1 — 219
(b) Isole x5 em uma das equagoes e substitua na outra. Obtenha a equagao
2 72 163, =0
e encontre a solucao geral desta iltima equacao.
(c) Usando o resultado do item (b) obtenha a solucao geral do sistema do item (a).

(d) Obtenha a solugao do sistema do item (a) com as condigdes iniciais

(f) Analisando as respostas encontradas nos itens (d) e (e), encontre as freqiiéncias na-
turais do sistema.



13. Para um indutor L = 5 henry, uma re-
sisténcia R = 4€2, um capacitor C' = 0.05
faraday e uma fonte E(t) = 17sent. Deduza
que as intensidades de corrente I, I satis-
fazem o sistema de duas EDO’s

511 + 41, — 41, = 17sent
—4I] + 41} + 201, = 0

Determine 1 (t) e I5(t), sabendo que [;(0) =
1,(0) = 0

14. Para um indutor L; = 1 henry, L, =5
henry, um capacitor C; = 4/5 faraday Cy =
1/10 faraday e uma fonte E(t) = 20 volt .
Deduza que as cargas eletricas Q1(t), Q2(t)
satisfazem o sistema de duas EDQO’s

QY +2(Q1 — Q) = 20
5Q5 + 10Q)2 + %(Q2 —Q1)=0

Determine Qi (t) e Q2(t).
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15. Inicialmente o tanque A como na figura contém 90 litros de uma solucao de 10 gr/I
e o tanque B contém agua 90 litros de agua pura. No instante ty, = 0, 4gua pura entra
no tanque A & razao de 81/h e a mistura sai do tanque para o tanque B a uma razao de
91/h, e receve a mistura do tanque B a uma razao de 1//h. Sabendo que a mistura do
tanque B sai para fora do sistema a uma razao de 81/h.

(a) Deduza as EDO’s que representam z(t) a
quantidade de sal no tanque A no instante t e y(t)

| |

a quantidade de sal no recipiente B no instante t.

(b) Determine x(t).

16. Considere oscilagoes livres nao amortecidas no sistema da figura abaixo, consistindo
de 3 massas iguais a m, presas por molas iguais. O objetivo do exercicio é determinar as

freqiiéncias naturais de oscilagao do sistema.
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(a) Deduza que os deslocamentos x;, x5 e w3 das massas a partir de suas posigoes de
equilibrio satisfazem

ma = -2kxy + kxy
may = kx; — 2kxo+ kas
maxh = kxo—2kxs

(b) Supondo as unidades escolhidas de tal forma que as constantes tenham os valores
m =1e k =1, procedendo como nos exercicios anteriores mostre que o sistema possui 3
V2 V2+12 . f_\/z—\/?
yerve A SR S
27 27

freqiiéncias naturais: f; = CP fo=
T

Resolva pelo método matricial (dos autovalores e autovetores). Descreva o comporta-
mento das solugoes quando t — +o00. Verifique se a solucao Z(t) = (z1(t), z2(t)) = (0,0)
é ponto de equilibrio estdvel ou instével, verificando se é sela, né, foco (espiral) ou centro.
Faca um esbogo da familia das solucoes:

17 ZL'II = 31’1 — 21’2 18 {L'll = — 21'2
| 2l =22 — 21 | 2 =32, — day

) =21 — X9 Ty =21 + Ty

xh = 3x; — 29 xh = 4wy — 214

rh = —x; — 4w xh =2z, — bx
21.{ o 22.{ Lo
Ty = X1 — To Ty = X1 — 2T
{ ry = 4x; — 329 { r, = 371+ 622

Ty = 811 — 612 Ty = —T1] — 2T

Ty = T1 — 2% T, = 3T — 2T

xh = —bry — X9 xh = 4wy — 29



RESPOSTAS

1. (a) Yy = C116:6 + 0262:5 + 03 + C4$

(b) Yy = C’lex + 0262z + 03 $€2z
(c) y=Cre® + Coxe® + Cya?e” + Che™

(d) Yy = Olex + OQG_I/Q COS (%gaj‘) + O3e_x/2 sen (%31-)

2.(a) y=C1e" + Coe ™ + C3e* + Cye "

6.

(b) Yy = C’1 + C2$ + 0363: cosx + 6'4@‘7j sen T
(c) y=Cie ™™ + Che? cos (IT\/g> + Che? Sen(%\/g>

(d) y=(Cy+ Cox + Csa”)e”
(e) y=Cre* + Cye® + Cscos 2z + Cysen 2x
() y=e" (Cl cos(xv/2) + Gy sen (x\/§)> eV (Cg cos(rV2) + Cysen (x\/§)>

(g) y=Cicosx + Cysenx + Cyxrcosx + Cyrsenw

2 2 2 2 > 9 ; 5
() v= Cre’ss COS(\/T—:C)—i_Cze{x sen (éx)‘f‘cse\{x COS(\/T_SC)-FCZG{”” sen (gZE)
z(t) = e*(Cysen2t + Cocos2t),  y(t) = % 3t ((01 +2C5) sen 2t + (Cy — 2C1) cos 225)

2 4 2 4
. x(t) = Cysen2t + Cycos2t, y(t) = (5 C, — R C’g) cos 2t — (3 Cy + R C’1> sen 2t

7
x(t) = Chre " + Coe? + Cye™, y(t) = —Chet — Cye® — 3 Cye’t

x(t) = Cysent + Cycost + Cssen V6t + Oy cos V6t

1 1
y(t) = 501 sent + 502 cost — 205 sen V6t — 2C, cos V6t

7.

3 1 1
x(t) = Cre' + Che ™ — 3 t, y(t) = 5Clet — Che? — : _y



24
8. z(t) = Cr1e® + Che tsen V3t + Cse* cos V3t + —¢',

7
1 3, 1., /1 1 B 1 1N
y(t) = - — g — zCre™ + <—Cz — —\/§C3>€ sen v/3t + (—\/5(72 + —Cg)e cos V3t
2 7 2 4 4 4 4
>3 1
9. z(t) = g 7608 Jt+Cit+Cy, y(t) = —5 ~ 708 3t + Cst + Cy,

10. z(t) =2t +Ch, y(t)=2t+Cy 2(t)=5t+Cs
8
11. < —c
“ST3

12. (b) 3(t) = Cy cost 4+ Cysent 4+ Cscos(tv/6) + Cysen (1v6)

~
o

N
8

1 1
1(t) = 5 C) cost + 5 Cysent — 204 cos(t\/g) — 20 sen (t\/é)
t) = Oy cost + Cysent + Czcos(tv/6) + Cysen (t1/6)
(d) z:1(t) = cost, xo(t) = 2cost.

(e) x1(t) = —2cos(tV/6), z9(t) = cos(tV/6).

1 6
(f) As frequéncias naturais do sistema sao f; = — e fy = £ :
2m 2m
34 1 —11
13. 2(t)= ——e ' — —e " 4 2sent — ——cost
15 ) 5
17 4 1 3
y(t) = —%e*t + 1—567“ + ésent + 1—Ocost
V10 V10
14. Q(t) =18+ Cysent + Cycost + Cssen Tt + Cy cos Tt

V10 V10

1 1
Q2(t) =2+ £ C)sent + 502 cost — Cysen Tt — Cy cos Tt

15. 2(t) = 450e" 15" 4 450 15

17. Z(t) = Cie7(1,2) + Cee?(2,1) Sela.

18. Z(t) = Cie7¥(1,1) + Che24(2, 3) N6 estével (é assitoticamente estavel).
19. Z(t) = Cief(1,1) + Cre7(1, 3) Sela.

20. T(t) = Cre 3(1, —4) + Cae®(1,1) Sela.

21. Z(t) = Cre (2cos 2t, sen 2t) + Cyet(—2sen 2t, cos 2t) Foco (espiral) estavel.



22. Z(t) = Cy(bcost,2cost + sent) + Cy(bsent, —cost + 2sent) Centro (é estével
mas nao assitoticamente estavel).

23. T(t) = C1(3,4) + Cre™%(1,2) E estdvel mas nio assitoticamente estével.
24. Z(t) = C1(—2,1) + Ceef(—3,1) Nao ¢ estével.
25. Z(t) = C1(—2cos 3t, cos 3t + 3sen 3t) + Cy(—2sen 3t, sen 3t — 3 cos 3t) Centro

26. Z(t) = Ce'(cos2t, cos 2t + sen 2t) 4+ Cael(sen 2t, — cos 2t + sen 2t) Foco (espiral)
instavel.



