MAT 01167 Equacoes Diferenciais

LISTA 15
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Exercicio 1. (a) Para —1 < a < 1 e n > 1, temos que / Py(z)dx = —=~ 1(? n 1n+1(a).

n

a
Verifique esse fato diretamente para n = 1,2 e 3 (a partir de uma tabela dos polinomios de
Legendre).

(b) Utilizando o item anterior, encontre a tempertatura de regime estaciondrio para uma
esfera condutora de raio b, sabendo que a calota superior S; = {r = b,0 < 6 < } é mantida
a temperatura constante Uy e que a parte restante So da superficie da esfera ¢ mantida a
temperatura 0.

Exercicio 2. Resolva pelo Método de Frobenius

(a) 32y +2y +y=0 (b) 222y —z(z—1)y —y=0
(c) 22y —y' +2y=0 (d) 222y —2y/ + (22 +1)y=0
(e) 42%y"+ 22y —2y=0 (F) 922y" +22zx+1)y=0

Exercicio 3. Indique a solugao geral das seguintes equagoes:
1

(@) oy +ay' + (2% - 55)y =0

(b) 2?y" +ay' + (2> — 7))y =0

(c) %"+ xy + (XN%2? —p?)y =0 (Sugestdo: Fazendo a mudanca de varivel ¢ = Az, obtenha
uma equagao de Bessel com respeito a t.)

(d) 42 y" + 4ty + (t —9)y =0 (Sugestdo: Fazendo a mudanga de varivel z = /¢, obtenha
a equagdo de Bessel com respeito a x: 2?y” + zy' + (z* — 9)y = 0.)

Exercicio 4. (O objetivo deste exercicio é mostrar que muitas equacoes diferenciais sdo na
verdade uma forma disfarcada da equagao de Bessel.) Escrevendo a equagao de Bessel na forma

d>w dw
2 2 2
z z2+zz+( —p“)w =0,

mostre que com a substituicio de varidvel z = ax®

se transforma em

e w = yx¢, para a, b e ¢ constantes, a equacao

d’y dy
2 22 26 (2 232\ _
xdx2+(20+1)xdx+<abx + (c pb))y 0.

Escreva a solucao geral desta ultima equacao em termos de fungoes de Bessel.



Exercicio 5. Use o exercicio anterior para mostrar que a solugao geral da equacao de Airy
y"+axy=0¢
1 2 3 2 3
Y =22 CiJ1 <7$2> +CoJ 1 <fx2) .
3\3 3\3

Exercicio 6.

o o0
~ (_1)71 x\2n (—]_)n T\ 2n+1
(a) Usando as expressoes Jy(z) = 7;) CIE <§> e Ji(z) = 7;) Py p— <§> ,
verifique que  Jy(z) = —Ji(z) e (zJy (w))/ = x Jo(z) . OBS: Embora isto nao seja relevante
aqui, é curioso que estas férmulas lembrem  (cos m)/ =—senz e (sen x)/ = cosx .

OBSERVACAO: Este resultado pode ser generalizado para todo p da seguinte forma:

L R@ = @) e [P =~ dpal)

Exercicio 7. Efetuando as derivacoes indicadas nas férmulas da observagao do Exercicio 6,
dividindo por z*P e depois somando ou subtraindo as 2 igualdades resultantes, obtenha as
férmulas de recorréncia:

2I(0) = Jyr (1) — () e %p (@) = Ty () + Ty ()

2 2
Exercicio 8. Verifique que Ji1(z) =4/ —senx e J 1(z)=1/— cos x.
2 T 2 T

o~ (=D - (-1)”
Sugestao: Use a série de Jy,(z) e a série senz = Z @nt i) 2?1 cosa = Z @n)l zn,
n=0 =0

Exercicio 9. Determine o deslocamento de uma membrana circular u(r,¢) de raio unitério,
definido por

1
Utt = Upp + —Up

r
u(l,t) =0
u(r,0) =1 —r?
ug(r,0) =0

Exercicio 10. Resolva o problema de transmissao do calor de um cilindro circular infinito
1
ut:um«—i—;ur, r<l, t>0
u(l,t) =0 parat >0
u(r,0) = f(r) para r < 1
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RESPOSTAS

1.(b) u(r,0) = % (1 —cos 3 — Z [ wt1(cos B) — P 1(COSﬂ)} <2)nPn(cost9)>
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4. y(z) = Cra~CJy(aa®) + Cox=¢J_,(azb).

o0
9. wu(r,t)= Z A,, cos(ant)Jo(apT), onde ay, s@o as raizes positivas de Jy,
n=1
A= [ e
=0 — 1) Jo(apr)rdr, com
" o(anr)lI? Jo "

1
HJ()(anT)”QZ/ Jo(oznr)2rd7“.
0

o0
10. wu(rt) = Z AnJo(anr)e*a%t, onde o, sao as raizes positivas de Jy e
n=1
1 1
A :/ f(r)Jo(apr)rdr, com
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1o () 2 = / Jo(onr)2rdr.
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