
MAT 01167 Equações Diferenciais

LISTA 12

Exerćıcio 1. Resolva as equações de Cauchy Euler:

(a) t2 y′′ − 2 t y′ + 2 y = t3 cos t (b) t2 y′′ − t y′ + y = ln t

(c) t2 y′′ + t y′ − y = t3 et (d) t2 y′′ − 3 t y′ + 4 y = t2 ln t

(e) t2 y′′ + t y′ + 4 y = 0

Exerćıcio 2.

(a) Mostre que a mudança de variáveis t = ex transforma a equação de Cauchy–Euler t2
d2y

dt2
+

a t
dy

dt
+ b y = 0 em uma equação linear de coeficientes constantes. Sugestão: Comece notando

que
dy

dt
=
dy

dx

dx

dt
=
dy

dx

1
t
.

(b) Use o anterior e os conhecimentos que temos acerca das equações lineares de coeficientes
constantes para formular uma versão do método dos coeficientes a deteminar aplicado à equação

t2 y′′ + a t y′ + b y = A tc

(c) Aplique o item (b) acima para resolver a equação 2 t2 y′′ − 2 t y′ + 3 y = 4 t
4
3 .

Exerćıcio 3. Resolva o problema de Dirichlet no semi-ćırculo:

urr +
1
r
ur +

1
r2
uθθ = 0 , D : ( r < 1 , 0 < θ < π )

u(r, 0) = u(r, π) = 0 , ( r < 1 )

u(1, θ) =

 θ , se 0 < θ <
π

2
π

2
, se

π

2
< θ < π

Exerćıcio 4. Resolva o problema de Dirichlet no exterior do disco:
urr +

1
r
ur +

1
r2
uθθ = 0 , ( r > 1 )

u = U1 , se r = 1 e 0 < θ < π

u = U2 , se r = 1 e π < θ < 2π

| u |≤M para algum M (isto é, u é limitada.)



Exerćıcio 5. Resolva o problema de Dirichlet para o setor circular:
urr +

1
r
ur +

1
r2
uθθ = 0 , em D : r < 1 , 0 < θ <

π

2

u = 0 , nos lados θ = 0 e θ =
π

2
u(1, θ) = θ

D

u = 0

u = 0
u = θ

Exerćıcio 6. Ache a temperatura de regime estacionário em um sólido limitado por duas su-
perf́ıcies ciĺındricas concêntricas de raios a e b, ( a < b ), sabendo que a superf́ıcie r = a é mantida
a uma temperatura constante u(a, θ) = U0 e que a superf́ıcie r = b é mantida à temperatura

u(b, θ) =

{
U0 , se 0 < θ < π

0 , se π < θ < 2π
.

Sugestão: Considere a função v = u− U0 .

Exerćıcio 7. Resolva o problema de Dirichlet para o setor circular:


urr +

1
r
ur +

1
r2
uθθ = 0 , em D : r < a , 0 < θ <

π

3

uθ = 0 , nos lados θ = 0 e θ =
π

3
u(a, θ) =

π

3
− θ �

�
�
�
��

a

π
3

D

uθ = 0

uθ = 0 u = π/3− θ

Exerćıcio 8. Resolva o problema de Dirichlet na região definida no semiplano e exterior ao
semi-ćırculo: 

urr +
1
r
ur +

1
r2
uθθ = 0 , D : ( r > 1 , 0 < θ < π )

u(r, 0) = u(r, π) = 0 , ( r > 1 )

u(1, θ) = f(θ)

| u |≤M para algum M (isto é, u é limitada.)

Exerćıcio 9.

Resolva o problema de Dirichlet para o setor circular semi-infinito


urr +

1
r
ur +

1
r2
uθθ = 0 , em D : 2 < r <∞ , 0 < θ <

π

2

u = 0 , nos lados θ = 0 e θ =
π

2
u(2, θ) = θ 2 u = 0

u = θ

D

u = 0

2



Exerćıcio 10. Determine a temperatura estacionária em uma barra cuja seção é um ”retângulo
curviĺıneo” com duas faces consistindo de arcos de ćırculo subintendendo um ângulo α e centrados
na origem enquanto que as outras duas faces consistem de segmentos de raios do ćırculo maior.
A face curviĺınea r = b é mantida à temperatura constante U0 enquanto que as demais são
mantidas à temperatura 0 .

�
�
�

a b
α

D

Exerćıcio 11. (Este é um exerćıcio interessante, que usa o caso complexo da EDO de Cauchy–
Euler) Resolva o problema anterior supondo que a face retiĺınea θ = α é mantida à temperatura
u = U0 enquanto que as demais são mantidas à temperatura u = 0 .

Sugestão: Vai ser necessário resolver um problema de valor de fronteira com a equação de
Cauchy– Euler {

r2ϕ′′(r) + rϕ′(r)− λϕ(r) = 0

ϕ(a) = 0 , ϕ(b) = 0

Verifique que ele só tem solução não trivial nos caso λ > 0. Verifique que a função ϕ(r) =
A cos(µ ln r) +B sen (µ ln r) satisfaz ϕ(a) = ϕ(b) = 0 somente quando

det

(
cos(µ ln a) sen (µ ln a)

sen (µ ln b) cos(µ ln b)

)
= 0.

Mostre que essa condição se cumpre para µ =
nπ

ln(a/b)
. Verifique, que no caso λ = µ2 > 0,

temos as soluções não triviais

ϕn(r) = An

[
sen
(
nπ ln a
ln(a/b)

)
cos
(
nπ ln r
ln(a/b)

)
− cos

(
nπ ln a
ln(a/b)

)
sen
(
nπ ln r
ln(a/b)

)]
= An sen

(
nπ ln r/a
ln(a/b)

)
.

Verifique que uma função suave por partes f : [a, b] → R pode ser expandida numa série da
forma

f(r) =
∞∑
n=1

En sen
(
nπ ln r/a
ln(a/b)

)
, (a < r < b) .

Para isto, basta fazer a mudança de variável s = ln
(r
a

)
. Vamos ter

F (s) = f(aes) =
∞∑
n=1

En sen
(

nπs

ln(a/b)

)
,

(
0 < s < ln(b/a)

)
,

e En =
2

ln(b/a)

∫ ln(b/a)

0
f(aes) sen

(
nπs

ln(a/b)

)
ds .
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Exerćıcio 12. Resolva a equação de Poisson{
uxx + uyy = −2 , em D : x2 + y2 < 1

u(x, y) = 0 x2 + y2 = 1

RESPOSTAS

Exerćıcio 1. (a) y = C1 t+ C2 t
2 − t cos t (b) y = ln t+ 2 + C1 t+ C2 t ln t

(c) y =
(
t− 3 +

3
t

)
et + C1 t+

C2

t
(d) y =

1
6
t2 (ln t)3 + C1 t

2 + C2 t
2 ln t

(e) y = C1 cos(2 ln(t)) + C2 sen (2 ln(t))

2. (b) Considere a equação algébrica m
(
m − 1

)
+ am + b = 0 (?) . Se c não é raiz de (?) ,

então existe uma solução particular da forma yp = B tc . Se c é raiz de (?) com multiplicidade
k, então existe uma solução particular da forma yp = B tc

(
ln|t|

)k .

2. (c) y =
36
11
t

4
3 + C1 t cos

(√
2 ln t
2

)
+ C2 t sen

(√
2 ln t
2

)

Exerćıcio 3. u(r, θ) =
∞∑
n=1

(
2

n2 π
sen

nπ

2
− (−1)n

n

)
rn senn θ .

Exerćıcio 4. u(r, θ) =
U1 + U2

2
+

2
(
U1 − U2

)
π

∞∑
n=0

r−(2n+1) sen (2n+ 1) θ
2n+ 1

Exerćıcio 5. u(r, θ) =
∞∑
n=1

(−1)n−1

n
r2n sen 2n θ

Exerćıcio 6. u(r, θ) = U0−
U0

2

ln
a

r

ln
a

b

+
2U0

π

∞∑
n=0

b2n+1

b4n+2 − a4n+2

(
r2n+1 − a4n+2

r2n+1

)
sen (2n+ 1) θ

2n+ 1

Exerćıcio 7.

u(r, θ) =
π

6
+

4
3π

∞∑
n=1

1
(2n− 1)2

(r
a

)6n−3
cos 3(2n− 1) θ
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Exerćıcio 8.

u(r, θ) =
∞∑
n=0

An

(
1
r

)n
sen (nθ), onde An =

2
π

∫ π

0
f(θ) sen (n θ) dθ

Exerćıcio 9.

u(r, θ) =
∞∑
n=1

(−1)n+1

n

(
2
r

)2n

sen 2n θ

Exerćıcio 10. u(r, θ) =
4U0

π

∞∑
n=0

(r
a

)(2n+1)π/α
−
(a
r

)(2n+1)π/α

(
b

a

)(2n+1)π/α

−
(a
b

)(2n+1)π/α

sen
(

(2n+ 1)π θ
α

)
2n+ 1

Exerćıcio 11. u(r, θ) =
4U0

π

∞∑
n=0

sen
(

(2n+ 1)π ln(r/a)
ln(b/a)

)
2n+ 1

senh
(

(2n+ 1)π θ
ln(b/a)

)
senh

(
(2n+ 1)π a

ln(b/a)

)

Exerćıcio 12. u(r, θ) = 1
2(1− r2)
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