MAT 01167 Equacoes Diferenciais

LISTA 12

Exercicio 1. Resolva as equagoes de Cauchy Euler:
(a) 2y -2ty +2y =1t3cost (b) t?y" —ty +y=Int
(c) 2y +ty —y=13¢ (d) t?y" —3ty +4y=+t>Int

(e) 2y +ty +4y=0

Exercicio 2.
2

d
a) Mostre que a mudanca de varidveis ¢t = e® transforma a equacao de Cauchy-Euler ¢ ¢y +
dt?

d -
at d +by =0 em uma equacao linear de coeficientes constantes. Sugestao: Comece notando

dt
dy _dyde _dy 1

W Tdrdt  dz t

(b) Use o anterior e os conhecimentos que temos acerca das equagoes lineares de coeficientes
constantes para formular uma versao do método dos coeficientes a deteminar aplicado a equagao

2y +aty +by = At°
(c) Aplique o item (b) acima para resolver a equacdo 2t2y” — 2ty + 3y = Ats .

Exercicio 3. Resolva o problema de Dirichlet no semi-circulo:

1 1
Upr + — Uy + — ugg =0, D:(r<l1,0<0<m)
r r

u(r,0) =u(r,m) =0, (r<1)
0 , se 0<fh<r™

u(170): T 7T<0<2
2 2 T

Exercicio 4. Resolva o problema de Dirichlet no exterior do disco:

1 1
Upr + — Uy + — ugg =0, (r>1)
r T
u=U; , se r=1¢e 0<O<m
u=Uy , se r=1¢ 71<0<27m
| u|< M paraalgum M (isto é, u é limitada.)



Exercicio 5. Resolva o problema de Dirichlet para o setor circular:

1 1
Upr + —Up + S ugg =0, em D:r<1,0<9<z
T r 2

uw=0 , nos lados Hzoegzg u=20

u(l,0) =146

Exercicio 6. Ache a temperatura de regime estaciondrio em um sélido limitado por duas su-
perficies cilindricas concéntricas de raios a e b, ( a < b ), sabendo que a superficie r = a é mantida
a uma temperatura constante u(a,) = Uy e que a superficie r = b é mantida a temperatura

(.0) Up , se 0<O<m
u(b,0) =
0 , se m<O<27

Sugestao: Considere a funcao v =u — Uy.

Exercicio 7. Resolva o problema de Dirichlet para o setor circular:

1 1
Upr + —ur + S ugp =0, em D:r<a,0<9<E
T r 3

ug =0 , noslados =0 e 0:%

u(a,H)zg—G

Exercicio 8. Resolva o problema de Dirichlet na regiao definida no semiplano e exterior ao

semi-circulo:

( 1 1
U+~ U+ —Supg =0, D:(r>1,0<6<m)
r r

u(r,0) =u(r,m) =0, (r>1)
u(lve) :f(e)

| u |[< M para algum M (isto é, u é limitada.)

Exercicio 9.

Resolva o problema de Dirichlet para o setor circular semi-infinito

1 1
Upr +—ur + 5 ugp =0, em D:2<r<oo, 0<9<E
T T 2

u=0 , noslados =0 e ng

u(2,0) =146




Exercicio 10. Determine a temperatura estaciondria em uma barra cuja se¢ao é um ”retangulo
curvilineo” com duas faces consistindo de arcos de circulo subintendendo um angulo « e centrados
na origem enquanto que as outras duas faces consistem de segmentos de raios do circulo maior.
A face curvilinea r = b é mantida a temperatura constante Uy enquanto que as demais sao
mantidas a temperatura 0.

Exercicio 11. (Este é um exercicio interessante, que usa o caso complexo da EDO de Cauchy—
Euler) Resolva o problema anterior supondo que a face retilinea § = o é mantida & temperatura
u = Uy enquanto que as demais sdo mantidas a temperatura v = 0.

Sugestao: Vai ser necessario resolver um problema de valor de fronteira com a equagao de

Cauchy— Euler
{ 129(r) +7¢/(r) = Agp(r) = 0
pla) =0,  b)=0

Verifique que ele s6 tem solucao nao trivial nos caso A > 0. Verifique que a fungao ¢(r) =
Acos(plnr) + Bsen (pulnr) satisfaz p(a) = ¢(b) = 0 somente quando

cos(ulna sen (ulna
det( (plna) (u ))

sen (ulnd) cos(ulnbd)

Mostre que essa condi¢do se cumpre para p = Verifique, que no caso A = p? > 0,

In(a/b)

temos as solugoes nao triviais

W):An[sen (ier) cos<;?;?bz>—cos<£?;?5>sen<af;?b3>}

Verifique que uma funcdo suave por partes f : [a,b] — R pode ser expandida numa série da

ZE ((l/b/)> (a<r<b).

forma

. ., r
Para isto, basta fazer a mudanca de varidvel s = In (7) Vamos ter
a

F(s) = f(ae®) = ZE" sen <1n7rs> , (0 < s <In(b/a)),

e B, = 1n(b2/a) /Oln(b/a) f(ae®) sen <ln72a77b)>d8



Exercicio 12. Resolva a equacao de Poisson

Ugg + Uyy = —2 , em D : x2+y2<1
u(z,y) =0 4y =1

RESPOSTAS

Exercicio 1. (a) y = Cyt+ Cyt? —tcost (b) y=Int+2+4+Ci1t+ Csotlnt
3 & Lo 3 2 2
(c) y= 75—3‘1'; e’ +Clt+7 (d) yzét (Int)” 4+ Cy1t* + Cat“Int

(e) y=Cycos(2In(t)) + Cosen (21n(t))

2. (b) Considere a equacio algébrica m(m — 1) +am+b =0 (). Se ¢ nio é raiz de (),
entao existe uma soluc@o particular da forma y, = Bt°. Se c ¢é raiz de (x) com multiplicidade

k, entao existe uma solugao particular da forma y, = Bt¢ (1n|t|)k

36 21Int 2Int
2. (c) y:llt§+01tcos<\[2n >+Cgt sen<\f2rl )

—1)»
Exercicio 3. wu(r,0) g <2 sen——( )>r"senn9.
n

n
n=1

Uy — Uy) S 1+—n+D) gon (21 4 1
Exercicio 4. u(r,0) = 0% 4 G Q)Zr sen (2n +1) 6

2 71' 2n+1
n=0
o nfl
Exercicio 5. u(r,6) Z " sen2nb
n=1
In 2 o
. Uo7 20y p2rtl onp1 @' sen(2n+1)6
Exercicio 6. u(r,6) = Uo~ 2 ln% T e bt gini2 T 2ntd on+ 1
Exercicio 7.
™ 4 > ry\6n—3
=" = (—) 3(2n—1)0
u(r, 6 37T = 2n—1 a cos3(2n )



Exercicio 8.

u(r,0) = Z A, (1) sen (nf), onde A, / f(0) sen (n6)do
r 0
n=0
Exercicio 9.
L (9
0) = - sen2n 6
u(r, 0) nZ::l p . sen2n
W 9] (C>(2n+1)7r/a_ (g)(2’ﬂ+l)ﬂ'/0¢ n<(2n‘;1)779>
Exercicio 10. u(r,0) = -0 & r
T p\ @rntl)m/a ay 2n+1) 7/ 2n+1
=
o (BB (B0
Exercicio 11. u(r,0) = -0 oa o/a
T 2n+1 2n+1)ma
senh
n=0 In(b/a)

Exercicio 12. u(r,6) = 3(1 —r?)



