MAT 01167 Equacoes Diferenciais
LISTA 10

Exercicio 1.
Resolva pelo método de separagao de variaveis:

( (
Uy = kum Uy = kumm
(a) u(0,t) =0, wu(L,t)=0 (b) u(0,t) =0, wu(L,t)=0
[ u(z,0) =2 [ u(z,0) = 3sen™t + 2sen®7*
(wp =k Uy (wp =k Uy,
(c) uz(0,t) =0, wu,(mt)=0 (d) uz(0,8) =0, u,(L,t)=0
[ u(z,0) =2senx [ u(z,0) =2
U = kUyy (u = k Uy
(e) u(0,t) =0, wug(L,t)=0 (f) uz(0,t) =0, u(L,t)=0
( u(z,0) = f(x) ( u(z,0) = f(x)
([ w = Uy U = P gy
w(0,t) =0, wu(L,t)=0 uz(0,8) =0, wu(m t)=0
(2) _ (h) _
u(z,0) =z (L —x) u(z,0) = senx
ur(z,0) =0 | w(2,0) =0

\

Sugestao :

1. Procure solugoes da forma u(z,t) = F(x)G(t) e obtenha as duas EDO que devem
satisfazer F'(z), e G(t) .

2. Aplique as condigoes de fronteira.

3. Resolva a EDO espacial com as condigoes de fronteira encontradas no item anterior.
4. Resolva a EDO temporal.

5. Facga a superposicao das solugoes.

6. Determine os coeficientes utilizando a condigao inicial (as condigoes iniciais).

Exercicio 2.
Resolva os problemas nao homogéneos:

Up = Ugy + 7 Up = Ugy — T2COSTT
() O =a, ullh) =05 () { we(0.)=0, u(l,r)=1
u(:zc,O):—%:B2 + ﬁzam—l—a u(z,0) = cos (33%) — cosTx



Sugestao: Procurar primeiro a temperatura de regime estacionario, isto é, a funcao
w(z) dependendo apenas de x, que satisfaz a equagao diferencial e as condigoes de fronteira
(isto é, a temperatura de regime estaciondrio correspondendo as condigdes de fronteira
dadas). Em seguida, pondo v = u — w, resolva o problema correspondente para v(z,t) .
Finalmente, obtenha u como u=v + w .

Exercicio 3. Resolva o problema

U = CPUyy Sugestao: Verifique que a  funcao
Axt
u(0,t) =0, u(L,t)= At w(z,t) = U1 satistaz as condigoes de fronteira
u(z,0) =0 A
(z,0) e que L(w) := wy — Wy = % Em seguida

procure uma fungao h(x) dependendo s6 de z e
A
satisfazendo L(h) = —Tx. Pondo v(z,t) = u(x,t) — w(z,t) — h(z), resolva o problema

correspondente para v(z,t). Finalmente, obtenha u(z,t) como u = v 4+ w + h.

Exercicio 4.
Resolva o problema utilizando o resultado do exercicio 4a da lista 7

N f()
u(0,t) = u(L,t) =0 [ I
u(z,0) = f(x)
uy(v,0) =0 a I

Exercicio 5.

Resolva o problema abaixo, que representa uma corda, inicialmente em repouso, que
é percutida por um martelo plano de largura 2, que lhe comunica uma velocidade inicial
constante no trecho compreendido entre os pontos a — d e a + ¢ . Utilize o resultado do
exercicio 4b da lista 7:

Upt = C Uyy g(x)
w(0,t) = u(L,t) = 0 h 1
u(z,0) =0 | 2 L
ui(2,0) = g(x) a—6 a+d

Deduza que se o ponto central do martelo coincidir com um né de um certo harmonico,
este nao soarda. OBS: Este principio é usado no piano, onde o centro do martelo bate

préximo ao ponto = a fim de eliminar o 7¢ harmonico, dissonante em relagao ao tom

fundamental.



Exercicio 6.
Resolva o problema de contorno definido por

U =Uge — U O<x<]l 0O0<t<0
uz(0,8) =0  w,(l,t) =0 para t>0
u(z,0)=z 0O0<z<l

Exercicio 7.
Determine a solugao do problema de contorno definido pela EDP de Klein-Gordon:

[ up(z,t) = uge(x,t) —u(z,t) paral<z<1l,t>0
uz(0,8) =0 para ¢t > 0
u(l,t) =0 para t > 0
u(z,0) = f(x) para 0 <z <1

[ ut(z,0) = g(x) para 0 <z <1

Exercicio 8
Resolva o problema abaixo, que representa oscilacoes amortecidas em uma corda, levando-
se em conta a forca de gravidade.

( utt:ux:r—2ut+g
u(0,t) = u(m,t) =0 " f(z)
u(x,O):f(x)+—g$(7;_x) e

| u(z,0)=0 g T

Sugestao: Encontre primeiro a fungao w(zx,t) = w(x) dependendo s6 de = que satisfaz a
equacao diferencial e as condigoes de fronteira (isto é, w representa a posicao de equilibrio
da corda presa pelas extremidades e sob a a¢ao da gravidade). A seguir, pondo v(x,t) =
u(z,t) — w(z,t), resolva o problema correspondente para v(z,t). Finalmente, obtenha
u(z,t) como u = v+ w.




RESPOSTAS

Exercicio 1.

(a) u(x,t) = 2LZ

n=1

”+1  kn2x2¢ NmTE

L2 sen (T)

7r2 7r2 3
(b) wu(z,t) = 3¢ sen % +2¢ F sen %

4 8 1 A4k 2t
)= - — = n 2
(c) u(x,t) E Gn—1)@n+1) e cos 2nx

(.1 L 4L & 1 ko2 (2m — D)
u(z,t) = — — — —e L oS ——————x
’ 2 w4 (2m—1) L
N ken2 (2n—1)7w
t) = n ? — 57 >
(e) u(x,t) nZ:; Cpe AL sen 5T
2 [ o2n —1
onde cn:z/o f(x) sen%dm
N _kee22 (2p—1) 7w
f t) = n ’ — 7 >
(f) u(x,t) nz:lc e i cos 5T
2 [ on—1
onde cn:Z/O f(x) cos%dx
8L & 1 2n+D7met  (2n+1)mx
(g) u(x,zf):—7r3 nZ:O Gn 1P cos 7 sen 17
() u(e.b) 8 i 1 2n+1)ct (2n+1)x
u(z,t) = —— cos
’ T4 (2n—1)(2n+3) 2 2

Exercicio 2.
- L L2 > _1 n 'n27r2
a. u(x,t):—zx2+(ﬁTa+7—)x+a+7—;( ) e L2tsennzx

b. u(x,t) = —cosma + ¢ o™ 4 cos(3mz/2)
Exercicio 3.

(2.1) Axt N AIL’(xz — L2) Z2AL(—1)M 222 nrT
= L2
U L 6c2 L - c2nd w3 ¢ L




. 2h L? 1 nma nmct nmwx
Exercicio 4. u(z,t) = ol —a) ; 3 Sen— — COs —— sen —
ALh =1 ) nmct nmTT
Exercicio 5. u(z,t) = = nz:l = sennza sen nZ sen 7; sen Z
1 4 & 1
Exercicio 6. u(z,t)=-e¢ ' - — P (2 — 1)

Exercicio 7.

> 2n —1)212 44 2n —1)2712 44 o2n —1
u(%ﬁ:Z(ancos\/(n 2>7T i t—l—bnsen\/(n 2)7T i t>cos(n 2)7rx ;

n=1
onde

1 L
2n—1)mx 4 / 2n—1)mx

n=2 r)cos———dx , b, = ) cos——— dx

a /0 f(x) 9 \/(Qn—1)27r2+4 ; 9(x) 9

gr(m—x) 8h

Exercicio 8. u(x,t) = 5 + — (1+1t)e ' sena+
m

8het 5~ ()" 1
+ = Z CEESE (cos(pnt)—i-—n Sen(pnt)) sen ((2n+1)z),

n=1

onde p, =2y/n(n+1).



