MAT-319 LISTA 9 Prof. Eduardo

Para ser entregue até o dia 06.08.08:

1. (i) Seja U C R? um aberto limitado por uma superficie suave fechada S orientada pelo campo
normal unitério exterior 7. Sejam u,v € C*(U) N CY(U). Prove a 12 Identidade de Green

///uAvdxdydz_//u_dg_/V/ R

(i1) Dada ¢ : S — R continua, use (i) para provar a unicidade de solucao para o problema de
Dirichlet

{Au:O em D

w=g¢g emS
(iii) Prove que // Avdxdydz = // g_v do. Sugestao: Faca u =1 em (i).
n
\%4 S

(iv) Dada h : S — R continua, considere o problema de Neumann

Au=0 em D
%:h em S

Prove que para que o Problema de Neumann tenha solucdo é necessario que // hdo = 0.
Prove que duas solugoes quaisquer do Problema de Neumann diferem por uma constante.

2. Prove a 22 Identidade de Green

/// (uhv — vAw) dxdydz_//(u__v_)dg‘

Sugestao: Use 1 (i) e a identidade obtida trocando os papéis de u e v.

3. Seja D C R? um aberto limitado por uma curva suave, fechada, simples 7. Sejam u,v €
CY(D)Nn C(D). Prove as férmulas de integracio por partes

//uvxdwdy:/uvdy—//uxvdxdy,
D D

%
//uvydxdy:/—uvdy—//uyvdwdy.
D v D

4. Seja D C R? um aberto limitado por uma curva suave, fechada, simples vy. Sejam u,v €
C*(D) N CY(D). Prove que

2 // (uvw — vuw) dzdy = /(uvy — vy )dy — (uvx — vug)de .
D

~



Definigdo. Analogamente a integral de superficie do 12 tipo, define-se também integral de linha
do 12 tipo (em relagao ao comprimento de arco). Se v é uma curva suave, parametrizada por ¢ :
[a,b] — RP e f:v — R é continua, para P = {tp = a < t; < 3 < ...<t, = b}, escolhendo-se
pontos & € [t;_1,t;], considera-se a soma y_(f,P) = >, f(v(&))si, onde s; é o comprimento

do arco {p(t) | ti-1 <t < t;}. A integral de linha do 12 tipo /fds é definida como sendo o
¥

t;
limite das somas ) (f,P) quando a norma da parti¢ao ||P|| — 0. Como s; = / l" (8)]| dt,
ti—
mostra-se que 1

/fds:/abf(t)H@/(t)Hdt.

Note que a integral de linha do 12 tipo nao depende da orientacao da curva. Se f(t) for a den-
sidade de massa (massa por unidade de comprimento) ao longo de uma curva, ou analogamente

a densidade de carga, a integral / f ds representa a massa, ou a carga, total da curva.
¥

5. Mostre que se v C R? é uma curva suave na qual foi fixada uma orientacio, se ¢ é o campo
tangente unitirio sobre a curva compativel com a orientacdo e se F' = (L, M, N) é um campo
de vetores definido num aberto contendo +, entao

/ﬁ-fds:/de—l—Mdy—l—Ndz.

¥ ¥
6. Seja D C R? a regiao limitada pela curva suave fechada simples 7. Sejam a € D e U aberto
contendo D. Sejam I e M fungdes de classe C' definidas no aberto U \ {a} e satisfazendo

L, = M,. Suponhamos que Bla;0] C D e seja 75 a circunferéncia de raio § centrada em a.
Prove que

/de—l—Mdy:/de—l—Mdy
¥ Vs
7. Seja v uma curva fechada simples em R? que nio passa pela origem e orientada no sentido

anti-horario. Seja D C R? a regiao limitada pela curva 4. Denotemos por 7 = (z,y) e r = ||7]|.
Seja 7i 0o campo normal exterior unitario a v. Prove que

1 [ cos(r,n) p 0, se (0,0)e D
— — ' ‘ds =
27 r

2!

Sugestéo: Se ¢ : [a,b] — R? é uma parametrizacio de v, entdo t =

(=y'(1),2'(t))
(/(1)2 +y'(1)2)
/Cos(F,ﬁ) dS:/—ydx—l—xdy ‘

r 2 4+ y?
v v

portanto, 11 = . Deduza dai que

8. Sejam U C R? aberto e f € C%(U). Para a € U e § > 0 suficientemente pequeno, sejam

4763
0 seu volume.

B(a; 8) a bola de raio § centrada em a e |B(a;4)| =



Seja S(a;6) ={z | |z — a| = 0}. Prove que
o
S0 =, [ a
(a:9)

Sugestao: Use as identidades do exercicio 1 e o Teorema do Valor Médio para integrais.

9. Seja S uma superficie com a propriedade que cada semi-reta a partir da origem corta S no
maximo uma vez. Seja Q(.5) a uniao de todas as semi-retas partindo da origem que intersecionam
S. Dizemos que Q(S) é o angulo sélido subentendido por S. Para a > 0, seja > (a) a intersegao
de Q(S) com a bola B(0;a). O quociente

area(Z(a))

2
nao depende de a, é denotado por ‘Q(S)‘ e é usado para medir o angulo sélido Q(S5). Prove que
Fen
jos)| = [[ o
S

onde "= (z,y, 2), r = ||F]| e 7 é o vetor normal unitdrio a S dirigido no sentido oposto a origem.
Sugestao: Aplique o Teorema da Divergéncia na regiao Y (a) \ B(0;¢).



