MAT-319 LISTA 8§ Prof. Eduardo

Para ser entregue até o dia 30.09.02:

1. Para a > 0, seja B, (a) o volume da regiao
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(1) Justifique que B, (a) = a"B,(1).
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(ii) Prove que B, (1) = — B,_1(1). Sugestao:
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(iii) Prove que B, (1) = — . Mostre que lim B, (1) =0.
n. n—r00

2. Usando uma mudanca de varidveis conveniente, calcule o volume do elipsdide

3. (1.4 do livro, pag. 390)

4. (2.1 do livro)

5. (2.2 do livro) Seja f : [a,b] — R? caminho continua retificivel (def. na pag. 94). Prove que
f[a7 b]) tem medida 0.

6. O objetivo deste exercicio é construir uma curva continua que preenche um quadrado (e

portanto sua imagem nao tem medida 0). Seja ¢ : R — R a fungao par, periddica de periodo
2 tal que

0, paraogtg%
pt)y=14 3t—-1, para%ﬁtﬁ%
1, para%ﬁtﬁl

(i) Faga uma esboco do grafico de ¢.

(ii) Defina f:[0,1] — R e g:[0,1] — R por
f(t) = %cp(t) + 2%99(3%) + 2%99(3%) 4+

1 1 1
g(t) = 5 ©(3t) + 57 o(3%) + > e(3%) 4 - -



Mostre que as séries acima convergem uniformemente, de modo que f e g sao continuas.
(iii) Calcule f(t) e g(t), onde a expansao de t em base 3 é dada por 0.2020 , 0.0220 e 0.0022.

(iv) Dado (z,y) € [0,1] x [0, 1], considere as expansoes em base 2 de z e y

€r = 0.0&10&20&3 ey Yy = O.ﬁlﬁgﬁg ey

onde «;3; € {0,1}. Seja t € [0, 1] cuja expansao em base 3 é dada por

t = 0(20&1)(2ﬁ1)(20&2)(2ﬁ2) (20&3) (Qﬁg) e

Mostre que f(t) = x e ¢g(t) = y. Conclua que a imagem da curva continua F': [0,1]x[0,1] — R,
F(t) = (f(t),g(t)) é todo o quadrado [0, 1] x [0, 1].

7. (3.4 do livro) A C R™ um retangulo, f: A — R integravel, f(A) C [a,b] e g : [a,b] — R
continua. Mostre que go f: A — R é integrdvel. Sugestao: Use o Critério de Lebesgue.

8. Prove que o grifico de uma funcao integravel tem contetido 0. Mostre que a reciproca é falsa,
dando um exemplo de func¢do nao integravel cujo gréafico tem conteido 0. Sugestao: Considere
a fungao de Dirichlet, f:[0,1] — R, f(z)=1sexz € Qe f(z)=0se z ¢ Q.

9. Prove que o produto de fungdes integrdveis é integravel. Sugestao: Use o Critério de
Lebesgue.

10. Seja I C R™ um retangulo e seja f, : I — R uma seqiiéncia de funcoes integraveis, com
fn — f uniformemente.
Prove que f é integravel. Sugestao: Use o Critério de Lebesgue.

Prove que [; f, — [; [

11. (3.10 do livro) Sejam A € R™ retangulo, f : A — R limitada e f > 0. Prove que f é
integravel se e somente se C(f) = {(z,y) e R" xR |z € A, 0 <y < f(x)} é um subconjunto
J—mensuravel de R™*!. No caso afirmativo mostre que U(C(f)) = fA f.

12. Seja ¢ : R? — R? definida por (u,v) = ¢(z,y) = (22 — y?,2% + y?). Note que a imagem
inversa, pela ¥, da reta u = a > 0 é uma hipérbole, e a imagem inversa, pela 1, daretav =c¢ > 0
é um circulo. Mostre que 1 nao é injetiva, mas sua restricao a @ = {(z,y) | z > 0,y > 0} é
uma aplicagao injetiva, tendo como imagem o conjunto {(u,v) | v > |u|}. Seja ¢ a inversa da
restricao o Mostre que se 0 < a < b < ¢ < d, entao ¢ leva o retangulo A = [a,b] X [¢, d] na
regiao

e(A)={(z,y) |a<a®—y* <b, <2’ +y°}.

—u\2 1
, (U u) 2) = dudv .
2 4(v? — u?)2

Mostre que se f : @ — R é integravel, entao

[f o= [ ((5)
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