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22 Prova de Analise [

1. (2.7 pontos) Seja f: (a,b) — R uma funcao crescente e limitada. Seja

S =sup{/f(z) | = € (a,0)}.

Prove que S = lim f(z).

r—b—

Solu¢do:

Seja f : (a,b) — R uma fungéo crescente e limitada. Entédo o conjunto A = {f(z) |
x € (a,b)} é limitado e nao vazio. Portanto existe o supremo S = sup{f(z) |z € (a,b)}.
Dado um ¢ > 0, 3s € A tal que S —¢ < s < 5, isto é, Ja; € (a,b) tal que
S—e< f(ey) <8S.

Seja § =b—=x;. Se @ € (a,b) e b—3 < x < b, entdao #1 < x < b. Como f é
crescente, temos f(x1) < f(a). Por outro lado, pela defini¢do de supremo, f(x) < 5.
Entao

S—c< fla) < fla) < 8

e segue, dai, que |f(z)— S| <e.
Fica assim provado que Ve > 0, 3§ > 0 tal que # € (a,b), b—¢ < 2 < b =
|f(z)— S| <e,istoé, S = lim f(x).

r—b—

2. (2.7 pontos) Seja f : (a,b) — R uma func¢ao uniformemente continua. Prove que a
imagem de f

{f(z) ]z € (a,b)}
é um intervalo limitado.
12 Solugao:

Seja f: (a,b) — R uma funcao uniformemente continua. Supondo, por absurdo, que f
nao seja limitada, entao f nao é limitada superiormente ou f nao é limitada inferiormente.
Basta fazer o caso em que f nao é limitada superiormente. O outro caso é anéalogo. Se f
nao é limitada superiormente, entao, para cada n € N, 3z, € (a,b) tal que f(x,) > n.
Mas (x,) é uma seqiiéncia em (a,b). Portanto é limitada. Pelo Teorema de Bolzano—
Weiestrass, existe uma subsequiéncia convergente <$nk> Como nao podemos garantir que
o limite pertenca ao intervalo aberto, argumentamos que, sendo convergente, <$nk> é de
Cauchy. Mas uma funcao uniformemente continua leva seqiiéncia de Cauchy em sequéncia



de Cauchy. Portanto (f(:z;nk)> é de Cauchy. Segue que (f(:z;nk)> é convergente. Mas isto
é uma contradigao, pois de f(x,) > n, Vn, segue que f(x,,) — +0oo.

22 Solugdo:

Seja f : (a,b) — R uma funcao uniformemente continua. Pelo Teorema do Valor
Intermediario, a imagem do intervalo (a, b) pela funcao continua f é um intervalo. Vamos
mostrar que é limitado. Para eg =1, 3§ > 0 tal que |t —s| < d = |f(s)— f(t)] < e.
Escolhendo pontos a = tg < t; <ty < --- < t, = b, decompomos o intervalo (a,b) em
uma uniao

(a,6) = (to, 1] U (toto] U=+ U (ta_y, )

de intervalos de comprimento ¢; —#;,_; < §. A imagem de cada (t;_1,%;] é um intervalo
de comprimento menor ou igual a 1. De fato, s,t € (ti-1,t;] = |t —s] < § =
|f(s) — f(t)] < e = 1. Logo a imagem da funcao é uma uniao finita de intervalos
limitados (de comprimento menor ou igual a 1), sendo, portanto, limitada.

3. (2.8 pontos) Seja f: R — R uma funcdo continua. Suponhamos que existem e séo
iguais os limites

lim f(z)= lim f(x).

r—r—400 r——00

Prove que vale pelo menos uma das afirmacoes abaixo:
(A) Ja eR t.q. f(z) < fla), Ve eR
(B) 3b e R t.q. f(z)> f(b), Ve eR.

Solu¢do:

Temos que provar que f assume um maximo ou um minimo. Seja L = lim f(z) =
r—r—400

lim f(z). A menos que f seja constante, 3z € R tal que f(x1) > L ou a5 € R tal

r——00

que f(x2) < L. O caso f constante é trivial, f assume méaximo e minimo. Suponhamos,
entao, que Jx1 € R tal que f(x1) > L. O outro caso é similar. Seja g9 = f(x1) — L.
Existem A e B positivos tais que @ > B = |f(x) — L| < g9 e também = < —A =
|f(z) — L| < eo. Portanto

fle)< L4eo=flz1), Vre(—oo,—A)U(B,+00). (1)

Aumentando A e B, se necessario, podemos supor que x; € [—A, B]. Pelo Teorema de
Weierstrass, como [ é continua, Ja € [—A, B], ponto de maximo da restricao de [ ao
intervalo [— A, B], isto é, tal que

f(@) < fla), Vze[-A, B]. (2)
Mas x; € [—A, B]. Portanto f(z1) < f(a). Combinando com (1), obtemos que

f(:lf)<f(a) ) \V/J}E(—OO,—A)U(B,—I—OO),
2



que, junto com (2), implica que vale (A).

4. (2.8 pontos) Seja f uma funcao duas vezes derivavel definida em um intervalo aberto
contendo o intervalo [0,1]. Suponhamos que f(0) =0, f(1) =1 e f'(0) = f'(1) = 0.

Prove que pelo menos uma das seguintes situagoes ocorre:
dz, € (0, %) tal que f"(x1) >4 ou Ju, € (%, 1) tal que f"(x2) < —4.
Sugestao: Comece mostrando que se f(%) > %, entao existe x; como acima.

12 Solugao:

Dois casos podem ocorrer. Ou f(%) > % ou f(%) <1

Suponhamos que f(%) > % . Usando a Formula de Taylor com resto de Lagrange, Jx; €
(0 l) tal que

72

71 = f0) + 70y L 4 L)

vamos ter

f”(xl)
2!

) >1,

1<r(d) =

Portanto, caso f(%

. <%>2 = f"(x1) > 4.

No caso f(%) < %, novamente pela Férmula de Taylor com resto de Lagrange, dz, €
(%, 1) tal que

)= 10— = s - () + 2 ()
) < %, vamos ter

" 1oy ,

Obs. Quem fez até aqui recebeu ponto integral, mas note que ficou faltando mostrar que,

I

DO | =

Portanto, caso f(%

no primeiro caso considerado, vale a desigualdade estrita. Vamos mostrar isto agora. E
facil ver que se f(%) > %, pode-se garantir que vale f”(xy) > 4. Suponhamos, entao,
que f<§> = 1. Suponhamos, por absurdo, que f”(z) < 4, Va € (0,1). Definimos
a funcao ¢ : [0,3] — R, g(z) = f(z) — 22> Temos ¢(0) = ¢'(0) = g(3) =0 e

72

¢"(x) = f"(x) =4 <0, VYo € (0,3). Entao ¢’ ¢ decrescente. Mas g’(()) = 0. Logo
g () <0, Vo € (0,;). Segue que g é decrescente. Como ¢(0) = g(3) = 0, entao
g(z) =0,Vz € (0,5). Logo f(z)=2z%, V€ (0,5). Analogamente, deﬁnmdo a funcao

h:[0,] — R, por h(z) = f(z) — (1 - (1- :1;)2>, mostra-se que a condicao f<2> =1
implica que f(:z;) =1—(1—2)%,Vaze(0,1). Segue que

4, sex
f‘//(x):{ <

N[ N =

-4, sex>

e, portanto, f” teria uma descontinuidade de 12 espécie em %, 0 que nao é possivel para
uma derivada.
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22 Solugado:
Dividimos em 3 casos: f(%) > 1, f(%) <ie f(%) =1,
Caso f(%) > %

Queremos mostrar que dx; € (0, %) tal que f”(x1) > 4. Por absurdo, suponhamos que
f"(z) <4, Va € (0,5). Definimos a fungao ¢ :[0,3] — R, g(x) = f(z) — 22*. Temos
g(0) = ¢'(0) =0 e ¢g"(z) = f"(x) —4 <0, Vo € (0,3). Entdo ¢’ é decrescente. Mas
¢'(0) = 0. Logo ¢'(z) <0, Vx € (0,1). Segue que g é decrescente. Como ¢(0) = 0,
entao g(z) <0, Vo € (0,1). Em particular, g(3) <0, ou seja, f(%) < 1, contrariando
a hipotese.

Caso f(%) <

1
2
Queremos mostrar que Jaxy € (%,1) tal que f"(x3) < —4. Por absurdo, suponhamos

que f’(z) > —4,Vx € (3,1). Pondo h : [§,1] — R, h(z) = f(z) — (1 —2(1 —:1;)2>,

29
temos h(1)=h'(1)=0 e h"(z) = f"(z)+4 >0, Vz € (3,1). Entao h’ é crescente. Mas
R(1) = 0. Logo h'(z) <0, Vz € (1,1). Segue que h é decrescente. Como h(1) =0,

entao h(xz) >0, Vo € (1,1). Em particular, () >0, ou seja, f(%) > 1, contrariando

a hipotese.
Caso 1(3) =1
1

Pelo mesmo argumento dado na observacao acima, supondo que f(%) =3, f(x) <4

Vo € (3,1) e f’(z) > —4 Vz € (3,1) concluimos que f” teria uma descontinuidde de 12
espécie, o que é uma contradicao.

Obs. Quem ndao conseguiu provar o resultado pedido, mas provou a conlusao mais fraca,
de que

Ja; € (0,1) tal que f’(z1)>2  ou  Jazy € (1,1) tal que f"(zs) < 2.
ganhou até 1.7 pontos. O raciocinio seria mais ou menos o seguinte:
(Caso f(%) > 1) Para x €[0,1], pelo TVM, Jc € (0,2) t.q.

f(x) = fz) = f(0) = 2 f'(c).
Novamente pelo TVM, 3d € (0,¢) t.q.
f(e) = ['(c) = ['(0) = cf"(d).
Portanto
f@)y=af'(c)=cd f'(d), com0<d<c<az<}i.
2

%§f<%>:cdf”(d), com0<d<e<s.

Em particular, para = =

A partir daf segue, de maneira imediata, que f”(d) > 2.



