MAT-013 e 318 Solucoes da Lista 9 Prof. Eduardo

1. Dizemos que f : I — R é uma fun¢do de Holder se IM > 0 e Ja € (0,1] tais que
|f(z1)— f(a2)| < M|y —23]®, Yo1,22 € I. Note que no caso particular aw = 1, f é de Lipschitz.

(i) Mostre que se f: I — R é de Holder, entao f é uniformemente continua.

(i1) Mostre que se na condigao de Hélder permitissemos que a > 1, seguiria que f'(z) =0, Va
no interior de I e, portanto, terfamos f constante (esta é a razao para impor a condicao a <1
na defini¢ao).

(iii) Mostre que a funcao f : [0,+00) — R, f(2) = /x, satisfaz a condi¢ao de Hdlder com
1
M=1ea= 3 sendo, portanto, uniformemente continua. Sugestao: Basta uma manipulacao

algébrica simples.

2. Mostre que a equacio 32*4+42°+c =0 tem no maximo uma raiz < —1. Sug: Use o TVM
ou seus corolarios.

3. Mostre que valem as desigualdades:

(1) 1f—2 < arctanz < x , VYV > 0. Sugestao: Lembre que arctan0 = 0 e aplique o
x
Teorema do Valor Médio.
x
il) —— > arcsinz > 2, Vo €[0,1). Quando vale a igualdade?
T 2z—1 T 2x—1 1
i) —4+ ——— <arcsine < —+ ———, para =<z < 1. OBS: arcsin(1) =2
W) 5+ 6 2/i—a2 T2 (z)

4. Seja f uma funcao continua em [0,a) e derivavel em (0,a) tal que f(0) =0, f’ crescente e

f'(z) >0, Vz € (0,a) . Prove que @) é crescente.
x
5. (i) Seja f de classe C™*! em uma vizinhanca do ponto a. Pela Férmula de Taylor,
/ (n-1) (n) oh
fla+h) :f(a)+%h+---+ %ﬁh”‘br%h” , com 0<f<1.

1
Prove que se f(”"'l)(a) # 0, entao 0 — 1 quando h — 0. Sugestao: Compare a

expressao da linha acima com o desenvolvimento de Taylor de ordem n.

(ii) Para f(z) = 2"*? e a =0, encontre o limite de § quando h — 0.

2
Resp. 0 = m .
6. (i) Seja f:[0,00) — R derivdvel. Sabendo que f(0) =0e f'(z) > 1 ,Yx € (0,00), prove
que f(z) >z ,Ya € (0,00).



3
(i1) (Nao tem nada a ver com o item (i)) Prove a desigualdade z — % < arctanz , V& > 0.

Sugestao: Use o Teorema do Valor Médio ou seus corolérios.

7. Seja f:(0,00) — R derivdvel t.q. 3 lim f’(z) = 3. Prove que:

r—r—400

(a) lim f(z)=+o00,se >0 e (b) lim f(z)=-oc0,se 3<0.

r—r—400 r—r—400

8. Justifique que Ve > 0 a equacdo = Inx = ¢ tem uma e uma sé raiz > 0. Justifique que
para e”! < ¢ < 0 existem exatamente duas raizes z > 0.

9. Prove as desigualdades (Sug: TVM ou seus corolarios):
23
(i) = - 3 < arctanz , V& >0.

3
(i) arctanz < x — % , Yo e (0,1].

3

(iii) tanaz >$—|—% , Yee(0,7).

10. Justifique que Vn € N, a equacao tanz = 2 tem uma tnica raiz t, € (nﬂ —5,nT+ %) e
sen x

que a funcao é mondétona decrescente no intervalo (f2,,t2,+1) € mondtona crescente no

X

intervalo (f2,,—1,t2n) .
Solugdo:

Consideremos a funcao f(z) =tanz — z, definida no conjunto R\ {§ +n7 |n € Z} ,isto é, na
unido de todos os intervalos do tipo ((n— )7, (n+3)7), para n € Z. Temos f'(z) =sec’z—1.
Portanto f(z) > 0, anulando-se apenas em pontos isolados. Logo f é estritamente crescente
em cada um dos intervalos ((n — 1)x, (n+ 3)x). Como

lim  f(z)=4cc e lim  f(z) = —o0,

x—)(n—l—%)w— x—}(n—l—%)w"‘
segue do Teorema do Valor Intermediario que existe um tinico ponto t,, € (n T—5,nT+ %) tal

que f(z)=0.
Seja ¢ a funcao ¢(z) = "N Temos J'(z) = w . Portanto
T T

g (z) =0+ zcosa = senz < f(z) =0,
ou seja,
g (r)=0<=3IneZtq v =1t,.

A fungao f é estritamente crescente e se anula em ¢,,. Portanto f(z) < 0 para x a esquerda de

z) cosx
t, e f(z) > 0 para z a direita de t,,. Mas ¢'(z) = — M . Levando em conta que
z
>0 em (nﬂ'—%,nﬂ'—l—%) , sen par
cos x
>0 em (nﬂ'—%,nﬂ'—l—%) , sen impar



temos que ¢’'(z) passa de valores negativos para positivos em ty,41 e de valores positivos para
negativos em t3,. Logo os tnicos pontos em que ¢'(z) = 0 sao os da forma z = t,,, sendo
pontos de minimo local se n for impar de de maximo local se n for par. Logo g é mondtona

decrescente no intervalo (t3,,f2,4+1) € mondtona crescente no intervalo (t3,—1,t25) .

11. Mostre que a equacao z"+pz+qg =0 tem no maximo 2 raizes reais se n é par e no maximo
3 raizes reais se n é impar.

12. Sabe-se que em toda equacao do terceiro grau 2 +a22+ bz +c=0 o termo em 22 pode

ser eliminado através da substituicio 2 —— 2 — § (ndo é necessério provar isto). Prove que a

equacao z° 4+ px + ¢ =0 tem 3 raizes reais distintas <= 4p®+27¢2< 0.
Solugdo:
Seja f:R— R, f(z)=2>+pa+q. Temos f'(v) =322+ p. Portanto

f’(x):0<:>x2:—§.

Segue que f'(z) = 0 tem duas solugoes reais distintas se e somente se p < 0 e, neste caso, as

~ = P
duas solugoes sao 4,/ —= .

3

Suponhamos que existam 3 numeros reais diferentes z; < z3 < 23 tais que f(zy) =
f(z2) = f(z3) = 0. Entao pelo Teorema de Rolle 3&; € (x1,22), I& € (22,23) tais que
(&) = f' (&) = 0. Pela observacao acima,

Além disto é necessario que

f(&) >0 e f(&)<0.

Mas
Y T N __rjP [_P
Entao
2p | p 2p | p
ey 0< £, /2
3 3 +¢<0< 3 3 +q
Segue que
2p | p 2p | p
i<3\V73 ¢ <373
ou seja,
2p | p
Finalmente, elevando ao quadrado, obtém-se
4p3
2 —_
g < 97



ou seja,
4p® +27¢* < 0.

Suponhamos que 4p® 4+ 27¢? < 0. Segue que 4p> < —27¢? < 0 e, portanto, p < 0. Logo,
a equcao f'(2) =0 tem duas solugoes diferentes

&1 =— —g € 52:\/—§-
Calculando, encontramos
2 _ o
H&)=7-3+e e J&)=-F4/-3+a
4p3 27¢? 5
&)=\l —ota>\ - ta=va+g=ld+q20.

Analogamente prova-se que f(&;) < 0.

Entao

Em resumo, provamos que se valer a condicdo 4p® + 27¢? < 0, entdo existem & < 0 < &
tais que f(&1) > 0> f(&). Combinando isto com o fato que os limites

segue, pelo Teorema do Valor Intermedidrio, a existéncia de 3 niimeros reais zy,z9,x3, com
zy < & <y < & < w3, tais que f(z1) = f(z2) = f(w3) = 0.

13. (i) Seja f : R — R derivdvel t.q. f(r) = 7 e f(e) = e. Mostre que 2 € R t.q.
fx)y=1.

T—a T r—a
<Iln-< ,
T a a

para 0 < a < z. Sugestao: Use o Teorema do Valor Médio ou seus corolarios.

(i1) (Nao tem nada a ver com o item anterior) Prove as desigualdades

14. Seja f:R — R duas vezes derivavel t.q. f(%) = 0. Prove que f"(0)=0.

15. Seja f:(0,00) — R derivavel. Supondo que existem 1i_>m flzy=A4¢e€ 1i_>m f'(z) = B,

prove que B =0.

16. Prove que se 2 < a < 3 entao
a(l+2)*>(a—1)(14+2z)* 1 +1, Yz >0.
Solugdo:
Para um ntimero real a fixado, com 2 < a < 3, seja f:[0,+00) — R definida por
f@)y=a(l+2)"—(a—1)(1+22)"" —1.

Queremos mostrar que f(z) > 0, Va € [0,400). Como f(0) =0, é suficiente provar que f é
crescente, ou seja, basta mostrar que f'(z) > 0, Va € [0,400). Mas

f/($) = a2(1 + x)a_l — Q(Q _ 1)2(1 + 2$>a—2

4



f@)y=a*(a—1)(14+2)"% —4(a = 1)*(a—2) (14+22)*73.
Portanto

1(0) = (a = 1)(a* = 4(a = 1)(a - 2))
=—(a—1)(3a” — 12a +8) ..

Temos que f”(0) > 0, para 2 < a < 3, pois as raizes do polinémio 3a% — 12a + 8 sio

12 + /144 — 96 oy VA48 oy V12
6 - 6 3

e portanto o intervalo [2, 3] estd contido no intervalo entre as raizes. Também
f(0)=a*-2(a—1)* = —a* +4da — 2.
Temos que f'(0) > 0, para 2 < a < 3, pois as raizes do polinomio a? — 4a + 2 sdo

44416 -8
—_— =2 2.
2 £v2

Por outro lado, f”(z) > 0, Va € [0,+0o0), pois

f//(x)

ala—1)(14+2)"% —4(a—1)*(a—2) (1+22)*3
a*(a —1) —4(a—1)*(a - 2)
=—(a—1)(3a> - 124+ 8)..

v

A desigualdade acima vale porque ¢ —3 <0< a— 2. Mas
36> — 1204+ 8<0 Va € [2,3],
. , . A . ~ V 12 1 !
pois as raizes deste trindmio sdo 2=+ 3 Logo f"(z) >0, Va € [0,+00), 0 que porva que f
é crescente nesta semi-reta. Como vimos acima, f/'(0) > 0. Portanto f'(z) > 0, Va € [0,+00) .

Temos entao que f é crescente em € [0, 4+00). Como f(0) = 0 segue, finalmente, que f(x) >0,

Va € [0, +00) .



