MAT-013 e 318 Solucoes da Lista 8 Prof. Eduardo

1. Seja f :[0,00) — R continua. Prove que se 3 lir_l{l f(z), entao f é uniformemente
T—r+00

continua. Mostre com um exemplo que a reciproca é falsa.

Solugdo:

Seja f:[0,00) — R continua. Suponhamos que 3 lir_l{l flz)y=LeR.
T—r+00

Dado ¢ >0, IM > 0 tal que |f(z) - L] < %, Vo € (M,+0o0). Entao

@) = )| < |f () = LI+ L= fl2)] < 5+ 5=, Varz € (M, +00).

Pela continuidade, a restricao de f ao intervalo [0, M + 1] é uniformemente continua. Logo
36, > 0 t.q.

1,22 € [0, M+ 1] = |f(z1) — fz2)| < e.

Seja & = min{dy, 1} . Entao, quaisquer que sejam xq, 29 € R com |x; — 25| < §, duas situagoes
podem ocorrer: xqy,29 € [0, M + 1] ou zy,z5 € (M,400). A alternativa um deles estar em
apenas um dos intervalos e outro apenas no outro intevalo, ndo pode ocorrer, pois § < 1. Vimos
acima que em qualquer umdos dois casos possiveis, tem-se |f(z1) — f(22)] < €. Logo f é
uniformemente continua.

A reciproca é falsa. f uniformemente continua nao implica que exista o limite. Por exemplo,

f:[0,00) — R, f(2) = senaz é uniformemente continua, pois f/'(z) = cosz é limitada e,
portanto f é de Lipschitz. Mas nao existe o limite lir_l{l f(z).
T—r+00

2. Prove que f,¢: R — R uniformemente continuas = ¢ o f uniformemente continua.

3. Suponha que f seja uniformemente continua em (—oo,a] e em [a,+00). Mostre que f é
uniformemente continua em todo R. Mostre que o mesmo vale se a condicao “uniformemente
continua” for substituida por “Lipschitz”.

Solugdo:

Seja f : R — R. Suponhamos que as restri¢oes de f a cada uma das semi-retas (—oo,a] e
[a,+00) sejam uniformemente continuas. Vamos mostrar que f é uniformemente continua.
Dado ¢ > 0, existem dy,d9 > 0 tais que

T1,x9 € (—00,a], |21 — 22| <& = |f(21) — f(22)]| < %
e também
r1, 22 € [a,+00) , |v1 — @] <82 = |f(21) — f(22)| < %
Seja 6 = min{dy, d3} . Afirmamos que
1,22 €ER ) Joy — 22| <6 = |f(z1) — f(z2)| < e.

De fato, sejam z1,29 € R com |x; — 29| < §. Podem ocorrer 3 casos:



Casol: xy,x € [a,+00)
Neste caso
€
|21 — 2] < 6 = |x1 — 22| < &1 = |f(21) — f(22)| < 3 <e
Caso?2: xy,x9 € (—00,a]
Andélogo ao anterior.

Casol3: 1 < a < 9

€
|961—962|<5:>|961—a|§|961—902|<51:>|f(901)—f(‘1)|<5

Da mesma forma, |f(z2) — f(a)| < % Logo

|f(z1) = fz2)] = |(f(21) = fla)) + (f(a) = f(z2))]
<flan) = (@) +1f(@) = flza)| < S+ 5 ==
Logo Yoy, 29 € R, |21 — 23] <& = |f(21) — f(22)] < e. Logo f é uniformemente continua.

Vamos mostrar ge o mesmo vale para a condicao de Lipschitz. Seja f:R — R . Suponhamos
que as restricoes de f a cada uma das semi-retas (—oo, a] e [a, +00) sejam de Lipschitz. Entao
existem constantes My, My > 0 tais que |f(z1) — f(z2)| < My|zy — z2|, Va1, 22 € (—00,a] e
|f(z1) — fla2)] < Malay — a2, Yoy, 22 € (—00,a]. Seja M = max{M;, M3} . Afirmamos que

Vo, 20 €R, [f(21) — fz2)] < Mz — 29

Para os casos 1,23 € (—00,a] e 21,22 € [a+ 00)isto é 6bvio. Suponhmos que 21 < a < z2.
Entao

(1) = fla2)| = [(f(21) = f(a)) + (f(a) = f(22))]
< [f(1) = fla)| + | f(a) = f(z2)]
< Myla — zq| + Malag — a| < Mlzy — 24],
provando que f é de Lipschitz.
4. Seja f:R — R continua tal que f(z) >0, Vo € R, xll}r_l{loof(w) = xll}r_noof(w) =0. Prove
que f tem um ponto de méximo. Pode acontecer que f nao tenha ponto de minimo? Justifique.
Solugdo:

Seja f:R — R continua tal que f(z) >0, Ve € R, lir_l{l f(z)= lim f(z)=0.
Seja ¢ = f(0). Entao, £ > 0. Entao existem A e B positivos tais que

r>A = [flz)|<e e 2<-B = [flz)|<e.
Cmo f é continua, f assume um maximo em [— B, A], mais precisamente, Jz¢ € [—B, A] t.q.
f(z) < f(zo) , Vo € [-B, A].

Mas 0 € [-B, A]. Portanto, f(0) < f(xg). Segue que para z € R\ [-B, 4], f(z) < ¢ =
f(0) < f(xg) . Fica assim provado que

f(z) < f(zo) , V2 € R.
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5. Prove que se f: (a,b) — R é sobrejetiva, entao f nao é uniformemente continua.
Solugdo:

Vamos mostrar que se f : (a,b) — R for uniformemente continua, entao sua imagem é limitada.
Conseqiientemente f nao poderia ser sobrejetiva.
Supondo f uniformemente continua, para € = 1, existe um § > 0 tal que |z; — 23] < § =

|f(z1) = flz2)| < 1.

Escolhendo um nimero finito de pontos
a=1lg <ty <ty<---<tl,=0b,
com tp —tr_1 <&, Vj, decompomos o intervalo (a,b) em uma uniao finita
(a,b) = (to, t1]U (t1,ta) U -+~ U (tp1,tn)
de intervalos de comprimento menor do que delta. Anotemos por
Ii=(tj-1,t5], se1<j<n—-1 Iy = (ta-1,tn) -

Pelo Teorema do Valor Intermedidrio, cada f(/;) é um intervalo. Por outro lado, Vy,y" € f(I;),
Ja,a2’ € I; tais que y = f(z) e y' = f(2'). Segue que

ly =y I=1f(x) = F@)] <1, pois |z —a'] <5.

Logo cada f(I;) é um intervalo de comprimento menor ou igual a 1. Portanto a imagem de f é
uma uniao

F(a,0)) = f(L) U f(I2) U---U f(T,)
de um conjunto finito de intervalos de comprimento menor ou igual a 1. Logo a imagem de f é

um conjunto limitado.

6. Seja p(z) = apa™ + Ap_12"" ' 4+ -+ 4 a1z + ag um polinémio com coeficientes reais, com
n > 2 pare a, > 0. Prove que p assume um minimo em R, isto é, Jzo€R t.q. p(xg) < p(z),
VeeR.

Solugdo:

Seja p(z) = a,2™ + a,_12" 1+ -+ ayx + ag um polindémio com coeficientes reais, com n > 2
par e a, > 0. Como n é par,

lim 2" = +o0.
r—tco

Usando que

Gp—1 ag
xn

p(z) = 2" (an +
e que a, > 0, segue que

lim p(z)=+oc0.

r—too

Fixemos uma constante M > p(0). Entao, existem, A,B > 0 t.q. p(z) > M, Vo €
(=00, —B) U (A, +00). O polinémio p é uma fungao continua. Pelo Teorema de Weierstrass, p
assume um minimo em [A, B], isto é,

dag € [-B,A], t.q. p(zo) < p(z), Yz € [-B, A].



Mas para z € R\ [-B, A], temos p(z) > M > p(0) > p(20) . Portanto

p(zo) < p(x), Ve € R.

7. Prove quese f:[0,2] — R écontinuae f(0) = f(2),entao 3¢ € [0,1] t.q. f(c) = f(c+1).
Sugestao: Considere a funcao ¢:[0,1] — R, ¢g(z) = f(z + 1) — f(z).

Solugdo:

Seja f :[0,2] — R continua, com f(0) = f(2). Defina ¢ : [0,1] — R, por g¢(z) =
fx +(1)) f@ 2 ;) ntao ¢(0) = f(1) = £(0) e g(1) = f(2) = f(1). Como f(0) = f(2), Segue
que ¢(0

Se ¢(0) = 0, nao hd nada a provar, ¢ =0. Se ¢(0) # 0, entao ¢(0) e g(1) tém sinais opostos,
g(0) <0< g( ) ou ¢(0) >0 > ¢g(1). Entao, pelo Teorema do Valor Intermedidrio, 3¢ € (0, 1)
t.q. g(c) =0 e, portante, f(c)= f(c+1).

8. Justifique se f:[0,00) — R é continua no ponto 0 e se Vao > 0, f|[5,0) (restricdo de f) é
uniformemente continua em [, 00), entao f é uniformemente continua. Exemplo: f(z) =z é
continua em 0 e f|[a7oo) é de Lipschitz Vo > 0.

Solugdo:

Seja f : [0,00) — R continua no ponto 0 e tal que Yo > 0, f|5,0) (restricao de f) é
uniformemente continua em [a,00). Seja € > 0. Entao 346y > 0 tal que [z - 0] < & =

€
F)— FO)] < 5
Seja o = 52—1 Entao

38 > 0 t.q. Vo' 2" € [a,+00), |2/ —2"| < & = |f(2) - f(2")] < %
Seja 6 = min{dy, d3} . Vamos verificar que
Va', 2" € [0,400), |2' —2"| <§ = |f(a') - f(a")| < e.

Sejam 2/, 2" € [0,400), com |2’ — 2| < 6. Podem ocorrer 3 casos:

1. 2’2" € [0,a]. Neste caso |2/ — 0] < & e |2 — 0] < & . Logo |[f(a') — f(2")] <
@) = FO)+ [£0) = f@")] < 5+5 ==

2. 2" 2" € [a,+00) . Neste caso |2/ —2"| <6 = |2/ —2"| < = |f(a)) = f(2")] <e.

3. 2/ < a < 2”. Neste caso, como |2/ — 2"| < §, temos |2’ — o] < § e, portanto,

|f(z") — fla)] < % Analogamente, |a — 2”| < 83 e, conseqiientemente, |f(2") — f(a)| < %
Segie que |£(2") — [")] < £(2") = f()| +1f(a) = fa)] < S+ 5 =2

9. (i) Uma aplicacao f:R — R é dita uma contragdo se 3K, com 0 < K < 1 t.q.

|f(z) = fy)| < K|z —y| Ve, y € R.

Prove que toda contragao f:R — R tem um e um sé ponto fixo (isto é, um z;€R tal que
f(zy) =x;) e que Va € R a seqiiéncia (z,,) definida recursivamente por 23 = a, 2,41 = f(2,),
converge para o ponto fixo z;. Sugestao: Prove separadamente a unicidade do ponto fixo
(mostre que se y e z forem pontos fixos, entao y = z). Para a € R, comece definindo a
seqiiéncia (z,) como acima e mostrando que converge (use o Critério de Cauchy).



Solugdo:

Unicidade do ponto fixo:
Suponhamos que y,z € R sejam tais que f(y) =y e f(z) = z. Entao

ly—2l=1f(y) = f(2)| < K|y — 2.

Se |y — z| # 0, entao terfamos 1 < K, o que contraria a hipétese. Logo |y — z| = 0, isto é,
y = z. Isto prova que se existir ponto fixo, existe um soé.

Existéncia do ponto fixo:
Dado @ € R, definimos uma seqiiéncia recursivamente
T =a, o1 = fan) .
Esta seqiiéncia é de Cauchy, pois
[Znt1 — @n| = |f(20) = flan-1)| < K|z, —2pa], Yn.
Aplicando repetidas vezes este argumento, segue que
|Tpgr — 2n] <o < K" Yag — 24, Yn.
Portanto,

Lntp — Tn| < |$n+p - $n+p—1| A T — T

S (I(n—l—p—Q + -4 I(n_l)|$2 — $1|

(o] -
I |$2—$1|I(n_1
< — K="
She =l 3 - K
7=n—1
Como 0 < K < 1, segue que lim K" =0. Dado ¢ > 0, Ing tal que K™™' <&, ¥n > ng.
n—r00

Segue que
|Tptp —2p| <e, VYn>ng, VYpeN.

Fica assim provado que a seqiiéncia (z,) é de Cauchy. Conclui-se que 3t € R t.q. z,, — . Mas
entao, pela continuidade de f, tem-se f(x,) — f(¢). Levando em conta que 2,41 = f(2,),
temos que 2,41 — f(t) e, portanto, f(t) =¢. Fica assim provada a existéncia do ponto fixo,
bem como estabelecido um método para encontra-lo. Basta comecar com um nimero real a
qualquer e definir recursivamente uma seqiiéncia como acima. Ela convergird para o ponto fixo

de f.

(ii) Mostre com um exemplo que se f:R — R satisfaz a condi¢ao abaixo, que é mais fraca do
que ser uma contracao

v Fy=|f(z)- fyl<l|z-yl,

pode nao existir ponto fixo. Sugestao: Procure um exemplo da forma f(z) = 2 + ¢(z), para
uma ¢(x) conveniente.

Solugdo:
1
Seja@:R—>R,cp(ac):g—arctanx. Entéo,0<99(96)<7T,V96€Re99’(96):—1+ 5 -
x
Definimos f:R — R, f(2) =2 + ¢(z). Entao
1
f’(ac):l—l_l_gc2 e 0<fi(z)<1, VzeR.



Entao, pelo Teorema do Valor Médio,

v<y=|fly) = f@)] = 7€)y - o) <ly—al.

Portanto f é uma contragao fraca. No entanto, f nao possui ponto fixo, pois f(z) =2 + ¢(2) > =,
Vz e R.

10. Sejam f,g : [a,b] — R continuas. Suponha que f(a) < g(a), f(b) < g(b) e que
dc € (a,b) t.q. f(c) > g(c). Prove que existe o tltimo ponto z antes de ¢ t.q. f(z) < g(z),
isto é, Ja € [a,¢) t.q. f(a) =g(a) e f(z) > g(z), Vo € (a,].

Solugdo:

Defina h : [a,b] — R, por h(z) = f(z) — g(z). A funcdo h é continua. Temos h(a) < 0,
h(c) >0 e h(b) < 0. Seja A= {z € [a,c] | h(z) =0}. Como h(a) < 0 < h(c), pelo TVI,
dd € (a,¢) t.q. h(0) =0. Logo A # 0. A élimitado superiormente, ¢ é uma cota superior.
Logo Ja € R, @ = sup A. Evidentemente, « € [a,c]. Também é claro que « # a,c, pois
sendo h nao nula nestes pontos, por continuidade A também nao se anula em uma vizinhanca
destes pontos. Logo a € (a,c). Afirmamos que h(a) = 0. Basta mostar que h(a) nao pode
ser positivo nem negativo. De fato, se h(a) > 0, pela continuidade, 3§ > 0 t.q. h(z) > 0,
Va € (o — &, a0+ §) . Seguiria que (o —d,a+ ) N.A =10, contradizendo que a =sup.A. Logo
h(a) > 0 nao pode ocorrer. Analogamente se prova que h(a) < 0 nao pode ocorrer. Logo
h(a) = 0. Resta mostrar que h(z) > 0, V& € (a,c). Evidentemente h nao pode se anular no
intervalo (a, c), pois caso contrério a nao seria o sup.A. Também Fe € (a,¢) com h(e) < 0,
pois se existisse, como h(c) > 0, pelo TVI existiria 8 € (e,¢) t.q. h(8)=0.

11. Sejam [ intervalo, @« € I e f: I — R uma funcdo. Dizemos que f é semicontinua
inferiormente no ponto a se Ve > 0,35 > 0 t.q.

rel |, |e—al<déd= f(z)> fla) —¢.

(i) Prove que sao equivalentes:
(A) f é semicontinua inferiormente no ponto a.

(B)z,€el, 2z, — a=lim f(z,) > f(a) .

Solugdo:

(A) = (B) | Suponhamos que f é semicontinua inferiormente no ponto a. Precisamos provar

que vale (B). Mas (B) é uma implicacao. Para prova-la, suponhamos que z, € I, 2, — a.
Seja € > 0. Entao 36 >0 t.q. [z —a| <0 = f(z)> f(a) —e. Seja L =lim f(x,). Existe
uma subseqiiéncia f(z,,) — L. Seja N t.q. ¥Yn > N, |z, —a| < §. Portanto Vn, > N,
f(zn,) > fla) —e. Segue que L > f(a) — e, isto é, lim f(x,) > f(a) — e, Ye > 0. Logo
lim £(,) > f(a)

(B) = (A)| Basta mostrar que se nao valer (A), entao (B) também nao vale. Suponhamos

que f nao seja semicontinua inferiormente no ponto a. Isto significa que &g > 0 t.q. Vé > 0,

1
dz € Ttqg |Je—al <éde flz) < fla) —eo. Em particular, para § = —, Jz, € I t.q.
n

1 . a .
|x, —al < ~ e f(zn) < f(a) —eo. Entao z,, — a. Por outro lado, existe uma subseqiiéncia

tal que f(z,,) — lim f(z,). Logo lim f(z,) < f(a) — ¢, mostrando que (B) nao valeria.
(ii) Dé um exemplo de funcao que é semicontinua inferiormente mas nao continua em um ponto.

Solugdo:



2, sex#1
1, sex=1
entdo f é semicontinua inferiormente no ponto 1, mas nao é continua neste ponto.

Seja f:R— R, f(w):{

(iii) Prove que se f:[a,b] — R é semicontinua inferiormente em (todos os pontos de) [a, b],
entao f é limitada inferormente e assume um minimo em [a, b] . Sugestao: Prove por absurdo.

Solugdo:
Seja f:[a,b] — R semicontinua inferiormente em [a, b].
Afirmacdo: f é limitada inferiormente.

Se f nao fosse limitada inferiormente, entao ¥n € N, 3z, € [a,b] t.q. f(z,) < —n. Pelo T.
Bolzano—Weierstrass existiria uma subseqiiéncia z,, — § € [a,b]. Entao lim f(z,,) > f(5),
o que é uma contradi¢ao, pois f(z,) — —oo. Logo f é limitada inferiormente.

Afirmacdo: f assume um minimo.

Seja m = inf{f(z) | « € [a,b]}. Precisamos provar que 33 € [a,b] t.q. f(B) = m. Pela
definicao de infimo, Vn € N, J 2, € [a,b] t.q. m < f(z,) <m+ % Segue que f(z,) — m.
Pelo Teorema de Bolzano—Weierstrass, existe uma subseqiiéncia z,, — 3 € [a,b]. Pela semi-

continuidade, lim f(z,,) > f(8),isto é, m > f(5). Mas m < f(8). Logo m = f(53), provando
que f assume um minimo.

12. Seja f: I — R. Prove que sao equivalentes:
(i) f nao é uniformemente continua;

(i) Je >0, Fan,yn €1,4.q. |20 —yn| — 0 e |f(zn)— flyn)| > e , Yn.

(i) Justifique que a funcao dada pelo gréfico abaixo nao é uniformemente continua.

(iii) Justifique que f:R — R, f(z) =senz? nao é uniformemente continua. Sugestao: Faca
um esbho¢o do grafico da funcao. Tente usar a mesma idéia do item (ii).

13. Sejam « e § fixados com 0 < o < 3. Considere a equagao

2 2
x + yo o
A—a  A—p

1.

Quando A varia no intervalo («, 3), a equacao acima define uma familia F3, de hipérboles. Para
A € (f,4+00) temos uma familia F. de elipses. Use o Teorema do Valor Intermedidrio para
justificar que em cada ponto do plano fora dos eixos, passa uma curva de cada uma destas duas
familias.



