MAT-013 e 318 Solucoes da LISTA 7 Prof. Eduardo

1. Seja f : (a,+o0) — R mondtona crescente e limitada. Prove que existe lir_l{l flz) =
T—r+00
sup{f(z) | = € (a,400) } .

Solugdo:

Seja f:(a,4+00) — R mondtona crescente e limitada.

Considere o conjunto A = {f(z) | z € (a,+o0)}. Entao f limitada implica A limitado. Também
A # 0, pois f(a+1) € A. Portanto, 35 € R tal que S = sup A.

Vamos mostrar que S = lir_l{l = f(x). Seja £ > 0. Pela definicao de supremo, Jzg > a tal
T—r+00

que S —¢e < f(zg) < S. Como f é crecente, entao, f(zo) < f(2), Y& > z9. Combinando estes
dois fatos, concluimos que

S—e< f(z), Yo > 0.
Por outro lado, f(z) < S, pois S = sup . A. Finalmente, temos
r>19=S5—-ec< f(z) <S=|f(z) = S|<¢e,

porvando que S = xgr-lr—loo f(z).
2. Seja f: (a,+00) — R . Usando apenas a definicao: lir_l{l f(z) =L € R se e somente se
T—r+00

Ve >0,3M > a tal que |f(z) — L| <e, Yo > M, prove que sao equivalentes:
(i) 3 wll}r_l{loof(w) =LeR

(ii) para toda seqiiéncia (z,) em (a,+00), z, — +o00 — f(z,) — L.
Solugdo:

Seja f:(a,4+00) — R mondtona crescente e limitada.
) = ()
Suponhamos que vale (i), ou seja, que 3 xll}r_l{loo f(z) = L € R. Queremos mostrar que vale
(ii). Mas (ii) é uma implicacao. Para provar a implicagao, supomos que (z,) é uma seqiiéncia

em (a,+00), com x, — +0o. Precisamos mostrar que f(z,) — L. Seja ¢ > 0. Como
lim f(z)=L,3A > atal queVe > A, |f(z) — L| <e. Como x, — +0o, dng tal que

r—r—400

Vn > ng, x, > A. Segue que ¥Yn > ng, |f(z,) — L| <e. Logo f(z,) — L.

(i) = (1)

Basta provar que se nao vale (i), entao também nao vale (ii). Suponhamos que (i) nao vale.
Entao 3e9 > 0 para o qual nao pode se encontrar A, isto é, deg > 0 tal que VA > a J2 > A

t.q. |f(z) — L| > 2.
Em particular, para A = n, para cada n € N, 3z, > n t.q. |f(z,) — L| > 29. Portanto
r, — +oo mas f(z,) /— L. Logo nao vale (i).

3. Seja f: (a,+00) — R. Analogamente ao exercicio 2, escreva a definigao de lir_l{l flz) =
T—r+00

400 e prove que sao equivalentes:



(i) 3 lim f(z) =40

z—+00
(ii) para toda seqiiéncia (z,) em (a,+00), ©, — 00 = f(z,) — +o0.
4.(i) Sejam f :[a,c] — R e ¢ : [¢,b] — R continuas. Suponha que f(c) = g(c). Defina

flz), sex<c : :

h :la,b] — R por h(z) = . Mostre, a partir da definicao, que h é
g(z), sex>c

continua no ponto c.

Solugdo:

Seja e > 0. Como f é continua em ¢, 36; > 0 t.q. c—d <z <c¢ = |f(z)— flo) <e.
Logo ¢ — 61 <2 < ¢ = |h(z) — h(c)| < e. Analogamente, 35, >0 t.q. c <z <c+dy =
lg(z) —g(c)| <e. Logo ¢ <2 < c+dy = |h(z)—h(c)] < e. Seja § = min{dy,d:}. Entao
c—d<ae<c+d = |h(z)—h(c)] <e.

(ii) Dadas f: (a,b) — R e g : (a,b) — R continuas, defina uma nova funcao fVvg : (a,b) —
R por

(f Vv g)(z) = max{[f(z),g(z)} .
Prove que fV g é continua.
Solugdo:

Seja h(z) = (fV g)(z) = max{f(z),¢(z)}. Seja 2o € (a,b). Sem perda de generalidade,
podemos supor que f(zo) < g(x0). Entao h(zg) = g(x0). Seja £ > 0. Entao existem &; > 0 e
d9 > 0 tais que

|z — 20l <& = [f(z) — flzo)| < e

|z — 20| <0y = |g(x) — g(zo)| <e.
Seja & = {d1,02}. Vamos mostrar que
|t — 29| <& = |h(z) — h(z0)| < €.

Seja z tal que |x — 2o < §. Temos 2 casos a considerar.

Caso 1: Se f(z) < g(z).

Neste caso h(z) = g(z) e, portanto, |h(z)— h(zo)| = |g(z) — g(z0)| < €.
Caso 2: Se f(x) > g(x). Neste caso h(z) = f(z) e

h(z) = h(zo) = f(z) — g(x0) -
Por um lado,

() —g(z0) < f(z) = f(w0) < €.

Por outro lado,

f(@) = g(xo) > g(x) — g(x0) > —¢.



Juntando os 2 casos, temos que |h(z) — h(zo)| < £.

ALTERNATIVA 1: Comeca igual ao que foi feito acima, até o ponto em que vai considerar os
2 casos. Em vez de dividir em casos faz o seguinte:

Para todo = com |z — zg| < §

f(zo) —e < f(z) e g(wo) —c < g(z)

implicam

f(xo) —e <max{f(z), g(2)} e g(zo) —e <max{f(z),g(z)}

e dai decorre que max{ f(zo),g(z0)} — ¢ < max{f(z),g(z)}, ou seja, h(zg) — e < h(z).
Analogamente se prova que para todo @ com |z — 2| < &, h(z) < h(zg) +=.
ALTERNATIVA 2: Usando a seguinte proposicao

a+b+|a—b

Proposicao. Se a,b € R, entao max{a,b} = 5

Dem:

Suponhamos que a > b (se nao for, trocamos os nomes). Entao

a+b+|a—b _a—l—b—l—(a—b)
2 - 2

=a = max{a,b} .

Aplicamos esta proposicao para

[(@) +g(2) +1£(2) = g(@)]

h(z) = (fVg)(z)=max{f(z), g(z)}= :

A soma, a diferenca e o médulo de funcoes continuas é continua. Logo h = fV g é continua.

Observagdo. Analogamente tem-se que

b—la—1b
a/\b:min{a,b}:ﬁfM.

1

5. Seja f :[a,b] — R continua t.q. Vn , 3z, € [a,b] t.q. |[f(zn) —2,] < —. Prove que
n

dx € [a,b] t.q. f(z) =2 . Sugestao: Use o Teorema de Bolzano-Weierstrass.

Solugdo:

Sejam f :[a,b] — R continua e (z,,) uma seqiiéncia em [a, b] t.q. | f(zn)—2,| < % A seqiiéncia
(z,,) é limitada. Pelo Teorema de Bolzano—Weierstrass, existe uma subseqiiéncia convergente
T, —C.

Mas a < z,, <b, Vni. Pelo Teorema da Permanéncia do Sinal, segue que a < ¢ < b, ou seja,
c € la,b].

Pela continuidade de f no ponto ¢, z,, — ¢ = f(z,,) — f(c). Mas, usando a hipétese

1
|f($n) - $n| < E , temos

1 1
wnk_n_k<f($nk)<xnk_n_k'

Segue, pelo Critério do sanduiche, que f(z,,) — ¢. Pela unicidade do limite temos entao
fe) =c.
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6. Sejam I um intervalo, ¢ um ponto no interior deste intervalo e f : I — R uma funcao
limitada. Se § > 0 é suficientemene pequeno para que (¢—d,c+3§) C I, sejam

Ms(e) = sup{f(z) |2 € (c— e+ 8)} e ma(c) = inf{f(a) | € (c—b,c+0))
Definimos a oscilacao de f no indervalo (¢ — §, ¢+ ¢) como
ws(c) = Ms(c) — ms(c) .
Prove que ws(c) é mondétona como funcao de 6. Prove que existe

sl os(e) = et

A oscilacao de f no ponto ¢ é definida por

w(e) = 511}%1_'_ ws(e) .

Prove que f é continua no ponto ¢ <= w(e) =0.

1
sen— , sex#0
Para f:R— R, f(z)= x , encontre w(0).
0, sex =10
Solugdo:
Temos que
0<d <y = Ms,(c) < Ms,(¢c) e mgs(c)>ms(c) = ws (c) <ws,(c)

Isto mostra que para cada ¢ fixo, a funcao § — ws(c) é crescente. Segue que existe

sl os(e) = et

Afirmacao: f é continua no ponto ¢ <= w(c)=0.

Suponhamos que f é continua no ponto ¢. Seja £ > 0. Entao 3y > 0 t.q. f(c) —¢ <
f(z) < f(e)+e, Va € (¢—dg,c+dp) . Tomando supremo e infimo, segue que f(c) —e < mg,(c)
e Ms,(c) < f(c) + <. Portanto,

“so (C) = M50 (C) — Mg, (C) < 2¢e.
Mas w(c) = (ign%wg(c). Logo w(c) <2e, Ve > 0. Segue daf que w(c) =0.
>

Suponhamos que w(c) = 0. Vamos mostrar que f é continua em ¢. Seja £ > 0. Segue de
w(e) = (igr;%wg(c) que 3éo > 0 t.q. ws,(c) < e. Portanto Ms,(c) — ms,(c) < e. Mas

v € (c— B0, do) = ms, (¢) < () < My (c) -

Somando esta tltima com —Ms,(c) < —f(c) < —mg,(c), que é obtida pela multiplicagao de
ms, () < f(c) < Ms,(c) por —1, obtém-se

_<M50 (C) — msg, (C)) S f($) - f(C) S <M50 (C) — M, (C)) .
Esta ultima desigualdade implica que

—e< f(z) = flc)<e, Vo€ (c—dg,c+dp) .
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Logo f é continua no ponto c.

1
) sen —, sex #0
Seja f:R— R, f(z) = x

0, sex =10

V6 >0, Ms(0) =1 e ms(0) = —1, seguindo dai que ws(0) = 2. Tomando o infimo, obtém-se
w(0)=2.

7. Seja f: (a,400) — R limitada. Para ¢ > a, sejam M; e m; o supremo e o infimo de f no
intervalo (¢, +00) e seja w; = My — my a oscilagao de f em (t,+00). Prove que 3 lir_l{l f(z) €
T—r+00

t——+o0

Solugdo:

Seja f:(a,4+00) — R limitada.
Suponhamos que 3 xgr-lr—loo flz)=1L eR.
Entao dado ¢ > 0, 34 > a tal que

L—§<f(x)<L+§, Vo> A.

Tomando supremo e infimo, segue que

L—%SmtSMtSL—I-%, VEs AL
2¢ ¢ .

Portanto w; = My —m; < — < =, V&t > A. Logo lim w; =0.
3 3 t—+00

Suponhamos que th-ﬁ{l w; = 0. Seja (2,) uma seqiiéncia arbitraria em (a,4o0), com
—+00

z, — +0o0.
Afirmacao 1: f(x,) é uma seqiiéncia de Cauchy.
De fato, dado ¢ > 0, 34 > a tal que wy < e, ¥t > A. Também Ing € N tal que 2, > A4,

Vn > ng. Logo Yn,m > ng, tem-se —¢ < —wy = my—M; < f(zn)— f(xm) < Mi—my=wy < €.
Portanto, |f(z,) — f(zm)| <&, ¥Yn,m > ng. Logo f(z,) é uma seqiiéncia de Cauchy.
Afirmacgao 2: 3 lim  f(z).

r—r—400
Precisamos, antes de mais nada, um candidato a limite. Aplicamos a Afirmacao 1, com z, = n.
Existe lim f(n) = L € R. Vamos mostrar que para qualquer outra seqiiéncia y, — 400 em
(a, +00), (f(yn)) converge para o mesmo valor L. De fato, dada uma seqiiéncia qualquer em
(a,+00), com y, — 400, a partir dela e da seqiiéncia z,, = n, definimos uma nova seqiiéncia
() por

Zon = Yn e 2p41 = Tp =N,

isto é, “embaralhando” (z,) e (y,). Entdo z, — +oo. Pela Afirmacdo 1, (f(z,)) deve
convergir. Mas como 29,41 = @, , (f(acn)) é uma subseqiiéncia de (f(zn)) Como f(z,) — L,
entao f(z,) — L. Portanto f(z2,) — L, ou seja, f(y,) — L. Ficou provado que para
qualquer seqiiéncia y, — 400 em (a,+0o0), tem-se f(y,) — L. Pelo exercicio 2,

L= lim f(z).

r—r—400
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8. Sejam f,g: R — R continuas. Suponha que f(z)= g(z) para todo z € D,onde D CR é
um subconjunto denso. Mostre que f(z) = g(z) para todo z € R.

Solugdo:

Sejam f,g : R — R continuas. Seja D C R um subconjunto denso. Supomhamos que
f(z) = g(x) para todo z € D.

Seja * € R. Como D é denso, entao existe uma seqiiéncia (d,) de elementos de D tal que
d, — (E’)lon7 pag. 137). Pela continuidade de f e de g, segue que f(d,) — f(z) e
g(d,) — g(z). Mas f(d,) = g(d,), Vn. Pela unicidade do limite, segue que f(z) = g(z).
Logo f(z)=g(z),Vz € R.

9. Seja f: R — R continua t.q. f(z+y) = f(2)+ f(y) , Yo,y € R. Prove que Ja € R
t.q. f(z) =az , Vo € R. Sugestao: Seja a = f(1). Considere a funcao continua ¢ : R — R,
definida por ¢(z) = ax. Comece mostrando que f(z) = g(z) , Vo € N. A seguir, mostre
que a igualdade vale também para = da forma 2 = 1/n. Conclua que vale para todo x racional
positivo. Use a continuidade e a densidade de Q para mostrar que vale para todo z real positivo.
Mostre que f(—z) = f(x). Observagao: Existem funcoes descontinuas satisfazendo f(z+y) =
f(z)+ f(y), mas nao da forma acima. Pode-se ver isto, levando em conta que R é um espago
vetorial sobre Q de dimenséo infinita.

Solugdo:

Seja f:R — R continua t.q. f(z +y) = f(2)+ f(y) , Yz,y € R. Seja a = f(1). Definimos
uma funcao ¢ : R — R, por ¢g(z) = az. Entao g é continua.

Afirmacao 1: f(nz)=n f(z), VneN, VzeR.
A prova é por inducao. E imediato para n=1.

Supondo que vale para um certo n que f(nz)=n f(z), Ve €R, entao f((n +1) x) = f(nz+
)= f(nz)+ f(z) =nf(z)+ f(z) = (n+ 1) f(x) e vale também para n + 1.

Afirmacao 2: f(n) = g(n), VneN.

Basta aplicar o resultado da Afirmacao 1 no caso particular z = 1.
1

Afirmacao 3: f(x) = g(z), para todo z da forma z = —, com neN.
n

1 1
De fato, a = f(1) = f(n . —) =n- f(—) , onde para a iltima igualdade usamos a Afirmacao
n n

1 a

1. L —)=—.

w0 f(3) =3
Afirmagdo 4: f(x) = g(z), VzeQt.
Seja € Qt. Entao 2 = m, com m,n € N. Pelas Afirmagoes 2 e 3, f(z) = f(m . —) =

n n
1 m m

Y= ()= =g =
mf() =2 1) =2 a=g()
Afirmagdo 5: f(z) = g(z), Ve eRT.

Seja z €RT. Como Q é denso, existe uma seqiiéncia r, € Q% , com r, — z. Pela Afirmacao 4,
f(rn) = g(rn) . Mas pela continuidade, f(r,) — f(z) e g(r,) — g(z). Logo f(z) = g(z).

Afirmacao 6: f(—z)=—f(x), VR
Primeiro provamos que f(0) = 0. Temos f(0) = f(040) = f(0) + f(0). Logo f(0) = 0. Em
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seguida, para qualquer z€R, 0= f(0) = f(z —2) = f(z) + f(—z). Logo f(—z)=—f(z).
Afirmacao 7: f(x) = g(z), Ve eR.

Na Afirmagao 5, ja foi provado para z > 0. Se = < 0, entao —z > 0 e, portanto f(—z) =
g(—z) . Mas entao, pela Afirmacao 6, vale também f(z) = g(z).

10. Seja f:R — R continua t.q. f(z+y) = f(z) f(y), Yz,y € R. Proveque 3a € R,a >0
t.q. f(z) =a” , Yo € R. Sugestao: Inspire-se no exercicio anterior.

Solugdo:

Seja f: R — R continua t.q. f(z+y) = f(z) f(y), Va,y € R. Seja a = f(1). Queremos
definir uma fungao ¢ : R — R, por ¢(2) = ¢”. Para podermos fazer isto precisamos mostrar
que a > 0.

Afirmagao 1: a > 0.

Basta notar que

=st=s(3+3)= (1)) = «z0.

Conseqiientemente a funcao ¢ acima estd bem definida.
Afirmacgao 2: f(0) =0 ou 1.
Observemos que
F(0) = f(040) = f(0)- £(0) = (f(0))" = f(0)=0oul.

Se f(0) =0, entao f(z)= f(z+0) = f(z)- f(0) = f(z)-0=0, Vo € R. Neste caso, ji esta
provado, pois f(z) =0=0", Yz € R.

A partir deste ponto vamos considerar o caso f(0) = 1.

Afirmacao 3: f(—x) = ﬁ, Ve eR.

De fato

1=J(0) = fle—2) = J(2) - f(=2) = [(=a)= o Ve €R.

Afirmacao 4: f(nzx) = (f(av))n7 VneN, VzeR.
A demonstracao é andloga a da Afirmacao 1 do exercicio 9.
Afirmacao 4: f(n) =g(n), VneN.

A prova é andloga a da Afirmacdo 2 do exercicio 9.

Afirmacao 5: f(x) = g(z), para todo z da forma z = l, com neN.
n

De fato, a = f(1) = f(n ):(f(l))%,pois a > 0. Logo f(%):a%.

n
Afirmacao 6: f(z) = g(z), VeeQT.
Afirmagao 7: f(z) = g(z), Ve eRT.
Afirmacao 8: f(x) = g(z), Ve eR.

As Demonstracoes sao andlogas, respectivamente as das Afirmacoes 4, 5 e 7 do exercicio 9.
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