MAT-318 SOLUCOES 3 Prof. Eduardo

1. (ex. 37, pg.73) Sejam A, B C R subconjuntos limitados superiormente e nao vazios. Defina
A+ B={z+yleeA,yeB}.

Prove que A+ B também é nao vazio e limitado superiormente e que sup(A+B) = sup A+sup B.
Solugdo:
A#0) = Fap e A. B0 = Fyo € B. Logo zo+1yo € (A+ B). Segue que A+ B#(.

Sejam a =supA e b=supB. Entao 2 <a, Ve e A ey<b,VyeB.lLogo x+y<a+b,
Vo € A, Vy € B. Segue que A + B é limitado superiormente, sendo a 4+ b uma cota superior.
Conclui-se dai que existe sup(A+ B) e que a+b < sup(A+ B), pois a+ b é uma cota superior
para A+ B e sup(A 4 B) é a menor das cotas superiores. Fica assim mostrado que

sup(A+ B) <supA+supB .
Falta mostrar a desigualdade no sentido contrario. Seja ¢ > 0. Entao,
da; € A tal que 7 > sup A — %
Da mesma forma,
Jy; € B tal que y; > sup B — %
Somando as duas desigualdades, obtemos
1+ 1y >supA+supB —¢.
Como sup(A + B) > z1 + y1 , segue que
sup(A+ B) >supA+supB —e, Ve > 0.
Conclui-se dai que
sup(A + B) > sup A +sup B.
Combinando com a desigualdade contraria, obtida anteriormente, segue, finalmente, a igualdade
sup(A + B) =sup A +sup B.
2. (ex. 38, pg. 73) Seja X C R. Uma funcao f: X — R é dita limitada superiormente se
sua imagem, f(X)={f(z)]| » € X }, for um subconjunto de R limitado superiormente. Neste

caso define-se o supremo de f (e denota-se por sup f) como sendo o supremo do conjunto f(X).
Dadas duas fungoes f,g: X — R,asoma f+g¢g éafuncio f+¢g: X — R, definida por

(f+9)(x)=fz)+g(x).

(i) Prove que se f,g: X — R sao limitadas superiormente, entao f + ¢ também é limitada
superiormente, com

sup(f+g) <sup f+supg .

Solugdo:

Suponhamos que as funcoes f e ¢ sdo limitadas superiormente. Sejam ¢ =sup f e b =supg.
Entao



Vee X, fl(z)<a e g(x)<b.
Somando estas duas desigualdades, obtemos
fl@)+g(z)<a+b,VzeX.

Segue que f + g é limitada superiormente, com a + b uma cota superior para f + ¢g. Como o
supremo é a menor das cotas superiores, temos que os supremos de f + ¢ existe e satisfaz

sup(f+g)<a+b,
ou seja,
sup(f +g) <sup f+supg.

(ii) Mostre, com um exemplo, que no item anterior a desigualdade pode ser estrita. Sugestao:
tome X = [-1, 1], f(z) =z e g(z) = —x.

3.(ex.36) Para A C R limitado e nao vazio e ¢ > 0, definindo ¢- A ={ca | 2 € A}, prove
que sup(c-A)=c-supA e inf(c- A)=c-inf A.

Solugdo:

A#D= Fzo€ A. Logo cag € (c-A). Segue que c¢-A#{.

Seja ¢ =sup A. Entdo z < a, Vz € A. Logo cx < ca, Yz € A. Segue que c¢-A é limitado
superiormente, sendo ¢a uma cota superior. Conclui-se dai que existe sup(c-A) e que

sup(c-A) < c-sup A .
Falta mostrar a desigualdade no sentido contrario. Seja ¢ > 0. Entao,
da; € A tal que z1 >sup A — %
Multiplicando a desigualdade por ¢, obtemos
cxy>c-supAd—c¢.
Como sup(c-A) > cxy, segue que
sup(c-A) > c-supA —e, Ve > 0.
Conclui-se dai que
sup(c-A) > c-sup A.
Combinando com a desigualdade contraria, obtida anteriormente, segue, finalmente, a igualdade
sup(c-A) =c-supA.
4.(ex.39) Para A, B C RT limitados e nido vazios, definindo A-B={zy|z€ A,y€ B},
prove que sup(A - B) = (sup A) - (sup B) e inf(A- B) = (inf A) - (inf B).
Solugdo:
A+ = TJap e A. B#0 = Fyo € B. Logo zoyo € (A-B). Segue que A-B #0.

Sejam a = supA e b =supB. Entao 0 < 2z < a, Ve € A e 0 <y <b, Yy e B. Logo
xy <ab, Ve € A, Yy € B. Segue que A - B é limitado superiormente, sendo a b uma cota
superior. Conclui-se dai que existe sup(A4 - B) e que

sup(A . B) < (sup A) . (sup B) .
Falta mostrar a desigualdade no sentido contrario. Seja ¢ > 0. Entao,

Jay € A tal que 2y >supA—ec=a—c¢.



Pela mesma razao,

Jy; € B tal que yy >supB—e=b—=¢.
Multiplicando as duas desigualdades, obtemos

rryr >ab—(a+b+4e)e.

Como sup(A . B) > x1 Y1, segue que

sup(A-B) >ab—(a+b+e)e, Ve>0.
Logo

sup(A-B) >ab—(a+b+1)e, Ve com 0<e<1.
Conclui-se dai que
sup(A . B) >ab= (sup A) . (sup B) .

Como ja tinhamos obtido a desigualdade na outra direcao, temos, entao, a igualdade

sup(A . B) = (sup A) . (sup B) .

Para o caso do infimo, se os infimos de A e de B forem ambos positivos, a demonstracao é
andloga, trocando os sentidos das desigualdades acima e também é feita em duas etapas. Mas
se pelo menos um dos infimos se anular, a demonstracao é mais simples ainda, precisando de
uma 86 etapa. De fato, suponhamos que

inffA=0.

Vamos mostrar qe neste caso inf(A - B) = 0. Obviamente, 0 < zy, Vo € A, Vy € B.
Precisamos apenas mostrar que Ve > 0, 2y € A dy; € B t.q. 21y < €. Seja ¢ > 0.

Escolhemos, arbitrariamente y; € B. Como infA =0, d2; € A t.q. z1 < c. Segue que
Y1

x1y; < €, provando que inf(A . B) =0= (inf A) . (inf B) .

6. (ex.34) Sejam A, B C R nao vazios t.q. Vo € A,Vy € B, < y. Mostre que sup A < inf B.

Mostre que vale a igualdade se e somente se Ve >0, 3z € A, dy e B t.q. y—x < ¢e.

Solugdo:

Sejam A, B C R nao vazios t.q. Vo € A, Vy € B, z < y. Entao, fixado z € A, 2 é uma
cota inferior para B. Mas inf B é a maior cota inferior de B. Logo z < inf B. Isto vale para
Yz € A, pois z foi fixado arbitrariamente. Logo inf B é uma cota superior de A. Segue que

sup A <inf B .
Vamos agora provar a equivaléncia
supA=infB<= Ve >0 de€c A, Jye Btq y—r<e.

€
Suponhamos que sup A = inf B. Dado £ > 0, considere o niimero positivo 3 Temos que

Je e A, t. q. 96>supA—§7

ou seja,
€
—x < —sup A+ 3
Também

dye B, t. q. y<infB—|—§.



Somando as duas tltimas, obtém-se

y—ax <e.
Suponhamos que Ve >0, dz € A, dy € B t.q. y— 2 <¢e. Entao
inffB<y<axz+e<supd-+e.
Temos, assim,
inf B<supA+e, Ve >0.

Segue que

inf B<supA.
Mas a desigualdade no outro sentido vale sempre. Logo

inf B=supA.

8. (ex.51) Sejam X e Y conjuntos nao vazios e seja f : X XY — R uma funcao limitada. Para

cada 29 € X ecada yp € YV, sejam sy(x0) = sup{f(zo,y) | y € Y} e s2(yo) = sup{f(z,yo) |
x € X} . Isto define fungoes sy : X — R e s : Y — R. Prove que

sup sq(x) = sup s2(y) .
reX yey

Em outras palavras

SUP{SUP f(z, y)} = sup {SUP f(z, y)} :
yeY ~xeX reX tyeY
Solugdo:

Sejam X e Y conjuntos nao vazios e seja f: X X Y — R uma funcao limitada. Seja

A = sup s (2) = sup [ sup f(2,y)] -
reX reX - yeYy

e seja

B = sup sy(y) = sup { sup f(z, y)} :
yey yeY LreX

Temos, pela definicao de supremo, que sy (z) < A, Vo € X . Segue que
sup f(z,y) <A, Vy €Y.
Y

yE
Logo
fle,y) <A, Vze X, VyeyY.
Portanto
so(y) = sup fz,y) < A, VyeY.
zeX
Segue que

B=supsay) < A.
yeyYy

Fica, assim, provado que B < A. De modo inteiramente andlogo se mostrar que A < B. Logo

A=B.



9. (ex.52) Sejam X e Y conjuntos nao vazios e seja f : X X Y — R uma funcao limitada.
Para cada 29 € X e cada yo € Y, sejam i(xg) = inf{f(zo,y) |y €Y} e s(yo) = sup{f(z,v0) |
x € X} . Isto define fungdes i : X — R e s: Y — R. Prove que

sup ¢(z) < inf s .
sup (a) < inf 509

Em outras palavras

sup ok Sew)] < ot [ few)]

Dé um exemplo em que se tenha < na desigualdade acima.
Solugdo:

Sejam X e Y conjuntos nao vazios e seja f: X X Y — R uma funcao limitada. Seja

A = sup i(z) = inf flz,y)| .
cup (o) = supljnf S )

e seja

B = inf s(y) = inf btel;@(f(% y)} :

Fixando arbitrariamente 2o € X e yo € Y, temos, pela definigao de infimo, que

i(xg) < fzo,y), Yy €Y.

Em particular, para y = yg, temos

i(z0) < f(%0,Y0) -

Analogamente, pela definicio de supremo,

flx,y0) < s(yo), Vo e X.

Em particular, para z = zg, temos

f(@o,y0) < s(yo) -
Logo
i(z0) < s(yo) -
O elemento xg € X foi fixado arbitrariamente, isto é, pode ser qualquer elemento de X. Logo

s(yo) é uma cota superior para o conjunto {i(z)| z € X }. Logo

sup i(z) < s(yo) -
reX

Mas yo também pode ser qualquer elemento de Y. Conclui-se que sup i(z) é uma cota inferior
reX
para o conjunto {s(y) | y € Y }. Segue que

sup 7(z) < inf s(y).
sup ) < inf 5(0)

EXEMPLO em que ocorre a desigualdade estrita. Sejam X =Y = [0, 1]. Em seguida, definimos
f:[0,1]x[0,1] — R por f(z,y) = |2 —y|. Entao

i(z) = inf f(z,y)= f(z,2)=0, Vo € X
yeY
e, portanto,

sup i(z) =0.
reX

Por outro lado,



, Vyey.

N | —

s(y) = Stelg@(f(wvy) > max{f(0,y), f(1,y)} = max{y,1 -y} >

Portanto

1
i(z) =0 < = < inf s(y).
sup i(x) 5 < inf s(y)



