FUNCOES CONVEXAS

Seja I C R um intervalo (limitado ou nao). Uma
funcao f : I — R é dita convexa se tiver a
seguinte propriedade: Dados dois pontos A e B no
grafico de f, a corda que une estes dois pontos esta

B sempre acima do grafico de f.
D Dados #; < = < =z em [, como na figura,
N C chamando de p = ron , temos
A L2 — 1
0<pu<l |, z=x+(x—21)=
T i T2

ou ainda, chamando A =1 — pu,
r=Axi+pre , A0, >0 e A4pu=1.
Os pontos €' e D da figura tém coordenadas
C=Aar+pae, fAar +pag)) e D= Az +pxg, X flar) 4+ pfas)) .
A funcao f é convexa quando o ponto D esta sempre acima de C'. Isto se expressa como
Vep,eo€l , YAu>0 com A4+pu=1 |,
vale

fAzy+pa)) < Af(ea) +p f(x2) -

Uma figura A é convexa quando para quaisquer dois pontos A e B de A, o segmento de
reta que une A e B esta totalmente contido em A. A funcao f é convexa se e somente se o seu
epigrafico, isto é, o conjunto

A={(z,y) eR?*| z 1, y> f(x)}

que estd acima de seu gréfico, é convexo. Esta é a justificativa para o nome fun¢ao convexa.

Proposi¢ao 1. Uma funcao f: I — R, definida em um intervalo I é convexa se e somente se
Vn>2, Ve, xe,... 2, €1, YA, A, .0 A, >0, taisque Ay + XA +---+ X, =1, tem-se

f(é Aj %‘) < z:)\jf(%) - (1)

Dem:



Supondo vélida a condigao (1) acima e tomando, em particular, n = 2, conclui-se que f
é convexa.

Suponhamos que f é convexa. Vamos provar que vale a condi¢ao (1) para todo n > 2
por indugao em n . Trivialmente ela vale para n =2 (é a prépria defini¢do de fungao convexa).
Suponhamos que (1) vale para um certo n > 2. Vamos mostrar que vale também para n + 1.

Sejam  x1,Tg,..., 2,41 €1 e A, Ao, A1 >0, com A+ XA+ -+ A =1
Podemos supor que A,41 # 1, poisse A\,y1 =1, entao Ay = Ay =--- =X, =0 e, neste caso,
a condi¢ao (1) vale trivialmente, pois se reduz a f(1-2,41) < 1- f(2,41). Supondo, entao,
Ant1 # 1, chamando

May 4+ Az,
y:

T — Ayt
e observando que Ay +---+ A, =1 —X,;; implica
A1 An
[ e

teremos, pela convexidade de f e pela hipotese de inducao,
Fvzr+ -+ A1 @pg) = f<(1 — A1) Y+ At 51?n+1> <
< (1= Agt) f(y) + Ayt f(@ngn) =

A An
=(1- )‘n-l-l)f(ﬁwl + m%) + Ang1 f(2pq1) <
A An
< (1 —=Apg1) 71]%51?1) + oo f(zn) | + A1 fTpg1) =
1_)\n—l—l 1_)\n—l—l

=\ f(:z;l) + 4 A f(xn-l-l) )

provando que vale também para n + 1. Isto completa a inducao.
A seguir veremos que as funcoes convexas sao razoavelmente bem comportadas.

Proposig¢ao 2. Se f: I — R é uma funcao convexa, entao f é continua em todo o ponto
interior de /. Em particular, se I for um intervalo aberto, f é necessariamente continua.

Dem:

Seja xg um ponto interior de I. Vamos provar
que f é continua em zo. Sendo xo um ponto in-
terior de I, podemos escolher pontos z; € I a
esquerda de xg e x5 € [ a direita de zo. Con-
A B sideremos os pontos A = (:z:l,f(:zjl)> , P =
/ (:z:o,f(:zjo)> e B = <$27f($2)>7 que estao no

grafico de f, como na figura ao lado. Pelo fato

de f ser convexa, P estd abaixo (ou sobre) a reta
S~ AB . Consideremos a regiao hachurada H , lim-
itada pelas retas AP e PB e pelas retas verti-

cals r =xy e ¥ = x1 . Se o ponto P estiver

T Zo T sobre a reta AB, a regiao H se reduz ao seg-
mento de reta AB.




Vamos provar que a porcao do grafico de f entre x; e x5 esta contida na regiao H. De fato,
se o grafico de f nao ficasse dentro da regiao H , entao

existiria um ponto €' ou um ponto D como na
figura ao lado, ou ainda pontos anélogos, a di-
reita de P. Mas qualquer uma destas possibil-
idades iria contrariar o fato de f ser convexa.
Por exemplo, um ponto como C nao pode per-
tencer ao grafico de f, pois, se pertencesse, o
ponto P estaria acima do segmento C'B. Um
ponto como D nao pode pertencer ao gréfico de
f, pois, se pertencesse, o ponto D estaria acima
do segmento AP . Fica assim estabelecido que
o grafico de f fica contido na regiao H. Dai
segue que f é continua no ponto xg, pois deve
safisfazer uma desigualdade da forma

€1 T T2

|f(x) = f(zo)| < Lz — x| Va € [x1,24] ,

onde [, é o maximo entre os valores absolutos das inclinacoes das retas AP e PB.

Exemplo. A figura ao lado mostra o grafico de uma funcao f :
(a,b] — R convexa, definida em um intevalo que nao é aberto

e descontinua no ponto b, que é uma extremidade do intervalo e,
portanto, nao é ponto interior.

Funcoes Convexas Derivaveis

Se nos restringirmos a classe das funcoes derivaveis, vamos obter um critério de facil aplica-
bilidade para verificar se uma funcao é convexa. Uma funcao convexa nao é necessariamente
derivavel. Por exemplo, a funcao f: R — R, f(x) = || é convexa, mas nao tem derivada
no ponto = 0. Vamos ver depois que, de fato, uma funcao convexa nao pode deixar de ter
derivada em muitos pontos. Ela vai poder deixar de ter derivada no maximo em um conjunto
enumeravel de pontos.

Proposig¢ao 3. Seja f : I — R uma funcao convexa definida em um intervalo /. Dados
quatro pontos x; < 1y < x3 < x4 em [, vale

flaz) = flan) _ flaa) = f(aa) '

Tg — X1 - Ty — T3




Dem:

Usando a convexidade de f, temos que o ponto B
estd abaixo da corda AC'. Logo a inclinacao de AB
é menor ou igual a inclinacéo de AC' e esta é menor
ou igual a inclinacido de BC . Logo

inclinacdo de AB < inclinacio de BC'.

Analogamente,
inclinacio de BC' < inclinacdo de C'D.
Logo
T 51/;2 ;'1/'3 T4 inclinacio de AB < inclinacao de C'D

e a proposicao fica provada.

Observagao. Usando o mesmo argumento que foi usado para provar a Proposicao 3, pode-se
provar que

inclinacio de AB < inclinacio de AC < inclinacio de BC'.
< inclinacao de AD < inclinacdo de BD < inclinacio de C'D.

Proposigao 4. Seja f:(a,b) — R uma funcao convexa. Entao, f possui derivadas laterais
em todos os pontos, valendo

wy < xg = fL(21) < filer) < fLg) < fi(xa).

Além disto f é derivavel exceto em um conjunto enumeravel.

Dem:

Fixemos um ponto x5 € (a,b), como na figura acima. Consideremos os conjuntos

SZ{M a<:1;1<:1;2} e D:{M

Ty — T T3 — T2

$2<$3<b}

Segue da observacao feita imediatamente apos a Proposicao 3 que s > ¢, Vs € £, VIt € D.
Portanto

sup & <infD.

flxa) = flz1)

Tog — X1

Mas para x; fixo, a funcdo x; € (a,x3) — é crescente. Portanto

sup& = lim —f(:liz) — f()

T1 =Ty T — X1

= fL(22).
Analogamente vé-se que

inf D = f_/|_($2) )



provando que

f/_(l'z) < fg.(l'z) , Vg € (a,b).
Fixemos agora x1,24 € (a,b), com z1 < x4. Vamos Para 1 < x5 < x3 < 24, usando que

< f(x4) — fl23)

Ty — T Tqg — T3

e passando ao limite para 9 — 2] e 23 — z; , obtém-se

fizr) < fL(za).

Finalmente, seja C = {z € (a,b) | # f(x)}. Queremos provar que C é enumeréavel. A cada
x € C, corresponde um intervalo aberto I, = (f’_(:z;),f_’l_(x)> . Pela parte ja provada, temos
que

2, 7€C, 247 = LNE=1.

Entao, se para cada = € C, escolhermos um racional r, € QN I, vamos ter uma aplicacao
injetiva € C — r, € Q. Como Q é enumeravel, segue que C é enumeravel.

Proposi¢ao 5. Seja f : (a,b) — R uma funcao derivavel. Entao f é convexa se e somente
se [’ é crescente (isto é, vy <y = f'(x1) < f'(22)).

Dem:

Suponhamos que f seja convexa e derivavel. Segue da Proposicao 4 que f’ é crescente,
isto é, se © < T sao pontos de (a,b), entao f'(x) < /(7).

Suponhamos que [’ seja crescente. Vamos provar que f é convexa. Sejam xz; < x5 em
(a,b) eseja 0 < A< 1. Seja T=(1—ANar+ Azz. Entdao 21 < T < 3. Pelo Teorema do
Valor Médio, existem ¢; € (21,7) e & € (T, 22) t.q.

[(@) = f(xy) = f/(fl)@ — l’l) = (&) Mg — 21)
flr2) = (@) = f(&) (22— ) = [(&) (1 = A) (22 — m1)
Multiplicando a primeira equacao por 1 — A, a segunda por A e subraindo, obém-se
(1= N fx1) + A flx2) = f(@) = M1 = M) (22 = 22) (f'(&) = (&) = 0.
A dltima desigualdde vale pois [’ é crescente. Logo
@) < (L =) f(z1) + A f(a2)

isto é, f é convexa.

Corolario. Seja f : (a,b) — R duas vezes derivavel. Entao f é convexa se e somente se

f">0 em (a,b).

Observagao. Uma funcao f: [ — R é dita estritamente convexa quando, dados dois
pontos A e B em seu grafico, além da corda AB estar acima do gréifico de f, ela toca o

5



grafico apenas nos pontos A e B. Por exemplo, uma funcao constante é convexa, mas nao é
estritamente convexa. Temos que f é estritamente convexa quando

Vo9 € 1, com a1 # a9, VA, u>0, com , A+pu=1,

vale

fhar+ pas) <A f(x) +p f(2) .
Olhando as demonstracoes acima, é facil ver que:

12 Se f é derivavel, entao f é estritamente convexa se e somente se [’ é estritamente crescente
(1'1 < Ty — f/(l'l) < f/(l'g) )

22 Se f é duas vezes derivavel e se f’(z) > 0, Vo € I, entao f é estritamente convexa. A
reciproca é falsa. Exercicio: Encontre um contra—exemplo. Sugestao: tome f(x) = 2", para
um n conveniente.

Exemplos de Aplicacoes

Exemplo 1. (Desigualdade entre a média aritmética e a média geométrica)
Sejam ay,as,...,a, > 0. Provar que

art+ax+---+a,
Yay g ...y <

= ’
n

valendo a igualdade se e somente se a1 =ay=---=a,.

Solugao: Consideremos a funcao exponencial f: R = R, f(z) =¢” = expx. Como f"(z) =
e’ > 0, concluimos que f é convexa e até estritamente convexa. Temos, entao, que

\V/bl,bg,...,bnER 5 \V/)\l,)\z,...,)\n>0 com )\1—|—)\2—|——|—)\n:17

vale
exp(Aiby 4+ Aaby 4 -+ + Anbn) < A€’ + A€ 4 A e
com igualdade se e somente se by = by, =---=b,.
Para ay,ay,...,a, >0, aplicando a desigualdade acima com
1
b =Ina; e )\1:)\2:---:)\71:%
temos
<lna1 +Inay + -+ lnan> explna; +explnas + -+ +explna,
exp < )
n n
isto é,




com igualdade se e somente se a; =ay =--- = a, .

Exemplo 2. Usando a fungao f(x) = xIna, prove que

T +y
a+b "’

Va,b,z,y >0 xlnf—l—yln%Z(aj—l—y)ln
a

com igualdade se e somente se T .
a
Solugao: Para a funcao f : (0,00) = R, f(2) = xInz, temos f'(z) =1 +Inz e [ é

estritamente crescente. Logo f é estritamente convexa.

Dados a,b > 0, tomando A = ?

;e /,L:a—_l_b,temos Adp=1, A, p>0. Portanto

f(flj—i) :f<afl|—b§+af|)—b%> Safll—bf<§>—I_CL—ZI)—I)JC<%> ’

<
_'_

isto é,
x4y, r+y a x| T b y .y
1 < — In— = In=
a-+b na—l—b_a—l—ba na+a+bb nb ’
ou ainda,
(:zj—l—y)lnz:l_l_zgxlng—l—yln% ,
com igualdade se e somente se T b
a
. , . . 1
Exemplo 3. Sejam p, p’ > 1 niimeros reais satisfazendo — + — = 1. Mostre que
pp
PP
ab< T4, (2)
p p

com igualdade se e somente se a = b.

OBS. Um caso particular é p =p' = 3" Temos, entao, a desigualdade bem conhecida

a* b
ab< —+ — .
-2 2
Solucao:
1 1 )
ab=-expln ab=-exp(lna+1Inb) =exp| —Ina" + —Inbd"
p P
1 . 1 .
Como — + — =1, usando o fato que a funcao exponencial é estritamente convexa, temos,
p P

1 1 /
ab< —explna” + —explnb” = — + — |
p p



com igualdade se e somente se a = b.

A desigualdade deste exemplo é mportante, pois dela segue, de maneira imediata, que dados
1
p,p’ > 1 n% reais satisfazendo —+ — =1 e (a1,a,...,a,) € R™ e (by,by,... ,b,) € R" com
p P
os a; e b; nao nulos, tem-se

n n n

S asby s}onu;Dw' | (3)

J=1 J=1 J=1

Como consequéncia desta ultima, segue a famosa

. . . . . 11 .
Desigualdade de Holder. Sejam p,p’ > 1 n® reais satisfazendo —+ — = 1. Para quaisquer

vetores ¥ = (1, 22,...,2,) ER" e ¥ = (y1,¥2,... ,yn) € R" vale

1
7

Zi;m yil < (éllepf(z:wﬂp')p . (4)

1
OBS. Um caso particular da Desigualdade de Holder, correspondendo a escolha p = p' = 3 é
a Desigualdade de Cauchy—Schwarz.

Demonstracao:

Dados (21,...,2,) € R™ e (y1,...,yn) € R", sejam

1
7

= (Slr) e = ()
=1 j=1

Se A=0,entao x; =0, Vj e (4) vale trivialmente. Da mesma forma, se B =0, (4) também
vale. Podemos, entao, spor que A >0 e B > 0. Sejam

Cl]‘:

z;
A

I facil ver que
Y alP=> b =1
j=1 j=1

Logo, pela desigualdade (3),

Segue que




isto é,

Y eyl <AB.,
7=1
que é a Desigualdade de Holder (4).
Exemplo 4. Dados n® reais ay,as,..., 0, > 0 tais que oy +ay +---+ o, = 1, entao para
todos ay,... ,a,,b1,...,b, >0 tem-se
att o al DY b0 < (ay 4 b)Y L (a4 b)) (5)
. bl bn
com igualdade se e somente se —=... = —.
aq Gy

Solucao:

Considere a funcao f:R — R, f(z)= 1n<1 + e“’) . Temos

Logo f é estritamente convexa. Portanto,

f<oz11nb—1—|—---—|—oznlnb—n> §a1f<lnb—1> —|—---—|—oznf<lnb—n> ,

ay ay, aq (439
isto é,

by o1 b\ on b b,

P[22 ]) <o+ 8) 4.

a1 (439 a1 (439

ou ainda,
1n<1+7bilmb”n> gln[<a1+bl>al--- (“”J“b”)a"] .
al a%n aq ay,

Logo

hl(ai”-...-a%"—l—bfl-...-bg’l) Slﬂ((m-l—(n)al-...-(an—l-bn)a") ‘

o1 . qQ o1, . qQ
ay' ..o agn ay' ..o agn

Dai segue a desigualdade (5). Como f é estritamente convexa, ocorre igualdade se e somente
bl noo. ’ bl bn

se In— =-.-=1In—, isto é, se e somente se — =--- = —.
aq Gy aq Gy



