MAT-013 e 318 LISTA 8 Prof. Eduardo

Para serem entregues em aula dia 20.01.03 mpreterivelmente.

1. Seja f:[0,00) — R continua. Prove que se 3 lim f(x), entdao f é uniformemente
z—+00

continua. Mostre com um exemplo que a reciproca é falsa.
2. Prove que f,¢g: R — R uniformemente continuas = ¢ o f uniformemente continua.

3. Suponha que f seja uniformemente continua em (—oo,al e em [a,+00). Mostre
que f é uniformemente continua em todo R. Mostre que o mesmo vale se a condicao
“uniformemente continua” for substituida por “Lipschitz”.

4. Seja f: R — R continua tal que f(z) >0, Vr € R, hl—? flz)= Tlim f(x)=0.

Prove que f tem um ponto de maximo. Pode acontecer que f nao tenha ponto de minimo?
Justifique.

5. Prove que se f:(a,b) — R ¢é sobrejetiva, entdo f nao é uniformemente continua.
6. Seja p(z) = ap2™ + ay_12"" ' + -+ + a;x + ap um polindbmio com coeficientes reais,
com n > 2 par e a, > 0. Prove que p assume um minimo em R, isto é, Jz9 €R t.q.
p(zo) < p(z), Yz eR.

7. Prove que se f :[0,2] — R é continua e f(0) = f(2), entao Je € [0,1] t.q.
fle) = f(e+1). Sugestao: Considere a fungao ¢ :[0,1] — R, g(z) = f(z+1)— f(2).

8. Justifique se f : [0,00) — R é continua no ponto 0 e se Va > 0 f|j4,00) (restricao
de f) é uniformemente continua em [, o0), entao f é uniformemente continua. Exemplo:
f(z) =/ é continua em 0 e fl,,) ¢ de Lipschitz Va > 0.

9. (i) Uma aplicacao f:R — R é dita uma contragao se 3K, com 0 < K < 1 t.q.
f(@) = f < Klz—yl ., VoyeR .

Prove que toda contracdo f:R — R tem um e um sé ponto fixo (isto é, um z;€R
tal que f(xy) = x7) e que Va € R a seqliéncia (x,,) definida recursivamente por z1 = a,
Tpy1 = f(x,), converge para o ponto fixo xy. Sugestao: Prove separadamente a unici-
dade do ponto fixo (mostre que se y e z forem pontos fixos, entao y = z). Para a € R,
comece definindo a seqiiéncia (z,) como acima e mostrando que converge (use o Critério

de Cauchy).

(i1) Mostre com um exemplo que se f:R — R satisfaz a condigdo abaixo, que é mais
fraca do que ser uma contracao

v #Fy=|f(z) = fly) <|z—yl,

pode nao existir ponto fixo. Sugestao: Procure um exemplo da forma f(z) =+ ¢(z),
para uma () conveniente.



10. Sejam f,g : [a,b] — R continuas. Suponha que f(a) < g(a), f(b) < ¢g(b) e
que d¢ € (a,b) t.q. f(c) > g(c). Prove que existe o iltimo ponto x antes de ¢ t.q.
F(2) < glr), isto &, Far € [a,0) ta. f(a) = gla)  f(z) > glx) , Yo € (ard].

11. Sejam [ intervalo, a € [ e f: I — R uma fun¢ao. Dizemos que f é semicontinua
inferiormente no ponto a se Ve >0, 36 > 0 t.q.

rel |, |zx—al<déd= f(z)> fla)—c.

(i) Prove que sao equivalentes:
(A) f é semicontinua inferiormente no ponto a.

B)z,el, v, — a=lim f(x,) > f(a) .

(i1) Dé um exemplo de fungao que é semicontinua inferiormente mas nao continua em um
ponto.

(iii) Prove que se f:[a,b] — R é semicontinua inferiormente em (todos os pontos de)
[a,b], entao f é limitada inferormente e assume um minimo em [a, b]. Sugestao: Prove
por absurdo.

12. Seja f: I — R. Prove que sao equivalentes:
(i) f nao é uniformemente continua;
(i) Je >0, Fap,yn € 1, 6.q. |2n—yul — 0 e |f(2n) — flya)| > , Vn.

(i) Justifique que a fungao dada pelo grafico abaixo nao é uniformemente continua.
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(iii) Justifique que f: R — R, f(z) = sen 2* nao é uniformemente continua. Sugestéo:
Faca um eshoco do grafico da funcao. Tente usar a mesma idéia do item (ii).

13. Sejam « e § fixados com 0 < o < . Considere a equacao

1’2 2
LY

ot

Quando A varia no intervalo (o, 3), a equacao acima define uma familia Fj, de hipérboles.
Para A € (3, 4+00) temos uma familia F. de elipses. Use o Teorema do Valor Intermedidrio
para justificar que em cada ponto do plano fora dos eixos, passa uma curva de cada uma
destas duas familias.

Exercicios para serem discutidos nas aulas de exercicios das segundas-feiras as 15:30 h:

Capitulo 7, Funcoes continuas, pag. 193, ex. 19, 41



