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1. Prove que cols:zj + C083 ’ + COS5 ’ + .-+ converge, Va € (0,7).

2. (i) Seja (x,) uma seqiiéncia tal que lim |2,41 — 2,| = 0. Pode—se afirmar que (x,,) é
n—00

de Cauchy? Prove ou dé contra—exemplo. Sugestao: Pense em z,, como soma parcial de
uma série.

(ii) A mesma pergunta, mas agora com a hipétese de que Vp € N | lim |24, —2,| =07
n—r00

3. (i) Prove que se a, — 0 e (b,) é limitada, entao

ay b, +as b,y + -+ a, by
Cp = — 0 .
n

(ii) Prove que se a, — A e b, — B, entao ¢, — A B. Sugestao: Aplique o item
(i) para as seqiiéncias a, — A — 0 e b, — B — 0.

[ N
4. Sejam a, > 0, Vn, com Z;an<oo. Prove que Nh_r}r;o NZ; a, = 0.

o0

5. Mostre que se Z a, converge absolutamente e se b, — 0, entao

n=1

Cp=a1by1+asb,_ o4+ a1y — 0.

6. (i) Prove que Yz € [0,1) pode ser expresso na forma

r = a_7: , com a,€40,1,2,... n—1} |, VYn>2 .
n!
n=2
SUGESTAO: Fixado um z, supondo ja escolhidos ay, as, . .. , a, descreva como se escolhe

Ap41-

OBS. Esta forma de representar um numero real foi descoberta por Cantor.

i1) Mostre que
(ii) q

1 2 3 n 4 n+1 4 1
(n+ 1) (n+2) ol

(iii) Mostre que, para x irracional, a expansao do item (i) é tnica.

(iv) Mostre que, para z racional, existem 2 e apenas 2 expansdes, dng t.q. uma dela
satisfaz a, =n — 1, Vn > ng e a outra satisfaz a, =0, Vn > ng. Por exemplo,
10 2 0 0 0o 1 3
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7. Prove a seguinte generalizacao do exercicio anterior:

(i) Fixada ¢, € N, com ¢, > 2 uma seqiiéncia de nimeros naturais, prove que Yz € [0,1)

d(a,) ,coma, € {0,1,2,... ,¢, — 1} e ;p:z _ O
C1 Co

n:1 DR cn
(i1) Mostre que
Cp — 1 Cky1 — 1 Cky2 — 1
+ T
Ck Ck Ck+1 Ck Ck+1 Ck+2

Use esta igualdade para estudar a unicidade no item (i). Suponha ainda que VN dn
t.q. N divide ¢y ey ¢, e mostre que x € Q <= dng t.q. Vn > ng, a, =0.

8. (i) Prove que se a, [ 0 e > 7, a, < oo, entao na, — 0. Ou seja, para séries
convergentes de termos positivos decrescentes vale uma condicao bem mais forte do que
a, — 0. Sugestao: Olhe para a,y1 + @12 + -+ az, e use o Critério de Cauchy.

(ii) Mostre que a parte (i) pode ser usada para concluir que a série harmoénica é divergente.

(iii) Mostre com um exemplo que a conclusao do item (i) nao vale se @, > 0 nao for
mondtona. Sugestao: Pegue uma série convergente de termos positivos e mexa na ordem
de alguns termos, passando-os mais para adiante.

9. (i) Prove o chamado Teste da Condensacao de Cauchy: Seja f : [a,+o0) — R
decrescente, f(x) > 0, V& € [a,+0o0). Mostre que as séries > f(n) e > 2"f(2") ou
sao ambas convergentes ou ambas divergentes. Sugestao: Relacione as duas séries acima
justificando as desigualdades

FEY 4+ FT 1) 4 (274 2) 4 -+ f(27T — 1) < (27 —27) fF(27)

S 1)+ F27+2) 4 4 f(20T) > (27— 27) f(2mH)

(i) Use o item (i) para investigar a convergéncia (para os diversos valores de k) da série
T
— n (logn)*

OBS. Pode-se também estudar esta série comparando-a com uma integral.

o0

10. (i) Prove que se a, — 0, entdo, Z(an — Gn+1> converge.
n=1
(ii) Mostre quese ¢, >0, Vn e Z ¢n < 00, entao 3 FE,T+o0o tal que Z E,c, <oo.
n=1 n=1

Segue que nao existe uma série convergente de termos postivos > ¢, universal, que possa

ser usada para concluir a convergéncia de qualquer série convergente de termos positivos

por comparacao. Mais precisamente para cada n, seja r, = ¢, + Cuy1 + Cpao---. Entao
[ee]

VL0 e 3 (Vi = ) = wa_

2

converge.



11. (i) Teste de comparagdio para séries divergentes: Suponhamos que Je&o > 0 tal que

VYn € N, 0 < ée9d, < a, e suponhamos que a série Zdn divirja. Prove que Zan
n=1 n=1
também diverge.

(ii) Sejam d, > 0 com Zdn divergente. Mostre que Je, — 0 t.q. Z endy,
n=1 n=1
diverge (isto é, nao existe uma série divergente de termos positivos universal, que sirva

para estabelecer a divergéncia de qualquer outra série divergente de termos positivos por

comparagao). Mais precisamente, para cada n, seja D, = dy +dy + -+ + d,,. Pondo
€, = — , mostre que lime, = 0 e que — diverge.

D, _
Sugestao: Como D, 1T+00, para cada n fixado, lim L=0 e
P00 Lntp

dn_l_dn—l—l ‘_I_dn—l—p>dn+dn—|—1+"'+dn+p_Dn+p_D

+ - — n—lzl_Dn—l
Dn Dn-l—l Dn-l—p N Dn-l—p Dn-l—p Dn-l-p

12. (ex.19 do livro, pg. 123) Seqiéncias de varia¢ao limitada: Diz-se que uma seqiién-

n

cia (z,) é de variagdo limitada se a seqliéncia v, = g |zip1 — ;| é limitada. Prove
i=1

que neste caso (v,) converge. Prove também:

(i) Se (x,,) é de variacao limitada, entao (x,) é convergente.

(ii) Se X tal que 0 < XA <1 e |vp2 — 2pp1]| < Aapgr — 2s|, Vn, entao (z,) é de
variacao limitada.

(ii) Se z, = Y, — 2y, com (y,) e (z,) mondtonas crescentes, entao (x,) é de variacao
limitada. Obs. A reciproca é verdadeira, mas é mais dificil de provar.

13. Seja (a,) limitada. Prove que

ait+az+--+dp m—ar+ay+--+dy
< lim

n n

< lima, .

lima, <lim

14. Prove que ay — ay + a3 — ay + az — az + - - - converge < a, — 0.
15. Prove que (ay — az) + (az — az) + (a3 — aq) + - -+ converge <= (a,) converge.

16. (a) Prove que se
(1) (a1 +az)+ (as+ aq) + (a5 + ag) + - -+ converge e se
(i) a, — 0,

entao



(iii) ay 4+ az + az + -+ converge.

(b) Mostre com um contra—exemplo que a condicao (i) sozinha nao implica (iii).

17. Prove quese ay+ay+az+--- = S converge, entao %(al + a2> + %(ag + a3> + %(Gg +
a4> + .-+ também converge. Qual a soma da segunda série?

18. Se g a, < oo, com a, >0, Vn, mostre que a soma da série é o supremo de todas

n=1
as somas finitas de a,,’s.

M o0 ~ [ee] Id
19. (i) Se a, >0, Vn, mostre que se » 7 a, converge,entao »  _ az, também
converge.

(i1) Mostre com um exemplo que a implicagao nao vale se os a, tém sinais quaisquer.

sennx

20. Prove que Z converge Va € R.
n=3

log, n

21. Sejam A, > 0, ZAn:oo,an—>oz. Mostre que
n=1
ar Av+as Ay + -+ a, A,
At Ast o+ A

22. Sejam a, > 0, Vn t.q. Z a, < oo e p, T oo. Mostre que
n=1
prar+pras+ -+ pua,
Pn

— 0




