MAT-013 e 318 LISTA 12 Prof. Eduardo

Para serem entregues em aula dia 28.01.03 impreterivelmente.

1. (i) Justifique que

o + S + _/lﬁdt ara a>1,.6>0
¢ a+b a+2b a-+3b )y 1 p > 1, .

Sugestao: Primeiro integre entre 0 e z (0 < z < 1), utilizando a série geométrica. Discuta
depois o que acontece quando z — 17.

(i1) Obtenha dai que
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2. A partir dos desenvolvimentos de log(1 + ) e de log(1 — z) obtenha
1+ 2 23 b x’
log ~——% — 9 R S 1,1
8T ($+3‘|‘5‘|‘7‘|‘ , Ve (-1,1)

Usando os 3 primeiros termos e dando um valor conveniente para x, encontre um valor aproxi-
mado para log 2, dando uma estimativa razoavel para o erro. Se usasse

log 2 — 1 1 n 1 1 n
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quantos termos precisaria usar para obter uma aproximacao com ordem de precisao semelhante?
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3. (i) Mostre que % = arctan §—arctan 3 Sugestao: Chama de o = arctan 3 ® # = arctan 3

tana + tanb
1—tana-tanb’

e use que tan(a + b) =
(ii) Usando a expansao em série de poténcias da funcao arctan z , deduza que

T (1 1 N 1 N 1 1 N 1
4  \2 3.22 5.9 3 3.3 5.35

Dé uma estimativa para o nimero de termos de se deve pegar em cada série para ter uma
aproximacao com 3 casa corretas?

(iii) A mesma pergunta para

4. (1) Mostre que

T 1 1
— =4 arctan — — arctan —
4 5 239
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Sugestao: Seja o = arctan 5 Mostre que

1 5 120 T 1
tanoe=—- , tan2a=— , tanda=-— |, tan(4a——):—
5 12 239

(i) Use o resultado do item (i) para obter uma série representando 7 semelhante a do exercicio
anterior, mas convergindo ainda mais rapidamente.
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4. Prove que uma série de poténcias E anz"

converge uniformemente em todo R se e somente
n=0
se 3N € N tal que a, =0, Yn > N, isto é, a série de poténciais é um polinémio.

5. O objetivo deste exercicio é construir uma funcao f:R — R infinitamente derivavel, cuja

> () (o
série de Taylor Z fil() 2™ tem raio de convergéncia 0, isto é, converge somente para z = 0.
n!
n=0
(o]
(b) Seja f : R — R definida por f(z) = Ze_” cosn’z . Mostre que a série que define f,
n=1

bem como a séries dela obtidas por derivacao termo a termo um ntdmero arbitrario de vezes,
convergem uniformemente em R. Conclua que f € C*.

(¢) Prove que

f(2k-|—1)(0) -0 e f(2k)(0) — io: e <n2>2k(_1)k )

n=1

= fON0) L, -
(d) Prove que Z oh)! " diverge se x # 0. Sugestao:
k=0 ’
f(Qk)(O) e 2k (2h) ¥y 2k 2kz \2k
‘ (2k)! 2 (Qk)% = (T) — 400, quando kK — +oo com z # 0 fixo.

6. Obtenha o valor da soma das séries

>

n=1 n=1
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Sugestao: Considere E nz" e E —.
n

n=1

n=1

7. (a) Multiplique as expressoes em séries de poténcia de ede In(1—=2) e, por integragao,

—x
obtenha
1 2 15 1 1Ny 5 0 1 11\ 5
s(n(-0) =g+ (145)" + 1145+ 3)e+
(b) Justifique que o resultdo continua vélido para # = —1. OBS: Comparando com uma

. 1 1 1
integral, temos lnn<1—|—§—|—§—|—---—|——<1—|—1n(n—1).
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8. Prove que E — = / —In dz . Use o desenvolvimento em série de poténcias de
n 0 T
n=1

1—-2
—1In(1 — 2) . Verifique que a singularidade do integrando em 0 é removivel. A integral deve ser
: : N L S L
interpretada como uma integral imprépria lim —In dz , pois o integrando se torna

b—1—Jg ¥ 11—z
infinito quado = — 17.

9. (i) Prove que

/”‘( 11(1 ) 1)d t+t2+t3+ ] < 1
——h(l-2)—-=-)de=—+—+—+--- .

0 x? x 1.2 2.3 34 '

Obs: A integral acima é prépria, pois a singularidade do integrando em 0 é removivel.
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(b) Prove que / (——zln(l —x) - —)dw = 1. A integral deve ser entendidada como uma
0 \ & x

b [

1 1 1
integral imprépria  lim (—— In(1 —2) — —)dac. Sug: Para calcular a soma _
& prop b—1— Jo 22 ( ) z & 712::1 n(n+1)

decomponha em fracoes parciais.

o
n(n+1)
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10. O objetivo deste exercicio é obter o valor da Integral de Dirichlet / dx . Note que
0

sen $2 $4

=1—-— —+4 — — - ndo tem singularidade em z =0.
z 3! 51
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(i) Defina I, : [0, +00) — R, I,(y) = / ‘
0

dx . Mostre que (In) converge uniforme-
x

. . . . e gen x
mente em [0, +00) para uma funcao I, denotada pela integral imprépria I(y) = ——dx.
0 T

nm
(i1) Justifique que I (y) = —/ e"Ysenzdr eque (le) converge uniformemente em [or, 400),
0

Ve > 0. Mostre que I é coninua em [0, +00) e derivdvel em (0, +o0) com I'(y) = — / e Vsenzdx
0

(iii) Esta dltima integral pode ser calculada como /e_xy senzdr = %(/ e_”e”dw) =

%(e(_y‘”) v dac)7 onde J indica a parte imaginaria. Mostre que I'(y) = B Yy € (0, 400).
)
(iv) Conclua que I(y) = —arctany 4+ C. Fazendo o limite para y — 400, mostre que C' = g
(o]
Finalmente, para y = 0, obtenha / PN e = g .
0 T

11. A partir dos desenvolvimentos em séries de poténcias de In(1 + z) e de In(1 — ) obtenha

1+ 2 x> x®
1( ):2( R ) Vo e (=1,1).
(1 T+t =+ : z€(=1,1)
Usando os 3 primeiros termos e dando um valor conveniente para z, encontre um valor aproxi-
1 1
mado para In 2, dando uma estimativa razoavel para o erro. Se usasse In2 =1 — 3 + 37 dé



uma estimativa de quantos termos seria necessario coniderar para obter uma aproximacao tao
boa.

12. Prove que
5 do T 142 1-3y2 1-3-5\2
—_— =1 —) k? — — ) K4
/0 V1 —k?sen?6 2( +(2) +(2-4) +(2-4-6) + )
vk € (0,1).

13. (i) Prove que a seguinte versao para convergéncia uniforme do Teste de Dirichlet: Sejam
un : I — R e v, : I — R duas seqiiéncias de funcoes satisfazendo:

> up(2)

k=1
(i1)) 0 < w1 < wp(x), VR €N, Vo €T,

(i) IM >0 t.q. <M,VneN, Veel;

(iii) v, — 0 uniformemente.
[ee]
Entao Z wp,(2)v, () converge uniformemente.
n=1

[ee] [ee]
.o . . ~ 7. . . an
(ii) Use o item anterior para provar que se E a, converge, entao a série de Dirichlet —

nl’
n=1 n=1

converge uniformemente em [a, +00), Vo > 0.

14. (i) Prove a seguinte extensao do Teorema de Abel: Seja v, : [0,1) — R uma seqiiéncia de
funcoes tal que

(1) 0 <vpp1 <wvp(2), Vne N, Vo €[0,1);
(ii) lim v,(2z)=1, Vn € N.
rz—1—

o0 o0 o0

Se Z a, converge, entdo lim Z anvp(z) = Z a, . Obs: O Teorema de Abel corresponde

n=1 7=l n=1 n=1

ao caso particular v, (z) = 2™.

(ii) Use o item anterior para provar que
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