MAT-013 e 318 LISTA 10 Prof. Eduardo

Para serem entregues em aula dia 17.01.03 impreterivelmente.

1. Relacionando a uma integral conveniente, prove que:
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(i) lim n - =
n—00 o n* + Wi 4

1 1 1 1
(ii) lim ——|— 4+ —F 4+ — ) =In2
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(iii) lim (1+L+—+---+L) =Ink, Vk € N, com k> 2.
n—o0o \ N n n n

2. Seja f :[a,b] — R uma funcao continua. Prove que se / | f(z)| doz = 0, entao f é constante
a

igual a 0. Mostre com um exemplo que se f fosse apenas integrdvel a implicacao nao valeria.

3. Seja [ :[0,1] — R uma funcao derivével t.q. f(0) =2 e |f'(z)| < 1, Va. Mostre que
1 3 )
> 7 Prove rigorosamente.
0

4. ¢ :[a,b] — R é dita uma fungio escada se existir uma particao P = {a =tg < t; < t3 <
- < t, = b} tal que ¢ é constante em cada intervalo (¢;_1,t;). Suponhamos que f :[a,b] — R
seja limitada e f > 0. Prove que f f = sup{f @ | ¢ é fungao escada, 0 < ¢ < f}. Usando
este resultado, prove que vale um fato andlogo, substituindo a condicdo “¢ funcao escada” por
“o funcao continua”. Sugestao: Aproxime uma funcao escada por uma funcdo continua, de
modo que as duas coincidam, exceto em “pequenos” intervalos.

5. Use o Teorema Fundamental do Célculo para mostrar que se f : R — R é continua e
periddica de periodo P, isto é,se f(z+ P)= f(x), Vo € R, entao o valor de

/:’-l—P Iy

nao depende de z.

6. Prove que se f:R — R é continua e peridédica de periodo P, entao o grifico de f admite
cordas de quaisquer comprimentos, ou seja, Va > 0, 3z € R t.q. f(z +a) = f(z). Mais
precisamente, dado a > 0, existem pelo menos 2 valores distintos de z em [0, P) para os quais
f(z+a) = f(z). Sugestao: Pelo exercicio 1,

,
[ UGt w- e =0, vaso.

Portanto se o integrando nao é constante igual a 0, troca de sinal. Se troca de sinal, pelo fato
de f ser periddica, deve trocar duas vezes, a menos que se anule para x = 0.



7.(i) Sejam [ e J intervalos, seja f : I — R uma funcao convexa e seja g : J — R uma
fungao convexa, crescente e tal que f(I) C .J. Prove que go f é convexa.

(i) Dizemos que uma fungao f: ] — R é log—convexa se f(z) >0, Yz € I ese In f(z) é
uma funcao convexa. Use o item (i) para mostrar que se f é log—convexa, entao f é convexa.
Dé um exemplo de funcdo convexa que nao seja log—convexa.

(iii) Prove que f > 0 é log—convexa <= f(az + fy) < f(x)*g(*)’?, para a,3 > 0, com
a+G=1.

(iv) Prove que se f > 0 é 2 vezes derivavel, f > 0 é log-convexa < (f")2 < ff".
(v) Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz para integrais
1 1
( f;|fg| < (ff|f|)2 (ff|g|)2 , —00 < a<b< 400 ) e admitindo que se pode derivar sob

o sinal de integral, use (vi) para provar que a Funcao Gama, I' : (0,+00) — R, definida por
(o]

I'(z)= e~ ' t"71 dt é log-convexa.
0

8.(i) Dada ¢ : [a,b] — R crescente, defina f:[a,b] = R por f(z)= A—I—/ g . Prove que f
é convexa. ‘

(ii) No item anterior mostre que se xg é um ponto de descontinuidade de ¢, entdao f nao é
derivdvel em zg.

(iii) Construa uma funcao convexa em um intervalo, que nao tenha derivada em nenhum
racional.

9. SeJa f i a, b —> R continua. Prove que f é convexa — Vs,t com a < s <t <b, vale

/ < < ( ) . Interprete geomericamente. Sugestao: Prove que
x—s
J#) < FE)+ (O = SO, Vaels].
1 il nwa 1—cosma
10. Justifique que hmOO ¥ nz:l sen —o— = — .

11. Seja f : [a,b] — R derivdvel com f’ integrdvel. Mostre que se f(a) = f(b) = 0 e se
b 2
M (b—
|f'(x)| < M, Ya € [a,b], entao / fl1< M

- 4
12. Seja f:[a,b] — R integravel. Suponhamos que

0< f(z /f , Va €la,b] .

b
Mostre que f = 0. Sugestao: Seja M :/ f.

0§f§]\4:>0§f(av)§Z\4(av—a):>0§f(av)§%'_a)2 . etc.
0< @ < MU ynen, vaefa).

Para z fixo, faz n — oc.



13. Seja f:[a,b] — R uma funcao continua. Prove que

i ([ blf(w)lpdw)% = max |£(2)] -

pP—+00 z€[a,b]

Sugestao: Seja M = m[ax] | f| . Mostre que dado 1 > 0 existe um intervalo [¢,d] C (a,b] t.q.
r€la,b

|f(z)]| > M — ey, Yz € [¢,d]. Mostre que

L

< (/ab|f(ac)|pdx)p < M(b—a)
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