MAT 01066 — Combinatoria 1
12 Lista Adicional de Exercicios

1. (Grupo A) O objetivo desta questao é provar de duas maneiras diferentes a identidade

()-GO GG (6)

(a) Considere o problema de formar comissoes de n pessoas a partir de um grupo de n homens e
n mulheres. Conte essas comissoes de duas maneiras diferentes: 12) diretamente; 22) dividindo
em casos, conforme o nimero de mulheres que a comissao contém. Comparando os resultados,
obtenha uma demonstragao de (1).

(b) Aplique o binémio de Newton a ambos os lados da igualdade (1 + x) m_ (1 + x)n (1 + :c)n
Comparando a expressao do coeficiente de 2™ de ambos os lados, obtenha a identidade (1).

(c) Deduza de (1) a identidade de Lagrange
Zn: n\> _(2n
k) \n)
k=0
2. (Grupo B) O objetivo deste exercicio é dar duas demonstragoes diferentes para a identidade

Zn:k (Z) =nonl,

k=1

(a) Demonstragiao combinatéria: Considere o conjunto de todas as possiveis comissoes tendo
uma pessoa designada para presidente, que se pode formar a partir de uma conjunto de n pessoas
(uma comissao pode ter um numero qualquer de pessoas, de 1 a n). Conte este conjunto de
comissoes de duas maneiras diferentes e compare os resultados. Sugestao: Um método é, depois
de escolhida a comissao, escolher o presidente entre seus membros. Outro método é escolher
primeiro uma pessoa para ser o presidente e escolher depois o restante da comissao. Use o
fato ja conhecido que se | B |= m entao o nimero de todos os possiveis subconjuntos de B é

> (}) -

k=0

(b) Tome a expressao

(1+2)" = zn: (Z) zk

k=0
que se obtém aplicando o binémio de Newton, derive em relacao a x e subsitua z = 1.

3. (Grupo C) O objetivo deste exercicio é dar duas demonstragoes diferentes para a identidade

kzn;k(k—l) (Z) =n(n—1)2""2

(a) Demonstragcao combinatoria: Considere o conjunto de todas as possiveis comissoes tendo
uma pessoa designada para presidente e outra para vice-presidente, que se pode formar a partir



de n pessoas (portanto as comissoes vao conter ao menos 2 pessoas). Conte essas comissoes de
2 maneiras diferentes e compare os resultados. Sugestao: Um método é, depois de escolhida
a comissao, escolher o presidente e o vice-presidente entre seus membros. Outro método é
escolher primeiro uma pessoa para ser o presidente e outra para vice-presidente e escolher depois
o restante da comissao. Use o fato ja conhecido que se | B |= m entdo o nimero de todos os

m
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possiveis subconjuntos de B é E < > = 2™. Use 0 mesmo tipo de idéia que na questao aterior.
k=0

(b) Tome a expressao

(1+2)" = zn: (Z) 2k

k=0
que se obtém aplicando o bindmio de Newton, derive duas vezes em relagao a x e depois faga a
substitucao x = 1.

4. (Grupo D) Prove a identidade

m—1\ <, (n)°
=> k
(00) =20
k=1
(a) Demonstragao combinatoria: Dados um conjunto de n homens e n mulheres conte de duas

maneiras diferentes todas as comissoes de n pessoas com um homem escolhido para ser o lider
dos homens.

(b) Demonstragao utilizando o binémio de Newton: Considere

o= (E6) (£ 0r)

derive em relacdo a z, substitua y = z e finalmente identifique o coeficiente de 2"~ dos dois
lados da igualdade.

5. (Grupo E) O objetivo desta questao é dar trés demonstragoes diferentes para o fato de que
sempre que n > r e m > r, vale a seguinte identidade (Convolugao de Vandermonde) .

() =G0 O+ G ()

(a) Demonstragao combinatoria: Sejam A e B dois conjuntos disjuntos com | A |[=ne| B |=m.
Considere a colegao

F={CCAUB| |C|=r1}
Conte os elementos de F dividindo em casos, de acordo com quantos elementos eles tém em
comum com A.

(b) Demonstragao utilizando o Binomio de Newton: Considere
L+2)" = 1+2)" (1+2)",
expanda os 3 binémios, e compare o coeficiente de " nos dois lados da igualdade.
(c) O objetivo deste item é mostrar uma maneira diferente de provar a mesma identidade

acima: usando um diagrama de ruas e quadras. Para simplificar, s6 se pede que vocé faga um
caso particular.



No diagrama de quadras e ruas abaixo, considere to-
dos os caminhos (de minima distancia) de O para A
(na figura, caminhos indo sempre para cima a para a
direita) e conte-os dividindo em casos, de acordo com
o ponto onde cruzam a diagonal com os pontos marca-
dos com quadrados, correspondendo as esquinas cuja
distancia de O é 8 quadras. Considerando todos os
casos possiveis, obtenha um caso particular da iden-
tidade da questao anterior.

(d) Novamente, dividindo todos os caminhos (de
minima distancia) de O para A em casos, de acordo
com o ponto em que cruzam a diagonal de pontos cir-
culados, obtenha uma igualdade similar a obtida na

parte (a).

6. (Grupo F) Para k,n > 1 fixados, considere a pergunta: de quantas maneiras pode-se ex-

pressar

1 +2To2+2T3+ - +Tp =N,

onde os x; sao inteiros nao negativos?

Por exemplo, de quantas maneiras pode-se escrever x1 + x3 + x3 = 47 Algumas possibilidades

sao: 14+3+0=4, 0+143=4, 1+2+41=4, etc.

Além do método visto em aula, é possivel usar um diagrama de ruas e quadras para resolver
este problema. Cada maneira de escrever x1 + x9 + x3+ - - -+ xp = n pode ser visualizada como
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uma trajetéria, cada x; representando nimero de passos para cima. Por exemplo,

A

.7}1:1
To =
.7}3:1

O
1+ 2+ 1 =4

)

1 +3 +0

(a) Conte desta maneira o nimero de diferentes solugoes da equagao

1+ T2tz tas=7

onde cada x; ¢é inteiro com xz; > 07

(b) Quantas diferentes combinagoes de moedas de 1, 5, 10, 25 e 50 centavos pode um cofrinho

conter, sabendo que ao todo ele contém 20 moedas?
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